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Uvod

Nameét k vytvoreni této prace vznikl zejména z popudu studentti ucitelského stu-
dia fyziky a nékterych student oboru obecné fyzika na MFF UKEL kteri se shaneli
po dalsich studijnich textech k pfedmétu Uvod do matematickijch metod fyziky.

Pti tvorbé prace byla nejdiive provedena drobna reserse jiz existujicich stu-
dijnich texti, které se vénuji problematice aplikovani matematickych metod ve
fyzice. Zacalo se u znamych publikaci, které jsou bézné dostupné v knihovnach,
jako je napriklad Matematicky apardt fyziky od prof. J. Kvasnici, a jsou dostupné
zejména ve fakultni knihovné MFF UK. Dale byla obracena pozornost na zdroje
umisténé na internetu, které byly vyhledavany pomoci internetového prohlizece
Google (ostatni prohlizece davaly obdobné vysledky) a analyzovdno bylo prvnich
tricet odkazi vzdy pro urc¢ita klicova slova. Prizkum pomoci internetu byl pro-
veden mezi daty 30. 11. a 6. 12. 2013 pro klicova slova matematické metody ve
fyzice, soustavy souradnic, systémy souradnic, limita, diferencialni pocet, derivace
(vSechny pouze v ceském jazyce).

7 reserse vyplynulo, ze neni uplné jednoduché ziskat materialy, které by od-
povidaly hlavnim cilim pfedmétu Uvod do matematickych metod fyziky vyuco-
vaném na MFF UK. Cilem této préace je tedy vytvoreni studijniho textu, ktery
by studentim co nejvice pomohl s ivodem do vysokoskolské matematiky a s vy-
tvorenim si fyzikalni predstavy u matematickych metod aplikovanych na popis
prirody.

Pii tvorbé textu se vychéazelo zejména z priprav a textu dr. A. Hladika,
prof. J. Podolského a dr. V. Zaka k predniskdm a cvicenim predmétu Uvod
do matematickych metod fyziky. Reflektovany jsou také zkusenosti autora s pro-
blematikou matematickych metod aplikovanych ve fyzice, s danym predmétem
a s vékovou skupinou studentt, jiz je text vénovan.

P1i psani tohoto studijniho materidlu byla snaha o vytvoreni ¢tivého textu,
ktery by byl psan jazykem blizkym studentim, kteri pravé prisli ze sttedni skoly
na skolu vysokou. Z téchto divodl nebyly kladeny ptilis vysoké naroky na ma-
tematickou rigordznost, a proto rozhodné nelze povazovat tento studijni text za
ucebnici napriklad matematické analyzy. Zaroven bylo vytvoreno vétsi mnozstvi
obrazki, které by mély pomoci s predstavou probirané problematiky. Text byl
vytvoren v programu KTEX a obrazky v editoru Zoner Callisto 5 Free.

Préce je rozclenéna do ¢tyt kapitol. V prvni kapitole jsou doporuceny a struéné
diskutovany nékteré dostupné studijni texty, které se tykaji problematiky roze-
birané v této praci. Dalsi tii kapitoly tvori postupné Systémy souradnic, Limita
funkce a Derivace funkce (kde jsou nastinény i zéklady vektorové algebry) a po-
stihuji vétsi ¢ast obsahu predmétu Uvod do matematickych metod fyziky, coz
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predstavuje vektorovd algebra, systémy souradnic, funkce a jeji derivace a inte-
gral funkce. Kapitoly na sebe postupné navazuji a odkazuji na sebe. V textu se
snazime o postupné osvojovani poznatkili matematickych metod ve fyzice a na
probranych poznatcich dale stavét. Z tohoto divodu se zacina se systémy sourad-
nic, jelikoz se pomoci nich potom vysetiuji funkce, vektory a fyzikdlni problémy
dale v textu. Navazuji limity, kde se snazime ¢tenafe pripravit na kapitolu vénu-
jici se derivacim funkci. Kapitola vénujici se derivacim zacina fyzikalni motivaci
pro jejich zavedeni a tuto praci uzavira oddil s ndzvem Fyzikdlni aplikace deri-
vact, kde jsou shrnuty poznatky vylozené v predchozim textu a nazorné ukazany
nékteré jejich aplikace ve fyzice.

V probiranych tématech nejsou dokazana vsSechna uvedend tvrzeni, ale jsou
uvedeny odkazy na literaturu, kde jsou prislusné dikazy k nalezeni.

Tato prace predpoklada, ze je ¢tenar seznamen se stredoskolskou matematikou
a fyzikou.



Pouzité oznaceni a zkratky

V matematickych a fyzikalnich textech se objevuje mnoho zpiisobli znaceni, pri-
c¢emz kazdy rad pouziva to, na které je zvykly. Aby nedochazelo k nedorozumeénim,
uvedeme hned na zacatku prace znaceni, které bude dale pouzivano.
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Kapitola 1

Prehled studijnich textu
k matematickému aparatu fyziky

1.1 Studijni materialy pro matematické metody
ve fyzice

Tento text neni samoziejmé prvnim, ktery se vénuje aplikacim matematickych
metod ve fyzice a ze kterého lze tudiz cerpat. Jiz existujici prace nabizeji jiny
pohled na vykladanou problematiku a obsahuji i partie, kterymi se v této praci
nebudeme zabyvat.

Ziejmé nejcastéji se budeme v nasledujicim textu odkazovat na skripta se-
psana profesorem Kopackem, Matematickd analyza nejen pro fyziky. Tato skripta
sestavaji ze ctyr dili, pficemz my budeme vyuzivat prvntho ([I]). Jak napovida
nazev, jsou to skripta urc¢enad pro kurz matematické analyzy pro studenty fyziky
(a nejen pro né) na MFF UK. Obsahuji tedy podstatnou ¢ast toho, co potiebuje
fyzik znat z oblasti matematické analyzy, a jsou zde i partie, které mohou byt pro
matematiky nezajimavé, ale fyzici se bez nich neobejdou. Prikladem za vsSechny
mohou byt napriklad diferencidlni rovnice ve tvaru totalniho diferencidlu. Skripta
jsou napsana c¢tivé a je zde mnoho prikladi, aby byla latka vykladana nazorné.
Nezbyva tedy, nez ,Kopacka“ (jak se jeho skriptim zkricené iikd) doporudit
k precteni. Navic ke kazdému dilu skript vysly zvlast Priklady z matematiky nejen
pro fyziky ([2]), kde si 1ze latku matematické analyzy skuteéné dobte procvicit.

Znama a oblibend je také publikace profesora Kvasnici, Matematicky apardt
fyziky ([3]), kterd osvétluje vybrané, pro fyziky nezbytné, partie matematiky.
Obsahuje dilezité ¢asti algebry, analytické a diferencidlni geometrie (ktivky, plo-
chy), vektorové a tenzorové analyzy, funkei a jejich rozvoju, diferencidlnich rovnic
a pravdépodobnosti a statistiky. Na probirané partie je v této publikaci nahlizeno
spise ,,vysokoskolsky“ — napiiklad z hlediska pouzitého jazyka nebo provadéni
diikazt. Na rozdil od Matematického apardtu fyziky nabizi tato bakalarska prace
prechodny clanek mezi stredoskolskou a vysokoskolskou matematikou a vénuje se
i partiim, jejichz znalost je v Matematickém apardtu fyziky predpokladana.

V anglicky psané literature mtzeme nahlédnout do publikace Mathematical
Methods for Physicists: A Comprehensive Guide ([4]). Nazory na tuto knihu se
rizni, ale vétsinou jsou kladné. Je to velmi rozsahla publikace postihujici ve 23
kapitolach mnoho uzitecného. Nema smysl vypisovat zde vSechny kapitoly, jed-



noduse je zde k nalezeni diferencidlni pocet, funkce, potirebné partie z algebry,
rady a pravdépodobnost a statistika.

Ziejmé nejrozsahlejsi prace zamérena na vyuziti matematickych metod, se kte-
rou se muzeme setkat, je Prehled uzité matematiky I a I ([5] a [6]) od profesora
Rektoryse a jeho dalsich spolupracovniki. Tyto dvé knihy jsou urceny prede-
vsim inzenyrum a prirodovédcim, kteri potrebuji matematiku pouzivat k reseni
problémii ve své odborné praxi, a proto neobsahuji diikazy matematickych vét
a tvrzeni. Jako znamka kvality tohoto dila mtze byt bran fakt, Ze bylo prelo-
zeno do anglického jazyka a vydano v nakladatelstvi M.I.T. Press a dokonce se
na MITEL coz je jedna z nejprestiznéjsich technickych univerzit na planeté Zemi,
stalo oficidlni studijni priruckou.

Existuje také velké mnozstvi materialit vénujicich se matematickym metodam
ve fyzice, které 1ze nalézt na internetu. Problém muze byt v tom, Ze na internet
si muze dat kdokoliv cokoliv, tedy i naprosto scestné materialy, které nam pri
studiu spise uskodi, nez pomohou. To ale neplati samoziejmé o vSech a muzeme
nékteré doporucit.

Nedéla-li ndm problém slovensky jazyk, muzeme Cerpat ze skript ([7]) sepsa-
nych k predmétu Matematické metody vo fyzike vyucovaném na Fakulté mate-
matiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bratislavé. Podle popisu
se jedn4 o analogii predmétu Uvod do matematickijch metod fyziky a navazujicich
Matematickijch metod ve fyzice I, které jsou pro studenty ucitelstvi fyziky vyu-
covany na MFF UK, a proto je analogickd téz naplni skript. Lze zde tedy nalézt
stejna témata, ale jinak formulovana a vykladana, coz muze pomoci s pochope-
nim nejasnosti, kterych jak doufame, bude co nejméné. K prostudovani jsou zde
kapitoly zabyvajici se derivacemi, integraly, maticemi, nekone¢nymi radami, dife-
rencialnimi rovnicemi, systémy soutradnic, vektorovou analyzou a vlnovou rovnici.
Prace obsahuje mnoho tesenych prikladi, z nichz nékteré jsou pojaty jako fyzi-
kalni aplikace zrovna probirané matematické metody, coz mutze byt uzitecnym
doplnénim prednasek a cvi¢eni urcenych pro studenty MFF UK.

To byly materialy zamérené primo na matematické metody pouzivané ve fyzice
nebo poptipadé v jinych prirodovédnych oborech. Byly vsak vytvotreny i konkrét-
néji zamerené materidly, ze kterych je mozné cerpat, a my tu nékteré z nich pro
jednotliva témata doporucime.

1.2 Studijni materialy pro systémy souradnic

Za reprezentanty zdroju, kde lze nalézt teorii vénovanou systémum souradnic
a které jsou umistény na internetu, si uvedme dvé prace.

Na strankach matematické sekce MFF UK je volné pristupna diplomova prace
Jana Koncela nesouci nazev VyuZiti internetu ve vyuce analytické geometrie na
stredni skole ([8]). Prace zahrnuje pouze kartézsky systém (ten se typicky obje-
vuje na strednich skolach), ale jsou zde uvedeny i nékteré historické zajimavosti.
Nenajdou se zde ovsem fyzikalni aplikace, jelikoz se jedna o praci vénovanou ana-
lytické geometrii. Na druhou stranu jsou zde i ¢asti vénované dalsim partiim,
které se fyziktim také hodi, jako jsou naptiklad vektory nebo plochy v prostoru.

Déle nam miize poslouzit text vénujici se systémtum souradnic sepsany pro
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zajemce o Teseni fyzikalni olympiddy, ktery nese nazev Souradnice ve fyzice ([9]).
Pokud jsou nam znamy derivace, ocenime, Ze text obsahuje také ¢ast vénovanou
rychlostem a zrychlenim v riiznych systémech a priklady s aplikacemi. Za zminku
stoji i to, ze je zde rozebrana tézistova souradnicova soustava.

1.3 Studijni materialy pro limity a jejich vypo-
Cty

Zadame-li do internetového vyhledavace klicové slovo ,limita“, nalezne ndm ne-
preberné mnozstvi odkazi, kde je toto téma vice ¢i méné zpracované. My budeme
nekteré zajimavé odkazy z toho velkého mnozstvi struéné diskutovat.

Existuje server www.matematika.cz, na ktery lze narazit v souvislosti s vy-
hleddvanim informaci o limitach, a zde jsou v sekci Matematika polopaté ([10])
umistény ¢lanky vénujici se mimo jiné matematické analyze, tedy i limitam. Autor
clankt vse doplnuje velkym poctem obrazki, coz napomaha lepsimu pochopeni.
Jak bylo zminéno, nejsou zde pouze limity, ale najdou se také ¢lanky vénované
derivacim a integraliim. Dale je zde také kombinatorika, linearni algebra nebo
tfeba geometrie.

Pomérné dost rozsahly je e-learnigovy kurz Matika krokem ([I1]), ktery je ur-
¢en pro pripravu k maturité a k prijimacim zkouskam na vysoké skoly. Tento kurz
mé zatim (k datu 6. 12. 2013) dvé kapitoly: komplexni ¢isla a limita, derivace, in-
tegral. U tohoto materidlu mizeme ocenit opravdu velky pocet fesenych prikladi,
kdy si mtizeme jednotlivé ¢asti feSeni postupné odkryvat. Jsou zde podkapitoly
vénované aplikacim derivaci a integrali.

Internet nabizi i videoprezentace. Kladné ohlasy maji napt. videa Marka Va-
laska Mathematicator ([12]). Na priblizné deseti az dvacetiminutovych videich
zpracovava ruzna témata z matematiky a vénuje se mimo jiné pravé limitam,
funkcim, derivacim, integraltim a diferencialnim rovnicim.

Na internetu je dostupné mnozstvi prikladi. Jako priklad miizeme uvést server
www.priklady.eu, kde je sekce vénovana matematice a ke kazdému tématu jsou
zde Tesené priklady. Limity lze nalézt pod odkazem Funkce. Kromé matematiky
jsou zde téz priklady z fyziky.

1.4 Studijni materialy pro derivace funkci

Derivace a viibec cely diferencialni pocet je vystavén na limitach a zdroje vénujici
se limitam casto obsahuji téz priklady na derivace. Pro derivace miizeme doporucit
10}, [11] a [12].

Na zavér si doporuc¢me Shirku resenych uloh z fyziky ([13]), kterd vznikéd na
Katedre didaktiky fyziky MFF UK. Kromé velkého mnozstvi priklada z fyziky
jsou zde i ¢asti vénované primo matematickym metodam, matematické analyze
a linedrni algebre. V ¢astech vénovanych matematice si lze procvicit problematiku
matematickych metod; priklady z fyziky jsou nazornou aplikaci matematickych
metod ve fyzice.



Kapitola 2
Systémy souradnic

Systémy souradnic patii mezi zékladni nastroje, které nam pomahaji s analyzou
fyzikalnich problému tim, Ze ur¢itym zpusobem oznacuji body prostoru (napf. jim
pritazuji ¢isla, nazvy, symboly atd.), aby bylo mozné jednoznacéné uréit polohu
objekt, které uvazujeme nebo pozorujeme.

Souradnice jsou v podstaté nezbytnou pomtckou k tomu, aby si lidé, ne je-
nom fyzici, mezi sebou rozumeéli. Predstavte si situaci: Mlady fyzik prijede na
mezinarodni konferenci a chce se ubytovat v hotelu. Ptijde na recepci a zde, po
ovéreni jeho rezervace, dostane kli¢ od pokoje. Jak ma ale nebohy fyzik poznat,
ktery pokoj je jeho a kam pasuje kli¢, ktery dostal? Vedeni hotelu je nastésti
vynalézavé, nechalo ocislovat patra a vstupni dvefe pokoji a na kli¢ pridélat
visacku s napisem: 3. patro, pokoj 4, ¢imz se celd situace vyjasnila. Aby navstév-
nici hotelu nebloudili bezradné po chodbach, byl v budové vytvoren jednoduchy
systém souradnic, ktery jednoznac¢né urcuje polohy pokoji v hotelu. V nasem
ilustracnim pripadé to jsou dvé soutadnice: patro a ¢islo pokoje na patie. Tento
jednoduchy priklad ma ilustrovat fakt, ze ma smysl systémy souradnic zavadét
a ze nam pomohou jednoznacné urcovat polohu.

Dalsim prikladem systému souradnic jsou treba nazvy meést a ulic dohromady
s Cisly popisnymi. Potom jsme schopni jednoznacéné urcit polohy nasich domu
a muzeme si posilat postu. Znamy je také systém GPS, ktery ndm za pomoci
signalii z nékolika druzic pomahd urcovat polohu na Zemi — GPS soutadnice.

Chceme-li pomoci souradnic jednoznacné popsat vSechny body prostoru, kte-
rych je nekoneéné mnoho, nabizi se vyuzit realna c¢isla. Redlna cisla maji tu
vyhodu, Ze redlna osa je spojita, tedy kazdému bodu na primce mizeme priradit
realné c¢islo. Systém soutradnic potom vytvorime tak, ze kazdému bodu prostoru
pritadime podle urcitého pravidla nékolik redlnych ¢isel (souradnic) tak, aby byl
popis poloh jednozna¢ny (tedy zadné dva navzdjem rizné body prostoru nebudou
mit stejné vSechny soutadnice, ale budou se v alespon jedné lisit).

2.1 Systémy souradnic v roviné

Nez si zavedeme systémy souradnic v roviné, zminime tu jesté jednodimenzio-
nalni pripad, tedy primku. Zavést systém soutadnic na primce neni nic tézkého:
Jeden bod primky si zvolime jako pocdtek a uréime si orientaci — na jednu stranu
od pocatku budou souradnice kladné a na druhou zaporné. Jako souradnici bodu
budeme brat v podstaté vzdéalenost od zvoleného pocatku. Ke vzdalenosti, coz



je nezaporné realné cislo, priddme znaménko podle zvolené orientace, viz obrd-
zek [21

Tento systém souradnic se hodi k analyze fyzikdlnich problémi, kde se vSechno
pohybuje pouze po jedné piimce, napt. hmotny bod pohybujici se primocarym
pohybem, hmotny bod oscilujici na pruziné atd.

Zajimavéjsim pripadem je zavedeni soutadnic v roviné, kde se nejcastéji vyu-
zivaji dva systémy soutadnic: kartézsky a poldarni.

poclatek X ... bod s kladnou soufadnici
|

| Hﬁ_/l >

zvolena orientace

Y ... bod se zadpornou O vzdélenost od

s kladny smeér
souradnici podétku ( )

Obréazek 2.1: Systém soutadnic na primce

2.1.1 Kartézsky systém

Zacneme tim nejjednodussim systémem, se kterym jsme se pravdépodobné po-
tkali v matematice uz na zékladni skole. Kartézsky systém v roviné tvori dve
orientované navzajem kolmé primky, které nazyvame osy, a obvykle je znac¢ime
xz a y (nebo také x; a xs). Pocatek kartézského systému soutadnic je umistén
v jejich priseciku. Libovolnému bodu v roviné se potom prirazuji dvé ¢isla — sou-

A Yy
A = [a,, ay]
oo ay

Obrézek 2.2: Kartézsky systém souradnic v roviné a bod A = [a,, a,], kde a, <0,
a, >0

radnice — kolméa vzdalenost od osy y (az na pripadné znaménko), coz je souradnice
x, a kolma vzdélenost od osy x (az na pripadné znaménko), coz oznacujeme jako
soutadnici y. Na obrdzku [2.2 je zndzornén kartézsky systém souradnic a v ném
bod A o souradnicich a, a a,. V jazyce matematiky tvori souradnice a,, a, uspo-
radanou dvojci, kterd se oznacuje jako [a,, a,]. Strucné potom zapisujeme, ze
A = a,, ayl.



Je asi na prvni pohled ztejmé, zZe se skutecné jedna o jednoznacény popis vsech
bodii roviny. Jsou-li dva body roviny navzajem rtzné, lisi se v hodnoté alespon
jedné souradnice.

Kartézské souradnice maji sirsi vyuziti nez soutadnice na pfimceﬂ, coz souvisi
s tim, Ze uz jsme schopni popisovat body celé roviny.

Zkoumame-li objekt, ktery se pohybuje v roviné, a umime-li jeho pohyb rozlo-
zit na dva primocaré pohyby, jejichz sméry jsou na sebe kolmé, potom pro popis
plné docenime kartézsky systém. Jako priklad si mizeme vzit pohyb kamene,
ktery nezbedny hoch hodil vodorovnym smérem z rozhledny. Prchajici lidé pod
rozhlednou mohou (maji-li na to ¢as) pozorovat, ze se kdmen pohybuje po ur-
¢ité krivee, a ti znali zdkladnich fyzikalnich zakon mohou tento pohyb pomoci
kartézského systému analyzovat. Hoch udélil kameni urcitou rychlost ve vodo-
rovném smeéru, takze se kdmen v tomto sméru pohybuje rovnomérné. Potom na
kamen ptsobi jesté tihova sila, a pohybuje se tedy rovnomérné zrychlené smeé-
rem k Zemi (uvazujeme homogenni tihové pole a zanedbame dalsi sily pusobici
na kdmen, napt. odpor vzduchu). To jsou dva na sebe kolmé pohyby, z nichz se
sklada vysledny pohyb. Pro analyzu je vhodné zvolit kartézskou soustavu sou-
fadnic, kde budou mit osy stejné sméry jako vySe zminéné pohyby a kde budeme
umét jednoduse popsat, jak se méni soutadnice kamene v case. Tento priklad je
znazornén na obrazku[Z.3, kde rychlost, kterou chlapec udélil kameni, je oznacena
jako vy a tithové zrychleni jako g. Obecna poloha kamene je zndzornéna bodem
K = [z, y] a trajektorii, kterou kdmen opiSe, zndzornuje ¢ervend ¢erchovand ¢ara
(obrazek zachycuje situaci od okamziku, kdy kdmen ztratil kontakt s chlapcovou
rukou).

< - — O
T :

’ yv
Obrézek 2.3: Pohyb kamene v kartézském systému soutradnic

Pro souradnice kamene mizeme pomoci znamych vztahtt naspat, jak se méni
S éasenﬂ, tedy
T=uvT a y=3g7°, (2.1)

kde 7 je ¢as, ktery mérime od okamziku, kdy kamen ztratil kontakt s chlapcovou

D4 se Fict, ze soufadnice na pifmce jsou specidlnim pifpadem kartézskych soufadnic v ro-
viné.
2Kromé obvyklého t se ve fyzice pro éas pouziva i fecké pismeno 7, které éteme ,tau®.



rukou. Vztahy[Z1] jsou z matematického hlediska jednoduché diky tomu, ze jsme
si sikovné zvolili soustavu souradnic.

Vztahy 2] jsou také parametrickym vyjadrenim trajektorie a pokud se zba-
vime parametru (7), ziskdme rovnici trajektorie ve zvoleném systému soufadnic.
Nejjednodussi je vyjadrit si ¢as 7 pomoci souradnice z, tj. 7 = x /vy, a potom
dosadit do rovnice pro souradnici y. Dostavame

_19 2

= —= 2.2
21}81: ( )

Y
Jelikoz jsou ¢ a vy konstanty, je rovnice[ZArovnici paraboly s vrcholem v pocatku
(zndme uZ ze stiedni Skoly: y = kz?, kde k je konstanta).

Toto vSechno jsme schopni ziskat diky systému souradnic a zakladnim fyzikal-
nim poznatkim. V nasi analyze bychom mohli zajit jesté dal, kdybychom znali
dalsi pocatecni podminku — vysku rozhledny. Potom bychom mohli spocitat, za
jakou dobu kdmen dopadne na zem a také, jak daleko od paty rozhledny to bude.
Snad se tu tim jiz nemusime zdrzovat a doufejme, zZe jsme si dostateéné nazorné
ukazali uzitecnost kartézského systému.

2.1.2 Polarni systém

Druhym hojné vyuzivanym systémem souradnic v roviné je tzv. poldarni systém.
Kazdy bod B roviny mé dvé polarni souradnice: vzdalenost R tohoto bodu od
pocatku a thel ¢, ktery svird poloprimka vedena danym bodem a pocatkem (pru-
vodi¢ BO) s né&jakou referencéni poloprimkou. Bézné se jako referencéni poloprimka

Y

A B[R 4

Obrazek 2.4: Polarni systém soufadnic a bod B = [R, ¢]

bere kladnd poloosa x, coz se ukaze vyhodné, az budeme hledat souvislost mezi
kartézskym a polarnim systémem. Diilezita je také dohodnuté orientace ihlu ¢ —
thel odecitame proti sméru hodinovych rucicek od kladné poloosy .

Na obrazku[Z-7)je vyznacen bod B a jeho polarni souradnice R a ¢ (na obrazku
je znazornén jak polarni, tak kartézsky systém, které maji spoleény pocatek).
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Soutadnice R vyjadiuje vzdalenost bodu B od pocatku a z toho divodu ne-
muze byt zépornd, tj. R € (0, 00).

Uhel ¢ mize nabyvat viech moznych hodnot od 0° do 360° (kvali jedno-
znacnosti bez 360°, jelikoz je to stejny thel jako 0°), ¢emuz v obloukové mire
(v radidnech) odpovida ¢ € (0, 27). Rozsah ve stupnich jsme si uvedli pouze pro
nazornost, déle jiz budeme u rovinnych thla pracovat témér vyhradné s radiany.

U polarniho systému nastava mensi problém s jednoznacnosti v pocatku. Po-
catek je bod, jehoz souradnice R je nulova. Jaka je ale jeho souradnice ¢? Ta
muze nabyvat jakékoliv z moznych hodnot (0, 27), coz odporuje pozadavku na
jednoznacnost systému. My ale tento nedostatek polarnimu systému odpustime
a nezanevieme na néj, jelikoz nam na oplatku prinese mnoho vyhod pri feseni
nékterych fyzikdlnich probléma.

V rychlosti si zde pro pripomenuti jesté shrneme, co je to obloukovd mira a s ni
souvisejici radiany. Na obrdzku je kruznice o poloméru R, je zde vyznacen
thel Aa a oblouk As, ktery odpovida thlu Aa. Jelikoz se jedna o obloukovou

/y 4

As

Ao

Obrazek 2.5: Kruznice o poloméru R s vyznacenym obloukem nélezicim thlu A«

miru, thel Aa definujeme pomoci oblouku As jako

_As
Y

A (2.3)
Jednotkou takovéhoto uihlu je radidn a znadi se rad (znacka ,rad“ se ¢asto vyne-
chava).

Ze vztahu si vyjadiime délku oblouku As = AaR. Nyni si vezmeme piil-
kruznici (oblouk odpovidajici tthlu 180°), jejiz délka je As = wR, protoze délka
celé kruznice je podle znamého vztahu 27w R. Ze dvou predchozich vztahii nam
vyplyva, ze pro pulkruznici je Aa = 7, tj. 180° = 7 rad.

Dilezité je také umét prevadét souradnice riznych systému mezi sebou, coz
nam muze Casto usnadnit praci ¢i v nékterych pripadech viibec umozni problém
vyTesit.

11



Na obrdazku[Zdje bod B znazornén v kartézském i polarnim systému souradnic
se spoleénym pocatkem O. Bod B méa soutadnice [z, y], respektive [R, ¢]; Cervené
je vyznacen pravouhly trojuhelnik, z néhoz snadno urc¢ime prevodni vztahy mezi
kartézskymi a polarnimi souradnicemi.

Y
y B LR, 4 £ [z 4
R
Y
¢ A
O v z T
T

Obrézek 2.6: Bod B v kartézském i polarnim systému soutradnic

Zacneme prechodem od kartézskych souradnic k polarnim. Je vidét, ze R je
preponou pravouhlého trojihelnika s odvésnami z a y. Vypocitame ho tedy podle

Pythagorovy vety jako
R = /2% + y2. (2.4)

Déle si mizeme vsimnout, ze y/x je tangensﬁ thlu ¢, tj.

tan ¢ = g (2.5)

Prevod polarnich soutadnic na kartézské je stejné jednoduchy a snadno ho
provedeme pomoci goniometrickych funkei. Ze zminéného pravothlého trojihel-
niku je vidét, ze cos ¢ = x/R a sin¢ = y/R, tj.

xr = Rcos ¢, (2.6)

y = Rsing. (2.7)

To je vSe, co nyni potfebujeme védét o systémech souradnic v roviné. Snad
jenom posledni poznamka: Polarni souradnice velmi ocenime pti analyze pohybi
po kruznicich nebo elipsach — prikladem mohou byt planety ve Slunec¢ni soustave.
Bod, ktery se pohybuje po kruznici, ma totiz pti vhodné volbé polarniho sys-
tému soutadnici R konstantni a stac¢i pouze znat, jak se s ¢asem méni ¢, kdezto
v kartézském systému neni v tomto pripadé ani jedna soutadnice konstantni.

Pro zajimavost a porovnani jsou na obrdzku [2.7 zndzornény mnoziny bodu
s jednou konstantni souradnici (jak kartézského, tak polarniho systému).

3Kromé b&zného znadeni tg se té7 pouzivd tan (zejména na kalkulackach).
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x = konst.

Obrazek 2.7: Mnoziny bodi s jednou konstantni souradnici

2.2 Systémy souradnic v prostoru

Jelikoz jsme se jiz podrobnéji sezndmili se systémy souradnic pouzivanymi v ro-
viné, systémy soutradnic v prostoru nam nebudou ¢init obtiZze, protoze jsou do
jisté miry analogické.

2.2.1 Kartézsky systém

Zobecnéni kartézskych souradnic z roviny do prostoru neni skutecné viibec nic
narocného — jednoduse pridame dalsi orientovanou kolmici, osu z, ktera nas do-
stane z roviny xy do prostoru, viz obrdzek [2Z.8 Na obrazku je vyznacen bod B
a jeho kartézské souradnice.

Obrazek 2.8: Bod B v kartézském systému souradnic v prostoru
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Vzhledem k tomu, zZe uz se nachazime v prostoru, neodpovidaji souradnice
vzdalenostem od os, ale jedna se o vzdéalenosti od rovin urcéenych vzdy dvéma
osami. Soufadnice z (az na znaménko) je (kolmd) vzdélenost bodu od roviny
yz, obdobné y od roviny xz a z od xy. Misto =, y a z se také miizeme setkat
s oznacenim xq, To a rs3.

Na obrdzku[Z8 si také vSimnéme, jak je zvolena osa z vzhledem k osam z a y.
Podle toho, jak ji zvolime, rozlisSujeme kartézské systémy na pravotocivé a levo-
tocivé. Polozime-li pokréené prsty pravé ruky tak, aby smérovaly od Sipky osy
x k Sipce osy y, a ukazuje-li vztyceny palec ve sméru sipky osy z, potom se jedna
o pravotoCivy systém — coz je pripad na nasem obrazku. Pokud popsany postup
funguje pro levou ruku, potom mame levotocivy systém. V bézné praxi se vétsinou
voli systém pravotocivy.

2.2.2 Cylindricky (valcovy) systém

Cylidrické nebo téz vdlcové souradnice vychazeji ze souradnic poldrnich. Do pro-
storu nas opét dostane osa z, ktera je stejna jako v systému kartézském. Sourad-
nice z bude vzdéalenost bodu od roviny zy (az na pripadné znaménko). Souradnice
R byla v polarnim systému zavedena jako vzdélenost bodu B od pocatku a to
plati obdobné i nyni, ale jednd se o vzdalenost kolmého prumétu B’ (do roviny
xy) od pocatku — viz obrdzek[Z9 To je jedina véc, na kterou si musime dat u val-

AZ

Z

Obrézek 2.9: Bod B v cylindrickém systému soutadnic

covych soutradnic pozor — kdyz odecitame souradnice R a ¢, pracujeme v roviné
xy (popripadé v nékteré z rovin, kterd je s rovinou xy rovnobéznd).

Na obréazku je také videét, ze R se da interpretovat jesté jednim zptisobem a to
jako vzdalenost bodu B od osy z.

Prevodni vztahy mezi cylidrickymi a kartézskymi souradnicemi jsou naprosto
stejné jako v pifpadé kartézského a poldrniho systému v roviné: R = /22 + o2,
tang = y/x, v = Rcos¢, y = Rsin¢ (vztahy 2] az [27). Jenom doplnime
rovnici tykajici se souradnice z:

Ze = 2k, (2.8)
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kde z. je soufadnice v cylidrickém systému a zj v kartézském (rovnice nam
rikd, Ze dale muzeme pouzivat z bez indexu).

2.2.3 Sféricky (kulovy) systém

Obréazek 2.10: Bod B ve sférickém systému souradnic

Sférické souradnice jsou posledni, které uvedeme v tomto prehledu. Jak napovida
nazev, budou tyto souradnice souviset s kulovou plochou — sférou.

Podobné jako jsme si pti definovani polarniho a valcového systému poma-
hali kartézskymi soutadnicemi, tak kartézsky systém vyuzijeme i nyni. Na ob-
razkul210je bod B v kartézském a sférickém systému soutradnic, pricemz sférické
souradnice jsou oznaceny jako 7, ¥ a ¢.

Souradnice r znamena vzdalenost bodu B od pocatku, tedy muze byt opét
pouze nezaporna.

Souradnice ¥ je uhel, ktery svird pruvodi¢ bodu B (tj. spojnice bodu B a po-
¢atku O) s kladnou poloosou z a podle dohody mize nabyvat hodnot z intervalu
(0, ).

Soutadnice ¢ je ve sférickém systému stejna jako ve valcovém, respektive v po-
larnim. Pruvodi¢ bodu BO se promitne do roviny xy (viz obrdzek [Z11], tsecka
B'O) a thel, ktery svird tento pramét s kladnou poloosou z, je souradnice ¢
(respektuje se opét dohodnuty smér). Uhel ¢ muize nabyvat hodnot z intervalu
(0, 2m).

Podle definice a za pomoci obrdzku[Z10si mizeme predstavit, jak by vypadala
mnozina bodu s konstantni souradnici r. Takové body by v prostoru vytvorily ku-
lovou plochu o poloméru r se stredem v poc¢atku — zfejmé proto oznaceni ,sférické
souradnice®.

K urc¢ovani polohy na Zemi se pouzivaji tzv. zemépisné souradnice, které sou-
visi se sférickym systémem (uvazujeme-li Zemi kulatou). Kdyz si vezmeme mno-
zinu bodt s konstantni soutadnici r (polomér Zemé) a ¢, ziskame rovnobézku, jejiz
zemeépisna sitka je |0 — 7/2|. Analogicky je polednik mnozina bodu s konstantnim

15
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Obrazek 2.11: Bod B ve sférickém a kartézském systému souradnic

r a @, pricemz zemépisna délka odpovida ¢. Zemépisna sitka a délka se obvykle
uvadi ve stupnich.

Pro dplnost si jesté uvedeme prevodni vztahy mezi uvedenymi systémy sou-
fadnic. K tomu si pomtuzeme pravoihlymi trojihelniky, Pythagorovou vétou, go-
niometrickymi funkcemi a obrdzkem [2.11

7 obrazku je patrné, ze r je télesova uhlopticka kvadru o hranach z, y a z.

Proto r spoc¢itame jako
r=/2%+y? + 22 (2.9)

To 1ze snadno odvodit z ¢ervené vyznaceného trojuhelnika, kdyz si uvédomime,
ze jeho odvésna v roviné zy, tj. tsecka OB’ (kolmy prumét r do roviny zy), ma
velikost v/x? + y? a druhd odvésna je z.

7 ¢erveného trojuhelniku odvodime i 9. Kdyz vyuzijeme funkci tangens, do-

staneme
Vg

z

tan ) = (2.10)

Souradnice ¢ ma stejny charakter jako v polarnim a cylindrickém systému,
a tudiz se opét urci jako

Y
t == 2.11
an o ( )

coz je vidét i z obrazku.

Nyni si vyjadiime kartézské soutradnice pomoci sférickych. Zacneme se sourad-
nici z, jelikoZ je to nejjednodussi. V ¢erveném trojtihelniku plati, Ze cos ¥ = z/r,
tj.

z =rcosv (2.12)
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Soutadnice x a y uré¢ime pomoci thlu ¢ a kolmého prumétu r do roviny zy,
coz je rsind (usecka OB’). Pro soufadnici x plati, ze cos p = x/rsind, tedy

x = rsindcosp (2.13)
Pro y je postup analogicky a dostavame
y = rsindsin @ (2.14)

Na tuplny zavér nesmime zapomenout na vyuziti sférickych souradnic. Zvo-
lit sférické soutadnice je vhodné v situacich, kdy se vyskytuje sféricka symetrie.
Napriklad gravita¢ni pole hmotného bodu miii radidlné do jediného bodu a se
vzrustajici vzdalenosti klesa velikost jeho intenzity ve vSech smérech stejnym zpi-
sobem (~ 1/r?). To znamend, Ze mnoZiny bodt, kde m4 intenzita stejnou velikost,
tvori sféry (pokud pracujeme s potencidlem, abychom se vyhnuli vektortum, tvoii
tyto sféry tzv. ekvipotencidlni plochy — mnoziny bodu se stejnym potencidlem).

Ex = Eq

Obrazek 2.12: Elektrostatické pole nabité vodivé koule k£ a bodového naboje @)

Dalsim prikladem muze byt elektrostatické pole nabité vodivé koule. Z Gaus-
sova zdkona elektrostatiky vyplyva, ze vné vodivé koule £ s celkovym nabojem @)
a se sttedem v bodé S je elektrostatické pole stejné, jako kdyby byl v bodé S
umistén pouze bodovy naboj @ (viz obrdzek[Z12). Elektrické intenzita v tomto
pripadé tvori opét radialni, tj. sféricky symetrické pole, a pro r vétsi nez polomér
koule k plati, ze Ex = Eq = c¢Q/r?, kde ¢ je konstanta charakterizujici dané
prostiedi, v némz se koule a bodovy naboj nachazi.
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Kapitola 3

Limita funkce

Limity jsou dilezitym matematickym aparatem, na kterém je vystavéna mate-
matickd analyza. Jelikoz se ve fyzice hojné vyuzivaji derivace, integraly a diferen-
cialni rovnice, coz jsou partie matematické analyzy, rozhodné nebude od véci se
s limitami seznamit alespon na zakladni trovni.

Vyklad matematické analyzy zacind vétsinou limitami posloupnosti, potom
prijde slavny matematik Heine a jednou vétou prevede vse na limity funkci. My
se tu nechceme zabyvat matematickou analyzou do podrobnosti, a proto rovnou
preskoc¢ime na limity funkci, protoze se chceme rychle dostat k derivacim funkci
(a pozdéji téz k integralim funkei).

Abychom posloupnosti iplné neodstréili a nekrivdili jim, tak musime pfipo-
menout, ze maji ve fyzice nezastupitelné misto. Analyticky lze totiz vyTesit pouze
,velmi malo“ 1loh. Oproti tomu posloupnosti nabizi Sirokou skalu metod, jak lze
v realném case a s pozadovanou presnosti vyresit rovnice a problémy, na které
je zbytek matematiké analyzy kratky. Kdybychom pii nasem fyzikalnim badani
pottebovali vyTesit rovnici # = cosx, mohli bychom narazit. Takovato rovnice
se musi Tesit numericky a k tomu nam poslouzi posloupnosti. Podobnych rov-
nic, které se musi resit numericky, je nanestésti pro nas mnohem vice nez rovnic
resitelnych analyticky. Nebudeme zde dale rozebirat numerické metody a jak kon-
krétné s v nich vyuziji posloupnosti, ale vratime se k limitam funkci, o které nam
nyni jde.

Abychom mohli poc¢itat limity funkci, je dobré si v rychlosti pripomenout, co
to je funkce.

3.1 Funkce

3.1.1 Zavedeni pojmu funkce

Funkce si osvétlime pomoci pojmu funkce redlné proménné. Funkce jedné redlné
promeénné je zobrazeni

f: R—=R

Co ale tento zapis znamena? Zjednodusené lze tici, ze funkce f je predpis
pritazujici podle urcitého pravidla redlnému ¢éislu néjaké redlné ¢islo, a to nejvyse
jedno.

Definici obecnéjsitho pojmu nez je funkce, totiz pojmu zobrazeni, si mizeme
uvést pomoci mnozin: Necht M, N jsou neprazdné mnoziny. Binarni relaci f C
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M x N nazyvame zobrazeni z M do N, jestlize Vx € M a Yy, y» € N plati:
(e, ;] € f A [z, yo] € f) = (11 = y2). A lze Fici, Ze funkce jsou zobrazenf],
se kterymi se ,hezky poc¢ita“, tedy zobrazeni, kde zobrazujeme mezi ¢iselnymi
obory.

U funkce realné proménné f : R — R je M i N mnozina R (nebo jeji podmno-
ziny), bindrni relace ptifadi proménné x podle urcitého pravidla y a udéld z nich
usporadanou dvojci [z, y]. Posledni ¢ast definice zobrazeni je pouze matematicky
zapsana podminka, Ze se k x smi pritadit nejvyse jedno y.

Ukazme si to na prikladu: Méjme funkci f, kterda redlnému cislu = (z € R)
priradi ¢islo y € R podle pravidlaﬁ y = expx, tedy f : x +— expx. Nesmime
zapomenout na podminku, ze kazdému x je pritazeno nejvyse jedno y, coz ale
nase ,prirazovaci pravidlo® splnuje, takze je vse v poradku. Predchozi slovni
vyjadreni lze zapsat zkracené jako f : y = expx a znazornéno je na obrdzku [31],
cemuz tikame graf funkce.

Obrazek 3.1: Graf funkce f: y = expx v kartézském systému soutadnic

Mizeme si vSimnout, ze graf funkce je umistén v kartézském systému sourad-
nic, protoZze proménna x a ji pritazené y tvoiri usporadanou dvojici [z, y], coz
muzeme chapat jako souradnice bodu v kartézské roviné xy.

Kromé znaceni f : y = expax se také pouziva f(x) = expz, ale jedna se
o dva ekvivalentni zapisy téze funkce, a je na nas, pro ktery se rozhodneme.
Ve fyzice se budeme setkavat spise s druhou moznosti, protoze se tim zduraznuje,
na cem zkoumand fyzikalni veli¢ina (funkce) zavisi. Napriklad poloha hmotného
bodu byva casto funkei ¢asu (hmotny bod se pohybuje), a abychom to zduraznili,
nepiseme pouze r, ale r(t), pficemz r je oznaceni polohového vektoru hmotného
bodu.

U funkce y = f(z) rozlisujeme tzv. definicni obor Dy a obor hodnot Hy.
Definicéni obor je mnozina vSech z, pro které mé funkce smysl (pro tato = jsme
schopni vypocitat hodnoty y), to je tzv. maximdlni definicni obor. Nebo se jako
definiéni obor bere podmnozina maximéalntho definiécntho oboru. Obor hodnot je
mnozina vsech y, ktera ziskdme dosazenim vsech x z defini¢niho oboru do predpisu
funkce. V te¢i mnozin je defini¢ni obor a obor hodnot funkce redlné proménné
Dy = {z; f(z) je definovdno, x € R} a Hy = {y; y = f(x), x € Dy}. Pokud

1Ze zminénych pojmii je nejobecnéjsi pojem binarni relace, pod nim zobrazeni, a pak funkce.
Funkce budeme jesté déle délit.
2expx = ¥
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se podivame znovu na definici zobrazeni, kterou jsme si uvedli vyse, zjistime, ze
M=D fa N=H f-

Hodnoty exponencidly exp x jsme schopni vypocitat pro vSsechna x € R, takze
Dy je mnozina vSech redlnych ¢isel R. Pokud se z néjakého divodu rozhodneme
definovat ji pouze na intervalu, ktery je podmnozinou R, potom by byl defini¢ni
obor pouze tento zvoleny interval.

Obor hodnot exponencidly mizeme vycist z grafu. Je-li Dy = R, potom je
H = (0, +OO).

Kdybychom se rozhodli, ze si funkci f : y = expax definujeme pouze pro
x € (0, 1), potom by byl defini¢ni obor Dy = (0, 1) a obor hodnot Hy = (1, e).

Vratime se jesté k pojmu graf funkce, ktery tu pouzivame v souvislosti s ob-
razkem funkce, a fekneme si poradné, o co se jednéd. Grafem funkce f oznacujeme
mnozinu vSech usporadanych dvojic [z, f(z)], © € Dy, coz je jednoduse mnozina
vSech bodu se souradnicemi x a y = f(z).

3.1.2 Neékteré dulezité funkce

Funkce se déli na mnoho rtznych typt a my si nékteré zakladni osvézime. Nej-
jednodussi je zfejmé funkce typu

f:y=k, (3.1)

kde k£ € R je konstanta. Této funkci rikdme konstantni funkce. Jelikoz ma pro
vSechna x € Dy stejnou funkéni hodnotu, je grafem rovnobézka s osou x, ktera
protind osu y v bodé [0, k.

Dalsim typem je tzv. linedrni funkce, ktera je dand rovnici

g: y=kr+gq, (3.2)

kde k a g jsou konstanty (k, g € R), pficemz k se nazyva smérnice a q absolutni
clen. Obecna linearni funkce je znazornéna na obrdzku [32 Jak je vidét, grafem

Ay
9:y=kr+q

Obréazek 3.2: Linearni funkce v kartézském systému souradnic

linedrni funkce je primka. Absolutni ¢len ¢ ndm fika, kde piimka (graf funkce)
protina osu y. Prusecik s osou y ma soutradnici x = 0, po dosazeni do vztahu [3.2
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ziskdme funkéni hodnotu y = 0-x + ¢ = ¢ a hledany prisecik ma tedy souradnice
[0, g].

Smérnice k 1ika, jak velky je sklon primky — jak rychle roste (pro & > 0),
popripadé klesd (k < 0). Tuto vlastnost smérnice si ovéfime v pravoihlém troj-
uhelniku na obrazku [Z22 Sklon primky nam charakterizuje thel ¢. Kdyz si to
rozmyslime, zjistime, Ze je to thel, ktery svird piimka (graf) s osou z, pricemz
jako ¢ se vzdy bere prislusny ostry tithel. Kdyz je tento thel velky, méa také primka
velky sklon; pokud se thel ¢ ,zmensuje®, blizi se pfimka k rovnobézce s osou =z,
az s touto rovnobézkou splyne pro ¢ = 0.

Vyuzijeme-li funkci tangens v pravouhlém trojuhelniku na obrdzku [3.3, zis-
kame vztah

Ay yw—q (kvo+q)—q kaxo
tango_ﬂ_ = =

= k. 3.3
To — 0 Zo Zo ( )

Vztah nam ukazuje, Ze smérnice £ ma skutecné vypovidajici hodnotu
o tom, jaky ma primka sklon (jak strmé roste nebo klesd). Zjednodusené, pro
rostouci ¢ roste i tan p, a tedy i k; pro klesajici ¢ klesa i tan ¢ a stejné i k. Pokud
je k =0, ziskdme konstantni funkci y = ¢ diskutovanou vyse.

p e (0, g) = tanp >0 = k>0 rostouci
e (-3, 0) = tanp <0 = k<0 klesajici (3.4)
p=0 = tanp=0 = k=0 Fkonstantni

Dalsim typem je funkce ve tvaru polynomu stupné n, jejiz obecny tvar je
h:y=apx"+ an 12"+ ...+ aza® + axx® + a1z + ao, (3.5)

kdeneNaa, €R; i=0, 1, 2, ..., n; a, #0.

Polynom stupné n = 2 ma sviij specialni nazev — kvadratickd funkce, jejimz
grafem je parabola. Na obrdzku je specialni pripad grafu funkce ve tvaru po-
lynomu stupné dva, tedy parabola, a polynomu stupné tii. Kdyz se nejedna o
specialni pripady, mohou byt grafy polynomu velmi komplikované, viz obrdzek[3.3
(dole).

V prikladu jsme se jiz setkali s exponencidlou exp z, coz je specialni pripad
exponencidlni funkce. Nazev ,exponencialni® se pouziva z toho duvodu, ze se
proménna x nachazi v exponentu. Rovnice obecnéjsi exponencialni funkce ma
tvar

i y=ka"™ +b, (3.6)

kde a, ¢, k € R\ {0}; a # 1; b € R. Graf exponencidlni funkce pro specidlni
pripad, kdy a =e, b=0,c=1a k =1, je na obrazku[31
Typ funkce, ktery se nabizi pripomenout po exponencialni, je funkce logarit-
mickd dana rovnici
Jj: y=klog,(x+c)+b, (3.7)

kde a € R\ {1}; b, ¢, k € R; k # 0. Pro a = e mé logaritmus specidlni ndzev —
prirozeny logaritmus a znaci se misto log, x jednoduseji In x. Pokud se u logaritmu
neuvadi zaklad a, jedna se o tzv. dekadicky logaritmus, tj. log,, © = log x, neni-li
feceno jinak. Na obrdzku[5.4] je graf funkce 5 : y = logx.
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hs: y = 254225432 42+1

Obrézek 3.3: Grafy funkci ve tvaru polynomu v kartézském systému souradnic (v
grafech je rtiizné méritko na osich z a y)

Poslednim typem, ktery si uvedeme v tomto kratkém prehledu, jsou funkce
goniometrické. Jsou to funkce sinus, kosinus, tangens a kotangensﬁ a v obecnéjsim
tvaru je zapisujeme jako

li : y=ksin(ax + ¢) + b, (3.8)
ly: y=kcos(ax + c) + b, (3.9)
ls: y=ktan(azx + c) + b, (3.10)
ly: y=kcot(ax +c) + b, (3.11)

pricemz a, b, ¢, k € R; a, k # 0. Grafy specialnich pripad uvedenych funkci
jsou na obrdzku [70

Pozdéji se nam bude hodit, kdyz si pripomeneme, Ze funkce tangens je defi-
novana jako tanx = sinz/cosx a cotx = cosx/sinx.

Timto prehledem jsme samoziejmé nevycerpali vSechny funkce, kterymi se
zabyva matematicka analyza, ale jako zaklad, na némz budeme dale stavét, nam
to postaci. Za zminku stoji napr. jesté cyklometrické a hyperbolické funkce, ale
ty si pripomeneme, az je budeme potiebovat. V nasledujicich kapitolach se bu-
deme zabyvat diferencidalnim pocétem, kde budou vystupovat zejména vyse uve-
dené funkece.

3Tangens zna¢ime tan, piip. tg; kotangens se znaéi cot, piip. cotg.
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Obrézek 3.4: Logaritmicka funkce se zdkladem 10 v kartézském systému souradnic

li: y = sinzx lo: y = cosx

J
! :
: | |
3y = tanz
-
g iy
:rﬂ' -z 0o bt T Vs 5
2 2 T2 |
1 |i
1 H

Obrazek 3.5: Goniometrické funkce v kartézském systému soutadnic

Na grafech dosud uvedenych funkci si vSimnéme, ze nékteré grafy jsou tvo-
reny souvislou neprerusovanou kiivkou (exponenciéla, sinus, kosinus atd.) a jiné
jsou naopak tvoreny oddélenymi kiivkami (tangens, kotangens atd.). To ndm na-
povida, ze se funkce déli na spojité a nespojité. Zjednodusené muzeme Tici, ze
grafem spojité funkce je neprerusovana krivka, ale presnéji se o spojitosti funkce
zminime, az budeme mit k dispozici pojem limita.

Doposud bylo vse, ¢im jsme se zabyvali, funkce, a tudiz vyvstava otazka, co
funkce neni. Podle toho, jak jsme si funkci definovali, je funkce zobrazeni, které
spliiuje podminku, ze kazdému z je pritazeno nejvyse jedno y. VSimnéme si, ze
opacné to neplati; kdyz k jednomu y bude existovat vice z, tak to muze byt
funkce, neni tam problém v definici. Podivame-li se znovu tfeba na funkeci sinus,
je vidét, ze jednomu y (napr. y = —1) je prifazeno nekonecné mnoho x. Kdyz
se ale vratime k ptvodni podmince z definice funkce a podivame se na kiivky v
kartézské roviné, které bychom mohli podezrivat z toho, zZe jsou grafem néjakych
funkci, zjistime, ze mnohé ktivky grafem funkce nejsou. Na obrdzku [0 je kiivka,
kterd evidentné nesplinuje podminku z definice funkce (pro jedno x je tu vice y),
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Obréazek 3.6: Krivka v kartézském systému soutadnic, ktera neni grafem funkce

a nemiize tedy byt grafem funkce.

3.2 Limita funkce

3.2.1 Zavedeni pojmu limita funkce

Ted, kdyz jsme si zopakovali nékteré zakladni poznatky o funkcich, mizeme se
podivat na pojem limita.

Vime, jak vypadaji funkce jedné reilné proménné pro x € (—oo, +00). Ma-
tematiky ale také zajimalo, jak se funkce chovaji v nekonecénech a nebo také
v tzv. bodech nespojitosti. To, co nam, zvidavym matematikim a fyzikim, d&a
na tyto otazky odpovéd, je pojem limita. Limité totiz vibec nevadi, ze nevime,
co se s funkcemi déje pfimo v nekonecnu nebo bodech nespojitosti. Limita se
,<rozhlédne“ po okoli bodu (nekonecna jsou tzv. nevlastni body), ktery je pred-
métem naseho zajmu, a fekne nam, jak se funkce chova ve zkoumaném bodé na
zakladé chovani v okoli tohoto bodu.

Velmi zjednodusené, ale nazorné mizeme fict, ze limita funkce f v daném
bodé je jeji ocekavand hodnota. Poradnou definici limity si uvedeme pozdéji.

Pro limitu funkce f v bodé zy budeme pouzivat znaceni

lim f(z) = A, (3.12)

Tr—rxTQ

kde x — x¢ znamena, ze x se blizi k xq, coz je zdliiraznéni toho, ze limita zkouméa
chovani funkce v blizkosti (okoli) bodu z a podle toho usoudi, jak to bude vy-
padat v xg.

Ukazme si to na prikladu. Na obrdzkul7 77 je funkce f a nas zajimd, jak se chova
v bodé zy — takZze nechdme limitu, af funkci prozkouma. Jaka je lim, ., f(x)?
Na obrazku je vidét, ze kdyz se proménnd x blizi ke zvolenému xg, tak se zaroven
f(z) blizi k hodnoté A. Na zékladé tohoto chovani se dé veelku logicky ocekavat,
ze lim, ., f(z) = A= f(xo).

Je zfejmé, Ze pro spojité funkce (,,funkce s nepretrzenym grafem*) bude limita
funkce f pro vSechna zy € Dy rovna funkéni hodnoté f(zg). V pfedchozi vété jsme
vlastné intuitivné vymysleli definici spojitosti funkce: Funkce f je na intervalu
(a, b) spojita pravé tehdy, kdyz Vo € (a, b) je lim, ., f(x) = f(xo).

24



/O :ZII—>£lI70F£ZII ZL"

Obrazek 3.7: Limita funkce f v bodé xg

Predtim jsme se zminili, Ze nas budou zajimat body nespojitosti a nevlastni
body. Podivejme se tedy na funkci g, kterd je na obrazku (graf funkce g
je tvoren prerusenou kiivkou a bodem) a kterd je v bodé xy ,pretrzena®, tj.
nespojita. Jelikoz se limita stard pouze o x v tésném okoli z( (ale ne ptimo v zy),

Obrézek 3.8: Limita funkce g v bodé z

nijak nepoznd, ze si g(xg) ,odskocila“ a neni rovna oc¢ekavané hodnoté. Limita
tedy ocekava hodnotu B, a je tedy rovna B, zatimco funk¢ni hodnota je jina, tj.
hma:—mo g(%’) =B 7é g(xo)

Nespojité funkce ale nemusi byt tak ,hezké“, jako je funkce g na obrazku[Z8
Zjistéme, jaka je limita funkce h v bodé zg, viz obrazek[39 Zkouméame-li funkci

A

Yy

A

o

A,

Obréazek 3.9: Limita funkce h v bodé x

h v hodnotéch vlevo od xy (pro z < xg), ocekdvame v xy hodnotu A;. Naopak,
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jdeme-li zprava (x > xg), ocekdvame hodnotu As. Jelikoz A; # A,, tikdme, ze
limita neexistuje — neni zadny rozumny duvod uptrednostnit jedno z ¢isel Ay, As
a na druhé zapomenout a rozhodnout o limité. Z tohoto divodu se pro tyto
pripady zavadi pojem jednostrannd limita.

Jednostranné limity zkoumaji funkci pouze z jedné strany od bodu zy. Pro
pripad funkce h na obrdzku je limita zleva v bodé z

lim h(z) = A, (3.13)
T—x0—
ptricemz x — xo— znadi, Ze se k o blizime zleva (z mensich hodnot, proto zna-
ménko minus). Limita zprava je

xll}lg;r(}+ h(z) = As, (3.14)
x — xo+ logicky znamend, ze se x blizi k xq zprava.

Pro limity plati jednoduché matematicka véta, kterou nebudeme dokazovat,
jelikoz zatim nemame limity matematicky poradné zadefinované. Méjme funkci f
a zvolme si bod xy € Dy, A € R. Potom plati

xllgclo flzy=4 < Ill)g.l_ f(z) = xkg}uf(x) = A. (3.15)
Kdyz se vratime k funkci f na obrdzku [37 a rozmyslime si, jak je to s jedno-
strannymi limitami v bodé xg, bude nam predchozi véta pripadat ziejma i bez
dikazu.

Nyni se koneéné dostaneme k nekoneénu. Vezmeme si funkeci y = 1/|z|, viz
obrazek [310 a zajimé nés jeji limita v nule, tj. lim, ,o 1/|z|. Blizime-li se k 0

y A

v

0]

Obrazek 3.10: Funkce ¢ : y = 1/|z| v kartézském systému soutadnic

zprava i zleva, rostou hodnoty y nade vsechny meze (at si zvolime jakoukoliv
mez, tak ji nase funkce svymi hodnotami preleze, jak budeme dosazovat ¢isla
blizsi a blizsi k 0), a tedy lim,_,¢ 1/|z| = 4+00. Je to podobné, jako by ndm limita
dovolila ,délit nulou®, protoze kdyz méame ,1/0¢, ptame se, ,kolikrat se nula
vejde do jednicky?“. Mizeme si predstavit, ze nulu lze porad dokola pridavat a
takto se jednicka nikdy nevyplni — odpovéd je tedy nekonecnékrat (pro jistotu
upozornéme, ze délit nulou nelze, predchozi uvahy byly pouze pro predstavu).
Limity nam také reknou, jak funkce vypadaji v ,nedohlednu®, tj. kdyz = —
+oo. Napiiklad lim,_, . 2> = 400, na ¢emZ neni asi nic prekvapivého. Kdyz
ptujdeme na druhou stranu, tak napft. lim, , . e = 0 (vlastné délime jednicku
stale vyssi mocninou e), coz je krasné vidét na grafu exponencidly na obrdzku[Z 1l
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Obrézek 3.11: Definice limity funkce f v bodé z

Kdyz uz mame hrubou predstavu o tom, co to limita je, uvedme si jeji porad-
nou definici.

Méjme funkci f, okoli U(A) a V(). Rikdme, Ze A je limitou funkce f v bodé
g, jestlize VU (A) 3V (xo) tak, ze Vo € V(x), © # xo, plati, Ze f(z) € U(A). Pi-
Seme lim,_,,, f(z) = A. S prohlédnutim definice by ndm mél pomoci obrdzek[Z 11l
Kdyby nés limity zajimaly vice, tak naptiklad v [I], s. 54, jsou limity definovany
se vsi paradou.

Doufejme, ze definice limity nas utvrzuje v tom, ze jsme si udélali spravnou
predstavu o limitach. Rikd nam, 7e limita funkce v bodé z je takové ¢islo A, pro
které plati, ze kdyz si vezmeme jakékoliv jeho okoli U(A) (libovolné maly interval
(A—e, A+4¢), e > 0), vzdy najdeme okoli V' (z¢) (vhodny interval (xo—9d, zo+0),
d > 0) takové, ze funkéni hodnoty f(z) pro vSechna x (z # xg) z tohoto okoli
budou spadat do U(A). A to je ,jenom trochu slozité“ feceno, ze zkoumame
funkci v okoli bodu xg a podle toho si délame predstavu o tom, jak to vypada
primo v bodé x.

Na obrazku byla funkce, u které v bodé xy limita neexistovala. Pokud
si vezmeme obdobnou funkci, viz obrdzek [313 a nakreslime si prislusna okoli,
zjistime, Ze nam definice limity fekne to samé, co jsme predtim urcili intuitivneé.
Limita neexistuje, protoze kdybychom predpokladali, ze limitou bude A;, nejsme
schopni nalézt okoli V'(x) takové, ze vsechna f(z), kde z € V(xy) a x # o,
»spadnou* do U(A;). Pro A,, pripadné dalsi kandidaty na limitu, je to analogické.

3.2.2 Vlastnosti a vypocet limit

Nez si vypocteme par ukazkovych priklad, uvedeme si zakladni pravidla platici
pro limity:

e Funkce ma v daném bodé nejvyse jednu limitu.
o f=gmebo f<g = limg .y, f S limy g

o lim, ., af(z) =alim, ., f(z), a €R
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Obrazek 3.12: Funkce g, kterd nema limitu v bodé xg

az na pripad, kdy na pravé strané vychazi jedna limita +o0o a druhd —oo

o limgp (f - 9) = (mysp, f) - (Mg, 9),
az na pripad, kdy na pravé strané vychazi jedna limita 0 a druha 4oo

° hmg;—m:o (5) - limzngg’
pokud lim, 4, g # 0

o limy 4, f(g(x)) = f(hmx—mo 9(33)) nebo lim, 4, f(g(:lj)) = hmyﬁg(wo) f(y)

Zminéna pravidla jsou v podstaté matematické véty, pro které plati urcité
predpoklady, jak je u kazdého z nich alespon ¢asteéné naznaceno. V literatute
najdeme uvedené a dalsi véty pro limity funkce napriklad v [I], odst. 3.6.

Nyni spoc¢itame nékolik zakladnich prikladi, které pro nds mohou predstavo-
vat navod, jak tesit limity. Obecné se budeme snazit ,,chytrymi ipravami® prevést
vyraz v limité na tvar, do néjz lze dosadit a kdy uz bude evidentni, jaké hodnoty
limita nabyva. Evidentni nejsou vyrazy ,,0/0, oo/o0, 000, oo — oo atd. (tzv.
neurcité vyrazy).

Pr. 1
23

LT,
}:1_{% F = (3.16)

Nejprve si vezmeme velmi jednoduchy priklad. Kdyz dosadime bod, ve kterém
nés limita zajima, bude evidentni, jaka je limita (neziskdme neurcity vyraz).
3 3
5
lim — = = =25 (3.17)
z—5 b 5
Funkce 23 /5 je totiZ v bodé xy = 5 spojita, a protoZe je v takovém pifpadé limita
rovna funkéni hodnoté (viz funkce f na obrdzku [37), je limita v prikladé rovna
3
xy /5.
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lim =7 (3.18)

Druhy priklad na prvni pohled evidentni neni. Kdyz dosadime, ziskame neur-
¢ity vyraz ,0/0¢. Muazeme si ale vS§imnout, ze vyraz v Citateli 1ze rozlozit a pak
¢astecné zkratit s vyrazem ve jmenovateli (kraceni probihd mimo bod x = 1, kde
by to zlobilo, ale limita si tohoto bodu nevsimé). Potom ziskdme limitu vyrazu, v
kterém staci uz jen dosadit (protoze takto ziskana funkce je jiz v zy = 1 spojitd).

=1 . (z—=1)(z+1)
=1 ¢ — 1 z—1 r—1

= iﬂ(m +1)=2 (3.19)
Funkce (2% — 1)/(z — 1) a 2 4+ 1 jsou mimo bod x5 = 1 stejné.

Pr. 3

r — a?
im

z—+oo 1 + 22
Ve tretim prikladé délime polynom polynomem a x — +oo. V takovém pri-
padé se v limité projevi pouze nejvyssi mocniny z (,,utikaji“ do nekonecna rychleji
nez niz$i mocniny). To je vidét, kdyz vytkneme v Citateli i ve jmenovateli nej-
vy$${ mocninu z. Potom jdou ¢leny obsahujici z k nule (1/z a 1/2% jdou pro
x — 400 k nule) a limitu nijak neovlivni. V nasem pripadé jsme vytkli v ¢itateli

i ve jmenovateli 22, coZ se hezky zkrati.

=7 (3.20)

T — 2? .22 -1) 1
AT e T (L v 2) T2 (3.21)
P¥. 4 _
=7 (3.22)

im

z——+o0 HT | 6T

U exponencidl je vypocet analogicky jako u mocnin; vytykame cleny, které nej-

rychleji ,,bézi* do nekonecna. Potom nam u ,,pomalejsich* exponencial vzniknou

vyrazy typu (a/b)*, kde 0 < a < b, coz jde k nule, kdyz se zvétsuje = k nekonecnu.
Pro tplnost, vyraz (¢/d)* — oo proc>d > 0a x — +00)

gopqe 47 ((3) +1 e e
wifllwuﬁxxkffoomggulggfmm =i (5) =0 62
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Kapitola 4

Derivace funkce

4.1 Zavedeni pojmu derivace

V této kapitole se dostavame na zacatek velice mocného matematického aparatu,
ktery je v dnesni fyzice nepostradatelny, a tim je tzv. diferencidlni pocet.

Za diferencidlni pocet vdéc¢ime (nejen) dvéma génitim své doby, kteri nezé-
visle na sobé vytvorili zaklady této casti matematiky. Byli jimi Isaac Newton
a Gottfried Wilhelm Leibniz.

Proc¢ vlastné vniklo to, ¢emu dnes fikame diferencialni pocet? Predstavme
si, ze jsme Isaacové Newtonové a mame problém. Dovedeme popsat drahu hmot-
ného bodu jako funkci ¢asu, tj. s = s(t). Dovedeme dokonce Tict, jakd je prumérna
rychlost hmotného bodu na néjakém casovém intervalu At, coz je zména drahy
As za cas At, tj. v, = As/At. Co ale nedovedeme, je urcit okamzitou rychlost
hmotného bodu, jinak feceno rychlost ,,v jednom bodé ¢“. Narazime tim na pro-
blém, ze pro fyziky nejsou dulezité pouze hodnoty funkce s = s(t), ale také to,
jak se tyto hodnoty méni.

A S
) Q
__________________________________ ?A s = s(t)
'As
k)
! At :
0 fo ' ;

Obrazek 4.1: Zavislost drahy hmotného bodu na case a secna urcena body P, @)

Abychom mohli vyfes$it nas problém, vezméme si funkci s = s(¢) na ob-
rdzku [{.1} Funkce s popisuje zavislost drahy hmotného bodu na c¢ase. Draha
je vzdalenost urazenad od zvoleného pocatku, neboli délka trajektorie. Proto je
funkce s neklesajici.

30



Nejdrive si ovérime, ze umime urc¢it prumérnou rychlost. Vezméme si casovy
interval (t9, t) a zajima nas primérna rychlost v, na tomto zvoleném intervalu.
Casovému okamziku t, odpovida v grafu bod P a okamziku t odpovida bod Q.
Kdyz chceme zjistit primérnou rychlost mezi témito body, ptame se, jakou rych-
losti se musi hmotny bod pohybovat, aby se za cas At =t — tg dostal rovnomeér-
nym pohybem, tj. rychlosti v, = konst., z bodu P do bodu Cﬂ P1i rovnomérném
pohybu pro v # 0 musi draha s linearné nartstat s ¢asem, proto s = vt + s,
kde v = konst. Snadno nahlédneme, ze grafem s = s(t) rovnomérného pohybu je
primka a rychlost v je jeji smérnici (viz linedrni funkce v casti[31]). Kdyby se tedy
hmotny bod pohyboval z bodu P do bodu ) primérnou rychlosti v, = konst.,
grafem by byla tsecka PQ), coz je cast secny ur¢ené body P a (). Chceme-li tedy
zjistit prumérnou rychlost, sta¢i ndm urcit smérnici secny PQ (viz vztah [T3).
s—sy As
t—ty At
Timto jsme ale dospéli ke vztahu, ktery jsme ocekavali, takze nas nijak nepre-
kvapi.

Stale ale ztustava problém s uréenim okamzité rychlosti. Protoze jsme ale jiz
vyzbrojeni limitami, snadno se s timto problémem vyporadame. Zajima néas nyni
okamzitd rychlost, resp. zména funkce s = s(t) v bodé P, resp. v to. Kdyz se
priblizime s bodem @ blizko k bodu P, ziskdme primeérnou rychlost na velmi
malém intervalu At, kterd se zrejmé blizi kyzené okamzité rychlosti. Pokud se
bude bod @ déle priblizovat k P az na nekone¢né malou vzdalenost, tj. body P
a () splynou, stane se ze secny P(Q) tecna v bodé P, viz obrazek[{.3

vp = tanp = (4.1)

S tecna

0] to <t

Obrézek 4.2: Zavislost drahy hmotného bodu na case a tecna v bodé P

Praveé tecna, respektive jeji smérnice, prirozené popisuje, jak se funkce méni
v bodé, a to my presné hledame — okamzita rychlost v néjakém bodé je ,,zména
dréhy v daném bodé“ (presnéji: zména drahy na nekoneéné krétkém casovém
intervalu)d.

YUpozornéme, ze body P, @ nejsou body trajektorie (napf. patniky u silnice), ale pouze
body na grafu funkce s(t).

2Nage tvahy provadime s drdhou s = s(t), coz je skalarni funkce, a jeji zména je opét
skalar. Ve fyzice je okamzitd rychlost definovana jako vektor v, ktery se spocita jako derivace
polohového vektoru r podle casu ¢, tj. v = dr/dt. Veli¢ina, kterou zde nazyvame okamzita
rychlost, je ve skutecnosti pouze velikost okamzité rychlosti.
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Okamzitou rychlost v bodé P tedy spocteme jako smérnici tecny v bodé P
(pricemz vime, ze k = tan g, viz vztah[3F). Zbyva jenom vymyslet, jak smérnici
tecny vypocitat.

Na obrdzcich [{-1 a [{-4 ma bod P soufadnice [ty, so], kde so = s(tp), a bod
Q = [t, s(t)]. Smérnice secny se spocita jako ks = tanp = (s — so)/(t — to)
(ks = vp). VySe jsme si Tekli, ze aby se ze secny PQ) stala te¢na v bodé P, musi
se bod @ priblizit na nekonecné malou vzdalenost k bodu P, s ¢imz nam pomuze
limita. Smérnici teény k; tedy spoc¢itame jako limitu smérnice secny pro t jdouci
k to, tj. t = to9. Kdyz si okamzitou rychlost oznacime jako v, potom pro ks — k¢
je

ki = v =tanp = lim M. (4.2)
t—to t—to

ReSenim naseho problému s okamzitou rychlosti jsme piisli na definici de-
rivace. Odvozeny vztah [{.9 ma totiz vyznam nejen pro drahu jako funkci casu,
ale i obecné pro funkce jedné realné proménné. Miizeme si tedy pojem derivace
formulovat obecnéji.

Méjme funkci f(x), © € R. Potom derivace funkce f v bodé zy € R charakte-
rizuje zménu hodnot funkce f v bodé xy a pocita se jako smérnice tecny ke grafu
funkce f v bodé [xg, f(xo)], tj.

)y BT »
kde af
T (o) (14)

je oznaceni derivace funkce f podle proménné x v bodé x.
Kromé uvedeného znaceni derivace v bodé xy se mizeme setkat i s jinymi
zpusoby, a to

df, _ df(z) o
a(ﬂfo) - dz - f ('To)a (45)

T=x0

popripadé s dalsimi podobnymi.

Pokud bychom se chtéli podivat na definici derivace hloubéji, 1ze tuto proble-
matiku nalézt v [I], s. 90.

Vy$e jsme zminili derivaci funkce ,,podle proménné x“. To znamen4, Ze chceme
zjistit, jak se funkce méni v zavislosti na proménné x. Kdyz potom dosadime
konkrétni z¢, zjistime derivaci v bodé. Je zfejmé, ze vysledek obecné zavisi na
volbé bodu xg. Derivaci funkce f tedy ziskdme opét funkci, kterou znacime [’ :
x — f'(x). Jeji funkéni hodnota pro xy je smérnici tecny grafu funkce f v bodé
[0, f(z0)]. Musime dét ale pozor, aby byla derivace pro dané xy definovana, resp.
aby pro dand z( existovala tecna. Obecné je Dy C Dy.

Doplnme si jesté k definici derivace, ze jinak ji mizeme zapsat ve tvaru

df . . fla+Az) - f(2)
@(x) - Alalglo Ax ’

(4.6)
Rozmysleme si, kdy by mohl nastat problém s existenci derivace funkce, viz

obrdzek[{.3 Nejdrive se podivame na definici derivace, tj. na vztah[{.3 a vSimneme
si, ze kdyz nebudeme mit definovdno f(xy), nemame definovanou ani derivaci
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Obrazek 4.3: Funkce, kterd nema v bodech xq, x1, xo derivaci

(v bodé xy na obrdzku [{-3 tedy neexistuje derivace funkce f, resp. tam neni
definovéna).

Dalsi potiz je v bodech nespojitosti, kde se funkce skokové méni (v bodé x;
na obrdazku[].3). Tecna, kterd by popisovala skok funkce, by musela mit smérnici
400, popf. —o0, jelikoz by to musela byt kolmice na osu z.

Problémy s tecnou, resp. s derivaci, nastdvaji u funkce s ,hrotem® (z na
obrdzku[f-3). Kdyz bychom konstruovali te¢nu na hrotu pomoci se¢ny, jako u de-
finice derivace, tedy priblizovali body urcujici secnu na nekonecné malou vzdale-
nost, prichazely by v ivahu dvé mozné tecny t; a t5. Jak ale poznat, ktera ze dvou
moznych tecen je ta lepsi, spravna? Jednu te¢nu nelze rozumné uprednostnit pred
druhou, a derivaci proto nedefinujeme.

Jesté nez se budeme vénovat vypoctu a vyuziti derivaci, zminme se zde o tom,
jakou si o derivaci mizeme udélat ,fyzikalni“ predstavu. Geometricky se tedy
jedna o smérnici tecny, resp. o funkci, jejiz funkéni hodnoty jsou smérnice tecen
ke grafu puvodni funkce (té, kterou jsme zderivovali). Kdyz se ale podivame
opét na definici derivace, vztah [.3 nebo [{.6f mtzZeme si vSimnout, Ze délame
limitu z vyrazu, ve kterém je v citateli rozdil funkcnich hodnot a ve jmenovateli
rozdil bodu z definiéniho oboru. V limité jsou tyto rozdily typicky nekonecné
malé a Tikd se, ze jsou infinitezimdlni. Potom muzeme symbol df/dx chépat
(opét zduraznéme fyzikalné*) jako podil infinitezimélniho (nekonecné malého)
priristku hodnot funkce f a infinitezimalniho prirtstku proménné x, tj. df =
Af = f(z) — f(xg) a analogicky dz = Az = = — xy (oboji pro z blizké xy).

Zdtraznéme jesté jednou, ze predstava derivace jako podilu infinitezimalnich
rozdilii je matematicky problematicka, ale i presto se fyzikiim hodi, aby si byli
schopni predstavit, co se déje se svétem, kdyz ho popisuji nastroji diferencidlniho
poctu.

4.2 Vypocet derivaci

Rovnou si vezméme konkrétni funkei, napt. f(z) = 22, a vypocitejme jeji derivaci.
Jediné, co mame zatim k dispozici, je definice derivace. Kdyz do ni (vztah [£.3)
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dosadime, mame

f(x) = flzo) _ .~ @*—ag
T—T0 T — X T=To T — X

(4.7)

S takovymto typem limity jsme se jiz setkali v zavéru disti [Z2 v prikladé 2.

S vypoctem takovéto limity si tedy jiz poradime.
2 _ 2

I v i . r—Zo)lx +x .

f'(zo) = lim —2 = lim ( o) ) _ lim (z 4+ x9) =229 (4.8)

T—To o — 550 T—rT0 xr — xo T—T0

Ziskali jsme derivaci v obecném bodé xq. Kdyz si ted zvolime, v jakém konkrétnim
bodé chceme derivaci vypocitat, staci dosadit do odvozeného vztahu. Napriklad
1'(0) = 0, tedy v bodé 7y = 0 je smérnice tecny ke grafu funkce f(x) = z?
rovna nule, tj. tecna je rovnobéznd s kartézskou osou x (v nasem piipadé s ni
dokonce splyva), coz je vidét i na obrazku Na obréazku jsou téz vyznaceny

] 0

Obrazek 4.4: Funkce f(z) = 2? a jeji tetny v bodech —1, 0 a 1

tecny v bodech —1 a 1.

Co kdybychom ale chtéli vypocitat derivaci funkce f(z) = 257 Tak dosadime
do definice a vydélime polynom polynomem, (z° — z§)/(x — x¢), a tim ziskdme

limitu, jejiz hodnota je evidentni, tj.
5 5
x° —x
fI(QI()) = lim 0 —

T—=T0 I — xo

= lim (2" + 23z + 23] + 2a) + 75) = 74 + 15 + 0 + 1Y + 15 =g (4.9)
T—x0

Ponékud zdlouhavé a nepraktické. Navic jsme méli stésti, ze jsme derivo-
vali jenom jednoduchy polynom z°. Kdyby bylo zadani komplikovanéjsi, zapotili
bychom se mnohem vice. Komu by se chtéla pocitat derivace pomoci defini¢niho
vztahu s limitou tireba funkce

~ be"(wrsinw — cos )

f(z) ? (4.10)

tan x + In 2°

Matematici na to méli stejny nézor a z definiéniho vztahu derivace odvodili pro
rizné typy funkci vztahy pro jejich derivace a dale odvodili pravidla derivovani,
kdyz funkce s¢itame, nasobime, skladame atd.
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Uz jsme derivovali jednoduché polynomy, tak si nyni odvodme vztah pro de-
rivaci f(z) = 2", kde n € N. Dosadime do vztahu[{-3 tj.

= lim =0 (4.11)

T=x0 T—=To o — )

f'(xo) = (")

po vydéleni polynomu mame
(o) = (")

a ziskali jsme limitu ze sou¢tu n séitanct (je jich skutecné n, u kazdého sc¢itance
méme x*, kde se k postupné snizuje z n— 1 az na nulu). V limité vSak jiz mtzeme
dosadit xg a nevznikne neurcity vyraz, nybrz je evidentni, ¢emu se limita rovna.
Ziskdme soucet n séitancti ', a tedy

f'(wo) = (2"

oy = xli_)rgo(x”_l + 2" 2w + 2" a2y (4.12)

= nap (4.13)
0

T=x

nebo muzeme prosté psat
f(x) = (2™) = na"". (4.14)

Vztah[{.1) jsme si odvodili pouze pro n € N, aby se nam dobfe pocitala limita
v definici derivace. Odvozena rovnice ale plati pro libovolné n € R, ale potom
musime dat pozor na defini¢ni obory Dy a Dy, aby se ndm napiiklad nestalo,
ze budeme poéitat druhou odmocninu ze zaporného ¢isla (pohybujeme se zatim
stéle v oboru realnych cislech).

To jsme si ukazali jedno z nejjednodussich odvozeni obecného vztahu pro
derivaci néjaké funkce. Viibec nejsnadnéjsi je odvodit derivaci konstantni funkce.
Jelikoz ndm ma derivace tikat, jak se funkce méni s proménnou zx, podle které
derivujeme, a konstantni funkce se nikde neméni, je logické, Zze bude derivace
vsude nulova. Kdybychom tomu nevérili, staci si dosadit za f(x) i f(zo) konstantu
k do definiéniho vztahu[4{.3a vidime, Ze je roven 0.

Odvodit dalsi vztahy je obtiznéjsi, ale matematici to uz nastésti udélali za
nas. My jim za tato odvozend pravidla budeme vdécni a pouze si je uvedeme
a postupné vtiskneme do paméti. Tabulka [/.1] uvadi vztahy pro derivace zaklad-
nich funkci, kterymi jsme se ¢asteéné zabyvali v cdasti [ U funkei uvedenych
v tabulce [{.1 se rovnd Dy a Dy, coz ale obecné neplati.

Kdybychom umeéli derivovat jenom specialni pripady funkci uvedené v ta-
bulce[{.1] stale by to nestacilo k vétsiné vypocti, které miisime ve fyzice prova-
dét, jelikoz se funkce prilis ¢asto nevyskytuji pouze v takto jednoduchych tvarech.
Nastésti byla zjisténa pravidla, ktera ndm umoznuji derivovat i komplikovanéjsi
funkce.

¢ Derivace slozené funkce

(f je vnéjsi funkee, g je vnitini funkce)

(f(9) =1f'(9)-d (4.15)

Pravidlo nejsnéze prohlédneme na piikladé. Pro piiklad si vezméme f(z) =
sinz a g(x) = 2 a vypoctéme pomoci tabulky [7-1) a pravidla [{.15 derivaci
slozené funkce f(g(z)).

!/

[f(g(x))] = (sin $2) = cosa? - (SB2>, =cosx?-2r = 2rcosz®  (4.16)
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Funkce f(x) || Derivace f'(x) Dy = Dy Poznamka
k 0 R k = konst.
x™ na™ 1 R neN

x” ra’1 R reR

a® a®lna R a>0

e’ e’ R

log, = i R* a€RT\ {1}
Inx 1 R*

sin cos T R

cos T —sinx R

tan x L R\ {(2k+1)m/2} | ke Z

cot x — = R\ {kn} kelZ

Tabulka 4.1: Tabulka derivaci zédkladnich funkei

Kdyz derivujeme slozenou funkci, zderivujeme vnéjsi funkei, jako by zavisela
jen na x, ale misto x piSeme vnitini funkci, a potom to vynasobime derivaci
vnittni funkce. Pravidlo plati prirozené i pro vice nez ,jednou* slozenou
funkei. Pokud bude napt. funkce slozend ze tif funkei, tak [f(g(h(z)))] =

f(g(h(x))) - (g(h(2)))" = f(g(h(x))) - g'(h(z)) - h(z)".
. 2\ 2 2\/ 2 1 2)/
[sm (lnx )} = oS (ln:z: ) . (lnx ) = cos (lnaz ) ek (:17 ) =

= cos (ln x2) . ;2 20 = icos <1n x2) (4.17)

Derivace souc¢tu funkci

(f+g9)=f+dg (4.18)

Toto pravidlo jde velmi jednoduse dokazat pomoci definice derivace a véty
o limité souctu funkei, kterou jsme si uvedli v zavéru cdsti[54 Uvedme si
piiklad, kde f(z) = 2% a g(x) = 5.

(f(x)+g(x) = <x3 + 5$), = (x3)/ + (5%) = 32° + 5" In5 (4.19)
Pravidlo jde opét prirozené rozsitit na vice funkci, jelikoz soucet funkci je
opét funkce, a tedy (f+g+h) = ((f+g)+h) = (f+g)+h = f+g +h
Vypoctéme priklad

(:173 + 22+ x)l = (x3)/ + (x2>/ + (z) =32* + 21 + 1, (4.20)
kde () = (1) =127t =120 = 1.
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¢ Derivace souédinu funkci
(f-9)=f-9+f-¢ (4.21)

Toto pravidlo jiz neni tak prirozené jako predchozi, ale i tak si ho 1ze snadno
zapamatovat. Pro priklad si vézméme f(x) = e® a g(z) = /x.

!/

(f() - g(@) = (- Vo) = (e7-at) = (&) -at + e (0}) =

2V/x

Rozsiteni pro vice funkei udélame analogicky, jako jsme to provedli u souctu
funkei. Jelikoz soucin funkei je také funkce, dostavame (f-g-h) = ((f-g)-
h) = (f-9)-h+(f-9)-0 = (f-g+fg)h+[fgh =[ gh+fg-htfgh
Takze kdyz derivujeme soucin funkci, secteme postupné souciny, kde vzdy
jednu funkci zderivujeme a ostatni nechame byt.

=" <\/§ + 1) (4.22)

(x3 “tanz - e’”)l = (x?’)/ ~tanx - e” + 2% - (tanz) - e® +2° tanz - (7)) =

1

cos? x
3,

=322 tanx - e* + 2° - e+ 2% tanz - € =

+ 2% tanz =

= 3z%e" tanx +
2
cos? x

IS

=€’ <3x2 tan x + + 2° tan :c) (4.23)

cos? x

e Derivace ,konstanta krat funkce

(k = konst.)

(k- f) =k-f (4.24)
Toto pravidlo je specidlnim pripadem pravidla predchoziho, ale casto se
uvadi zvlast. Z predchoziho pravidla také primo vyplyva, protoze konstanta
je konstantni funkce, a tedy (k- f) =k - f+ k- f'=k- [, jelikoz k' = 0.
Toto pravidlo se vyuziva pri vypoctech témeér neustédle a brzy si ho zauto-
matizujeme. Jako piiklad spo¢téme derivaci funkce 322, tj.

(32%) =3 («?) =322 = 6x. (4.25)

e Derivace podilu funkci

oot

Toto pravidlo se casto uvadi samostatné, i kdyz je opét specialnim pripadem
jiz uvedeného pravidla pro derivaci souc¢inu funkci. Miizeme si ho napsat ve
tvaru (f - ¢g7') a mdme z podilu soucin funkei, z nichZ jedna je sloZena.
KdyZ budeme pokracovat, ziskdme (f - g~ = f' g7 '+ f-(¢g7") = f-
g+ f (=g g =fg97—f 979 =(f9-f9)/9% coz je uvedené
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pravidlo. Pro zajimavost si jako priklad odvodime vztah pro derivaci funkce

tangens, tj.
, sinz\’  (sinz) cosx — sin z(cosx)’
(tanz) = = 5 =
cos T cos? x
. . 2 . 2
cosxcosx —sinz(—sinz)  cos®z +sin’ x 1

= = = (4.27)

cos? x cos? cos?x’
pfi¢em? jsme vyuzili zndmé indentity, Ze sin? z + cos? z = 1.

Ted kdyz uz zname néktera pravidla a tabulku [{.1] nejsme tolik omezeni na
jednoduché funkce, ale uz jsme schopni zderivovat funkce znacné komplikované
a roztodivné, staci se jenom poradné potrénovat.

V nasledujicich prikladech zkusime zkombinovat rizné funkce a pravidla pro
pocitani derivaci. Budeme postupovat pomalu, aby bylo co nejjasnéjsi, co se v pii-

kladech déje.

Pr. 1

(66””2 + 5cos 21:)/ = (66962), + (5cos 2z) = 6e* (x2>, + 5(—sin 2x)(2x) =

= 6" 2z — 5sin 2z - 2 = 12z¢” — 10sin 2z (4.28)

(”“"7 log, (””4 + 1)>/ = ($7)/10g2 (934 - 1) + 27 (log2 (3;4 + 1))' —

_ 6 4 T - 4 r
= Tx" log, (3: +1)+ac @+ 1)In2 (3: +1) =
_761 4 1 7 1 43_761 4 1 4210 B
= Og2($ + )‘{‘93'(1'4_‘_1)1112 Tr = (X OgZ([L' —+ )—{—@4_'_1)1n2_
4
6 4
= 71 1 _ 4.29
! ( 0g2<x * )+(x4—|—1)1n2> (4.29)
Pr. 3
(423 — z)* / ((4$3 - x)4)/sin% — (42% — z)" (sin g)/
sin 5 a Sin2% -
401 2 (18 Y sing — (42— ) eong (3)
B sin® % -
4 (4a° - ) (1202 — 1)sin £ — (42° — 2)" cos 2 - L B
N sin® £ -
4403 —2)* (1202 — 1) (42® —2)" cos & B
- sin £ 2sin” % N
4(122% -1 4x3 — z
=(4x3—m)3< ( . ) _ W .xQEO%) (4.30)
sin 5 2sin” 2
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Pr. 4

1 ! 1 1IN 1
((ln r)— tan 2:10) = (Inx) —tan2z + Inx (> tan 2z + (Inx)—(tan 2x) =
T T T T

11 -1 1
— " “tan2r +Inz ( — ) tan2z + (Inz)~ 92) —
zg T nx<x2> o x+(n$):ccos22x( @)
tan2z  (Inz)tan2z 2Inz
= — 4.31
x? x? x cos? 2x (431)

Pr. 5
Vratime se k tloze, ktera se nam v dobé, kdy jsme znali pouze definici derivace,
nechtéla resit.

5e*(xsinz — cosx) _ [pe”(zsinz — cosz)]’ (tanz + In2?)
tanx + In 2° B (tan z + In 2%)*

5e”(zsinz — cosx) (tanz + Ina®)’
(tan z + In 2%)?
[5e”(xsinz — cosz) + He’(sinx + z cos x + sinz)] (tan z + In 2°)

(tanz + In 2%)°

be*(xsine — cosx) (CO;% + ;155m4>

(tanz + In 25)?

be* (zsinx — cosx + 2sinx + x cos x)

tanx + In 2°

Se*(zsinx — cos x) (Cosgx + g)
2 pu—

(tan z + In 2°)

_ 5e”[(2+x)sinx + (z — 1) cos x] Se*(wsinx — cosx) (colea: + 2) (4.32)
N tanx + In z® (tan z 4 In 2%)* '
Pf. 6
() =7 (4.33)

Posledni priklad spoc¢itame pomoci vztahu, ktery se ndm muize v budoucnu na-
ramné hodit. K derivovani této funkce nelze primo pouzit nic z tabulky[{-1] (umime
derivovat jenom z”, kde r je konstanta, nebo a*, a € RT je konstanta). Muzeme
ale vyuzit nasledujicho vztahu,

ab = M’ = bine, (4.34)
Tuto indentitu nebudeme dokazovat, ale zamyslime se nad ni. Funkce e* a Inxz
jsou viici sobé inverzni, a kdyz je slozime, ,,vyrusi se* a dostaneme jen argument
funkce. Je dobré si uvédomit, ze 1ze vyuzivat takovouto identitu, jelikoz je mnohdy

Vv

pomuze zbavit se vyrazu x* a misto toho pocitat s xInz.

1
(ZEx), _ (eq:lna;)/ _ exlnz(x hlZE), _ exlnx(lnx + x—) _ xm(lnw + 1) (435)
xXr
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4.3 Derivace vyssich radut

Derivace vyssiho radu néjaké funkce znamena, ze se funkce derivujeme vicekrat,
a to tolikrat, kolik je 7dd derivace. Doted jsme se zabyvali derivacemi prvniho
radu — funkce jsme derivovali pouze jednou. Kdybychom méli spocitat derivaci
druhého radu funkce f, tak f zderivujeme poprvé, tim ziskame funkeci f’ a potom
zderivujeme f’) ¢imz ziskdme funkci (f’)" = f”, tj. druhou derivaci funkce f,
neboli derivaci druhého radu funkce f.

Pro derivace vyssich fadi se zavadi nové znaceni, jelikoz by bylo nepraktické
psat tfeba deset ¢arek u funkce, kterou jsme desetkrat zderivovali. Kdyz si vez-
meme funkci f(z) a obecné rad derivace n, tedy mame funkci f zderivovat n-krat,
pouzivame oznaceni

a"f(z)

(n) b (n) b
f nebo f"™(z) nebo s

(4.36)

Carkami se obvykle zna¢i derivace do tfetiho fadu (véetné), pro vyssi fady se
potom pouziva vyse uvedené oznaceni.

Toto nové znaceni se hodi také v pripadé, Zze chceme carkou oznacit néco ji-
ného, nez je derivace. Napriklad se ¢arkami bézné rozlisuji rizné vztazné soustavy
a s nimi spojené souradnice. Muzeme mit soustavu S se zvolenym kartézskym sys-
témem a osami z, y, z a soustavu S’, ktera se vicéi S pohybuje (osy =, v/, 2/).
Zde ¢arkami neznac¢ime derivaci, ale prislusnost ke vztazné soustavé S’.

Pro ndzornost ur¢ime derivaci ¢tvrtého faddu funkee f(z) = 23 +42* — Tz + 1,
tj.

FO(@) = (o8 +40® = Tw +1)" = (32 482 = 7)" =
= (62 +8)" = (6) =0, (4.37)

a derivaci druhého radu funkce f(z) = () v jiném znacenti, tj.

d*f () _ & (e($2)> _ d (2336(:62)) — 2¢(=*) + 4z%e(**) =

da? da? dzx

= 2¢(7") (1 + 222). (4.38)

Ve fyzice se setkame s derivacemi vyssich Tad hned v zakladnim kurzu me-
chaniky. Jiz jsme se setkali s velikosti okamzité rychlosti, kterou ziskame derivaci
drahy podle casu. Velikost okamzité rychlosti se ale také s ¢asem obecné méni
(kdyby se neménila a nezajimal by nds smér, nemélo by smysl okamzitou rych-
lost uvazovat, protoze bychom si vystacili s prumérnou rychlosti). Zménu velikosti
okamzité rychlosti vyjadiime opét pomoci derivace a nazveme ji velikost tecného
zrychleniﬁ (zrychleni muze byt i normdlové, ale to se urcuje jinym zpusobem).
Velikost tecného zrychleni (az na pripadné znaménko) je tedy druhd derivace
dréhy:.

Derivace vyssich tadt se nam budou hodit v nésledujici ¢ésti, kde se budeme
zabyvat aplikacemi derivaci (mezi néz spada i rychlost a zrychleni).

3K pojmu rychlost a zrychleni pfiddvame slovo ,velikost“, protoze jsou ve fyzice definovany
jako vektory, ale z drahy (coz je skalarni funkce) uréime pouze jejich velikosti. Druhou derivaci
dréhy urc¢ime velikost zrychleni az na pripadné znaménko. Bude-li velikost okamzité rychlosti
klesat, vyjde zrychleni zaporné.
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4.4 Matematické aplikace derivaci

7 ptedchoziho je vidét, ze si lidé vymysleli derivace, aby mohli urcit napt. oka-
mzitou rychlost hmotného bodu nebo zrychleni. Jsou nam ale derivace dobré jesté
k nécemu jinému? Asi by nebylo ptilis smysluplné vynalozit tolik prace ,pouze®
kvili okamzité rychlosti a zrychleni.

Na zacatku této kapitoly jsme se zminili, ze diferencialni pocet je velmi mocny
aparat. Tak si ukazme, co dalstho jsme nyni schopni urcit, vypocitat, aproximo-
vat apod. Budeme strucné diskutovat matematické aplikace derivaci, aplikace ve
fyzice jsou zvlast v cdsti[4.9

4.4.1 L’Hospitalovo pravidlo

Derivace ndm mohou pomoci s vypocétem limit. L’Hospitalovﬂ pravidlo je mate-
maticka véta, kterd 1ika, ze za urcitych predpokladi plati
o 1@ S )

a:ergclo m - :Jchﬁr;rrlo g’(x) (4'39)

(viz [I], s. 113). Pouziti I'Hospitalova pravidla (vypocet pomoci néj) budeme
oznacovat symbolem

k]

=

(4.40)

L’Hospitalovo pravidlo se hodi, pokud po dosazeni v limité vychazi neurcité
vyrazy typu ,,0/0“ nebo ,00/00%“. Ukazeme si to na piikladu lim, ,o(sinz/x),
kde po dosazeni nuly vychazi ,0/0¢.
sinx py .. (sinz) cos T

lim = lim = lim =1 (4.41)
=0 g x—0 (gj)’ z—=0 ]

L’Hospitalovo pravidlo jde pouzit opakované, coz se nabizi tieba u podilu
polynomt. Uvedeme si priklad, ktery umime fesit i bez 1'Hospitalova pravidla,
ale pro ilustraci ho pouzijeme.

2 1y 20— 1y 2 1
lim o T g 2 Loim 2= - (4.42)
=00 2p2 +4x +4 w0 dr 44 wo0 4 2
Existuji ovsem pripady limit, kdy nam 1’'Hospitalovo pravidlo nepomiize a de-
rivovanim ziskame jenom dalsi a dalsi neurcité vyrazy, viz néasledujici priklad.

1
Vat+x -2y v T(@P+x—2)2 (2 +1)

lim ——— = _
zgﬁr Vo —1 xg{lJr % (z — 1)—%
1
r—1)2 (22 +1
i @ DF Q2D
r—1+ (:L'Q 4+ — 2)§
Aplikovanim pravidla jsme si viibec nepomohli, dostali jsme znovu neurcity vyraz.

V tomto prikladé vede I’'Hospitalova cesta do pekel, resp. nevede nikam, coz je
ziejmé 7z nasledujiciho:

(4.43)

=

_ 1) 7 L) 2204+ 1) +2(x—1
R LI R I e Vi R R LAt

ol (2 ypp—2)r Tl L2 9)T (214 1)

4Cteme ,lopitalovo“.
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. ((x2+x—2)2+ 2(x —1)2 ):

=\ @-1F (@ 4e—2)77 20+ 1)

y \/x2+x—2+4\/x—1\/x2+x—2
g 1m —

14 Ve —1 20 +1
\/:)32+x—2+ AT =1V -2 Vz+xr—2 0

= lim Y TS S

eolt =1 eolt % + 1 =t Jr—1 3

2 _
gy YT 2 (4.44)

r—1+ \r — 1
Jak je videét, aplikovanim I’'Hospitalova pravidla dvakrat za sebou jsme se dostali
opét na zacatek. K vyreseni této limity se tedy 1’'Hospitalovo pravidlo nehodi a je
treba ji fesit jinym zptsobem.

rligl—i- NJr—1 :xli{ln—l- vJr—1

Neni tedy dobré hned bezmyslenkovité nasazovat 1’Hospitalovo pravidlo, kdy-

koliv se objevi neurcity vyraz. Je dobré se nejprve zamyslet, zda by nepomohly
néjaké algebraické tpravy.

VEte—3 o Ve DEr) e s s

4.4.2 Prubéh funkce

Kdyz nam nékdo zadé néjakou funkei a bude po nés chtit, abychom nakreslili jeji
graf, pravdépodobné zapatrame v paméti, jak vypada graf pozadované funkce
a jak je posunuty nebo zdeformovany diky riznym parametrim. Dale urc¢ime
pruseciky s osami a podle toho graf nakreslime (popripadé nechdme graf vykreslit
pomoci néjakého prograrmﬁ).

My ale umime pracovat s derivacemi funkci, tedy umime urcit smérnici tecny
ke grafu funkce, coz nam jisté v nasi analyze pomuze. Popisme si tedy postup
zkouméni (nebo trochu medicinsky ,vysetfovani®) pribéhu funkce a rovnou si to
ukazme u funkee f(z) = e’

1. Zacneme vzdy urcovanim definicniho oboru.

U nasi funkce f nemame zadna omezeni a jeji maximdlni definicni obor je
tedy Dy = R.

2. Urcime si prusecik s osou y, ktery nam pozdéji pomtize s nakreslenim grafu.
Prisecik s osou y, ktery oznacime P, je bod, jehoZ soufadnice x je nulova,
tj. za = dosadime 0 do predpisu funkce a tim ziskdme soutradnici y, tj.
P, =10, £(0)]. Mimochodem u funkce muze existovat pouze jeden prusecik
s osou vy, viz obrdzek [30.

Pro nasi funkei f je P, = [0, €] = [0, 1].
3. Podobné nalezneme priseciky s osou z. Tentokrat ale chceme nulovou sou-

radnici y, tj. P, = [z, 0]. Musime tedy vyfesit rovnici f(z) = 0, tedy nalézt
koreny a v ziskanych hodnotach z jsou pruseciky funkce s osou z. Narozdil

5To lze napiiklad na internetové strance www.wolframalpha.com, kterd je volné k dispozici.
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od P, muze byt prisecikt s osou x vice, napi. funkce sin z jich ma nekonecné
mnoho a to x = km, kde k € Z.

KdyZ chceme nalézt kofeny nasi funkce f, tj. 0 = e, zjistime, Ze af

umocnujeme e, jak umocnujeme, tak nikdy nulu neziskame. Graf funkce f
tedy priseciky s osou x nema.

4. Nyni konecné prichézeji ke slovu derivace, pomoci nichz se hledaji tzv. body
podezrelé z lokdlniho extrému, jinak feceno body, kde se miize nachazet lo-
kalni mazimum nebo minimum. Grafy funkci byvaji ,zvInéné“, podobné
jako je to na obrazku[{.5 Body, které maji vzhledem ke svému nejblizsimu

Y

i T : i

Obrazek 4.5: Funkce, ktera ma v bodech x( a x5 lokalni maximum a v bodech x;
a x3 lokalni minimum

okoli nejvyssi hodnotu soutadnice y, se nazyvaji lokdlni mazima (v bodech
Ty a To na obrdzku [£.7). Pokud maji body vzhledem ke svému nejblizsimu
okoli nejnizsi hodnotu soutadnice y, nazyvaji se lokdlni minima (v bodech
x1 a x3 na obrdzku [f.0). Souhrné se témto bodim fika lokalni extrémy. Je
ziejmé, ze v lokalnich extrémech je tedy smérnice tecny nulova, pokud je
v nich definovana derivace. Abychom nalezli lokalni extrémy, musime funkci
zderivovat a zjistit, pro ktera x je derivace rovna nule — tak ziskdme body po-
dezrelé z lokdlniho extrému (musime vSak dat pozor na Dy, lokalni extrémy
mohou byt totiz také na hrotech grafu funkce a tam derivace neexistuji).

Body jsou pouze podezrelé, protoze nulova derivace jesté nezarucuje maxi-
mum nebo minimum, ale pouze rovnobéznost tecny s osou x. Mizeme mit
funkei, ktera je napriklad rostouci, potom se v nékolika bodech (nebo staci
i v jednom bodé) ,zvodorovni“, tedy ma v téchto bodech teénu rovnobéznou
s osou x (jinak feceno nulovou derivaci), a pak je zase rostouci. Potom v bo-
dech, kde je nulova derivace, neni extrém, jenom si v nich rostouci funkce
na chvili ,odpocinula“ pred dalsim stoupanim. Takovato funkce miize po-
pisovat treba zavislost dosazené nadmorské vysky na c¢ase pii horolezeckém
vystupu. Na obrazku obrdzku[{.f je naznacen horolezecky vystup, reknéme
na Nanga Parbat, trvajici tfi dny. Pti vystupu musi horolezci odpocivat,
cemuz odpovidaji intervaly At;, ¢« = 1, 2, 3. V dobé odpoc¢inku nartsta
cas, ale nadmotska vyska zustava konstantni, a derivace je tedy na inter-
valu At; rovna 0. Jak je ale vidét na obrazku, mista odpoc¢inku rozhodné
nejsou lokalni maxima ani minima.

43



3=

hnp[ = e /

ho

O At 24 At 48 Ay 72 1

Obrazek 4.6: Horolezecky vystup na Nanga Parbat popsany dosazenou nadmot-
skou vyskou, kterd je funkci c¢asu

Nage funkce f(z) = e je po zderivovani f'(z) = —2ze " a f'(z) = 0
nastava pro x = 0, mame tedy jeden bod podezriely z lokalniho extrému
(jelikoz je derivace definovana pro vSechna x z defini¢niho oboru, neméme
dalsi bod, kde by mohl byt lokdlni extrém).

5. Déale je tfeba rozhodnout, ve kterych bodech skutecné je lokalni extrém,
a pri tom se vysetii monotonnost funkce. Je-li funkce na néjakém intervalu
rostouci, nebo klesajici, fikdme, ze je na tomto intervalu ryze monotonni
(fikdme, ze je funkce na urcitém intervalu monotonni, pokud je na daném
intervalu nerostouci, nebo neklesajici).

Pokud je funkce rostouci na néjakém intervalu, je smérnice teény kladna
pro vSechny body z daného intervalu, tj. na daném intervalu je derivace
kladna. Pokud je funkce klesajici, je smérnice tecny a derivace zaporna.
Podle derivace jsme tedy schopni rozhodnout, kde je funkce rostouci a kde je
klesajici (poptipadé kde je konstantni — to je na intervalech, kde je derivace
nulovd).

Kdyz zname monotonnost funkce, mizeme rozhodnou o bodech podezrelych
z lokalnich extrémt. Vezméme si bod xzy podeziely z lokalniho extrému
a jeho okoli U = {x; x # xg, | — x9| < &, € > 0}; je-li funkce na levém
okoli U™ = {x; © < xp, |v — x0| < &, € > 0} rostouci a na pravém okoli
Ut ={x; x> w0y, |v—1x0| <&, e >0} klesajici, potom je v xqg ostré lokdlni
mazimum; je-li funkce na okoli U~ klesajici a na okoli U™ rostouci, potom
je v xq ostré lokdlni minimum.

Nézornéjsi to bude na nasem prikladu. Funkei f(x) = e’ jsme jiz zderivo-

vali a nalezli kofen f'(zr) = —2ze™* v x = 0, tj. bod podeziely z lokalniho
extrému. VySetfeni (ryzi) monotonnosti lze zaznamenat do nasledujiciho
schématu v tabulce [{.4 Body podezielé z lokdlnich extrémi rozdéli Dy na
intervaly, na kterych muze byt f'(x) kladna (+ ve schématu) nebo zédpornd
(— ve schématu), jind moznost neni. Asi nejjednodussi je potom dosadit
do f'(x) néjaké ¢islo z kazdého intervalu a zjistit tak, jestli je tam derivace
kladné, nebo zaporna. Pomoci si lze jiz zminénym schématem. Kdyz si f/(x)
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f'(x) | (=00, 0) | (0, o0)
—2x + —
e + -
—2ze " + —
f(x) rostouci | klesajici

2

Tabulka 4.2: Monotonnost funkce f(x) =e™*

rozdélime na soucin, a pak zjistime, jaké znaménko maji jednotlivi ¢initelé
na zkoumanych intervalech, a potom dame cinitele dohromady a urc¢ime vy-
sledné znaménko f’(x), mizeme si trochu usnadnit praci. Nase funkce f je
tedy na intervalu (—oo, 0) rostouci a na intervalu (0, oco) klesajici, protoze
v tabulce [{-3 je na intervalu (—oo, 0) vysledné znaménko + a naopak na
intervalu (0, oo) je vysledné znaménko —. To znamend, ze v bodé z = 0
je lokdlni maximum, ozna¢me si ho jako M = [0, f(0)] = [0, 1]. Zde tedy
dokonce M = P,.

. Uz za¢indme mit o funkci celkem dost informaci, ale abychom byli schopni
nakrestlit graf jesté presnéji, budeme pokracovat dale. Zatim nevime nic
o tom, co se déje s funkci naptiklad na intervalu, kde je rostouci — funkce se
zde muze ruzné vlnit (chvili rust rychle a chvili pomalu). Proto se vysetiuje
tzv. konvexnost a konkdvnost funkce a s tim souvisejici inflexni body. Na
obrazku [{.7 je funkce, kterd je vSude rostouci a ve vybranych bodech je
vyznacena tecna.

7

Zo T

Obrazek 4.7: Rostouci funkce g s naznacenou konvexnosti a konkavnosti

Jak si mizeme vSimnout, v nékterych bodech je graf funkce nad tecnou
a v jinych zase pod te¢nou.Pravé podle toho se rozlisuje konvexnost a kon-
kavnost. Na intervalu, kde je graf funkce nad tec¢nou, je funkce konvexni
a naopak na intervalu, kde je graf funkce pod tecnou, je funkce konkdvni.
Body, kde ptrechéazi konvexnost na konkavnost a naopak, se nazyvaji inflexni
body, napt. bod zy na obrazku[{.7 Jak ale zjistit, Ze je funkce konvexni nebo
konkavni, kdyz jesté nemame jeji graf?
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Vsimnéme si, ze kdyz je funkce g na néjakém intervalu konvexni, tak jestlize
na tomto intervalu zvétSujeme proménnou z, zvétsuje se i smérnice tecny —
to ale znamend, Ze na tomto intervalu musi byt ¢’ rostouci funkce. S kon-
kavnosti je to presné naopak, ¢’ musi byt klesajici (pokud derivace existuji).
Musime tedy vySetfit monotonnost funkce ¢’, coz uz umime. Tam, kde je
g"(x) > 0, je funkce konvexni, kde je ¢"(z) < 0, je funkce konkdvni. V ko-
renech ¢”(x), tj. pro vSechna x, pro ktera je ¢”(x) = 0, mohou byt inflexni
body, coz je logické. Predtim jsme si Tekli, ze v inflexnich bodech mezi sebou
prechazi konvexnost a konkavnost, tj. ¢”(x) > 0 prechazi na ¢"(z) < 0, coz
je mozné pouze v bodech, kde je ¢”(x) = 0.

vvvvvv

ukazal struény naznak a vice podrobnosti muzeme nalézt v [, s. 177.

Vysetfeme konvexnost a konkavnost nasi funkce f.

F(z) = (=22 ™) = =2 + 422%™ = (42® — 2)e ™™ =

=222 — e ™ =2(avV2 - D(@vV2+ De™ (4.46)
Inflexni body jsou tedy ;1 = —1/v/2 a x5, = 1/4/2 a pro tcely vykres-
leni grafu si je oznacime I, = [~1/v/2, f(—=1/v2)] = [-1/V2, e /%] a

I =[1/V2, f(1/v/2)] = [1/v/2, e '/?]. K uréeni konvexnosti a konkavnosti
pouzijeme obdobné schéma jako k urceni monotonnosti, viz tabulku[{-3

f"(x) (=00, =1/v2) | (=1/v2, 1/¥/2) | (1/v2, o0)
(V2x —1) - - +
(V2 +1) —~ + -
e + - -
2(v2z — 1)(v2x + 1)e ™ + — +
f(x) konvexni konkavni konvexni

Tabulka 4.3: Konvexnost a konkavnost funkce f(z) = e~

Funkce f je tedy na (—oo, —1/4/2) U (1/4/2, oo) konvexni a konkévn{ je
na (—1/v2, 1/V3).

7. Druhou derivaci si také mizeme ovérit, ze jsme spravné uréili lokalni ex-
trémy, jelikoz funkce musi byt v lokalnim minimu konvexni a v lokalnim
maximu konkévni, coz miizeme vidét na obrazku[{.53 Méame-li tedy bod po-
dezrely z lokalniho extrému, staci ho dosadit do druhé derivace, a pokud je
hodnota kladna, jedna se o lokalni minimum, pokud je hodnota zaporna,
mame lokalni maximum.

U funkee f je f"(z) = 2(v22 —1)(v2z+1)e*" a bod podezfely z lokalniho

extrému je vz =0, f”(0) = =2, tj. v x = 0 je lokalni maximum.

8. S grafem nam také pomuze znalost limit funkce v ,krajnich“ bodech defi-
ni¢niho oboru, abychom veédéli, kam graf funkce ,na krajich nasmérovat .

Funkce f ma Dy = (—o0, 00), musime tedy spocitat dvé limity.

L= lim ¢e* =0 (4.47)

T—r—00
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lim e* =0
T——+00

Ly = (4.48)

Vidime tedy, ze se mame pro z ,hodné vzdalend od pocatku“ (pro kladné
i zdporné hodnoty) blizit s hodnotami f(z) k nule, tj. k ose = (nesmime ji
ale protnout, protoze neexistuje prusecik s osou ).

. Pomoci informacf zjisténych v bodech 1 az 8 nakreslime graf vysetrované

funkece.

—x2,

Shrneme, co jsme zjistili o funkci f(z) = e

« Dj=R

P, =10, 1]

P, neexistuje

f je rostouci na (—oo, 0), klesajici na (0, oo)

f ma lokalni maximum v bodé M = [0, 1] = P,

f mé inflexni body I = [~1/v/2, e V2], I, = [1/V/2, e~ '/?]

f je konvexni na (—oo, —1/4/2)U(1/y/2, o) ana (—1/v2, 1/v/2) je

konkavni

Ly =lim,, o f(x) =0, Ly =lim,_,, f(z) =0

Ziskané informace zaneseme do kartézského systému, viz obrazek [{.§ Na

rostouci klesajici
Y
=M
1-||-Py
I I
1 B B —— * 2
1 0 1 T
konvexni konkéavni konvexni

Obrézek 4.8: Informace zjisténé o funkei f(z) = e

obrazku jsou schématicky naznaceny i limity L, a Ls. Kdyz se zamyslime
a spojime zakreslené body, uvidime, jak by mél graf funkce f vypadat, viz
obrazek[{.9

Vytvoreny graf lze ovérit napi. pomoci jiz diive zminéného softwaru na
www.wolframalpha.com, kde si muzeme nechat graf funkce f vykreslit.

5Obvykle se urcuji také tzv. asymptoty grafu funkce, jestli je funkce sudd nebo lichd (popf.
ani jedno z toho), jedné-li se o prostou funkci atd. V tomto struéném prehledu to neuvadime,
jelikoz to neni nutné k demonstrovani uzitecnosti derivaci pro prubéh funkce.

4
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rostouci klesajici

konvexni konk&vni konvexni

2

Obréazek 4.9: Graf funkce f(z) =e™®

Zjisténi prubéhu funkce ndm tedy umoznuje udélat si celkem jasnou predstavu,
jak graf funkce vypada, coz se velmi hodi, pokud nemame pristup k pocitaci, ktery
by graf funkce vykreslil za nas.

Postup, jak vysetrit pribéh funkce, jsme zde uvedli zjednodusené. Podrobnéji
je popsan napiiklad v [I], s. 103 — 121.

4.4.3 Taylortv rozvoj

Tayloriv rozvoj nam umoznuje priblizit pribéh funkce v okoli urc¢itého bodu
pomoci polynomu. To miize byt velice vyhodné v pripadech, kdy nam nejde o
absolutné presny vysledek (coz je ve fyzice typické), a nevadi ndm tudiz drobna
odchylka. Vyhodné je to z toho divodu, ze polynomy se velmi dobte derivuji a i
jinak se s nimi dobfe pocita.

Ukazme si, kde se Taylortuv rozvoj vezme. Méame funkei f(z) a chtéli bychom
si ji v okoli nuly vyjadrit jako polynom, tj. polozime rovno

flx) =ao+ax +ar® + ...+ a,2" + ... = > apat. (4.49)
k=0

Vztah [4.49 se nazyva Taylorova tada, a kdyz vezmeme konecny pocet jejich
s¢itanct, ziskame polynom.

Méme tedy polynom a potiebujeme zjistit jeho koeficienty ay. Rekli jsme si,
ze chceme funkci nahradit v okoli nuly, a proto by se mél polynom v tomto okoli
chovat stejné jako nahrazovand funkce. Zkusme tedy dosadit 0 do rovnice [{.49,
tj.

f(0) = ag + a10 + ax0® + ... + a,0" + ... = ag. (4.50)

A rdzem zname koeficient ag —rovna se f(0). Jak ale zjistit ostatni koeficienty?
Jiz jsme se zminili, Ze se polynomy dobfe derivuji, a také proto jim chceme funkci
f(z) nahradit. Zkusme této vlastnosti polynomu vyuzit a rovnici[{-49 zderivovat.
Ziskdme tak

/

f(z) = (ao + a1+ asx® + ...+ apa” + ) =
= a; + 2asx + 3a3z + ... + naz" 4 ..., (4.51)
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¢imz jsme se zbavili koeficientu ay. Chceme, aby se prvni derivace funkce a poly-
nomu v okoli nuly rovnaly, takze opét dosadime nulu, tj.

f1(0) = a; + 2a0 + 3a30% + ... + na, 0" + ... = (4.52)

a ziskali jsme koeficient a;. Obdobnym zptisobem ziskdme dalsi koeficienty. Uka-
zeme si jesté vypocet koeficientu as, tj.

1"(0) = (al + 2a0x + 3azx® + ... + naa™t + )/

2=0
= (2a2 + 6asx + ... + n(n — Da,a" 2 + ) o = 2a
= 0= (4.53)
a urceni koeficientu as, tj.
1(0) = <2a2 + 6asx + ... + n(n — Da,a" 2 + )/ T
= (6&3 + .+ nn—1)(n—2)a,a"? + ) 0T 6as
= 3= f;”'(g)' (4.54)

Takto bychom mohli pokracovat postupné dale. Jesté odvodime vztah pro n-
ty koeficient a,,. Predchozi koeficienty jsme ziskali tak, ze jsme vzdy derivovali,
dokud jsme se nezbavili proménné z u hledaného koeficientu, a potom jsme do-
sadili 0, ¢imz jsme se zbavili ¢lenti s vyssi mocninou x. U koeficientu a,, je 2,
proto musime funkci f(x) n-krdt zderivovat, aby u a, zbylo zV; tj.

(n)
fM(z) = (ao + a1z + agr? + ..+ apr” + ) =

—nn—1DMn—-2)-...-3-2-1-a,2° + ... =nla, + ..., (4.55)

kde
nn—1)(mn-2)-...-3-2-1=nl. (4.56)

Opét dosadime 0 a vyjadiime hledany koeficient

(4.57)

Kdyz si dodefinujeme, ze 0! = 1, plati vztah [{.57 pro vSechna n =0, 1, 2,
Kdyz dosadime do defini¢niho vztahu [{.49 za koeficient aj z rovnice [{.57,
muzeme Tayloruv rozvoj funkce f(x) v okoli nuly zapsat jako

2:: 110 (4.58)

Obecné v bodé zy ma Tayloriv rozvoj tvar

— 20)". (4.59)



Zatim to asi vypada, ze jsme se uplné zblaznili — chceme nahradit funkci
f polynomem, protoze se s nim dobfe pocita a hezky se derivuje, ale abychom
takovy polynom vytvorili, porad derivujeme ptivodni funkci f a jesté se zda, ze ji
budeme muset derivovat donekonecna? Nastésti tomu tak dost ¢asto neni, jelikoz
nyni prijde rada na zanedbavani.

Rozepisme si par prvnich ¢lent Taylorova rozvoje funkce f(x) v bodé nula.

f(z) = £(0) + f(0)x + ;f"(O)xQ + éf’"(O)x?’ + ;4]0(4)(0)954 + ... (4.60)

Kdyz ted vezmeme hodné malé x (|z| < 1, napi. = 0,01), protoze pocitime
Taylorav rozvoj v okoli nuly, bude po umocnéni prirozenym ¢islem (kromé jed-
nicky) jesté mensi. Potom muzeme ale ¢leny s vysokou mocninou x zanedbat,
protoze ovliviiuji vysledek jen nepatrné.

Cim vice ¢lenti z Taylorova rozvoje funkce f(z) vezmeme v tivahu, tim pies-
néjsi ziskdme aproximaci funkce f(x).

Podrobnou diskuzi, jak se v Taylorové rozvoji provadéji zanedbani, je mozno
nalézt v [I], s. 127, nebo v [3], s. 164. My se budeme spoléhat, ze funkce, na
které budeme chtit pouzit Taylortiv rozvoj, budou splnovat vsechny potiebné
predpoklady a Ze x bude dostatecné malé.

Ukazme si tedy, kdy a jak lze Taylortiv rozvoj pouzit. Ve specialni teorii
relativity se k transformaci souradnic mezi riznymi vztaznymi systémy, které se
vuci sobé pohybuji rychlosti o velikosti v, nepouziva Galileiho transformace, ktera
je bézna v klasické mechanice, ale tzv. Lorentzova transformace, kde vystupuje
clen /1 —v2/c?, pricemz c je rychlost svétla ve vakuu. Kdyz bude mit rychlost
v velikost, na kterou jsme zvykli na Zemi, potom je vyraz v?/c*> mnohem mensi
nez 1, tj. v?/c® < 1, a mohli bychom pouZit Tayloriiv rozvoj a zbavit se tak
odmocniny. Obecnéji vezmeme funkei f(x) = /1 —x. Protoze je 0 < z < 1,
budeme hledat Taylortv rozvoj v okoli nuly.

Nejdrive si spocitejme nékolik prvnich koeficientti a,, rozvoje pomoci odvoze-
ného vztahu [{.57 Dostdvame

ao — f<00>!(0) — F0) = VI =0 =1, (4.61)

w=t0 = iy = (-] =Ja-oa-ay] =
_ 2\/11——55 - _;, (4.62)
G (el R (e B

Ziskané koeficienty dosadime do vztahu [{.49 tj.

fla)=vV1i—z=1+ (—;)x—l— <—) %+ ... (4.64)

a rozmyslime si, co mizeme zanedbat. Prvni, co nds mize napadnout, je rovnou
zanedbani z, kdyz je tak malé. Tim paddem by ndm zmizeli vSechny ¢leny s z (v ja-
kékoliv mocniné) a zbyla pouze jednicka, tj. f(z) = /1 —x = 1. Pro takovéto
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zanedbani by ale bylo celé predeslé odvozovani a pocitani bezcenné. Toto zane-
dbéani je piili§ hrubé. Lepsi vysledek ziskdme, zanedbame-li 2% a vyssi mocniny
x. Ziskame tak

fa)=vI—z=1- g (4.65)

coz uz nam da pro mala x velmi dobry vysledek a cely predchozi postup dostane
smysl.

Aby byl vypocet kompletni, prevedeme si vysledek do puvodni proménné v,
tj. /1 —v2/c2 =1—0v?/2

V ramci tréninku si vyresime jesté jednu tulohu, ve které odvodime velmi
uzitecny vztah. Nyni si vezmeme f(z) = (1 + 2)¥, kde k € R a x < 1. Abychom
zbytecné nepocitali, rovnou se domluvme, ze v Taylorové rozvoji zanedbame x™,
kde n = 2. Sta¢i ndm tedy spocitat pouze ag a a;.

ap = f(0)=1 (4.66)
f'(0)
1!
Po dosazeni a zanedbani ziskavame tedy vysledek

a; = = k(+2)Y =k (4.67)

=0 o

flz)=(1+2)" =1+ k. (4.68)

Uzitecnost odvozeného vztahu spociva v jeho obecnosti. Napriklad jsme ted
schopni pouze dosazenim do wvztahu [{.68§ okamzité napsat priblizny vztah treba

pro funkci /1 + z, tj.

N|=

Vidtor=(1+z)2=1+ (4.69)

(GRS

4.5 Fyzikalni aplikace derivaci

4.5.1 Vyuziti derivaci k definovani fyzikalnich veli¢in

Jak uz bylo zminéno, diferencialni pocet je pro fyziku nepostradatelny. Derivace,
kterda vyjadiuje zménu néjaké funkce, se objevuje vSude, kde se néco méni, re-
spektive muze ménit.

Jiz jsme si ukazali, jak spocitat velikost okamzité rychlosti. Je to jednoduse de-
rivace drahy podle ¢asu, v = ds/dt. Na stiedni skole je velikost okamzité rychlosti
definovana jako podil As/At, kde At je hodné malé. To je z divodu neznalosti
limitniho poc¢tu a bohuzel tento vztah neni presny. Presnosti se dosdhne az deri-
vacemi. Velikost okamzité rychlosti ale neni jedina fyzikalni veli¢ina, ktera se na
stredni skole definuje jako podil ,A.../A...«.

Prikladem muze byt treba elektricky proud I. Elektricky proud tvori uspora-
dané se pohybujici ¢astice s ndbojem (v klasickych obvodech jsou to hlavné elek-
trony), které jsou rozpohybovéany elektrickym polem (zjednodusené napt. mame-li
nabity kondenzator, ndboje v ném se navzajem odpuzuji, a kdyz nic nevykompen-
zuje odpudivou silu, ndboje z kondenzatoru unikaji). Uvazujme v prostoru néja-
kou plochu o obsahu S (napf. priufez vodice) a ¢astice s ndbojem, které proudi ve
zvoleném sméru skrze uvazovanou plochu. Kdyz skrze plochu o obsahu S projde
za Casovy interval At naboj AQ, potom je prumérny elektricky proud I definovan

jako AQ/At.

51



Méame tedy definici prumérného elektrického proudu I = AQ/At, a kdyz pro-
vedeme podobné uvahy jako v pripadé v = As/At, ziskdme analogicky vysledek
a muzeme napsat definici okamzitého elektrického proudu jako

d@
I = e (4.70)

Obdobné muzeme prepsat vztahy pro okamzité hodnoty veli¢in, které se ob-
jevuji na stredni skole, a tim je zpresnit.

Okamzity vykon je nepresné P = AW/At, kde AW je préce a At je ¢as. Nyni
vime, ze presny vztah je W

P=- (4.71)
P = AW/At je presny vztah pro prumérny vykon.

Dalsim prikladem muze byt indukované napéti z Faradayova zdkona elektro-
magnetické indukce U; = —A@/At, kde & je magneticky indukéni tok plochou,
kterd je ohraniCena uzavienou kiivkou (tu miZe predstavovat napt. zavit). My
tento vztah prepiseme jako

do
dt’
Meénit se mohou také fyzikalni veliciny, které jiz charakterizuji zménu néjaké
jiné veli¢iny. Vratme se zpét k okamzité rychlosti, pro jejiz velikost mame vztah
v = ds/dt. Velikost okamzité rychlosti se obecné s casem méni, coz uz bylo
zminéno vyse pri odvozovani derivaci (kdyby se neménila, rovnala by se primérné
rychlosti a nemélo by smysl se ji dale zabyvat). KdyZ nds zajima, jak se méni
s Casem, staci ji zderivovat a ziskame velikost okamzitého zrychleni a (az na
pripadné znaménko), tj.

U, = (4.72)

dv
a=—, 4.73
P (4.73)
pficemz na stredni skole bylo a = Av/At.
Timto se také dostavame k fyzikalnim aplikacim derivaci vyssich rad, protoze

v =ds/dt, a tedy
dv d (ds d%s

4.5.2 Derivace vektoru

Uvedme si druhy Newtonuv pohybovy zakon. Ziejmé nejcastéji se mizeme setkat
s klasickym vztahem
F = ma, (4.75)

kde F' je vektor sily, m je hmotnost a a je vektor zrychleni. My zatim umime
pocitat derivace skaldrnich funkei (nemaji smér), napt. jsme schopni urcit velikost
tecného zrychleni. Mnoho veli¢in je ale ve fyzice definovano jako vektor (vektorova
funkce). Prikladem muze byt gravitac¢ni zrychleni pole Zemé, které je vektorovou
funkci polohy — jeho velikost zavisi na vzdalenosti zkoumaného mista od stredu
Zemé a miti vzdy v radidlnim smeéru do stredu Zemé.

Libilo by se nam, kdybychom dokézali néjak charakterizovat i zménu vektoru,
kdyz uz to dokazeme u skalari. Proto byly definovany také derivace vektort.
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Derivace vektorové funkce A(x) v bodé xq je

dA(xo) ~ lim A(x) — A(xo)

dx T—To T — X

— B(x0). (4.76)

Derivaci vektorové funkce A(x) ziskdme obecné ,novou* vektorovou funkci B(z).
Stejné jako u skalarnich funkci by bylo nepraktické pocitat jen na zakladé
definice. Nemusime mit obavy, i s vektory to piijde jednoduseji. Pouze si musime
nejdiive prozradit néco vice o vektorech a vratit se k systémum souradnic.
Vektory v systémech souradnic znazornujeme orientovanymi tseckami, které
tvorime tak, ze kombinujeme tzv. vektory bdze. Vektory baze jsou zakladni vek-
tory, které urcuji systém souradnic, kde pracujeme. Ukazme si to na obrazku,
aby bylo vidét, co je tim mysleno. Na obrdzku [{.10 je kartézsky systém v roviné

Y
A =2i+2j
2jﬂ
4,/
1 1 2
j 1
< >|_ > >
—93 o| ¢ 25 «

Obréazek 4.10: Kartézsky systém v roviné s bazi 2, j

a osy x, ¥y jsou urceny pomoci vektorta baze ¢ a j. Tyto vektory maji jednotkovou
velikost (velikost orientované tsecky, kterd je reprezentuje, je 1). Kdyz budeme
vektory baze nasobit realnymi ¢isly, vygeneruji nam vsechny vektory ve sméru osy
r a y. Kdyz chceme ziskat vektor v obecném sméru, musi byt kombinaci obou
vektoru baze. Napr. vektor A ziskdme jako soucet vektoru 27 a 27, tj. A = 21+27,
a tikame, ze A je linedrni kombinaci © a j.

Ted umime vygenerovat vSechny vektory, které vychazeji z pocatku. My ale
chceme umét vyjadrit i vektory, které jsou umistény mimo pocatek. To udélame
pomoci tzv. lokdlni bdze. Lokalni baze v daném bodé je urcena souradnicovymi
¢arami (souradnicové ¢ary v roviné jsou mnoziny bodi, kde se jedna souradnice
méni a druhd je konstantni, a mizeme si je pripomenout na obrdzku[Z77). Lokalni
béze v roviné je opét tvorena dvéma jednotkovymi vektory, e, a e,, a v kartézském
systému se jednéd v podstaté o posunutou bazi (v pocatku je baze a lokalni baze
shodnd), viz obrdzek[{.11} Lokéalni bazi zkonstruujeme tak, ze kazda souradnicova
¢ara urcuje pravé jeden vektor. Vektor vychazi z daného bodu ve sméru cary a je
orientovan ve sméru rustu hodnot soutadnice a velikost tohoto vektoru je 1.

Zatim se tvari lokalni baze trivialné, protoze jsme si ji ukazali pouze v kar-
tézském systému. Na obrdzku [{.19 je vyznacena lokalni baze polarniho systému
a tu lze ziskat z kartézské baze posunutim, ale navic jesté pootocenim o thel ¢.

Jak uz jsme se zminili, vektory délame obecné jako linedrni kombinaci vektori
béze, popr. lokdlni baze, a s tim souvisi také souradnice vektort. Na obrdzku[{.10]
je vektor A = 21 + 2j; koeficient u vektoru 7 je tzv. z-ova souradnice vektoru A
a koeficient u vektoru j je tzv. y-ova souradnice vektoru A. To lze zapsat jako
A = (2, 2), coz je znaceni jiz zndmé ze stfedni Skoly. Obecné budeme povazovat
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Obrézek 4.12: Lokalni baze polarniho systému eg, e,

za soutradnice vektoru koeficienty u vektorti lokalni baze, tj.
A= A161 + A262 + Ageg = (Al, AQ, Ag), (477)

kde e;, i =1, 2, 3, jsou vektory lokdlni baze néjakého systému soutadnic (pokud
chceme pracovat v roving, bude jeden z e; roven nulovému vektoru).

Protoze 7 a e, maji stejny smér a velikost a v matematice se nerozlisuji vektory
podle mista, odkud vychazi, lze psat ¢ = e, a analogicky j = e, (jsou to pouze
posunuté vektory). Kdybychom si ale chtéli vyjadiit ez a e, pomoci Z, j, tak to
bude slozitéjsi; e a e4 jsou totiz vici ¢, j pootocené, viz obrdzek [[.13

er =Ccos¢-i+sing-j=(cose, sing)

e¢:—Sin¢'i+cos¢.j:(_sin¢7 COS¢) (478)

V prostoru se lokalni baze konstruuji analogicky:.
Nyni jsme pripraveni vektory derivovat. Vezméme si vektorovou funkci A(t)
a zderivujme ji podle parametru ¢ (¢t neznamend obecné ¢as, ale muze to byt napft.
soutadnice, velikost rychlosti atd.), tj.
dA(t d
0 _ L wed + e + Aen).  (179)
kde (t) znamend, ze A;, e; jsou obecné funkei proménné ¢. Vyraz v hranaté zavorce
je soucet tif riznych soucint funkci, takze pouzijeme pravidla [{.1§ a [{.2]] ktera
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Obrazek 4.13: Lokalni baze polarniho systému eg, e, a baze %, j

jiz zname.

dA(t) _ dAi(t) dex(t) | dAs(t)

el(t) + Ai(t)

ex(t) + As(t)

dt dt dt dt dt
dAg(t) deg(t)
4.
W ey (1) + 452 (4.80)
Abychom nemuseli psat takovy dlouhy vyraz, muzeme ho zapsat jako
dA(t) S [(dAt) de;(t)
it A O o (1) + Ayt . 4.81
22 =y (e + i (1.81)

V kartézském systému, jsou pro vSechna i de;(t)/dt = 0, kde (0 = (0, 0, ...)
je nulovy vektor), protoze velikost a smér e; se neméni. Proto je derivovani vek-
tora v kartézském systému velmi jednoduché — po dosazeni 0 za de;(t)/dt do

vztahu[£.89 vyjde

dA(t) _ 23: dAi(t)e' (t) = (dAl(t) dAy(t) dAg(t)>
=1 t ' '

4.82
dt d e 7 de 7 dt (482)

Opatrni musime byt v jinych systémech soutadnic, protoze tam v riaznych
bodech maji vektory lokalni baze odlisné sméry, coz se projevi v derivaci.

Kdyz uz umime derivovat vektory, mtizeme pokrocit i k definicim nékterych
fyzikalnich velicin. Doted jsme uméli urcovat velikost okamzité rychlosti v jako
derivaci drahy podle ¢asu. Okamzita rychlost hmotného bodu je vsak vektor a je
definovana jako derivace polohového vektoru r podle casu t, tj.

dr(t)
t) = . 4.83
o(t) = (159
Vektor okamzitého zrychleni a je potom
do(t)  d®r(t)
t) = = 4.84
a(t) = —, 2 (4.84)
a sila F z druhého Newtonova pohybového zakona je
dv d*r



Pomoci okamzité rychlosti se také definuje dalsi vyznamna vektorova veli¢ina
a to hybnost p dana vztahem
p =mo. (4.86)

Hybnost mtzeme zderivovat podle ¢asu a budeme-li predpokladat, ze hmotnost
je konstantni (uvazujeme-li napf. pohyb hmotného bodu béznou rychlosti), pak
dp d dv
— = —(mv) =m— =ma = F. 4.87
FraEn UL (4.87)
Derivaci hybnosti jsme ziskali silu, ¢imz jsme se dostali k ptivodnimu zapisu vtahu
pro silu z druhého Newtonova pohybového zakona, tj.
dp
F=—. 4.88
% (4.88)
Vztah[f.8§ mé oproti ¢astéji uvadénému F = ma tu vyhodu, Ze neplati pouze
v klasické fyzice, kdyz uvazujeme konstantni hmotnost a rychlosti bézné na Zemi
(mnohem mensi, nez rychlost svétla ve vakuu), ale je zaroven i relativisticky, tedy
plati, i kdyz bereme hmotnost jako funkci rychlosti.
Kdyz si to shrneme, zakladni vyuziti derivaci ve fyzice je v tom, ze umoznuji
definovani veli¢in, které charakterizuji zménu jinych veli¢in.

4.5.3 Aproximace pomoci Taylorova rozvoje

Dalsi velediilezité vyuziti derivaci bylo jiz zminéno u Taylorova rozvoje, ktery
se pouziva k aproximacim (pfibliznému urceni). Mnohdy nemd smysl snazit se
vyjadrit ¢i vypocitat vysledek zcela presné. Jiz jsme se zminovali o Lorentzove
transformaci (viz odvozovani vztahu [{.67), kterda se vyuziva ve specialni teorii
relativity, a ukazali jsme si, jak se zbavit odmocniny pro malé rychlosti v. Kdyz si
to ukdzeme primo ve zminéné transformaci ze soustavy S do S” (pricemz osy y, v’
a z, 2z’ jsou rovnobézné, osy x, x’ splyvaji a S’ se pohybuje konstantni rychlosti v
vzhledem k S ve sméru rustu z), pro souradnici z a 2’ (¢arka neznamend derivaci,
ale ptislusnost ke vztazné soustavé S’), ziskame
p r — vt r — vt

= = = — 1z (4.89)
-z 2 c?
Tim ale nemusime s aproximacemi skonc¢it a mizeme pouzit Taylortv rozvoj jesté

jednou a zbavit se lomeného vyrazu. Odvodime si prvni ¢leny Taylorova rozvoje
pro 1/(1 — z), kde |z| < 1, tj.

1
=1 4.90
1 - =0 ) ( )
1 )’ 1
- (-1 =1, (4.91)
(1 —z/ |, (1 —x)? —0

=1 ) 4.92

1—=x T ( )

Aplikaci odvozeného vztahu na transformacni vztah pro =’ ziskdme

, T — vt 2

o= I (e — o) <1+;ZQ> (4.93)

2 2
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Taylortiv rozvoj nam tedy umoznuje zbavit se nékterych ,neprijemnych® vy-
razu.

Jeden z velmi vyznamnych fyzikalnich model pro klasickou mechaniku je
harmonicky oscilator, respektive kyvadl(ﬂ Pomoci obrazku a jednoduchych
uvah ziskame rovnici popisujici vychylku ¢ kyvadla.

a) b)
0 ‘ 0
z z
» ! q), l
K
F) s
a R
F=Fgl Fp
12 F=F,sing ¢
F, A
Yy v

Obrazek 4.14: a) Kyvadlo v krajni poloze; b) Kyvadlo v obecné poloze

Meéjme kyvadlo tvorené zavazim o hmotnosti m a provazkem délky [. Zane-
dbame hmotnost provazku a odporovou silu prostiedi ptsobici na zavazi a pro-
vazek. Na zavazi m pusobi tihovd sila Fq a sila provazku F,, a jejich vyslednice
je sila F'y, kterd rozpohybovava zavazi, tj. F, = Fg + F,. Jak je vidét na ob-
razku, sila F zavisi na uhlu ¢. Jeli kyvadlo v krajni poloze (obrdzek a)),
je okamzita rychlost zavazi nulova a sila F', ptisobi v tecném smeéru k trajekto-
rii zavazi, pricemz silu v teéném sméru si oznac¢ime jako F'. V jinych polohach
nez krajnich sila F, v teéném sméru nepusobi(viz obrdzek b), kde jsou
barevné vyznaceny slozky sily F), ale my se budeme dale zabyvat pouze jeji
tecnou slozkou F'. Pro teénou slozku (velikost az na znaménko) sily F plati, ze
F = —Fgsinp = —mgsin ¢, kde znaménko minus vyjadiuje skutecnost, ze sila
F se vzdy snazi zmensit absolutni hodnotu vychylky ¢. Vztah pro silu dosadime
do Newtonovy pohybové rovnice F' = ma, tj.

—mgsing =ma = a= —gsiny, (4.94)

kde a je velikost (az na znaménko) tecné slozky zrychleni, které ptisobi na zavazi.

Nyni si jesté vyjadiime zrychleni a pomoci ¢. Zrychleni a piisobi v teéném
sméru k trajektorii zavazi m, to znamena, ze ho muzeme ziskat jako druhou
derivaci drahy s podle ¢asu, pricemz s = lp (viz vztah[Z3). PouZijeme také nové
znaceni, se kterym se muzeme ve fyzice bézné setkat, a to, ze derivace podle ¢asu

"Kyvadlo miize byt v podstaté cokoliv, co se kyve — potom mluvime o tzv. fyzickém kyvadle.
Zde budeme kyvadlem specidlné rozumét zavazi na zavésu konstantni délky.
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se znaci teckou nad derivovanou veli¢inou, popfipadé dvéma teckama pro druhou
derivaci podle casu.
d’s d?
= =5=—(lp) =1y 4.95
¥ el =18 (4.95)
Mame tedy dva vztahy pro zrychleni a dame-li je do rovnosti, ziskame dife-
rencidlni rovnici druhého radud pro ¢:

lp=—gsinp = ¢+%sm¢:0 (4.96)

Diferencialni rovnice zatim neumime tesit, ale mohli bychom se pokusit uhodnout
reseni, tedy uhodnout tvar funkce ¢ = (). U rovnice, kterou jsme ziskali, ndm
to ale pujde tézko, protoze se ¢ vyskytuje nejen samostatné v druhé derivaci, ale
i v argumentu funkce sinus. Proto bychom se mohli pokusit zbavit funkce sinus
pomoci Taylorova rozvoje. Kyvadlo kyve kolem rovnovazné polohy, kde je ¢ = 0,
a proto budeme délat rozvoj v okoli nuly.

sin[,_o =0 (4.97)
(sin @)'[,_o = cos |, =1 (4.98)
(sinp)”| _y = —sing|,_, =0 (4.99)
(sin )| g = —cose|,_, = —1 (4.100)
1 0 1 3
smgo—O—l——x%—ax —gx + .. —x—%+... (4.101)

Aby nam rozvoj k nécemu byl, musime udélat néjaké zanedbani. Proto se
omezime na velmi malé ihly (vychylky) ¢ kolem rovnovazné polohy, tj. |¢| < 1,
a zanedbame druhé a vyssi mocniny ¢, tj.

sin p & . (4.102)

Tim padem se z nasi rovnice popisujici pohyb kyvadla pti zvoleném omezeni
na malé vychylky stane jednodussi rovnice

%p ~0. (4.103)
Ted staci jenom vymyslet, jak by mohla vypadat funkce (). Kdyz si nebudeme
chvili v§imat konstanty ¢/I, zjistime, ze potiebujeme funkci, kterd dvakrat zde-
rivovand dé pavodni funkei s opaénym znaménkem (to proto, aby se navzajem
odecetly). Takovou funkci je napriklad kosinus. Zvolime tedy ¢(t) = Acoswt,
kde w je thlova frekvence a A konstanta, kterd nemad vliv na derivovani, tzv.
amplituda (maximalni vychylka). Po dosazeni dostdvame:

o+

. g _dZ(Acoswt)”
PP T

7 posledni rovnosti vidime, ze bude splnéna pro

+ %A coswt = —Aw? coswt + A% coswt =0 (4.104)

w= % (4.105)

8Diferencidlni rovnice je rovnice, kde se vyskytuje derivace hledané funkce. Je-li diferencilni
rovnice druhého radu, vyskytuje se v rovnici alespon jedna derivace druhého radu, ale ne vyssi.
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Ziskali jsme tedy Teseni

o(t) = Acos(wt), kde w = % (4.106)
Obdobné teseni bychom ziskali pro vychylku netlumeného harmonického osci-
latoru tvoreného pruzinou a zavazim. Ze ziskané rovnice je vidét, proc se oscilator
nazyva harmonicky — jeho vychylka je popsana harmonickou funkei, v nasem pii-
padé funkei kosinus.
Model kyvadla, jehoZ pohyb jsme vytesili se zvolenym zanedbdnim |p| < 1,
se nazyva matematické kyvadlo (coz je znamé ze stfedni Skoly).

4.5.4 Dalsi aplikace derivaci ve fyzice

U prubchu funkee (viz ¢dst[{.4.9) jsme se naucili hledat lokalni extrémy funkce.
Mame-li néjaky vztah popisujici naptiklad silu jako funkci ¢asu, rychlosti, polohy
atd., mizeme pomoci derivaci zjistit, kdy je sila maximalni a kdy minimalni,
popripadé vysettit cely jeji pritbéh.

Dalsim ptikladem na hledani extrémi je tzv. wuloha o brachistochroné. V této
uloze jde o to, Zze mame v prostoru body A a B s ruznymi nadmorskymi vyskami
v homogennim tihovém poli a zajima nas, jaky tvar musi mit sluzavka mezi nimi,
aby se hmotny bod pohybujici se bez tfeni po skluzavce dostal z vyssitho bodu do
nizstho za co nejkratsi ¢as. Na vyfeseni této tlohy zatim nemame potiebny mate-
maticky aparat, ale hledali bychom minimum c¢asu, ktery by byl funkci uréitych
parametrit. Ulohu o brachistochroné si vyfesime, az budeme umét integrovat po
ktivkach.

V predchozim jsme si ukazali nékteré dilezité fyzikdlni aplikace derivaci. Je-

likoz se nas sveét stale néjak pohybuje, vyviji a méni, v nasledujicim studiu se uz
derivaci nezbavime.
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