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Pouzité oznaceni a zkratky

V matematickych a fyzikalnich textech se objevuje mnoho zpiisobli znaceni, pri-
¢emz kazdy rad pouziva to, na které je zvykly. Aby nedochazelo k nedorozumeénim,
uvedeme hned na zacatku textu znaceni, které bude dale pouzivano.

N={1, 2, 3, ..} mnozina prirozenych ¢isel
No={0, 1, 2, 3, ...} N rozsitend o 0

7 mnozina celych cisel

Q mnozina racionalnich ¢isel

R mnozina realnych cisel

R+t mnozina kladnych redlnych éisel
R~ mnozina zapornych redlnych cisel
a skalar

b= (by, b, ...) vektor o soufadnicich by, b,
A= a1, ay, ..] bod o souradnicich a, as,

~

sje primo imérné*
»je priblizné rovno“, resp. ,zaokrouhleno*

»je mnohem mensi“
»je mnohem vétsi®

~ sje radoveé rovno®

= je identicky rovno*
7

= ,odpovida“

PP . vels «

= »je po pouziti metody per partes rovno

k . P , .

= e v kartézském systému souradnic rovno®
7

p . , , , v .

= e v polarnim systému souradnic rovno*
7

< »je mensi nebo rovno*

> wje vétsi nebo rovno®

< »je mensi“

> sje vetsi®

<

>



Uvod

Tato diplomova prace vznikla jako primé pokracovani bakalarské prace s nazvem
Elektronickd ucebnice k predmétu Uvod do matematickijch metod fyziky, [, ktera
byla napsana zejména pro studenty prvniho roc¢niku ucitelstvi fyziky MFF UK.
Protoze text [1] nezpracovava latku celého sylabu k predmétu Uvod do matematic-
kych metod fyziky, ktery je vyucovan v zimnim semestru prvniho ro¢niku, rozhodli
jsme se v praci pokracovat a navazat i tématy z predmétu Matematické metody ve
fyzice, ktery je vyucovan v letnim semestru prvniho ro¢niku a v podstaté navazuje
na predmeét ze semestru zimniho.

U ¢tenare, ktery mé zédjem studovat z této diplomové prace, se tedy ocekava,
ze je seznamen s matematickym apardtem probranym v [I] a ovlada ho. Nejpod-
statnéjsi jsou derivace a systémy souradnic. Ve vhodnych chvilich se zde na [I]
odkazujeme.

Predpoklada se také znalost parcidlnich derivaci u realnych funkci vice redl-
niyjch proménnych, jejichz vybudovani bohuzel neni soucasti [1], ale ¢tendfe mu-
zeme odkéazat napr. na publikaci nebo [3], kde je diferencidlni pocet funkci
vice proménnych vylozen.

Pri tvorbé této diplomové prace byly také formou dotazniku zjistovany na-
zory studentt ucitelstvi fyziky z prvnich roc¢niki, ktefi nastoupili v letech 2014
a 2015, na studijni text vnikly v ramci bakalarské prace [I] (zejména jestli jim
vyhovuje zptsob vykladu, zda jim prijde studijni text uzitecny a jestli je néco, co
by radi zménili). Tento prizkum byl vsak pouze kvalitativniho charakteru, pro-
toze v prvnich rocnicich byl v letech 2014 a 2015 ptilis maly pocet studentti, aby
mel vyzkum statistickou relevanci. I pres maly pocet respondentii jsme se vsak
snazili komentare dotazovanych studentii reflektovat pri tvorbé této diplomové
prace a vyjit jim vsttic.

O vyplnéni dotazniktt byli studenti pozadéni i po vzniku studijniho textu
v ramci této diplomové prace. Slo hlavné o zjisténi, jestli bude mit studijni text
stejné pozitivni ohlas jako v [I] a jestli se néjakym zptisobem projevi zapracovani
pozadavku vyplyvajicich z postrehu k [1J.

Pti tvorbé studijniho textu pro tuto diplomovou préci se postupovalo obdob-
nym zpusobem jako v [I] — vychézelo se z piiprav a textu doktora A. Hladika,
profesora J. Podolského a doktora V. Zaka k predndskdm a cvienim Uvodu do
matematickyjch metod fyziky a Matematickych metod ve fyzice 1. Zohlednovany
byly i poznamky, znalosti a zkusenosti autora této prace. Skutecnosti uvadéné
ve studijnim textu byly ovérovany v odborné literature vénované matematické
analyze, zejména v [4], [2], [5] a [6].

Protoze si v této diplomové praci necinime narok na to byt rigorézni ucebnici
matematické analyzy (stejné jako ani [I]), ¢asto tvrzeni zjednodusujeme, pracu-
jeme za specialnich podminek a vychézime z geometrickych predstav. Proto ve



vhodnych chvilich odkazujeme na odbornou literaturu, v niz se pripadni zajemci
mohou seznamit s preciznéjsim, ale podle naseho minéni pro zacatecniky casto
méné nazornym pristupem k dané problematice.

Stejné jako v [I] byl i v této diplomové praci text sdzen v programu XTEX,
obrazky vsak nebyly tvoreny ve vektorovém editoru Zoner Callisto 5 Free, ale
vznikly v editoru Inkscape 0.91, ktery je na internetu k dispozici zdarma ke sta-
zeni.

Diplomova prace je rozdélena do ¢ty kapitol, pricemz prvni dveé tvori vlastni
studijni text, ve tfeti kapitole se vénujeme jinym zdrojim, z nichz lze ¢erpat po-
znatky pri studiu matematickych metod pouzivanych ve fyzice, a posledni kapi-
tola je vénovana shrnuti dotaznikového priizkumu ke vzniklym studijnim textiim
v [I] a v této diplomové praci.

Ve studijnim textu zde za¢iname vykladat latku primitivnich funkci, respek-
tive se uéime hledat neurcité integraly, ¢imz si chystame plidu pro nasledujici
partie. Na integrovani se zde nahlizi jako na inverzni proces® k derivovani a se-
znamujeme se se zakladnimi tvrzenimi o integralech a s metodami jejich vypoctu.
Nésleduje seznameni s urc¢itym integralem, u néhoz prilis nerozebirame jeho kon-
krétni aplikace — jde nam zde hlavné o uplatnéni urcitého integralu dale, jelikoz
se k nému odkazujeme pri vypoctech v kapitole o integralech funkci vice pro-
ménnych. Stézejni ¢ast studijniho textu této prace tvori pravé integraly funkce
vice proménnych, kde je vylozen dvojny a trojny integral v rtznych systémech
soufadnic a potom kfivkovy a plosny integral I. druhu. Vsechny tyto integraly lze
povazovat do jisté miry za analogické — vsemi se daji pocitat obdobné fyzikalni
veli¢iny, pouze se lisi situace, kdy konkrétni integral zvolime. V této casti textu
je uvedeno nejvice fyzikalnich aplikaci probiraného aparatu.

Bude-li mit ¢tenar vsechny predpokladané znalosti, nemeélo by byt nutné pra-
covat pri studiu tohoto textu s dalsimi zdroji. Je v8ak vyhodné mit pti ruce [IJ.



Kapitola 1

Integraly funkce jedné promeénné

V této kapitole se budeme zabyvat dalsim matematickym aparatem, tzv. integraly.
Nemusime mit ale obavy, protoze jak se brzy ukaze, zase tak tplné nové to pro
nas nebude, jelikoz uz jsme v ledascem zbéhli, co se matematickych metod ve
fyzice tyce. Navic budeme nadale pracovat s realnymi funkcemi a ty by ndm uz
meély byt také dobfe znamé. Strucné si je miuzeme pripomenout v [1I, s. 18, nebo
podrobnéjsi piehled je k nalezeni v [4], s. 48.

Vyjdeme z toho, ze uz umime derivovat. Kdyz nas bude chtit nékdo vyzkouset
a zepta se nas, jak velkou rychlosti se pohybovalo téleso, jehoz draha je takova
a takova, hrave si s timto problémem poradime. Vzpomeneme si na diferencialni
pocet a tfekneme: ,To je prece jednoduché, staci zderivovat drahu podle casu
a ziskame velikost rychlosti. A muzeme zajit jesté dale a druhou derivaci ziskat
velikost zrychleni.

Co kdy?z si ale doty¢ny usmysli, Ze nés dostane do uzkych a zada nam priklad,
na ktery budeme s nasimi metodami kratci. Po kratkém zamysleni zméni zadani
a fekne: ,Dobra, dovedete urcit velikost rychlosti (a dokonce i velikost zrychleni)
z drahy. Jak ale urcite velikost rychlosti, kdyz nebudete znat drahu ale pouze
velikost zrychleni?“ Dotycny je na prvni pohled spokojeny sam se sebou a mysli
si, jak chytfe nas zaskocil. My se ale nedame, po kratké tvaze problém vyresime
a navic jesté doty¢ného presvédéime, ze jeho zadani bylo nejednoznacné.

Volny pad
Uvazujme experiment, kde nechame pohybovat volnym padem hmotny bod
v homogennim gravitacnim poli. Potom vime, Ze se pohybuje s konstantnim zrych-
leniml] g = konst. Mitzeme ted uréit velikost rychlosti (jako funkei das)? Vy-
jdéme z toho, co uz vime — tedy jak urcit velikost zrychleni pomoci velikosti
rychlosti, tj. "
do(t
g = (1.1)

Nyni se ptame, jakou funkei v(t) musime zderivovat, abychom ziskali g. UZ mame
néco za sebou a snadno nahlédneme, ze rovnici [I1] splnuje funkce v(t) = gt. To

urcité, ale co tieba funkce v.(t) = gt + ¢, kde ¢ = konst. (a ma rozmér rychlosti),
ta rovnici[11] také splnuje, protoze derivace souctu je soucet derivaci a derivace

17de si mfizeme dovolit vynechat slovo velikost, jelikoZ se jedna o pohyb po piimce a vektor
zrychleni lezi v této piimce a pii volném padu mifi ve sméru pohybu.
2Jelikoz se téleso pohybuje s nenulovym zrychlenim, bude se rychlost v ¢ase ménit.



konstanty je nula. Konstanta ¢ muze byt naprosto libovolna a ziskali jsme tedy
nekonecné mnoho funkei v.(t), které splnuji rovnici L1l

Co s tim? Zacneme tim, ze si ur¢ime vyznam této ,nepohodlné“ konstanty:.
Uvazujme, jak nas experiment vypadal v case t = 0 s. Zabyvame se volnym
padem, takze nds hmotny bod byl na zac¢atku v klidu, tj. v.(0) = 0. Potom tedy
plati 0 = g-0+c, tj. ¢ = 0. Pro volny pad tedy ziskavame jedno teseni rovnice 1]
a to v(t) = gt.

Ted si ale rozmysleme situaci, kdybychom nezacali mérit ¢as v okamziku,
kdy je hmotny bod v klidu, ale az po néjaké chvili, kdy uz néjakou rychlost
nabral, tj. v.(0) # 0. Této rychlosti v case t = 0 budeme tikat pocdtecni rychlost
a oznacime si ji vg. Potom ale plati vy = ¢g- 0+ c a vidime tedy, ze konstanta ¢ ma
vyznam pocatecni rychlosti.

Nyni uz opustime volny pad a muzeme odpovédét na ptuvodni otazku: Jak
urcit velikost rychlosti z velikosti zrychleni? Musime nalézt takovou funkci, jejiz
derivace je rovna zadané velikosti zrychleni. Vime ale, ze takovych funkci je ne-
konecné mnohd? a ze zadani bude jednoznacné teprve tehdy, kdyz budeme znat
pocatecni rychlost.

Védro

Rozeberme si dalsi priklad. Mame vodu ve védru a rozto¢ime ho kolem svislé
osy o prochazejici stredem jeho dna konstantni thlovou rychlosti o velikosti w.
Na obrazku [l je tato situace zachycena po ustaleni hladiny pri pohledu z boku
a je zanesena do kartézské soustavy souradnic. Nas by ted zajimalo, jaka funkce
y = f(x) popisuje tvar hladiny vody v roviné obrazku.

y=o

Obrazek 1.1: Védro s vodou v kartézském systému souradnic otacejici se kolem
osy o splyvajici s osou y

Podivame se na situaci z pohledu malé casti vody na hladiné o hmotnosti
Am. Na tuto malou ¢ast vody plisobi ve svislém sméru tihova sila Fg, a budeme-
li situaci popisovat z hlediska neinercialni vztazné soustavy, tak na ni ptsobi

3Zatim nefesime, Ze takova funkce nemusi existovat. Tomu se budeme vénovat pozdéji.



ve vodorovném sméru jesté odstrediva sila F,. Protoze je hladina jiz ustalena,
¢ast vody Am se nikam v ramci neinercialni vztazné soustavy nepohybuje. To
znamend, ze vyslednice F tihové a odstredivé sily je kolmé k hladiné (tj. kolma

k tecné kiivky y = f(x) v bodé, kde je Am), viz obrazek [L2

-------- F

Obrazek 1.2: Sily pusobici na ¢ast vody Am na hladiné vody v otacejicim se védru

Abychom urcili funkei f(z), vyuzijeme opét toho, ze zndme jeji derivaci. Vime,
ze derivace funkce v daném bodé je smérnici tecny, a zname-li tihel o, ktery svira
tecna s vodorovnou osou, potom je smérnice rovna hodnoté tan o. Na obrdzku [1.2
je vidét, ze thel o muzeme urc¢it pomoci sil pusobicich na Am a to pravé pomoci
funkce tangens: tan o = F,/Fg. Potom tedy pro hledanou funkci f(x) plati

/ I

fx) = o
Do rovnice [I.2 dosadime za velikosti sil ze znamych vztahi, abychom mohli po-
sléze urcit f(x). Pro tihovou silu pouzijeme vztah Fg = Amg, kde g je velikost
tihového zrychleni, a pro odstiedivou sflu si vzpomeneme na vztah F, = Amw?r,
kde vyraz w?r vyjadiuje velikost dostiedivého zrychleni pro rovnomérny pohyb
po kruznici o poloméru r. Z obrdzku [1.1 je ztejmé, ze polomér r odpovida z-ové
souradnici bodu, kde se nachazi Am. Dosadime-li tedy toto vSe do rovnice [L.2,
ziskame

(1.2)

Amwls Wz

fle)= gt =50 (13)

7 rovnice uz funkci f(z) vymyslime velice snadno, protoZe w?/g je kon-
stanta a derivace si ji tedy nevsimé. A abychom ziskali z, musime zderivovat z?/2
(plus néjaka konstanta). Hledand funkce méa tedy tvar

2 /.2 2,2
w [z W
flz)=— <—|—c> =——+C, (1.4)

g g 2
kde ¢ je konstanta a C' = w?c/g je také konstanta. Abychom urcili konstantu
C, vratme se k obrdzku [11 a k tomu, jak byla zvolena soustava souradnic. Je
vidét, ze funkce f(x) popisujici tvar hladiny ma mit pro 2 = 0 hodnotu h, t;j.
f(0) = h. To je naSe tzv. pocatecni podminka. Kdyz tuto pocatecni podminku
dosadime do rovnice [1.7], snadno nahlédneme, ze f(0) = C' = h. Ziskali jsme tak
jiz jednoznacné reseni

2
)
r)=—x"+h 1.5

fla) = 5o+ (15)

a z toho je zfejmé, ze pri zvoleném pohledu ma hladina tvar paraboly.



1.1 Primitivni funkce

V predchozim jsme se presvédcili, ze nase schopnosti derivovat nam umoznuji
yuhddnout® feseni nékterych novych tloh, které jsou koncipovany ,opacné® nez
tlohy na derivovani. Méli jsme néjakou vychozi funkei (konstantni funkei g nebo
linedrn{ w?z/g) a tu jsme nederivovali, ale hledali jsme, co musime zderivovat,
abychom dostali pravé vychozi funkci. V matematice se pro to zavadi pojem
primitivnd funkce. Mame-li funkce f(x) a F(x) a plati-li, Ze pro vSechna x € Dy
je F'(xz) = f(x), potom F(z) nazyvame primitivni funkci k f(x). V predchozich
prikladech se ukazalo, ze k funkci f(t) = g je primitivni F'(t) = gt+c a ze k funkci
f(x) = w?z/g je primitivni F(z) = (wx)?/2g9 + C.

7 faktu, ze nam zde vystupuji konstanty, vyplyva jista nejednoznacnost pri-
mitivni funkce. V konkrétnich pripadech jsem se s timto problémem vyporadali
diky pocatecnim podminkam, ale obecné je primitivni funkce cokoliv, co po zde-
rivovani dava puvodni funkci. Mame-li tedy néjakou funkci f(z) a F'(z), kterad
je k ni primitivni, mizeme k F'(x) libovolné pticitat (nebo odcitat) konstanty
a stéle se bude jednat o primitivni funkeci k f(x), protoze doty¢né konstanty se
zderivuji na nulu. Tedy, je-li F'(x) primitivni funkei k f(x), pak také F(x) + c,
kde ¢ = konst., je primitivni funkei k f(z).

Zatim se tu zabyvame novym pojmem ,primitivni funkce®“ a pfirozené se
nabizi otazka, kdy ma smysl zabyvat se timto pojmem, respektive kdy primitivni
funkce existuje. Ukéazali jsme si dva priklady, kde primitivni funkce existovala
a kde bylo i relativné snadné urcit jeji tvar. Bohuzel tomu tak neni vzdy a existuji
funkce, které primitivni funkeci nemaji. Dalsi potiz je s funkcemi, které primitivni
funkci sice maji, ale neni mozné ji zapsat pomoci nami pouzivanych elementarnich
funkci. Znamé priklady takovychto funkci jsou

a g(r) =z (1.6)

S existenci primitivni funkce ndm pomuze matematicka véta, ktera rika, ze
primitivni funkce existuje ke kazdé spojité funkci a (dokonce) je také spojita.

S funkcemi, které maji primitivni funkci, ale neumime ji zapsat, ndm nejlépe
pomtize pocitac, ktery pro hledanou primitivni funkei vykresli jeji graf, popt. jeji
urcité ¢asti aproximujel jinymi funkcemi.

K pojmu primitivni funkce si jesté uvedme poznamku. Slovo ,primitivni®
zde neni pouzito ve smyslu, jako se obvykle uziva v bézné teci — ,jednoduchy“.
V tomto pripadé je odvozeno od slova ,primarni“ ve smyslu ,prvotni“ nebo
spuvodni“. Chapat to muzeme tak, ze primitivni funkce k f(x) je ta puvodni,
kterou musime zderivovat, abychom dostali f(x). O tom, Ze primitivni zde ne-
znamena jednoduchy, nas brzy presvédci priklady na procvicéeni, kde uvidime,
ze primitivni funkce je mnohdy o dost komplikovanéjsi nez funkce, ke které ji
hledame.

V literature se na zavedeni primitivni funkce se vsi matematickou pardadou
muzeme podivat napriklad do [4], s. 136.

4Slovo ,aproximovat® znamena ,nahradit nééim velmi podobnym, co se od ptivodniho téméf
nelisi®.



1.2 Neurdcity integral

Nez se pustime do vypoctl, podivame se na ziejmé jesté znaméjsi pojem — tzv.
neurcity integrdl (slovo ,neurcity“ se nékdy vynechdva). Jde v podstaté o to samé,
jako je primitivni funkce. Neurcity integral funkce f(z) je oznacen a definovan
jako

/f(:v) dz == F(z) + ¢, (1.7)

kde F(x) je (libovolnd) primitivni funkce k f(z) a ¢ je libovolnd konstanta, kte-
rou nazyvame integracni konstanta. V symbolu [ f(x) dz neurcitého integralu jsou
tedy schovany vSechny primitivni funkce k f(z) (pokud existuji). Lze tak povazo-
vat neurcity integral za ,,soubor vSech primitivnich funkci®. Diky této obecnosti
budeme déle pracovat hlavné s neurcitym integralem a abychom si usetrili dech,
budeme vynechavat slovo ,neurcity .

Procesu, kdy budeme hledat integral néjaké funkce, budeme tikat integrovdni.

Abychom se pocvicili ve vypoctech integralii, muzeme zacit integrovanim ele-
mentarnich funkei a vytvorit si obdobnou tabulku, jako se uvadi pro derivace
elementarnich funkei a kterou mizeme nalézt napt. v [I] na s. 36.

Zacneme integralem konstantni funked] f(z) =k, k= konst., tj.

/kdx:? (1.8)

Ptame se, co musime zderivovat, abychom dostali funkci f(xz) = k. Konstantu
k ziskdme derivaci vyrazu kx + ¢, kde ¢ = konst. Potom tedy piSeme

/k:dx =kx +c, (1.9)

kde ¢ € R je integra¢ni konstanta.
Derivaci 2™, kde n € N, je naz"~!. Timto vztahem si snadno ovéfime, Ze integral
funkce f(z) = 2™ je

an+1
"dx = 1.10
/x r= e (1.10)

protoze

xn-i—l / xn—f—l ! ) 1 , n4+1
_ _ nt1) o = n_ g (111
<n+1+c> 1 +c n+1<x >+ n+1x x ( )

Obdobny problém jsme Tesili u otacejiciho se védra s vodou, kde n = 1.
Jako dal$i si mizeme zintegrovat funkei f(x) = a”, a € (0, o0o0) \ {1}, pficemz
vime, ze (a”)’ = a” Ina. Potom snadno nahlédneme, Ze

aiL'
a®dx = +c. 1.12
/ Ina ( )

Nebudeme zde pocitat integraly vsech elementarnich funkci, ale uvedeme si
je v tabulce [I1] a kdo bude mit chuf, muze si aspon nékteré dalsi vztahy ovérit
vypoctem prislusnych derivaci.

5Ano, tento problém jsme jiz fesili u piikladu s volnym padem, kde nase konstantni funkce
byla rovna velikosti tthového zrychleni.



Funkce f(7) || Integral [ f(z)dz Dy Poznamka
k kx R k = konst.

" 2 R neN

v’ o) R* reR\ {1}
a* ng R a€ (0, o)\ {1}
e’ e’ R

Tina log, || R\ {0} ae R\ {1}
. In || R\ {0}

sin x —Ccos R

COS T sinw R

P tan z R\ {2k+1)3} || ke Z

o cot R\ {kr} kez

Tabulka 1.1: Tabulka integrali elementarnich funkci, kde jsme vynechali inte-
gracni konstanty

Uz jsme si ukdzali dostatek piikladu, abychom si (mezi ndmi fyziky) mohli
fict, ze integrovani lze povazovat za ,opac¢nou operaci k derivovani“. Matema-
ticky to tak fici nelze naptiklad kvili integracni konstanté. Pokud néjakou funkei
zderivujeme a nasledné zintegrujeme, nedostaneme nutné ptvodni funkci, ale ne-
kone¢né mnoho funkei lisicich se o konstantu, mezi nimiz je nase ptuvodni funkce
schovand, viz rovnice a [1.74} Tato potiz vsak odpadd, zname-li pocatecni
podminky, coz ve fyzice vétsinou zname.

([ f)az) = (F @)+ = f(2) (1.13)
/[f(x)]’dx — f(2) +c (1.14)

1.3 Metody vypoctu integrala

Vypocitat takovy integral byva zpravidla velmi obtizné. Typicky je to obtiznéjsi
nez derivovani. Derivovat umime témér vzdy (pokud derivace existuje) — mame
odvozené derivacni vztahy pro rizné funkce a uziteéna pravidla pro soucet funkci,
slozené funkce atd. U integralt ale bohuzel neexistuje univerzalni postup a soubor
pravidel, které vzdy vedou k cili. Pokud hledame integral néjaké funkce a vime,
7e existuje, zdaleka neméame vyhrano. ReSeni byva ¢asto zapeklité a miiZe se stét,
ze vysledek ani nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkci. My se dale budeme
zameérovat hlavné na integraly, které vypocitat lze, a ukazeme si nékteré metody,
které ndm s tim pomohou, kdyz je ve spravny cas pouzijeme. Obecné nam vypocty
integralt usnadni, kdyz budeme umét bezchybné derivovat a budeme znat tabulku
integralu zakladnich funkci, viz tabulka 17l Také je dobré spocitat vétsi mnozstvi



prikladt, abychom ziskali zkuSenosti, s ¢imz souvisi zaziti urcitych ,trika“, které
nam pomohou ze zdanlivé bezvychodnych situaci.
Vypoétu integrélu je vénovan text v [4], od s. 137.

1.3.1 Zakladni pravidla pro vypocet integralt

Pomoci znamych pravidel pro derivace si odvodime zékladni pravidla i pro inte-
graly. Vyjdeme z faktu, ze derivace se chova linearné (derivace souctu je soucet
derivaci a z derivace lze vytknout konstantu, derivuje-li se vyraz typu ,konstanta
krat funkce®), viz [1, s. 36 a 37.

Integrace souc¢tu funkci

Méjme funkce f(x) a g(x), pricemz obé maji integral a vime, zZe plati vztah pro
derivaci souc¢tu funkei, (f 4+ g) = f' + ¢'. Potom tedy podle rovnice [[.13 plati

(/f(x)dx+/g(x)dx)/: (/f(x)dx)lJr (/g(x)dx>’:

= f(z) + g(z) (1.15)
a zaroven

([ 17+ g@)de) = f@) + (o). (1.16)

Ze vztahu [L.11 a vyplyva, ze integral souctu funkci je soucet integrali jed-
notlivych funkei, tj.

[ @) +g@)]de = [ fayde+ [ glx)de. (1.17)

Leva a prava strana rovnice [L.17 se muze lisit pouze o integracni konstantu,
ale uz jsme si rikali, Ze tohle ndm u integral nevadi. V nasem symbolu integralu
jsou schovany vsechny primitivni funkce.

Pro nazornost si spoctéme jeden jednoduchy priklad. Zajima nas integral
funkce f(x) = e® 4+ sinz. S vypoétem ndm pomize pravé odvozené pravidlo
ve vztahu .17 a pripadné tabulka L1

/[ex—ksinx]dx:/e””dx—k/sinxdx:e’”+cl+(—cosx)—i—cz:

=e" —cosz + ¢, (1.18)

kde ¢; a ¢y jsou integracni konstanty z jednotlivych integral a ¢ = ¢ + ¢o je také
konstanta.

Vztah [ 17 jsme si odvodili pouze pro soucet dvou funkei, ale vzhledem k tomu,
ze soucet funkci je opét funkce, lze vztah [L.17 zobecnit na libovolny soucet ko-
necného poctu funkei.

Integrace ,konstanta krat funkce“

Méjme integrovatelnou funkci f(z) a konstantu k. Jedno z nejzakladnéjsich pra-
videl pro derivovani je, ze pokud derivujeme soucin funkce a konstanty, derivace
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si konstanty nevsima — jinak fec¢eno, konstantu 1ze vytknout pred derivaci. Potom
podle rovnice plati

(/kf(x) dx)/ — kf(x) = k (/ f(x) dx)l - (k/f(x) dx)/. (1.19)

Ze vztahu [L19 vyplyva, ze integral si podobné jako derivace nevsiméa konstanty,
£,
/k;f(x) dr = k;/f(a;) dz. (1.20)

U rovnice neni problém s integracnimi konstantami ze stejného duvodu
jako u rovnice [L 17

Jako ukézkovy piiklad si spocitame integral z funkce k/z, kde k = konst.
K vypoctu uzijeme vztah a pripadné tabulku [ tedy

k 1
/fdx:k/fdx:k(ln|x|—|—c):k1n|x|+C, (1.21)
A xXr

kde C' = kc je vysledna integracni konstanta.
Vztahiam [L17 a [L.20 je vénovana matematickd véta v [4], na s. 138.

Integrace absolutni hodnoty

Nékdy nastanou pripady, kdy je potieba zintegrovat funkci v absolutni hodnote,
a my si kratce osvétlime, jak se k takovému problému postavit.

Idealni by bylo vyftesit problém s absolutni hodnotou metodou ,kouknu a vi-
dim*, ale takovy pripad nemusi nastat vzdy. Potom je mozné postupovat obdobné
jako na stfedni skole pri feseni rovnic s absolutni hodnotou. Naprtiklad rovnice
2?2 +|z] — 1 = 0 by se rozdélila na dva ptiklady, kdy pro z € (—oo, 0) by se fesila
rovnice 2> —x — 1 =0 a pro z € (0, co) by se fesilo 2* +z — 1 = 0.

U integralu je situace obdobna. Mame-li funkci f(x), pro kterou plati

rel: f(x) <O,

<
veJ: flz)20 (1.22)

kde I, J C R, potom bychom integral

[1r@)de (1.23)

resili jako dva integraly a to

[I=f(x)]dz pro z el (1.24)
a
[f(x)dz pro z € J. (1.25)
Pro procviceni urcime integral
5
4 1.26
27 (1.26)

Uz vime, ze konstantu mizeme vytknout ptred integral, a proto se budeme déle
starat o funkci f(z) = 1/]2%|, z # 0. Hned miZeme urcit, ze f(z) > 0 pro
x € (0, o0) a f(z) <0 prox € (—o0, 0).
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Zacneme Tesit nejdiive pro kladné hodnoty, tj. = € (0, co), kde dostéavame
2

1 _3 x 5
/lx?’]dx /de:5/x da::5<_2)+c:—2—x2+c. (1.27)

Pro zaporné hodnoty nam v podstaté pribude jenom jedno minus, tj. pro x €
(_007 O) je

—dx

|27

5/ 3dx_2—x2+c (1.28)

1.3.2 Metody pro vypocet integralt

Ackoliv se to muze zdat zvlastni, metody pro vypocet integralt mame vsehovsudy
dvé. Jedna se o tzv. metodu per partes a metodu substitucni. Kazda z metod se
hodi do raznych situaci (popf. jsou potfeba obé dvé) a my si nékteré takové
situace ukazeme.

Integrace metodou per partes

Souslovi ,,per partes® se da prelozit jako ,,po castech® a nasledujici metoda ziskala
tento nazev, jelikoz pri ni v podstaté integrujeme funkci po ¢astech. Tato metoda
se bude hodit na funkce, které lze chapat jako sou¢in funkei, nap¥. funkei 22 cos x
chdpeme jako soucin z? a cos .

Abychom odvodili vztah, jak pocitat integraly metodou per partes, vyjdeme
opét z toho, co zndme o derivacich. Méjme derivovatelné funkce f(zx), g(z) a zde-

rivujme jejich soucin, tedy

(f(2)g(z))" = f'(x)g(z) + f(x)g (x). (1.29)
Nyni rovnici upravime na tvar
f(@)g(x) = (f(x)g(x)) - f(x)g'(x) (1.30)

a zintegrujeme, pricemz vyuzijeme vztahy [I-.177} 17 a [I.20. Ziskdme tak

[ F@g@ dr = [[(f@)g(@)) = fa)g(@)] do =

:/[f(l’)g(;c)]/dx—i—/[_f(w)g/(x)] dr —
= f(@)g(o) +e = [ @)y (1.31)

kde ¢ je integracni konstanta. Protoze mame v rovnici [L.31] jesté jeden integral,
schovame si integracni konstantu ¢ do tohoto integralu a nebudeme ji psat.

Odvodili jsme tedy vztah, ktery ndm (a¢ to moznd nevypadd) pomize pri
reseni integrali. Napsat ho mtizeme ve tvaru

[ @) de = f@)g(a) - [ f@)g () do (1.3

a budeme pomoci ného fesit integraly funkei, které lze rozlozit na soucin funkeci.
Hned si to ukazeme na prikladé.
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Chceme najit integral funkce xe®. Podivame-li se do tabulky integrala za-
kladnich funkci, zjistime, ze nam zadny v ni uvedeny vztah primo nepomuze.
Zachrani nas vsak, kdyz si vSimneme, zZe se jedna o soucin funkci x a e*. Apliku-
jeme wvztah [[.32 a zvolime si, ze f'(x) = " a g(z) = = (za chvili uvidime, proc¢
je vyhodné funkce zvolit takto a ne naopak). Dédle musime urcit f(x) a ¢'(x), ale
to jsou pro nds jiz velmi snadné tkoly a hned vidime (poptipadé po nahlédnuti
do tabulky integralu a derivaci), ze f(z) = e* a ¢'(x) = 1. Dosadime tedy do

rovnice [[.3%
/e“’mdx:exm—/em-1dx:e“%—/exdm:

=e"r —e" +c. (1.33)

Provedeme radéji zkousku a vysledek ze vztahu zderivujeme, abychom
vidéli, jestli ziskame vychozi funkci.

(e"x — e +c¢) = ("x) + (—€e*) + = ("v + %) — " + 0 =¢e"x (1.34)

Je vidét, ze je vse v poradku.

Nyni by mélo byt vidét, pro¢ jsme si na zac¢atku zvolili f'(z) = e* a g(x) = z.
Diky tomu jsme méli funkei f(x) prakticky okamzité a derivaci g(x) jsme si
zjednodusili integral. Proto bychom se méli vzdy pred pouzitim metody per partes
zamyslet, co by se nam hodilo integrovat a ¢eho se vyhodné zbavit derivaci.
Zkusme stejny priklad Tesit jesté jednou, ale zvolime si funkce opacné, tj. f'(x) = x
a g(x) = e*. Potom f(z) = 2?/2, ¢'(x) = €* a dosazenim do rovnice [[.32 ziskdme

2 2
/xem de=2e¢" - [Levda, (1.35)
2 2
Na prvni pohled je zfejmé, ze se situace zkomplikovala. Integral napravo je slozi-
t¢jsi nez ten nalevo.

Jako dalsi ukazkovy priklad si vypocitame integral funkce e* cos x a pri vypo-
¢tu pouzijeme nové schéma, které muzeme v budoucnu pouzivat, budeme-li chtit,
a které nam zprehledni zapis prikladu. V tomto prikladé je prakticky jedno, kterou
funkei budeme brat jako derivovanou — zvolime si treba f'(x) = e” a g(x) = cos z.
Jako zkuSeni poctafi vime, ze f(x) = e* a ¢'(z) = —sina. Toto si zapiSeme do
nasledujiciho schématu

g(x) =cosz ¢'(r)=—sinz

a to si zaneseme do naseho zapisu vypoctu. Tak to budeme délat i v dalsich
prikladech. Dalsi tsporné opatreni udélame tak, ze pouziti metody per partes
budeme znacit symbolem

2 (1.37)

a nebudeme to uz explicitné zminovat.
Vypocitame tedy integral funkce e® cos z, tj.

. _| ffle)=e" flx)=¢€"
/e cosa:dx—‘ o(z)

=cosz ¢'(r)=—sinz

2 e cos — /ez(— sinx) dx =

13



=e"cosa + /ex sin x dz. (1.38)

Mize se zdat, ze v tomto pripadé byla metoda per partes slepou ulickou, pro-
toze jsme ziskali integral stejného typu, jako se kterym jsme zacinali. Budme ale
trpélivi a zkusme opakovat stejny postup, tj.

/ —
/excosxdx:excosa:—i—/e“’”sing;dg;—‘ f'(x f@)—i PP

=sinzx ¢'(z) =

L e cosw + e sina — /e“ cos x dx. (1.39)

Kdyz se ted pozorné podivame na vztah [I.39, vSimneme si, ze na obou stranach
vystupuje vyraz [ e® cosx dx. Prevedeme je tedy na jednu stranu rovnice a tim
uz budeme mit nas priklad prakticky vyreseny.

2/6”‘” cosxdr = e”cosx + e sinx = e (cosx + sin x) (1.40)

Ted staci celou rovnici vydélit dvéma a mame hledany integral (neméli
bychom také zapomenout na integracni konstantu), tj.

xT

/ex cosxdr = 6E(cosx +sinz) + c. (1.41)

Provedme opét zkousku, af mame jistotu, ze jsme ziskali spravné reseni.
€T x

! x~\ !
2(cosaz’+sin:c)+c] = <62) (cos:c—l—sinx)—l—%(cosx—l—sinx}'—i—c’:

xT xT

= E(cosx—i—sinx)—i—%(—sinqucosx)—l—Ozexcosx (1.42)

Jako posledni ptiklad na uziti metody per partes si spocitame integral, kde
bychom mozna na prvni pohled netekli, ze se k tomu bude hodit zrovna tato
metoda. Zajimal by nas tentokrat integral funkce Inx. V tabulce integrali neni
nic, co by nam pomohlo, a ani se nezdd, ze by se jednalo o soucin funkci, tudiz
pouziti metody per partes zdanlivé odpada. Také se muzeme rmoutit nad tim,
ze Inz umime derivovat, ale Ze je nam to ted patrné k nicemu. Nepropadejme
panice — my si zde ten soucin funkci vytvorime a metodu per partes pouzijeme.
Funkce In z je totiz souc¢inem funkce Inx a konstantni funkce 1, tj. Inz =1-Inz.
Potom uz je ale vypocet jasny:

/ —
/lnxdx—/l Inzdr = f f(x)_:zi Ig)aclnav—/ycldx—
lna: g(x) =+ x
:xlnx—/ldx:xlnx—x—l—c. (1.43)

Spravnost vysledku snadno ovérime derivovanim.
Matematickou vétu popisujici metodu per partes a dalsi priklady mtzeme
nalézt ve [4], na s. 138.
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Integrace metodou substitu¢ni

Druhou zakladni metodou pro vypocet integraliu je substituce, coz ndm napovida,
ze budeme néco nahrazovat.

Substituci jsme pouzivali jiz na stfedni skole, naptiklad pfi feseni rovnic. Pro
rychlé pripomenuti se podivejme na nasledujici rovnici

'+ 32 +2=0. (1.44)

Na prvni pohled nepfijemna rovnice se po substituci w = 2% zméni na p&knou
a snadno Tesitelnou rovnici
w? + 3w + 2 = 0. (1.45)

Podobnym zptisobem si budeme usnadnovat také integrovani, pouze ptijde

o substituci sofistikovanéjsi. Protoze si integrovani zjednodusené predstavujeme

jako opak k derivovani, vyjdeme z nasich znalosti derivaci. Méjme funkci In y, kde
y € (0, 00), a zderivujme ji podle y.

dlny 1

- 1.46
W (1.46)

To nebyl zadny problém. Co kdyz je ale proménna y substituci (ndhradou) za
néjakou jinou funkci, vezméme napiiklad y = 2 —1, x € (1, oo). Potom mtizeme

rovNict psat jako
dlny 1 1
dy y x2—1

Nyni zderivujeme funkci Iny podle proménné x, coz umime, protoze zname
vztah pro derivaci slozené funkce (viz [I], s. 35).
dlny dln(z® —1) 1 d(2*-1) 2

— = 14
dz dz 2?2 —1 dx 22 —1 (1.48)

Vsimnéme si, ze vztah[1.]81ze zapsat pomoci zavedené substituce y = z? —1 jako

dlny dlnydy 1dy 1 d(@@*-1) 2 (1.49)
de  dy dz ydzr 22—-1 dx o221 '

PrisSel ¢as obratit postup a zacit integrovat. Zacneme rovnici[I.46} coz je pro
nas pouze opakovani jiz znamého, tj.

1
/ydyzlny—i-c. (1.50)

Nyni obratme pozornost ke vztahu[1.78 respektive[I.{9 vyuzijme skutecnosti, ze
sintegrovani je obraceny postup k derivovani“, a zintegrujme ji podle x, tj.

2
/xzf1dx:1n(9c2—1)+c:lny—|—c, (1.51)
respektive
2x (2?2 — 1)

Je pozoruhodné, ze jsme ve vSech rovnicich [L20, [0 ziskali stejny
vysledek. Toho by se mélo néjak vyuzit, protoze zintegrovat funkci 1/y podle

15



y umime hned bez rozmysleni, ale kdybychom si pfedtim nespocitali derivaci
In(z? — 1), jen tézko bychom zintegrovali funkci 2z/(z? — 1).

Pro prehlednost si sepiseme rovnice[L.50 a5 pod sebe, budeme je pozorovat
a vyvodime dusledky.

y—x —1, z € (1, o0)
[i dy—lny+c (1.53)
fIZfldxffm_l dr=Iny+c

Vzhledem k tomu, ze vysledky integrovani jsou stejné, miizeme psat, ze

/ dy /5;2:11) dz, (1.54)

a protoze z definice nasi substituce plati, ze

1 1

potom musi platit
dy = (2* — 1) da. (1.56)

Timto jsme vsSak oklikou dosli k substituéni metodé integrovani, protoze uve-
dené vztahy plati obecné. Formalné bychom také mohli ziskat vztah 150z definice
derivace, protoze plati dy/dx = /(z) = (2 — 1)’ a po ,,vynasobenf dzH bychom
ziskali vztah

Uvazujme slozenou funkci f(y(x)), pricemz v predchozim konkrétnim pripadé
f(y) =Iny a y(z) = 2* — 1. Potom pro derivace plati, Ze

df(y)
dy

df(dyx(x)) _ dj:i(yy) d?é(;) = f'(y)y (2). (1.58)

Na zakladé obraceného postupu plati (viz vztah

/f fly) +c (1.59)

= f'(y) (1.57)

/f 2)dz = f(y(z)) + e (1.60)

Je patrné, ze ziskané vysledky jsou opét stejné a ze plati
y'(x)dz = dy. (1.61)

Abychom se posunuli od derivaci vice k integralim, zapiseme si nabyté po-
znatky pomoci primitivnich funkei. Budeme integrovat funkeci g(y(z)) a jako
G(y(z)) oznac¢ime jeji primitivni funkei. Potom plati, ze

/g G(y) +c (1.62)

SUpozornéme, Ze symbol dy/dx nenf zlomek a ,nésoben{* dz je zde jenom pomiickou pro
predstavu.
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/ g(y ) dz = G(y(x)) + c. (1.63)

7 rovnic a [L63 tedy vyplyva, ze pokud chceme zintegrovat funkci ve
tvaru g(y(x))y' (x) podle proménné z, staci integrovat pouze funkci g(y) podle
proménné y, pricemz plati dy = 3/ (x) dx.

Rovnost dy = /(z) dz dava hlubsi smysl. Symbol dy si mizeme predstavit
jako nekonecné malou zménu proménné y a pokud je y zavisla na proménné x,
potom muzeme dy urcit jako soucin nekonecné malé zmény z, tj. dx, a funkce
popisujici, jak se y méni s x, coz je derivace y podle x. K predstave dy a dz
jako nekonecéné malych zmén se jesté vratime, az se budeme zabyvat urcitymi
integraly.

Zapsano takto obecné to muze pusobit dost neprehledné, ale na konkrétnich
prikladech se vse vyjasni. Vratime se k prikladu, ze kterého jsme vysli, a jako
funkei g(y(z))y'(z) vezmeme 2/ (22 —1). Pro ovéien{ si rozmyslime, co jednotlivé
cleny znamenaj. Clen 1/(2? — 1) je g(y(x)), jelikoz g(y(x)) = 1/y(x) a y(z) =
22 — 1. Clen 2z tedy musi byt y'(z), coz je, takze je vSechno v poradku. Tuto
funkci chceme zintegrovat, tedy hledame integral

1
/g x)dr = / o 12:Ud3:. (1.64)

Vztahy a rikaji, ze v rovnici dosahneme stejného vysledku, kdyz
provedeme substituci a y(x) nahradime, tj. poloZime x?> — 1 = y, pficemz dy
urc¢ime jako y/(z) dx, tj. (z* — 1) dz = 2x dz = dy. ReSeni je potom uZ jasné,

1
/ 2xdx—/ dy=Iny+c=1In(z*-1)+c (1.65)

2?2 —1

Doted to bylo trochu naroéné kvili pouzitému znaceni — funkci y(x) jsme
nahrazovali pouze proménnou y a doufejme, Ze tak nevznikal zmatek. Proto se
v nasledujicim ukazkovém prikladé oprostime od obecnosti a jednoduse mecha-
nicky spocteme priklad pripraveny k substituci. Urcime

/3$26x3 dz. (1.66)

Cisté ze zajmu bychom ted mohli zkusit nasadit metodu per partes a chvili se tré-
novat v derivovani a integrovani, ale prozradime si hned, Ze by to nikam nevedlo.
Mame vsak Stésti, protoze integrujeme mimo jiné slozenou funkci e’ a derivaci
jeji vnitin{ funkce ziskdme: (23)" = 322, coz se ,ndhodou® vyskytuje také v na-
Sem integralu. Provedeme tedy substituci 2° = t a nalezneme dt, pficem? vime,
ze dt = (23)' do = 3z dz. Pro piehlednost si mizeme substituci zapisovat do ob-
dobného schématu, kterym jsme si poméhali u integrovani metodou per partes,
tj.

t=a’ (1.67)
dt = (23) dz = 32% dz '
Zavedenou substituci se tedy pokusime vytesit zadany integrél,
/3x2ew3dx— L= —/etdt—et—l—c—emg—kc (1.68)
T dt =32%dx | B n ' '
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Jednoduchou derivaci vysledku podle x si mizeme ovérit, ze jsme integral vytesili
spravne.

Substituéni metoda integrovani spoléha tedy hlavné na nasi vSimavost — je
potieba nalézt, za co substituovat, a zjistit, jestli se v integralu nachazi prislusna
derivace. Musime byt také pozorni, protoze integral nemusi byt vzdy pripraven
na substituci a bude napt. potteba ,rozsitovat vhodnou jednickou“. Ukazeme si
to na nasledujicim jednoduchém prikladu.

Zajimal by nas

/xS sin(32%) dx. (1.69)
Mize nas napadnout, ze udélame substituci za argument funkce sinus, ale ma to
hacek. Provedeme-li derivaci, (3z*) = 1223, zjistime, Ze se v integralu nevyskytuje
tato derivace kompletni, nybrz chybi konstanta 12. Nepropadneme vsak panice,
protoze jsme jiz zkuSeni a vime, Ze integral si konstant ,nevsima*“, a tudiz si
muzeme vhodnou jednickou pripravit integral pro substituci takto:

12 1
/x3 sin(3z%) dz = / Ex3 sin(3z%) dz = T / 1227 sin(32*) d. (1.70)

Nyni je pro substituci vSe pripraveno a muzeme provést vypocet, tj.

1 z =3zt
3 A 3 3 4\ 30— _
/x sin(3z) dz = 12/123: sin(3z") dz A — 1945 doe
1 , 1 cos(3xt)
—E/smzdz—ﬁ(—cosz)—i-C——T+c. (1.71)

Néekdy nastava i jina situace, kdy je integral pripraven na substituci, ale my
si toho hned nevsimneme. Prikladem muze byt integral z funkce kotangens,

/cotxdx. (1.72)

Kdyz se podivame do tabulky[I1] nikde tam nenajdeme, jak integrovat kotangens.
Potom muzeme bud zvednout telefon a volat o pomoc matematiktim, nebo se
pokusit jesté néco sami vymyslet. Zkusme do zadaného integralu dosadit z definice
funkce kotangens, cot z = cosx/sin x, a tieba se tim situace vylepsi.

/cotxdx:/cosxdx (1.73)

sinx

A hele, vyplatilo se! Funkce kosinus je totiz derivaci funkce sinus, a tudiz muzeme
sinus nahradit, tj.

_ / dw _

==

/cotxdx:/cosxdx:| w = sinx
=In|w|+c=In|sinz| +c. (1.74)

sin x dw = cosx dzx

Nez se posuneme v probiranych metodach dale, vyfesme jesté dva priklady.
Prvni neni obtizny, pouze aplikujeme substituci. Chceme spocitat integral

T
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kde a = konst. Muzeme postupovat takto:

x y=a'+a° 1 dy
/7dx: dy = (a® + 2?)" doz = 22dx | = =
Vva?+ a? &y _ 0 d Vi 2

2

(S

\ —

2/y 2 dy = yT +c=\y+c=vat+a2+c. (1.76)

Rychlou kontrolu mtzeme opét provést derivovanim,
d N ) _ 2 ng] 1/, 2\"2 (2 2\ _
@<a—|—x —|—C){(a —|—x) f§<a —|—a:) (a —|—x)f

1 T
2va? + 22 v va? + x?

Ted trochu zménime zadani predchoziho prikladu a uvidime, jestli se s tim
dokazeme popasovat. Hledame

(1.77)

dx

/ T (1.78)
Pro zacatek jesté uvazujme a > 0, k obecnéjsi varianté se vratime pozdéji.

Na prvni pohled se jednd o bezvychodnou situaci, substituce se zda byt
v tomto pripadé k nicemu. Vratme se vsak ke vztahum [[.64 a[1.63 Vyvodili jsme
z nich, ze pokud mame integrovat funkci ve tvaru g(y(z))y' (), mizeme misto
ni integrovat funkci ¢g(y) a nesmime zapomenout, ze dy = ¢'(x)dzr. Kdyz nam
to ale takto hezky funguje, potom to mizeme zkusit i opacnym smérem. Tedy
méame-li integrovat funkci ve tvaru g(y), mizeme proménnou y nahradit néjakou
funkei jiné proménné napf y(x ) a dy se potom nahradi V}’frazem Yy ( )dx. Jedné
kdy ndm to mize pomoct.

Resime tedy integral funkce proménné z, oznacme si ji f(z) = 1/v/a2 — 22,
a chceme nyni nahradit x funkci jiné proménné, kterou oznacime napriklad t.
Jakou funkci vybrat, ndam napovi souctové vzorce goniometrickych funkei, kon-
krétné ziejmé ten nejznaméjsl z nich: cos?t + sin?t = 1. Vynasobime-li celou
rovnici konstantou a? a pfevedeme-li sinus na pravou stranu, ziskdme

a’cos’t = a® — a*sin?t. (1.79)

To by nam mohlo napovédét, ze bychom mohli proménnou x nahradit funkci
z(t) = asint. Potom musime v integralu dx nahradit vyrazem (asint) dt =
acostdt. ZapiSme to tedy a fesSme dale.

/ dx | * =asint B acostdt
Vaz — 2 | dz =acostdt VaZ — a2sin2t

acostdt B acostdt_ a costdt
Vatcos2t J |acost|  |a]J |cost|

Nez budeme bezhlavé tesit integral s absolutni hodnotou, rozmyslime si, jak je
to s definiénimi obory. V zadani mame vyraz 1/v/a? — 22, ktery ma smysl pouze

(1.80)
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pro x € (—a, a). Dale jsme provedli substituci x = asint a jelikoz = € (—a, a),
musi potom platit, Ze sint € (—1, 1) a to je splnéno pro t € (—7n/2+ 27k, 7/2+
27k), k € Z. Mame tedy nekoneéné mnoho periodicky posunutych intervali, ale
kvali jednoznacnosti si vybereme pouze jeden, je jedno ktery, vysledek davaji
vSechny stejny. Vezmeme tedy ¢ € (—n/2, m/2) a mame v podstaté vyhrano,
protoze pro tato t nabyva cost pouze kladnych hodnot a nemusime se tedy trapit
absolutni hodnotou v integralu. Tedy

/ dx _a costdt_a/costdt_
Vaz—z2  |a]J |cost| a B
T =asint

t = arcsin (%)

cost

= / dt =t+c= | = arcsin (x) +c, (1.81)

a

kde arcsin je funkce arkus sinus, ktera je na vhodném intervalu inverzni k funkci
sinus.

Jesté nez opustime praveé vyteseny priklad, vratme se k volbé defini¢niho oboru
proménné t. Potfebovali jsme ho zvolit tak, aby sint nabyval hodnot od —1 do
1. Nékdo by mohl namitnout, Ze to je splnéno i pro t € (w/2 + 2wk, 3w/2 +
27k), k € Z. Pro¢ jsme tedy nezvolili tieba ¢t € (7w/2, 3w/2)7 Potom by byl
cost na celém definicnim oboru zaporny a vysledek integralu by byl s minusem.
Tajemstvi nasi volby intervalu pro ¢ tkvi v tom, Ze musime v substituci ctit
monoténnost. V substituci jsme pouzili rovnici x = asint, jejiz leva strana je
rostouci funkce, a tudiz musi byt rostouci i jeji prava strana. A sint je rostouci
pravé pro t € (—7/2 + 27k, w/2 4 2wk), k € Z.

Jak jsme si slibili na zacatku tohoto prikladu, jesté se podivame na obecnéjsi
variantu, kdy nebudeme povazovat konstantu a za kladnou, ale budeme uvazovat
a € R\ {0}, tedy i zaporné a. Reseni pifkladu by probihalo prakticky stejné,
pouze pri rozmysleni definiénich obort v substituci bychom museli byt opatrni,
pravé z divodu cténi monoténnosti, jak jsme fesili v predchozim odstavei. ReSent
takového integralu bychom prevedli na predchozi pripad, pokud bychom zvolili
substituci timto zpusobem: xz = |a|sint.

Pokud bychom z néjakého divodu lpéli na substituci x = asint, museli
bychom zde rozdélit Teseni na dva pripady, jedno pro a > 0 a z € (—a, a)
a druhé pro a < 0 a x € (a, —a). A aby byla zachovdna monoténnost na obou
strandch rovnice, pro a < 0 by muselo byt t € (7/2 + 27k, 37/2 + 27k), k € Z,
kone¢ny vysledek integrovani by byl vsak porad stejny, viz vztah [L.82.

/ dx t‘re:(?rSlgf) acostdt
Wi 20 2 = | —=
a? — 22|, dr = acostdt a® —a’sin®t

_/ acostdt B acostdt _a costdt B /Costdt B

) Va2cos2t J lacost|  |a|J |cost| —cost
r =asint . (/T

:/ dt=t+c= . (z\ | = arcsin <) +c (1.82)

t = arcsin (5) a

Spoctéme si pro procviceni nabytych znalosti priklad, k némuz se pozdéji
odkazeme. Naleznéme integral

(0%
d 1.
/x_k z, (1.83)
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kde o a k jsou nenulové konstanty. Konstanty « si integral nevsimé, a proto ji
muzeme vytknout pred integral

o 1
/x_kdx:a/x_kdx. (1.84)

Podle tabulky zdkladnich integralu (viz tabulka [I1) umime Fesit integrél funkce
1/z. Zkusme tedy vyuzit substituce a ziskat funkei, kterou umime integrovat.

1 o=k dt
« dr=| L =@x—-k)=1|=a [ —=allt|+c (1.85)
x—k dz t
dt = 1dx

Nyni dosadime zpét za substituci a mame vysledek hledaného integralu, tj.

/xikdx:aln\x—kﬂ—i—c. (1.86)

Existuje mnoho odvozenych substituci pro komplikované funkce, které by nés
pri pocitani zrejmé vubec nenapadly. Pokud si nebudeme pamatovat, kdy zvolit
jakou substituci, je dobré aspon veédét, kde je hledat. Vice informaci k mate-
matické vété o substituci lze nalézt v [4], na s. 140 a 141 a nékteré vyznamné
substituce , které jsme si zde neuvadéli, jsou uvedeny v [4] od s. 146 dale a nebo
V.

Integrace pomoci rekurentnich vztahi

Mohou nastat pripady, kdy je tfeba integrovat funkci, kde se vyskytuje n-ta
mocnina. Takovy integral by se zpravidla pocital metodou per partes, kterd by
se musela n-krat zopakovat. Potom by bylo vyhodné pro takovy integral odvodit
néjaky rekurentni fuztafﬂ kterym bychom se k vysledku dopocitali rychleji, nez
kdybychom pocitali integral primo.

Jak je to mysleno, objasnime na ukazkovém prikladé. Urcime integral funkce
x™e”. To je typicka funkce pro opakovani metody per partes, kde bychom pri
primém vypoctu porad derivovali 2", dokud bychom se ho nezbavili, a e* stéle
dokola integrovali. My vSak provedeme per partes pouze jednou a uvidime, ze uz
nemusime integrovat déle.

Vychozi integral si oznac¢ime jako I, kde n odpovida radu mocniny proménné
x v integralu, a aplikujeme metodu per partes, tj.

/I _ X N/
l'n—/:v"e”:d:lc—|f_6 f=c 1

pp —
= g’ — /nx” lede =

g=2a" ¢ =nz""
=z"e" — n/x"‘lexdm. (1.87)
V nasem znaceni vSak plati, ze
/x"’le“dx =1, 1, (1.88)
a proto muzeme psat, ze
I, =a"¢" —nl, ;. (1.89)

S rekurentnimi vztahy se mizeme setkat zpravidla u posloupnosti — rekurentni vztah uréuje
¢len posloupnosti pomoci jednoho nebo vice predchozich ¢lend.
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Tim jsme ziskali rekurentni vztah a pokud budeme znat Iy, rekurzi se dostaneme
az k hledanému I,,. V tomto ptipadé je Iy velmi jednoduchy integral,

Iy = /xoe’“” der = /e”‘” de =e"+c. (1.90)

Pro zajimavost spocitame par prvnich ¢lenti posloupnosti integrala I,,, aby
bylo vidét, ze je to jednoduché. Budeme dosazovat do vztahu [L.89, pricemz Iy =
e’ + ¢, tj.

L=2'¢"—1-[y=xe" —e" —c=¢e"(x — 1) + ¢, (1.91)

I = 2%e" — 21} = 2%e” — 2[e“(z — 1) + ¢1] =
=z%" — e"(22 — 2) — 2¢; = €"(2® — 22+ 2) + ¢, (1.92)

Iy = 2% — 31, = 23" — 3[e” (2% — 20+ 2) + o) =
= 2%e” — e"(32° — 67 + 6) — 3¢y = ”(2° — 32° + 67 — 6) + c3 (1.93)

a déle by se pokracovalo obdobné.

1.3.3 Integrace racionalnich funkci

Jednou z obtiznéjsich uloh, se kterymi se mtizeme pfi Teseni integralu setkat, je
integrél raciondlni funkce. Racionalni funkei f(z) je myslena funkce ve tvaru

P(r) a,z"+a 1V agr? + aiT + ag

p— — ].c 4
/(@) Q(x)  bpa™ + by x™ 1+ L+ box? + by + by (1.94)

kde a; a b; pro ¢ =0, 1, 2, ... jsou libovolné redlné konstanty s podminkou, ze
a, # 0 a b, # 0. Jedna se tedy o podil dvou polynomii. Otazkou k vyteseni tedy
je, co si pocit s integralem typu

) d (1.95)

Déle si ukédzeme postup, jak tesit integraly racionalnich funkci. Ne vSechny
nase kroky budeme zdivodnovat, pro¢ délame zrovna je, kdyz vsak budeme tr-
pélivi, uvidime, ze se dopracujeme k feseni. To neni proto, ze bychom chtéli néco
zamérneé tajit, ale spise kvili slozitosti integralti racionalnich funkei. Kdybychom
se chtéli témto integralim vénovat podrobné, mohlo by to vystacit na celou knihu.
Obecnéjsi postup, nez si uvedeme my, je v [], od s. 141.

Odrazime se od konkrétniho prikladu, budeme Tesit integral

/3953—1—295—1—1
222 + 8

Podle ptedchoziho obecného znaceni ve wvztahu plati, zZe n = 3, m = 2
a bm = bg = 2.

dz. (1.96)

1. krok: Nejdrive zajistime, aby koeficient u ™ byl roven jedné. Toho dosahneme
vytknutim b,,. Konkrétné:

323 +2 1 3 2x +1
/W— 2/ 0+ 20 + dz. (1.97)

202 + 8 x2+4
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2. krok: Pokud je m < n, vydélime polynom P(x) polynomem Q(x), abychom ve
jmenovateli racionalni funkce ziskali ostte vétsi rad polynomud, nez je v Citateli.
V nasem prikladé to také provedeme, protoze mame m < n.

(3% + 20+ 1) : (22 +4) = 3z + lngj (1.98)
2 / = i ix: e ;/ (31' " 1x;i04x> o (1.99)
Ziskali jsme integral, ktery ¢astecné umime vytesit.
;/ <3x ” 1x;i04x> =3 /396 oty / 1x;+105
f:v +5 / ;iof (1.100)

Integrac¢ni konstantu z prvniho integralu jsme schovali do druhého. Zbyl nam
tedy integral racionalni funkce, kterd splnuje nase pozadavky — koeficient u 2™ je
roven jedné a rad polynomu ve jmenovateli (dvé) je ostie vétsi nez rad polynomu
v Citateli (jedna).

3. krok: V dalsim kroku se pokusime rozlozit polynom ve jmenovateli integro-
vané racionalni funkce. Budeme se zabyvat specidlnim pripadem, kdy budeme
rozkladat polynom tadu dve (tj. kvadraticky piipad). Pro vyssi fady je to kom-
plikovanéjsi a nebudeme se zde jimi zabyvat. Ve specialnich pripadech 1ze odvodit
a vyuzit rekurentni vztah, viz [4], s. 143.

Meéjme tedy jiz predchozimi kroky pripraveny integral racionalni funkce

Az + B
/ TP g, (1.101)

2 +bxr+a

kde A, B, a, b jsou libovolné realné konstanty, pricemz alespon jedna z A nebo
B je nenulova.
Pokud chceme rozloZit polynom z2+bx+a, mohou v zisadé nastat tii pripady:

3a) Polynom 22+ bz + a m4 dva riizné redlné kofeny 1, xs a lze ho tedy napsat
jako
22+ b+ a= (v —x)(r — 239). (1.102)

V tomto pripadé bychom radi rozlozili racionalni funkci na tzv. parcidlni zlomky:

Ax+ B
x_a+6

= 1.103
22+br+a x—x1 T —To ( )

kde o a (8 jsou vhodné konstanty. Abychom je urcili, vynasobime celou rov-
nict 103 vyrazem (z — x1)(x — x2), tj.

a+ﬁ

Tr — T Tr — X9

Az + B
24+ bx +a

(x — 21)(x — 2») :< )(x—xl)(x—xg). (1.104)

8Radem polynomu myslime nejvy$si mocninu proménné, kterd se v polynomu vyskytuje,
napt. 3 + 222 — 1 je polynomem tietiho Fadu.
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Na levé strané se soucin (z — z1)(z — x9) zkrdti s 22 + bz + a a pravd strana se
také snadno upravi. Ziskame

Az + B = a(x — z3) + Bz — x1), (1.105)

z ¢ehoz odvodime vztahy pro a a [.
Dosadime-li do vztahu [L103 x = x4, ziskame

Azy + B = a(xy — x2) + (21 — x1) = oz — x9), (1.106)
a protoze x1 # Ty, lze napsat, ze
A B
Ant b, (1.107)
1 — X9

Analogicky bychom ziskali dosazenim x = x5 vztah pro 3,

ASCQ—FB
Ty — T1

= 8. (1.108)

Timto jsou « a (8 jednoznac¢né urceny, protoze A, B, x; a x5 jsou znamé
konstanty:.

Kdyz umime podle vztahu L. 103 rozlozit racionalni funkci na parcialni zlomky;,
muzeme rozlozit i jeji integral.

Ax+ B
/7 —/ d:c—l—/ dx (1.109)
2+ br+a T — T T — Ty
Na pravé strané rovnice [L.I09 potom vystupuji integraly, které umime resit
(viz vztah [L80), a plati

/ a dx—i—/ b dz = aln|x — 21|+ Sln|z — xs| + c. (1.110)
Tr — T Xr — To
Predesly postup si vyjasnime na prikladé. Pokusme se vytesit integral
3r + 2
———dx. 1.111
222+ —3 ( )

Polynom ve jmenovateli integrované racionalni funkce ma vyssi rad nez polynom
v Citateli, takze staci pouze vytknout 2 ze jmenovatele, abychom mohli polynom
ve jmenovateli rozlozit.

3x + 2 3I+2 3x+2
22+ —3 2 / Zrz_3d 2/ de (1.112)

2 x—l)

Raciondalni funkci v poslednim integralu rozdélime na parcialni zlomky a dopoci-
tame prislusné koeficienty o, 5.

3242 _ _a B . 3 _
@ 2) @) o+l 1 / (9”2)(”3 1)

3r+2=a(r—1)+ 8 (z+3)

(1.113)
r=-3 = 3(-3+2=a(-3-1) = a=1

r=1 = 3-1+2=4(1+}) = =2
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Nyni vSe dosadime do hledaného integrdlu a vyuzijeme opét vztahu [L30.

3a:+2
/ / dz =
2 (x—1) T2 x+f a:—l
_1/
2 13—1—3

3b) V druhém piipadé muze nastat situace, kdy bude mit polynom ve jmenovateli
integrované racionalni funkce jeden dvojnasobny realny koten z, tj.

3
lnx+2MJMx—u+c (1.114)

22+ br +a= (v —x0)% (1.115)

V tomto pripadé nam parcialni zlomky nepomohou, coz bude vidét na nasleduji-
cim ptikladé. Budeme hledat integral

2x
j/(lj__3)2<iz. (1.116)

Pokusime se rozdeélit racionalni funkci na parcidlni zlomky.
= = R Bt
2z = a(x — 3) + Bz — 3) (1.117)

22 = (a + B)z — 3(a + B)

Aby platila posledni zapsana rovnost, musi byt na obou stranach rovnice stejné
koeficienty u = a stejné absolutni ¢leny — ziskame tak soustavu dvou linedarnich
rovnic pro «a a f3:
2=a+p
0=-3(a+pB)

Kdyz nyni dosadime soucet oo+ 3 z prvni rovnice do druhé, dojdeme k nepravdi-
vému tvrzeni

(1.118)

0=-3-2 (1.119)

ze kterého je patrné, ze parcialni zlomky v tomto pripadé nepomohou.
Ac¢ by to mohlo byt necekané, pomiize nam zde obycejna substituce.

3¢
9 t 2t ot
/——i—dx:(hzdt :/'(+$dh:/( 6)@
(z — 3)2 3 2 ptp

1
zz/t&+6/tﬁu:2mm—f+c:

6
=2In|z — 3| — ~—3 +c (1.120)
I’_

Abychom se neomezovali pouze na prave vyreseny konkrétni pripad, napiSeme
si TeSeni 1 obecné. Predpokladame, ze plati rovnice [ 113, potom

Ar+ B Av+B T = o =1
r? +br +a (x — z9) v =t + 2
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At Awg+ B
<A () s

1 A B
:A/tdt+(Aw0—|—B)/t2dt:Aln|t|—xo++ -
A B
= Aln|z — x| —thc. (1.121)
r — o

3c) Jesté jsme se nezabyvali pripadem, kdy méa polynom ve jmenovateli inte-
grované raciondlni funkce dva kofeny, které nejsou realné, tj. xi, zo ¢ R. Dalsi
postup si opét ukazeme nejdiive na konkrétnim prikladé a rozdélime ho do ¢tyt
bodl. Najdéme integral
or — 2
/ S (1.122)

22+ 32 +6

kde 2%+ 3x+6 nemé4 redlné koteny (pro kontrolu si mizeme spocitat diskriminant,
ktery vyjde zaporny).

3c-1: Polynom ve jmenovateli dopinime na étverecﬁ, tj.

9 9 3\? 9
x2+3x+6:x2+3x+4—4+6:<m+2) +6— 7=
3\? 15
= — — 1.123
(x+2) s (1.123)
a potom muzeme upravit hledany integral na tvar
bx — 2 Sr — 2

3c-II: Dalsi upravou chceme ziskat v ¢itateli raciondlni funkce derivaci jmenova-
tele, coz je

3\ 15] 3
— —1 =2 —) =2 . 1.12
[<x—|—2> +4] <x+2> x4+ 3 (1.125)
Pohrajme si tedy trochu s ¢itatelem,
5 5 19 5 19
—2==-2 - —==(2 - — 1.12
S 52 + - 5 -3 5 2( z+3) 5 (1.126)

a vSimnéme si, ze vSechna x jsou schovana v dotycné derivaci. To je velmi dulezité,
protoze kdybychom si ¢itatel rozdélili jinak, napt. jako bz —2 = (22 +3) + 3z — 5,
viitbec bychom si nepomohli, coz bude patrné z dalsich kroka postupu.

Dosadme do vztahu

_9 5(92 3
/5x _/ T+3) =5 4 (1.127)
(x+ 15 15

90bdobnjm zpiisobem se na SS hleda napiiklad vrchol paraboly a vychazi se ze vztahu
(a+b)? = a®+ 2ab+ b2
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3c-III: V nasledujicim kroku rozdélime integrovanou racionalni funkci na dva
lomené vyrazy tak, aby v ¢itateli jednoho byla pouze derivace jmenovatele (pri-
padné vynasobena néjakou konstantou) a v ¢itateli druhého zbytek.

52043)- 9 (2w +3) (%) i
(‘TCJF%)Q*'% <x+3>2+145+<x+3>2+145 (1.128)

Potom muizeme hledany integral také rozdélit na dva, pricemz jeden mame pri-
praveny na Teseni substituci, tj.

(2x + 3) (2z + 3) 2
/ 32 15dx:/ \2 15 3\2 | 15 dr =
(1’4—5) +Z ($+§> +Z (234—5) +Z
(27 +3) 19 3)2 15 _
e e [ harad
(:)34—%) + 1 (22 + 3)dz = dw
54 19 5 19
:/2w / 322 15dx:§ln]w]—/ 322 15d$:
w (I‘+§) +I (CL’+§> +z
5 3\? 15 19
:m[@+-)-%]—/22dx (1.129)
2 2) T T ey s

Integracni konstantu z vyteseného integralu jsme schovali do toho zbyvajiciho, se
kterym se popasujeme v dalsim kroku.

3c-1V: Posledni zbyvajici integral prevedeme pomoci vytykani a substituce na
znamy integral
1
———— = arctany + c, 1.130
/ y2+1 4 ( )

ktery je dobré si ulozit do paméti. Symbol arctan budeme pouzivat pro funkeci
arkus tangens, kterd je inverzni k funkci tangens (na vhodném intervalu).

Vhodnym vytykanim v poslednim integralu ze vztahu dostaneme jed-
nicky na mista, kde je potfebujeme, a pripravime si integral na substituci.

o1 38 1
/ 32 15dx:/%372dx:175 Tz dr=
(e +3) +% AT C%>+1
4 3
2x+3 =y W
Vi5 V15
_il))i 2312dx_ \/%dx:dy _i)i 2:_1 Yy =
4+
(x/ﬁ) +1 dr = \/Tﬁdy y
38415 1 19v/15 19v/15 27 + 3
15 2 y2+1dy: 15 arctan y+c = 15 arctan i +c (1.131)

Abychom si udélali predstavu, napisme si kompletni vysledek celého prikladu, tj.

dr — 2 ) 3\? 15 19v/15 20 + 3
/xid :1n[<x+) —1—1— \/_arctan v +¢, (1.132)

22 4+3x+6 v 2 2 4 15 /15
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kde ¢ je vysledna integracni konstanta celého integralu.
Predesly postup funguje obecné, a proto ho rychle projdeme znovu, abychom
si to ukdzali. Resme integral

Az + B
/ TP g, (1.133)

2 +br+a
a predpokladejme, Ze polynom z? + bx + a nemé redlné kofeny.

3c-I: Doplnéni jmenovatele na tplny ¢tverec:

) ) b2 2 b 2 b2
= ~ta--— = - S 1.134
r*+br+a x+bx+4+a 1 <x+2> ta—+ (1.134)

3c-II: Najdeme v citateli racionalni funkce derivaci jmenovatele, coz je

!
b\ 2 b2 b
hd —_ 2| =9 ~ 1 =2 ) 1.1
<x+2> +a 4] <x+2) z+b (1.135)

Potom citatele upravime timto zptisobem:

Am+B:§(2x+b)+B—§b. (1.136)

3c-III: Nyni rozdélime integrovanou racionalni funkci na dvé, resp. rozdélime
integral na dva.

doe =

/ Az + B dx_/;‘(2x+b)+B—‘;‘b
@ tbota (x+g)2+a_§

—/ 29: ) +/ dz (1.137)

b2
4

Prvni z integralu ve vztahu m vyTesime substltuCL

2
| (s +a—t=
a—2 (2x+b)dx—dw

x+é 2+a—g
2 4

3c-IV: Druhy integral prevedeme na integral typu

/dw_
2

+e (1.138)

—él lw| + —él
—2nw 6—211

1
/y2+1 = arctany + c. (1.139)

Vhodné vytkneme a substituci dopocitame.




B—4b B —4p x4+ 2
= ——=—arctany + ¢ = ———== arctan

_n?
Va&— g

A timto je hotovo — napiseme si cely vysledek:

_ tc (1.140)

Ax + B
/72 dx =
2+ br+a
A b\’ | B-—4b b
=—In|lz+= +a——+72arctanu+c (1.141)
2 2 1 P P

1.4 Urcity integral

V predchozich integralech nam vystupovala integrac¢ni konstanta, ktera nam zpi-
sobovala neurcitost — v integralu bylo schovdno nekonecné mnoho primitivnich
funkci a bez pocatecnich nevime, kterou primitivni funkci si vybrat. U urcitého
integralu nam tento problém odpada.

Urcity integrél je motivovan snahou najit obsah S pod grafem nezaporné
spojité funkce y = f(z), kterd je definoviana na intervalu (a, b) C R. Hledame
tedy obsah plochy vymezené grafem funkce, osou x a primkami x = a, x = b.
Takovy obsah miize byt jen jeden, a proto nebude integral neurcity.

Nejdrive si hledany obsah ur¢ime priblizné a pro lepsi predstavu se miizeme
divat na obrdzek Interval (a, b) rozdélime n — 1 body na n stejné velkych
casti Az;, a protoze umime velice snadno pocitat obsah obdélnika, vymezime si
obsah pod grafem funkce pomoci obsahii obdélnikii.

Funkce f(x) na kazdém intervalu Azx; nabyva svého minima a maxima a my
si je oznacime jako

= e )

(1.142)
M; = max f(x).

TEAT;
Potom je ale jasné, ze kdyz sec¢teme obsahy vsech obdélnikii o stranach Ax; a m;,
ziskdme obsah, ktery je mensi nebo rover'] hledanému obsahu S. Tento soucet
ozna¢ime s(f, D) a budeme mu fikat dolni soucet. Symbol D zde reprezentuje
konkrétni déleni, jakym jsme rozdélili interval (a, b), a f nam k4, Ze se dany
dolni soucet vztahuje k funkei f(x). Plati tedy, ze

S>s(f, D)= zn:miAxi. (1.143)
i=1

1ORovnost nastane pro konstantni funkci.
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Obréazek 1.3: Obsah pod grafem funkce f(z): vlevo je naznacen dolni soucet
s(f, D) a vpravo horni soucet S(f, D)

Kdyz naopak provedeme soucet obsahu obdélnikii o stranach Ax; a M;, ozna¢ime
ho jako horni soucet S(f, D) a ziskdme obsah vétsi nebo roven S, tj.

S < S(f, D) = iMiAxi. (1.144)
=1

Ziskali jsme soustavu nerovnic, kterou mizeme zapsat jako
s(f, D) < S < S(f. D). (1.145)

Presnéjsitho vymezeni obsahu S bychom doséhli, kdybychom vzali jemnéjsi
déleni D, nez je D, tj. zmensili bychom intervaly Ax;. Tedy

s(f, D) <s(f, D)< S <S(f, D)<S(f, D). (1.146)

Takto bychom mohli stéle zjemnovat déleni intervalu (a, b), az bychom limitné
doséhli nekonecné malého Azx;. Pro spojitou funkei f(z) bychom tim ziskali rov-
nost dolniho a horniho sou¢tu a tato spoleéna hodnota by byl hledany obsah S,
coZ budeme oznacovat jako urcity integrdl funkce f(x) na (a, b).

Explicitnéji to zapiSeme pomoci limit. Vime, ze pro vSechna x € Ax; plati

a nerovnosti se neporusi ani po vynasobeni Ax;, tj.
m;Az; < f(z)Ax; < M;Ax;. (1.148)

Secteme-li obsahy ve wvztahu [1.178 pro vSechna ¢, ziskdme nerovnosti s dolnim
a hornim souctem

ZmiAxi < Z f(x)Azx; < Z M;Ax; (1.149)
i=1 i=1

i=1
a limitou dosdhneme nekoneéné malého Ax; a tim padem i rovnosti dolniho a hor-
niho souctu, tj.

Jgrgo;mlel = JI_EEO;JC@)A% = nll_}[{.lO;Mlel (1.150)
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Timto ziskavdme pro urcity integréal (resp. obsah pod grafem) S definiéni vztah
n—o0

S = lim Zn:f(:v)Axl (1.151)
i=1

Urcity integral funkce f(x) na intervalu (a, b) si ozna¢ime pomoci jiz zavede-
ného symbolu pro integral:

b n
[ ) de = lim 3 f(x) A (1.152)

kde a je dolni mez a b je horni mez pro integrovani a na dxr mizeme nahlizet jako
na nekonecné malé Ax;.

Upozornéme na fakt, ze vysledek urc¢itého integralu je ¢islo (s pripadnou jed-
notkou), kdezto vysledek neuréitého integralu je funkce. V literature se miuzeme
na zavedeni urc¢itého integralu podivat do [4], od s. 151, kde se zavadi tzv. Rie-
mannuv integrdl.

Déle si uvedeme nékteré vlastnosti urcitého integralu, které se mohou hodit
pri vypoctech.

Kdyz budeme potirebovat, mizeme interval, pres ktery integrujeme, podle
potieby délit, protoze pro ¢ € (a, b) plati, Ze

b c b
/f(m) de = /f(:c) dz + /f(m dz. (1.153)
Potom je zfejmé na prvni pohled vidét, ze

/af(x) dz =0. (1.154)

Nékdy je vyhodné prohodit meze integrovani a to je doprovazeno zménou
znaménka, tj.

/bf(a:) dr = —/af(az) dz. (1.155)

K vyrazu ,konstanta krat funkce“ a k souctu funkci se urcity integral chova
stejné jako neurcity. Tedy pro k = konst. je

/bkf(:c) dor = k/bf(a:) dz (1.156)

a pro funkce f(x), g(x) definované na (a, b) plati, ze

/b[f(:v)—i-g(x)] dx:/bf(x)drlr—i-/bg(x)dx. (1.157)

Zaroven, jestlize je f(x) > g(x), potom je
b b
/f(:v) dz > /g(x) dz. (1.158)
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Urditym integralem se d& také hledat tzv. stredni hodnota funkce f(z) na
intervalu (a, b), kterou si oznac¢ime d a pro niz plati, ze

b

t/ﬂ@dx:dw—@. (1.159)

a

Predstavit si ji muzeme jako jednu stranu obdélnika, ktery ma stejny obsah,
jako plocha pod grafem funkce f(x), a jeho druha strana ma velikost b — a. Pro
spojité funkce existuje ¢ € (a, b), pro které plati, ze f(c) = d (viz obrdzek [1-).
Vztah pak muzeme prepsat do tvaru

b

[ f(x)dx
d=fle)="5—— (1.160)
y V' N
f(x) :
(5 SRS
d |
¢ b—a b i

Obrazek 1.4: Stfedni hodnota funkce f(z) na intervalu (a, b)

Pred vypocty si jesté doplime, zZe urcity integral lze pocitat nejenom z neza-
porné funkce, kterou jsme pouzili pri odvozovani, ale miizeme pracovat i s funk-
cemi zapornymi. Kdyz bychom vsak integrovali zapornou funkci, ziskali bychom
i ,zaporny obsah“ plochy vymezené grafem funkce, osou x a okraji intervalu,
na némz se integruje. To z toho duvodu, ze by byly zaporné hodnoty f(x) pro
x € Ax; ve vztahu [L 152 Proto nam také muze urcity integréal vyjit nulovy a to
pro funkce symetrické podle poc¢atku, kde se integruje na intervalu, ktery je také
symetricky podle pocatku. Napriklad

1
/xdx — 0, (1.161)
—1

zde se odecte od obsahu nad intervalem (0, 1) obsah pod intervalem (—1, 0), viz
obrdzek

Vypocet urcitého integralu

Urcité se shodneme na tom, ze pocitat urcity integral z definice, tj. vztahem [1.1523
by bylo az na ty nejjednodussi priklady ziejmé obtizné. Nastésti se nasi kolegové
Newton a Leibnitz postarali o formuli, kterda ndm vypocet zasadnim zptsobem
usnadni.
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Obrazek 1.5: K ur¢itému integralu funkce y = x na intervalu (—1, 1)

Hleddme-li ur¢ity integral funkce f(x) na intervalu (a, b), plati, ze

/ fla)dz = F(b) — F(a), (1.162)

kde F'(b), F(a) jsou funkéni hodnoty F'(z), coz je primitivni funkce k f(x), v bo-
dech a, b. Je zvykem rozdil F(b) — F(a) znacit jako
F(b) — F(a) = [F(2)]" . (1.163)

a

Rovnice[I. 162 se nazyva Newtonova-Leibnitzova formule (jeji dikaz je k vidéni
v [4], na s. 165) a umoznuje nam k vypoctu urcitého integralu pouzit vse, co jsme
se naucili u pocitani integrali neurcitych. Napriklad vime, ze primitivni funkce
k 2° je 25/6, a potom snadno spoc¢itdme, Ze urcity integral funkce z° na intervalu
(1, 2) je
2 6

2
26 16 64—1 63 21
5d:£ = ———= = — = —, 1.164
1/'” . 6], 6 6 6 6 2 ( )

V pripadé potieby muzeme pouzit i metodu per partes, viz vztah[1.33 ale ne-
smime zapomenout, Ze ¢len bez integralu (mame na mysli f(z)g(z) ve vztahull-33)
je ve skutecnosti po integraci a tudiz do néj musime dosadit meze integrovani.
Vztah [1.32 1ze tedy pro urcity integral prepsat do tvaru

[ F@gt@)de = (@)l - [ fz)g'(@)do (1165)

a dikaz nalezneme v [4], str. 166.
Pro ilustraci ur¢eme integral funkce z? cos z na intervalu (0, 27), tj.

g

7 f'(x) =cosz f(x)=sinx
O/:E2cosxdx:‘ o(z) = 22 J(2) = 2z

27
9 . 2 .
{x smx}o — [ 2xsinzdx =
0
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27
- : | fi(z) =sinz f(x) = —cosx | pp
_[O—O]—O/2azsmxdx—’g(x)ZQx J(z) =2 bp
2m 2m
2 | [-2zcosa]™ — [ (—2cos ) dx) =—[-47 —0] -2 [ coszdx =
(oo /
= 47 — 2[sin 75" = 47 — 2[0 — 0] = 47. (1.166)

Také substituéni metoda se da u urcitého integralu pouzit (viz [4], s. 167),
pouze prinasi jedno nové specifikum — po provedeni substituce je vyhodné prepo-
¢itat meze pro novou proménnou a tim si usettit zpétné dosazovani nahrazenych
funkci. Substituéni metodu si mizeme pripomenout ve vztazich[I.6dall.63a apli-
kujeme ji v urcitém integralu funkce x/(z* 4 1)*? na intervalu (1, 2), tj.

?4+1=t
2 r=1:124+1=2 5 5
1dt 1
1 (@7 +1)2 =te (2, 5 y 12 2
20dx = dt

, 2 V2 V62
Dale se budeme zabyvat dalsimi druhy integralt, ale v podstaté vsude budeme
vyuzivat praveé integrali urcitych.

1[“] 2[5hod] = V2 ? (1.167)
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Kapitola 2

Integraly funkce vice proménnych

Uz zvladame integrovat funkce jedné redlné proménné, coz nam umoznuje resit
nékteré zakladni fyzikdlni problémy. Pokud se vSak nauc¢ime pracovat s funkcemi
vice proménnych a jejich integraly, otevie se nam cesta k feseni komplikovanéjsich
a obecnéjsich problémii.

Integraltim, kterymi se tu budeme spolecné zabyvat, je vénovana celd jedna
publikace [6]. Pred tim, nez se spoleéné vrhneme na integraly funkce vice pro-
ménnych, je vyhodné zopakovat si, co vime o zakladnich systémech souradnic
v roviné a prostoru - viz [I], od s. 7 dale.

2.1 Funkce vice proménnych

Redlnou funkci jedné redlné promenné, f : R — R, jsme doposud chépali jako
predpis, ktery redlnému cislu pritazuje pravé jedno realné ¢islo. Redlnou funkci
dvou realniyjch proménngch budeme chapat predpis, ktery usporadané dvojici re-
alnych ¢isel prifazuje pravé jedno realné ¢fslo, f: R? — R. A& se to po prvnim
precteni muze zdat komplikované, neni to nic slozitého. Za usporadanou dvojici
realnych ¢isel budeme zpravidla povazovat soutradnice bodu v roviné se zvole-
nym souradnicovym systémem, napt. dvojici x a y, a funkéni hodnotou takovéto
usporadané dvojice bude tieti souradnice, napt. z, ¢cimz se dostaneme z roviny do
prostoru. Je to analogické k funkci jedné proménné, kde jsme se z primky x, jejiz
soucasti byl defini¢ni obor funkce, dostali do roviny zy.

Vse bude nazornéjsi na piikladu. Uvazujme funkei f : R? — R, kterd uspo-

fadané dvojici [z, y] piitazuje ¢islo f(x, y) = —2® + y? + 1, coz se zapisuje také
jako

[z, y] = —2* + % + 1, (2.1)
nebo, pri pouziti souradnice z, jako

frz=—2"+y*+ 1 (2.2)

Pripadné muzeme vynechat symbol f. Definicnim oborem takto zvolené funkce
muze byt celd rovina zy, resp. vSechny uspofadané dvojice [z, y], kde z € R
ayeR

Grafem realné funkce dvou redlnych proménnych je obecné néjaka plochaE'
v prostoru zyz. Cést grafu nami zvolené funkce je naznacena na obrdzkulZ1 kde je
¢ervené vyznacena funkéni hodnota ptifazend usporadané dvojici [z, y] = [0, —1].

1Plocha neznamené nutné rovina!
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Obrazek 2.1: Cést grafu funkce f: 2= —2> +132+1

Obecnéji vypada graf redlné funkce dvou redlnych proménnych jako na ob-
razku 2.2 kde je definicnim oborem oblast o roviny xy.

U redlné funkce tri redlngch proménngch, f : R?> — R, se posuneme zase
o dimenzi vyse. Definicnim oborem takovéto funkce je obecné cast prostoru xyz,
tj. néjaky objem, a funkénimi hodnotami se dostaneme do ¢tvrtého rozmeéru, coz
uz si nelze jednoduse predstavit. Analogicky mutzeme uvazovat redlnou funkci
n redlnych promennych, f : R — R, kde n € N. Souhrnné takovymto funkcim,
kde n > 2, tikdme redlné funkce vice realnych promenngch. Dale v textu budeme
vynechavat slovo ,realné“ a budeme hovotit pouze o funkcich vice proménnych.

Podrobnéjsi zavedeni a vlastnosti funkei vice proménnych jsou k nalezeni v [2,
od s. 52.

2.2 Integrace podle jedné proménné

Bude-li nutné nalézt integral funkce vice proménnych, budeme se opirat o zna-
lost integrace podle jedné proménné. Je zde analogie s parcialnimi derivacemi,
obdobné jako je mezi integraly funkce jedné proménné a obycejnymi derivacemi.
Integrovani funkce vice proménnych podle jedné proménné je hledanim funkce,
jejiz parcialni derivaci podle prislusné proménné ziskame ptivodni funkeci. Ostatni
proménné (podle kterych se neintegruje) se povazuji za konstanty.
Najdéme integral
/ (—:L'2 + %+ 1) dz. (2.3)

Funkci integrujeme podle proménné x, a proto proménnou y povazujeme za kon-
stantu. Potom ale mame pred sebou velmi snadny integral, ktery rozdélime na
soucet integralii a dopocitame.

[ (e + 92+ 1) do = [ (=a) do+ [ (12 +1) do =
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Obrazek 2.2: Graf realné funkce f dvou realnych proménnych s defini¢nim oborem
o0, kde je vyznacena mald ploska AS; a k ni prislusna cast grafu Az

= —I; + <y2 + 1) z+ c(y) (2.4)

Stejné, jako jsme byli diive u integralti zvykli, nesmime zapominat na inte-
gra¢ni konstantu. V tomto pripadé je vSak integra¢ni ,konstanta“ c(y) obecny
vyraz zavisly na proménné, podle niz se neintegrovalo, tj. y. U funkei vice pro-
ménnych je tento vyraz (,konstanta vzhledem k integra¢ni proménné“) obecné
zavisla na vsech proménnych, podle nichz se neintegrovalo.

Spravnost vysledku ovérime parcialni derivaci podle proménné z, tj.

683: [—l; + (y2 + 1) T + c(y)] = —;C (f) + aax [(zﬁ + 1) x} + ;::C(y) =

32
:—%+(y2+1)+0:—x2+y2+1. (2.5)

Predesly postup si procvicime jesté na funkei tii proménnych, protoze s témi
se dale také setkdme. Urceme integral

/(xsinz—l—eyz) dz:/xsinzdz—l-/eyzdz:x/sinzdz+/eyzdz:

| t=yz o pdt et B
_‘dt:ydz = xz( cosz)+/e - xcosz+y+c(x, y) =
e¥*
= —zcosz+ — +c(z, y). (2.6)
Y

Kontrolu bychom provedli opét parcidlni derivaci, tentokrat podle proménné z.
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2.3 Nasobné integraly

Umime jiz integrovat funkce vice proménnych podle jedné proménné, takze je na
case trochu si zkomplikovat zivot a zacit hledat integraly, kde se bude integrovat
podle vice proménnych. Budeme se zabyvat dvojnymi a trojnymi integraly, které
se budeme snazit prevést na dvojnasobné a trojnasobné, jak jiz napovida nazev
oddilu. Co to presné znamena, zjistime déle.

Podrobnéjsi rozbor je ukryty v kapitole Lebesguetiv integral zacinajici na s. 38
v [5], a nebo v Kapitole 2 v [6], od s. 23.

2.3.1 Dvojny integral

Dvojny integral funkce dvou proménnych je obdobou urcitého integralu funkce
jedné proménné. Méjme kladnou funkei f: z = f(x, y), kterd je definovana na
oblasti o v roviné zy (resp. z = 0). Oblast o potom urcuje ,interval“, pres ktery
se funkce f integruje. K definici dvojného integralu se pokusime dojit analogicky,
jako u urcitého integralu funkce jedné proménné — budeme hledat objem pod
grafem funkce f (a nad oblasti o).

Oblast o ,rozsekdme“ na velmi malé plosky AS; a ke kazdé této ploSce prira-
zuje z podle predpisu z = f(z, y), tj. pro [z, y] € AS;, malou ¢ast plochy Az;,
kterd je soucasti grafu funkce f. Naznaceno je to na obrdzku [Z2 Pokud budou
plosky AS; dostatecné malé, muzeme s velkou presnosti povazovat AS; a Az za
rovnobézné. Tvori tedy podstavy velmi tenkého kvadru, ktery je casti celkového
objemu pod grafem funkce f a nad oblasti 0. Objem kvadru vymezeného plos-
kami AS; a Az; spoc¢itame jako ,,obsah podstavy krat vyska“, pricemz vyskou
je z = f(z, y) pro libovolnou [z, y] € AS; (jelikoz AS; a Az povazujeme za
rovnobézné), tj. f(z, y)AS:.

Je-li celd oblast o rozdélena na n malych plosek AS;, celkovy objem pod grafem
funkce f a nad oblasti o ptiblizné spoc¢itame jako soucet vSech objemu f(x, y)AS;.
Presnou hodnotu potom ziskame, kdyz posleme n limitné do nekonec¢na. To bude
v podstaté nase definice dvojného integralu funkce f dvou proménnych na oblasti
o:

//f(a:, Y) dS:nli_{gozn:f(m, y)AS;, (2.7)

kde dS ma vyznam nekonecné malé (tzv. infinitezimalni) plosky z oblasti o.

Dvojné integraly samoziejmé muzeme pocitat i z funkci, které nejsou kladné,
ale maji i zaporné nebo nulové funkéni hodnoty. Potom ale musime myslet na to,
ze pro zaporné funkéni hodnoty nam bude vychazet ,zaporny objem* a bude se
odecitat od objemu daného kladnymi funkénimi hodnotami.

Kdyz si to shrneme, dvojny integral predstavuje objem pod grafem funkce
dvou proménnych. Nenechme se ale zmast — fyzikdlni veli¢ina, kterou spocitame
dvojnym integralem, nemusi byt nutné objem. Zalezi predné na fyzikalnim vy-
znamu funkce, kterou integrujeme. Pozdéji si uvedeme nékolik prikladii.

Dale si ukazeme, jak v riznych soutadnicovych systémech dvojny integral
vypocitat. Vyuzijeme k tomu tzv. Fubiniovu vétu, kterou ale nebudeme dokazovat,
a rovnou budeme ptfedpokladat, Ze jsou splnény vsechny predpoklady pro jeji
pouziti (z dalstho postupu vyplyne, které to jsou). Fubinova véta ndm prevede
dvojny integral na dvojnasobny, ktery bychom mohli umét spocitat — pokud to
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pujde, budeme je Tesit v podstaté dvakrat provedenou integraci vzdy podle jedné
promeénné.

Kartézsky systém souradnic

Zjednodusené by slo fici, ze funkci f ve dvojném integralu nejdiive zintegrujeme
podle jedné proménné a potom podle druhé, pricemz meze integrovani nam vy-
tycuje oblast o. Predstavme si, Ze zafixujeme proménnou z (tak, abychom s nim
byli v oblasti 0) a pro toto urcité x zintegrujeme f pres vsechna y takovd, aby
[z, y] € o. Poté se posuneme o nekoneéné malou vzdalenost ve sméru osy x (o dx),
opét ho zafixujeme a zintegrujeme f pres vsechna moznd y. Takto se postupuje
oblasti 0 od minimélnitho = (oznacené ;) k maximalnimu (zy.,) a vzdy pro
fixni x se integruje od minimélniho y (které je obecné zavislé na x, tj. Ymin(2))
do maximalniho (Ymax(x)). S predstavou by ndm mohl pomoct obrizek 2.3

ylk

Ymax (1'1 ) ________
Ymax (.232 ) _________

Ymin (l’g) —————————

Ymin (fEl )

v

S______
E%__________
[\
&____________

i
1
1
F---r
1
1
1
1
1
i

min max €T

Obréazek 2.3: Oblast o v kartézskych soutradnicich ur¢uje meze pro dvojny in-
tegral. Jsou zde vyznacCeny pro fixni z; # x2 hodnoty Ymin(Z1), Ymax(Z1)
a ymin($2)> ymax($2)

Stézejni tedy pro nas bude, abychom byli schopni urcit meze oblasti o pomoci
Tmins Tmax & Ymin(T), Ymax (). Potom podle Fubiniovy véty plati, ze
Tmax ymﬂx(x)
J[ @ pas= [ | [ f@ ydy| (2:8)
o Tmin min(iU)

Nejdiive se tedy funkce f(z, y) zintegruje podle y, pricemz x se bere jako kon-
stanta, a nasledné po dosazeni mezi ymin () a Ymax () se provede integrace podle
x.
Nékdy je vyhodné vyjadrit si meze o pomoci x jako funkce y a potom ma
dvojnasobny integral tvar
Ymax | Lmax (y)

flz, y)dz| dy. (2.9)

Ymin  |Tmin (y)
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Podstatné je, ze se vzdy integruje nejdrive podle proménné, jejiz meze jsou za-
vislé na druhé proménné, a teprve potom podle nezavislé proménné. Muze nastat
pripad, Ze budou meze soutradnic oblasti o navzajem nezavislé, a potom nezalezi
na poradi integrovani.

Pro dvojnasobny integral je téz diilezité, ze jsme moli nahradit infinitezimalni
plosku dS sou¢inem nekone¢né maljch vzdalenosti dz a dy, tj. dS = dady. Ci-
nitele v tomto sou¢inu jsme potom rozdélili do jednotlivych integrali. V kartéz-
skych soutradnicich je to zfejmé, ale u jinych systémi souradnic budeme muset
byt opatrni.

Nyni je vhodny c¢as na priklad, kde si osvétlime predesly postup. Najdéme
dvojny integral funkce f(x, y) = a3 + y3, pficemz budeme integrovat pres ob-
last o, ktera je zndzornéna na obrdzku tj. Tmin = 0, Tmax = 2 & Ymin(T) =
/2, Ymax(T) = T.

Y A
2 _____________________
Ymax (T) = T o
T £
x
ymin(l‘) - 5 E
2 T

Obréazek 2.4: Oblast o urcend kartézskymi souradnicemi z € (0, 2) a y(z) €

(x/2, x)

Tmax | Ymax (x)

Z/f(x, y)dSzl/(xf’Ury?’) dxdy:/ / (% +47) dy| do =

Tmin min (I)

T

2 2 47
[ @) an] a= [ v ] a-
0 | 0 ‘

T z
3 2

2 4 e\ 2 4 4
3 x qT (2) / ox 33w
0/ xr°r + 1 x 5 1 x 1 6 x

0

2 2
472 47 [2° 4732 47
= =12 = == 2.1
0/ —da 64[ ] (2.10)

6 5], 645 10

7 prikladu by mélo byt vidét, ze se v podstaté jedna o dva urcité integraly
v sobé.
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Jedna z prvnich aplikaci dvojného integralu, kterou si uvedeme, je vypocet
obsahu S, oblasti o, pres kterou integrujeme. Vezmeme-li do integralu konstantni
funkci f : 2z = 1, bude ¢iselnd hodnota objemu pod grafem této funkce stejna,
jako je hodnota obsahu oblasti o. Nejsnaze si to asi lze predstavit na kvadru,
jehoz objem se spocte jako obsah podstavy krat vyska. Jestlize bude vyska rovna
1 (neuvazujeme nyni jednotky), potom musi byt ¢iselnd hodnota objemu tohoto
kvadru stejna jako ¢iselnd hodnota obsahu jeho podstavy.

Pro f(z, y) = 1 plati tedy vztah

//f(x, Y) dS://dS:SO. (2.11)

Ovérme vztah [Z11 odvozenim vzorce pro obsah elipsy. Rovnice elipsy v kar-
tézskych souradnicich se stredem v pocatku a osami, které splyvaji s osou x a y,

ma tvar ) )

Z Y

— + e 1, (2.12)
kde a a b jsou jeji poloosy. Jedna se o uzavrenou krivku v roviné zy, kterd nam
vymezuje oblast, pres kterou budeme integrovat — oznac¢me si ji e. Pokusme se
vyjadrit hranice této oblasti pomoci y jako funkce z, pricemz = € (—a, a). To

provedeme vyjadienim y z rovnice

Yy’ = <1 — x2> b, (2.13)

y =+ (1—>b2 +by/1 — = (2.14)

a?

Vztah[2.14) v sobé ukryva dvé funkce y proménné x. Vyraz se znaménkem ,+ re-
prezentuje ¢ast elipsy nad osou x a naopak vyraz se znaménkem ,,—* reprezentuje
cast elipsy pod osou x. To budou nase meze pro vy, tj.

ymax(m) by/1 — 227

(2.15)
Ymin(T) = —by/1 — %
Obsah elipsy je potom
Se:/ dS:/ dy| dz, (2.16)
‘ R 1-25

coz je dosti neprakticky zapsano. Abychom si zapis trochu zjednodusili, preuspo-
radame symboly v integralu, pricemz pro nas bude mit ale porad stejny vyznam
jako doposud. A abychom v mezich nemuseli psat podobné slozité vyrazy jako
ve vztahu 210, budeme tam jednoduse uvadét ymin () & Ymax() a ve vhodny cas
dosadime wvztahy [Z13 Mame tedy

Ymax (Q?

S—//dS /dx / dy—/dx Jumas(a)

ymm Z‘
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2 Y 2
- /dx [bm—— (—b,/1—‘”2)] :/219,/1—%013;:
a a
r =asint (L2SIHt
=|te(-5, 5 |= 2b\/1— acostdt =

dxr = acostdt -

g
= 2ab/ V1 — sin?tcostdt = 2ab

prot € (—m/2, m/2) je cost > 0, a proto nemusime uvazovat absolutni hodnotu,
£,

| =\

\NH o

Veos?tcostdt = Qab/ |cost| costdt =

s _Tr
2 2

= 2ab / cos® t dt = 2ab

_r
2

—ab[t—FSith]g — E_i_sinﬁ_ _E_i_sin(—ﬂ) _ab<7r+7r)_
B 2 = |2 2 2 2 o2 2/

= mab. (2.17)

CoS <22>dt—2 b/mOSQtdt:

T
2

|
e \w\:

Nakonec jsme se uspésné dostali ke vztahu S, = wab.

Polarni systém souradnic

Druhy zakladni systém soutadnic v roviné je polarni, a proto si nyni rozmyslime
vypocet dvojného integralu v tomto systému. Souradnice bodu v roviné jsou zde
urceny jeho vzdalenosti od pocatku R a uhlem ®, ktery svira spojnice daného
bodu a pocétku se zvolenou polopiimkou (zpravidla kartézskou kladnou poloosou
x). Abychom mohli i zde prevést dvojny integral na dvojnasobny, je nutné vyjadiit
infinitezimalni plosku dS pomoci polarnich souradnic R a ®, obdobné jako jsme
ucinili v kartézskych souradnicich.

Zacneme opét rozdélenim oblasti o na velmi malé plosky AS, naznaceno je
to na obrazkul[Z4 Jestlize bude AS dostatecné malé, nedopustime se prilisné ne-
presnosti, kdyz budeme povazovat AS za obdélnik. Potom je ale jeho obsah urcen
soucinem velikosti jeho stran, coz je v tomto pripadé AR a RA®. Zmensenim AS
na nekonec¢né malou velikost ziskame

dS = Rd®dR. (2.18)

Prevedeni dvojného integralu na dvojnasobny je nyni obdobné jako v kartéz-
ském systému souradnic — pokud je to nutné, musime meze jedné polarni sourad-
nice vyjadrit jako funkce druhé a nasledné dvakrat zintegrujeme. Nesmime také
zapomenout, ze integrovanou funkci dosazujeme jako funkci polarnich souradnic.
Formélné to zapiseme napt. jako

[/f(:c, y)dS:[/f(R, @)Rd@dRz!RdRq}/d@f(R, B).  (2.19)

Zname-li tvar funkce, kterou chceme integrovat, v kartézskych soutradnicich,
jednoduchymi prevodnimi vztahy ziskdme tvar v polarnich soutadnicich. Plati,
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Obrazek 2.5: Mala ploska AS z oblasti o vymezena pomoci polarnich souradnic

r = Rcos P,
(2.20)
y = Rsin .
A naopak také
R= TP,
(2.21)

tan® = ¥
X

Vypocet dvojnasobného integralu v polarnich soutadnicich si vyzkousime na
tzv. Eulerove-Poissonove-Laplaceove integrdalu

(e o]

/ e~ dz. (2.22)

0

Jak je vidét, ukryvd se v ném funkce exp(—x?), s niz se setkdvame napt. u hus-
toty pravdépodobnosti v normdalnim rozdéleni. To nam napovida, Ze s integraly
podobného typu se setkame ve fyzikalnich disciplinach, kde nam ptijde o pravdeé-
podobnost (jako je napriklad kvantova fyzika).

Pro tcely vypoctu si oznac¢ime hledany integral symbolem I. Vysledek neni
zavisly na oznaceni proménné, a proto plati, ze

I= /e_IQ dz = /e_y2 dy. (2.23)
0 0

K vypoctu hledaného integralu I ndm pomiize na prvni pohled ne zcela zfejmy
trik — budeme na misto I poéitat I? a ve vhodnou chvili pfejdeme od kartézskych
souradnic k polarnim, tj.

ot (fors) (foru) T
0 0 0

0
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Nyni nahradime kartézské souradnice polarnimi a tim padem musime ptisluSnym
zpusobem zménit i meze integrovani: pro z € (0, co) ay € (0, 0o) se pohybujeme
v prvnim kvadrantu kartézské roviny, a proto musi byt R € (0, co) a ® € (0, 7/2),

_ | =2ty —7/ ‘RQRdCDdR—/gdd)]oR R 4R =
~|dedy=RdodRr |~ ) J © - ‘ N
0 0 0 0
o P R e~ 0 T 1 T
HO[ 2]0 2( 2+2> 2<0+2> 4 (2.24)

Timto jsme ziskali hodnotu I?, které ale odpovidaji dvé feseni I — kladné a za-
porné. Vzhledem k tomu, Ze funkce exp (—z?) je vSude nezdpornd a Ze urcity
integral ma vyznam obsahu plochy pod grafem funkce, je adekvatni pouze kladné
reseni. Tedy
T T
[=.,/—=2YX_. 2.25
1= 3 (2.25)

Aplikace dvojného integralu

V predchozim textu jsme si jiz nékteré aplikace naznacili, ale nyni poddme o néco
bohatsi prehled. Abychom nemuseli stdle opakovat zapis dvojného integralu, ozna-
¢ime si ho symbolem 1,

[://f(x, y)ds. (2.26)

Uvazujme nyni nad vyznamem [ pro rizné funkce f.

UZ jsme obezndmeni s tim, Ze pro f(x, y) = 1 je I obsah oblasti o, ptes kterou
se integruje. Stejné tak vime, ze pro f(z, y) = z, vyjadiujici vysku nad rovinou
xy, je I objem pod grafem f a nad oblasti o.

Jestlize bude mit integrovand funkce vyznam plosné hustoty, f = o(z, y), po-
tom je I v podstaté soucet vyrazi typu o(z, y)dS, coz mé vyznam celkové hmot-
nosti oblasti 0. Vyhodou integralu je, Ze 1ze timto zptisobem spocitat hmotnost
nehomogenniho télesa. Plosna hustota ¢ se miize se souradnicemi ménit a potom
pouze zalezi na tom, jestli dokdzeme funkci o(x, y) zintegrovat. Pro elektfinu
a magnetismus je také vyznamna plosnd hustota naboje og(x, y). Dvojny in-
tegral funkce og ma potom vyznam celkového naboje () oblasti, pres kterou se
integruje:

Qo = [ oqlw, y)ds (2.27)
o

U plosné hustoty jesté zustaneme v souvislosti s hmotnym stredem. Mame-
li n hmotnych bodi o hmotnostech m; a souradnicich [z;, y], i = 1, 2, ..., n,
soutradnice xr jejich hmotného stredu se spocita jako

= (2.28)

kde m je celkova hmotnost vSech hmotnych bodi. Pro souvislou ¢ast roviny o se
vSak musime posunout od sum k integralim a pro z-ovou soufadnici hmotného
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stredu potom plati
Jxdm  [xdm
=20 =20 . 2.29
o Jdm m, ( )

Zbyvajici integral ve vztahu muzeme prevést na ndm znamy dvojny integral,
protoze dm = o(z, y)dS, tj.

/xdm = //xa(m, y) dsS. (2.30)

Vezmeme-li tedy vyraz zo(z, y) jako funkci f do dvojného integralu, podle
vztahi a 230 plati, Ze

1
Ty = moo/wa(x, y)dsS. (2.31)

Podobné, jako se souradnicemi hmotného stiredu, se to ma s momentem setr-
vacnosti oblasti 0. Uvazujme opét n hmotnych bodt. Pro jejich moment setrvac-

nosti J plati, ze
n

J = ZT?(% Yi)mi, (2.32)

i=1
kde ri(zi, y;) je vzdélenost i-tého hmotného bodu od zvolené osy. Obdobnymi
uvahami jako u soutradnic hmotného sttedu bychom dospéli ke vztahu pro moment

setrvacnosti oblasti o:
J = //7"2(:10, y)o(z, y)ds. (2.33)
o
Na zakladé rovnice je moment setrvacnosti oblasti o vaci kartézské ose

x dan vztahem

protoze souradnice y ma vyznam vzddalenosti elementu dm od osy x. Obdobné
muzeme nahlédnout, Zze moment setrvacnosti oblasti o viici kartézské ose z je

J, = // (¢ +4?) o(x, y)ds. (2.35)

Aplikace dvojného integralu jsme zdaleka nevycerpali, ale doufejme, ze princip
je jasny.

2.3.2 Trojny integral

Trojny integral bude velmi analogicka zalezitost k dvojnému integralu. Budeme
jim integrovat funkce t¥{ proménnych, w = w(x, y, z), jejichz definicnim oborem
je prostorova oblast 6, tj. v kartézském systému mnozina usporadanych trojic
[z, y, 2] (viz obrdzek[Z0).

Pro trojny integral rozdélime prostorovou oblast # na velmi malé objemy AV;,
i=1, 2, ..., n,abudeme je nasobit prislusnymi funkénimi hodnotami w(zx, y, z),
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Obréazek 2.6: Prostorova oblast 6 v kartézském systému soutadnic; vyznacen je
i maly objem AVj, ktery je soucasti 6

kde [z, y, z] € AV,. Nésobky potom seCteme dohromady, pficemz pro n — oo
ziskame definici trojného integralu. Tj.

///w(x, y, z)dV ZT}LI&ZW(:E, y, 2)AV, (2.36)
) i=1

kde dV je infinitezimalni objem a v kartézském systému soutradnic plati, ze dV =
drdydz.

Vypocet trojného integralu pro nas nebude problém, protoze je to analogické
k integralu dvojnému, pouze misto dvojnasobné integrace budeme muset integro-
vat trikrat.

Kartézsky systém souradnic

V kartézském systému souradnic nahradime nekoneéné maly objem dV souc¢inem
dx dy dz a dale budeme pracovat se souradnicemi z, y, z. Abychom mohli vyuzit
Fubiniovu vétu, musime vyjadrit meze oblasti 8 pomoci kartézskych soutadnic,
pricemz jednu z nich nechdme nezavislou, dalsi meze vyjadiime jako funkce zvo-
lené nezavislé a meze pro posledni souradnici vyjadrime jako funkce dvou pred-
chozich. Jedna z variant je nasledujici:

ZTmax | Ymax(T) | Zmax(z, ¥)

///w(a?, y, 2)dV = / / / w(z, y, z)dz| dy| dz.  (2.37)
o

Tmin min (CC) Zmin ($, y)
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Nadale vsak budeme pouzivat nas zjednodusSeny zapis

///w(w, y, z)dV = /dx/dy/dzw(m, Y, 2). (2.38)
o Yy

Jak brzy uvidime, casto nebude nutné vyjadrovat meze integrovani jedné pro-
ménné pomoci druhych. Bud budou vsechny meze nezavislé, anebo je udélame
nezavislymi vhodnou volbou soustavy soutadnic.

Cylindricky (vélcovy) systém souradnic

Zactneme vyjadrenim infinitezimalniho objemu dV pomoci cylindrickych sourad-
nic, s ¢imz ndm muze pomoci obrdzek [27 Pokud bude objem AV dostatecné
maly, nedopustime se velké nepresnosti, kdyz budeme AV povazovat za kvadr,
ktery mé strany AR, RA® a Az. Potom je tedy AV ptiblizné rovno soucinu
RA® AR A~z a presnost ziskdme opét zmensovanim k nule — zmensime AV na
nekoneéné maly objem dV/, tj.

dV = Rd®dRdz. (2.39)

v

Obrazek 2.7: Maly objem AV vyjadieny pomoci cylindrickych souradnic

Trojny integral funkce w(z, y, z) pres prostorovou oblast § ma v cylindrickém
systému soutadnic tvar

///“(‘C’ v, 2) dV:///w(R, ¢, z)RdPdRdz =

= /RdR/dCID /dzw(R, D, 2). (2.40)
R o z
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Jak je ve wvztahu vidét, nesmime zapomenout, ze integrovana funkce
w musi byt vyjadirena pomoci souradnic, podle nichZ se integruje. Pro jistotu
si pripomenme, ze prevodni vztahy mezi cylindrickymi a kartézskymi souradni-
cemi jsou stejné jako vztahy[2.20 a[2.2]] a jen doplnime, Ze cylindrické souradnice
z je stejna jako kartézska.

Sféricky (kulovy) systém soufadnic

Ve sférickém systému soutadnic si odvodime tvar trojného integralu stejnym zpi-
sobem jako u systému cylindrického. Maly objem AV vymezeny sférickymi sou-
radnicemi je znazornén na obrdzku[Z.8 a myslenka je stejnd — bude-li objem AV
dostatecné maly, mizeme ho s dostatecnou presnosti povazovat za kvadr, jehoz
hrany maji velikosti rsind Ap, rAd a Ar. Pro AV — 0 jiz budeme presni a mi-
zeme psat:

dV = rsinddprdd dr = r?sin 9 de dd dr. (2.41)

v

Obrazek 2.8: Maly objem AV vyjadreny pomoci sférickych souradnic

Trojny integral funkce w(z, y, z) pres prostorovou oblast # ma ve sférickém
systému soutradnic tvar

///‘*’("””’ v, 2) dV:///w(r, p, V)r’sind dp diddr =
0 9
— /7“2 dr/dcp/sinﬁdﬁw(r, v, V). (2.42)
r ® 9

Pro tplnost pripomenme prevodni vztahy mezi kartézskymi a sférickymi sou-
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fadnicemi:
x = rsind cos g,

y = rsindsin g, (2.43)
z =rcosv
Yy

tanp = £, (2.44)

tand = Y 24y
V4

Obecny systém souradnic

Déle si ukazeme obecnéjsi postup, nez které jsme uvadéli doposud a ktery lze
aplikovat na libovolny z predchozich systémi souradnic.
Meéjme v prostoru kartézské souradnice x, y, z a obecny systém souradnic
u, v, w. V kartézskych souradnicich jiz zndme vyjadreni infinitezimalniho ob-
jemu, dV = dxdydz, a pri prechodu od kartézskych souradnic k obecnym je
nutné vyjadrit dV pomoci obecnych souradnic, s ¢imz nam pomuze nasledujici
vztah:
dV = |J|dudv dw, (2.45)

kde |J| je absolutni hodnota tzv. jakobidnu — jedna se o determinant Jakobiho
matice, ktera je definovana jako:

991(q1, g2, .-.)  9O¢i1(a1, g2, -..) O¢i(q1, g2, --)
oq 0q2 dq3

9¢2(q1, g2, ...) Od2(q1, g2, ...) I¢2(q1, g2, --.)
= dq dq dq
7 0d3(ar, a2, )  Obs(ar, a2, )  Obs(ar, 2 ) ’ (2.46)
Oq1 0q2 0q3

nebo zkracené J = (¢;(q1, ¢, ...)/q;). Funkee ¢i(q1, ga, ...) maji ve vztahu 2406
vyznam prevodnich vztahti od soutadnic ¢y, ¢, ... k souradnicim q1, qo, ....

Obecné zapsana Jakobiho matice mtze vzbuzovat hriizu, avsak na prikladu
se ukaze, ze se nejedna o nic prilis komplikovaného. V nasem trojrozmérném
prostoru s kartézskymi a obecnymi souradnicemi se stane z J matice tii krat tii
a ziska nasledujici tvar:

ox(u, v, w) Ox(u, v, w) Jz(u, v, w)

ou ov ow
J=| %o w Oyl v w) Byl v w) (2.47)
o ou ov ow ) '
0z(u, v, w) Oz(u, v, w) Iz(u, v, w)
ou ov ow

kde x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) je vyjadreni kartézskych souradnic pomoci
obecnych.

Aby to bylo uplné jasné, urc¢ime Jakobiho matici a spocitame jakobian pro
konkrétni pripad. Ovérme si, ze jsme spravné urcili dV ve sférickych souradnicich.
Za obecné souradnice u, v, w tedy dosadime sférické r, ¢, 9 (tj. u =r, v =
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¢, w = 1) a za funkce z(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) dosadime prevodni
vztahy [2.43 Potom ziskdme Jakobiho matici

x(r, p, 9)  Ox(r, p, ¥)  dx(r, p, V)

or oo oY
J=| e S e d) Oy ed) | _
or e oY
02(r, 0, ) O2(r, @, 9)  Dx(r, @, D)
or e oY
0 rsinvcosy 0 rsindcosy O rsindcose
or dp oY
_ 0 rsindsinp 0 rsindsingp 0 rsindsingp _
o ar e 09 o
9 rcos? 9 rcos? 9 rcos?d
or dp oY
sincosp —rsindsing 7rcosdcosp
= | sin¥siny rsindcosp rcosdsing |. (2.48)
cos ¥ 0 —rsind

A nyni uréime determinant matice J ze vztahu [2.78, tj. jakobian.
J = —r?sin® ¥ cos® ¢ — r?sin ¥ cos? ¥ sin? p—
— (7“2 sin ¥ cos® ¥ cos? ¢ + r? sin® 1 sin? gp) =
=— (7"2 sin ¥ cos? ¢ + r? sin ¥ sin® gp) (sin2 ¥ + cos® 19) =
= —r?sin¥ (C082 © + sin® <p> = —r?sin® (2.49)
Absolutni hodnota jakobidnu je potom (0 € (0, 7))
|J| = r®sind (2.50)
a podle vztahu[2.])] ziskdvame pro infinitezimalni objem ve sférickych souradnicich
dV = |J|dudv dw = r?sin 9 dr dp dd, (2.51)

coz se shoduje se vztahem [2.41]
Kdyz vse shrneme, trojny integréal funkce w(x, y, z) pres prostorovou oblast
f ma v obecném systému soutradnic tvar

///“’(x’ Y z>dV=///W(u, v, w)|J| dudvdw =
o 0
= /du/dv/dw|J|w(u, v, w). (2.52)

Aplikace trojného integralu

Jelikoz je trojny integral velmi analogicky k integralu dvojnému, budou i jeho
aplikace obdobné.

Dvojnym integralem umime spocitat objem pod grafem funkce dvou promeén-
nych. Trojnym integralem umime urcit objem prostorové oblasti 8 zintegrovanim

funkce w(u, v, w) =1, tj.
Vy = // dv. (2.53)
0
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Jako priklad urcime, jaky je vztah pro objem koule k£ o poloméru p. V tomto
pripadé je nejvyhodnéjsi pouzit k vypoctu trojny integral ve sférickém systému
soufadnic, protoze tam budou integracni meze proménnych vzajemné nezavislé.
Systém souradnic zvolime tak, aby pocatek splynul se sttedem koule, a potom
jsou meze pro integrovani: r € (0, o), p € (0, 27), ¥ € (0, 7). Pak

0 2 ™
Vi :///dV:///TQSinﬂdrdgpdﬁ:/Tzdr/dw/sinﬁdﬁ:
k e 0 0 0

743 ¢ 27 T Q3 4 3
=13 [l [— cos V| = 3271'(1 +1)= 37e" (2.54)
0

vvvvv

Jak je dilezita volba vhodnych souradnic uvidime, kdyz se pokusime odvodit
vztah pro objem koule v kartézském systému soutradnic, kde opét ztotoznime
stted koule k s poc¢atkem. Zde uz nebudou meze pro integrovani pro jednotlivé
souradnice nezavislé a musime vymyslet, jak je spravné vyjadrit. Abychom si
vsak situaci ulehéili, vyuzijeme toho, zZe je koule symetricka, a spocitame pouze
osminu jejiho objemu, coz ndm umozni pohybovat se pouze v prvnim oktantlﬁ
tj. z € (0, 00), y € (0, 00) a z € (0, 00).

Jako nezavisle proménnou si zvolime x a jeho meze pro integrovani jsou

z € (0, o). (2.55)

V roviné z = 0 musime projit ¢tvrtinu kruhu a podle toho uréime meze pro

y. Vyjdeme ze zname rovnice kruznice v kartézskych soutadnicich se stfedem
v pocatku a polomérem p:

>4y’ =0 (2.56)

a vyjadiime z ni y pomoci x, tj.

y = +4/0* — 22 (2.57)

Jelikoz se pohybujeme v prvnim oktantu, coz v roviné z = 0 znamend prvni
kvadrant, uré¢ime meze pro y jako

Y € <O, \ 02 — x2>. (2.58)

Zbyvaji meze pro z, kde vyuzijeme rovnici sféry v kartézskych souradnicich
se stfedem v pocatku a polomérem p:

R (2.59)
z niz z vyjadiime pomoci x a y, tj.

2z =440 — % — 2 (2.60)

20ktant je prostorovd analogie rovinného kvadrantu; prostor je tiemi kartézskymi osami
pomyslné rozdélen na osm ¢asti.
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V prvnim oktantu budeme, kdyz vezmeme kladnou ¢ast ze vztahu[Z.60 Meze pro

proménnou z jsou potom
z € <0, \ o2 —a? — y2> . (2.61)

Nyni mtizeme sestavit a spocitat hledany trojny integral, pricemz integrujeme
opét funkei w(zx, y, z) =1,

0 0 0
0 927332 0 92712
:/dx / dy[z]ogixiy —/dl’ / \/Q2—$2—92dy:
0 0 0 0

y =+/0? — x2sint
=]t (o 5) -
dy = v 0? — 2% costdt

jus

e 2 2
:/dx \/92—x2— <\/92—x281nt> \/0? — x2costdt =

0 0

™ s

e 2 2
:/ / 02 —x2 1 — sin? tmcostdt /dx/ 0 —J:)COS tdt =
0

0

0 z
1 2t
/(QZ—x /—f—COSdt:
2
0 0
g

37¢@ : 3
9 T 1[ Sln2t] g 0T 24T
s _ 7t = —_ — — = — —_ =
[Qﬁ 3]02 Tl T T 31 3%
T 3
2.62
=50 (2.62)

Nyni uz staci pouze vysledek ze vztahu [Z.62 vynasobit osmi a ziskame hledany
vztah pro objem koule, tj.
T, 4

50 = —mo’, (2.63)

Vi=28 3

ktery se shoduje s dfive odvozenym wztahem [2.5]} Asi se ale vsichni shodneme,
ze vypocet za pomoci sférickych souradnic byl mnohem jednodussi.

Pomoci trojného integralu muzeme také spocitat hmotnost nehomogenniho
télesa, tvoriciho prostorovou oblast #, kdyz budeme znat jeho hustotu p jako
funkci souradnic. Potom staci tuto funkci p dosadit za funkci w ve wvztahu [Z.38.

Takto ziskame
me = ///p(x, y, z)dV. (2.64)
b
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Lze také vyuzit trojného integralu k hledani Amotném stredu. Postup je stejny
jako u integralu dvojného, jen je obohaceny o dalsi soutadnici. Napriklad pro zr

oblasti 6 plati
1 1
zT:—///zdm:—///zp(x, y, z)dV. (2.65)
me ) me )

Déle miZeme pouzit trojny integral (opét analogicky k integralu dvojnému)
k vypoctu momentu setrvacnosti. Moment setrvacnosti télesa 6 vzhledem k ose
o urc¢ime jako

J, = /9//7”2<:IZ', y, z)dm = /0//7“2(:1:, y, z)p(x, y, z)dV, (2.66)

kde r(z, y, z) je vzdalenost bodu [z, y, z] € 6 od osy o.
Timto jsme si naznacili, jak lze trojny integral vyuzit, a dale uz je na nas,
jestli dokazeme odhalit dalsi aplikace, kdyz bude tieba.

2.4 Integraly I. druhu

U integrali I. druhu rozlisSujeme dva typy — krivkové a plosné — a jak jednotlivé
nazvy naznacuji, budeme je pouzivat k integrovani funkci po krivkach nebo plo-
chach. Pruni druh zde znamend, Ze v integralu vystupuje skaldrni funkce (pro
vektorové existuji integraly II. druhu). Jednd se o uréitou analogii k diive probi-
ranym integralim a jejich aplikace budou téz analogické — budeme umeét nalézt
hmotny stfed kiivek a ploch, jejich momenty setrvacnosti, jejich délky a obsahy,
celkovy néaboj atd. Nove vsak zacneme vyuzivat parametrické zadani kivky a plo-
chy.

Kapitola, vénovand mimo jiné kivkovym integralim I. druhu, je v [6] pojme-
novana jako ,Integraly po cesté. Krivkovy integral“, pripadné se muzeme podivat
do [5], od s. 134 déle. Plosné integréaly I. druhu lze dohledat v [6], od s. 61, nebo
v [5], od s. 152.

2.4.1 Krivkovy integral I. druhu

Zacneme pojmem krivka. Parametricky zadanou krivku budeme chapat jako mno-
zinu bodi, které maji v prostoru souradnice z, y, z, jez jsou dany rovnicemi

x = x(t),
y=ylt), (2.67)
z = 2(t),

kde ¢ je parametr z intervalu (a, b) C R. Takto obecné to muze ptisobit nepri-
hledné, ale ve skutecnosti nejde o nic komplikovaného. Pro priklad si vezméme
nam jiz znamou kruznici v roviné z = 0 se stfedem v pocatku a s polomérem p.
Rovnice takové kruznice je zapsana ve vztahu Alternativné ji vSsak mtizeme
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zapsat parametricky pomoci rovnic

T = pcost,
y = osint,
z =0, (2.68)
t € (0, 2m).

Kdybychom dosadili rovnice do vztahu [2.50, zjistili bychom, zZe se jedna
o ekvivalentni zapisy.

Kdyz porovname parametrické vyjadreni kruznice se vztahy[Z20, kterymi pre-
vadime kartézské soutadnice na polarni, zjistime, Ze se v podstaté jedna o tytéz
rovnice, pricemz zde musime zafixovat polarni souradnici R jako R = p.

Jedna z vyhod parametrického vyjadreni spoc¢iva ve variabilité intervalu, z néjz
bereme parametr. Kdybychom naptiklad uvazovali hmotny bod obihajici stéle do-
kola po kruznici, mohli bychom parametr ¢t povazovat za ¢as a kiivkovym integra-
lem spocitat drahu uvazovaného bodu pro razné casové intervaly. To ale trochu
predbihame.

Ktivky mohou v prostoru nabyvat mnoha rozli¢nych tvart, ale my nebudeme
umét integrovat po vsech. Pro k¥ivkovy integral I. druhu budeme vyzadovat, aby
byla ktivka ,slusné vychovana®. Tim mame na mysli, ze jsou vsechny funkce
z(t), y(t) a z(t) pro t € (a, b) spojité a maji na tomto intervalu spojité deri-
vace. Z toho lze vyvodit, ze slusné vychovana krivka je vSude hladka (ve zlomech
a hrotech neexistuje derivace). Dale pozadujeme, aby se slusné vychovana krivka
nikde neprotinala kromé pocateéniho a koncového bodu, které mohou splyvat.
A nesmime zapomenout, ze slusné vychovana krivka nesmi byt singuldrni. Tuto
vlastnost popiseme pomoci polohového vektoru 7. Jelikoz je kiivka mnozina bodt
o soufadnicich [z, y, 2|, coz jsou souradnice polohového vektoru r(z, y, z),
muzeme krivku popisovat polohovym vektorem, ktery je funkci parametru ¢, tj.
r(z(t), y(t), z(t)) = r(t). Kiivka neni singularni, pokud

dr

kde o je nulovy vektor. Zjednodusené se da rict, Ze se nesingularni kiivka nemutze
yzastavit a jit nazpét“. V podstaté by se tak utvoril velmi ostry hrot.

Ktivky budeme znacit feckym pismenem I' a jednu takovou obecnou kiivku
si muzeme prohlédnout na obrdzku [Z.9

Setkat se muzeme i s rovinnou krivkou (vsechny jeji body lezi v jedné roviné),
a tudiz je pro vSechna t € (a, b) splnéna rovnost

n-r(t) =0, (2.70)

kde n je normalovy vektor roviny, ve které kiivka lezi (musi byt vSak splnéna jesté
podminka, ze dana rovina prochézi pocatkem, ¢ehoz se d4 dosahnout vhodnou
volbou systému souradnic).

Uvedme si nékolik prikladt parametricky zadanych ktivek. Jiz jsme se s nékte-
rymi setkali, napt s elipsou nebo specialnim pripadem kruznice (rovnicemi[Z.68).
Obecnéji nemusime kruznici uvazovat v roviné z = 0, ale v libovolné vysce h nad
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Obrazek 2.9: Krivka I' urCend parametrickymi rovnicemi x = x(t), y = y(t)
az=2z(t), kde t € (a, b)

ni (popf. pod ni). Ziskdme tak parametrické rovnice

T = pcost,
Yy = osint,
z =h, (2.71)

0, h="Fkonst., o e Rt heR, te(0, 2n).

Takového parametrického vyjadreni kruznice se da dosdhnout vzdy, kdyz si nale-
zité zvolime systém souradnic.

Rovnici elipsy jsme si uvedli ve vztahu[Z12 a parametricky ji lze zadat nasle-
dujicimi rovnicemi:

T = aCcost,
y = bsint,
2z =h, (2.72)

a, b, h =konst., a, be R* h e R, t € (0, 2m).

Kruznice i elipsa jsou priklady rovinngch krivek. Ani pro prostorovou krivku
vsak nemusime chodit daleko, kdyz lehce modifikujeme parametrické rovnice
kruznice. Uvazujme hmotny bod stale obihajici po kruznici kolem kartézské osy
z. Kdybychom tento bod donutili rovhomérné se pohybovat navic ve sméru osy
z rychlosti v, jeho trajektorii by byla tzv. sroubovice, jejiz parametrické rovnice
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potom jsou

T = pcost,
y = osint,
z = ut, (2.73)

0, v=Fkonst., o, vEe R, t €R.

Nyni se nauc¢ime pomoci integralu pocitat délku krivky, coz se nam bude
pozdéji hodit v samotném krivkovém integralu I. druhu. Jak uz mame zvykem,
nejdrive si fekneme, jak bychom to zvladli priblizné, a potom vypocet zpresnime.

Meéjme néjakou obecnou ktivku I' a rozsekejme ji na velké mnozstvi malych
casti — tak malych, ze je lze povazovat za tsecky — viz obrdzek [Z10 Kazdému
délicimu bodu i, ¢ € {0,1, 2, ..., n—1, n}, ndlezi polohovy vektor r; = (z;, vi, 2;)
a symbolem Ar; oznacime vektor, ktery je rozdilem dvou sousednich polohovych
vektorit ; a 741, tj.

Ar; = Tit1 — T = ($Ei+1 — iy Yi+1 — Yiy Ziy1 — Zz) =

Velikost takto definovaného vektoru Ar; se rovna velikosti tsecky mezi délicimi
body i a i + 1, a ozna¢ime As; = |Ar;|. Mame-li tedy kiivku I' rozdélenu na

n ¢asti, jeji pribliznou délku urcime, kdyz seCteme vSechna As;, tj.

n—1
Sr = Z ASZ‘. (275)
1=0

Obrazek 2.10: Krivka I' rozdélend na mnoho velmi malych ¢asti, které 1ze pova-
zovat za usecky

Pro presnou délku kiivky I' musime zmensit As; na nekonecné malou velikost,
resp. musime rozdélit kiivku I' na nekonec¢né mnoho ¢asti. Toho dosahneme, kdyz
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ve vztahu posleme n do nekonecna, tj.

n—1

sp = lim Z As;. (2.76)

n—oo

Tento limitni soucet mizeme prepsat do integralniho tvaru
sp = /ds. (2.77)
r

Krivku I' zadavame pomoci parametrickych rovnic, a proto si vyjadiime As;
pomoci soutadnic z, y a z, k ¢emuz nam poslouzi Pythagorova véta,

As; = \(Az;)? + (Ay)? + (Az)?, (2.78)

pricemz (Az;)?, (Ay;)* a (Az;)? jsou zavislé na parametru ¢, a proto méa smysl
rovnici [Z778 jesté dale upravit:

At
At

Az;\° Avy; 2 Az’
= : : LAt 2.7
J(At>+<m>+ At (2.79)
Kdyz dosadime As; ze vztahu do rovnice [Z770, postupné ziskdame pro délku
kiivky T integrél, kde se integruje podle parametru ¢ € {(a, b), tj

. n-l Axl 2 Ayz 2 AZi 2
w5 (30 (5 () -

_ N (if)Q N (iﬁ)Q + (Cdlj>2dt. (2.80)

Vztah [2.80 mtzeme ovérit pri feseni nasledujiciho prikladu. Spocitame délku
d jedné otacky sroubovice. Dosadime parametrické rovnice do wvztahu [2.80,
piicemz t € (0, 2m). Tedy

docost dosint ? dot\?
d= / ) dt =
J( ) +( i ) \w
2m 2T
:/\/(—gsint)2+(gcost)2+v2dt:/\/QQSin2t+QQCOSZt+U2dt:

0
2
— [Vo zat = Jo + 21 = 2mfo + 02 (2.81)
0

Spravnost vysledku miizeme ovéfit bez integralu. Sroubovice lezi na valcové
ploSe a uvazujeme-li pouze jednu otacku, bude jeji vyska z(t)|,_,. = vt|,_,, =
2mv. Takovou valcovou plochu miizeme rozdeélit fezem spojujicim pocatecni a kon-
covy bod sroubovice a posléze ji rozvinout do roviny, ¢imz ziskame obdélnik — viz

As; = \/(Az:)? + (Ayi)? + (Az)?
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obrdzek[ZI1 Sroubovice v tomto obdélniku tvoii ithlopiicku a jeji délku d uréime
Pythagorovou vétou. Jedna strana obdélniku je jiz zminéna vyska 27v a druha
strana ma velikost jako obvod kruznice o poloméru g, tj. 2mp. Pro hledanou délku
potom plati, Ze velikost

d= \/(27?@)2 + (210)% = 21/ 0% + 12, (2.82)

coz se shoduje se vztahem [Z.811

AZ

2mv

21

Obrazek 2.11: Jedna otacka sroubovice vyznacena na valcové ploSe a rozvinuta
do roviny (ve zmenseném méritku)

Uvedeme si jesté jeden specidlni tvar vztahu pro pripad, kdy je krivka
I’ grafem funkce y = f(z). Takovou kiivku lze parametrizovat jako

y(z) = fla), (2.83)
z(x) =0,

pricemz parametrem je pfimo proménnd x a meze pro integrovani urcuje definiéni
obor Dy = (a, b). Po dosazeni do vztahu [Z.80 ziskame

5 —/bJ (ii)iu (déc;I))Qda:—/I)JlJr (d{if)fdx. (2.84)

Pristoupime k samotnému kiivkovému integralu I. druhu funkece f(z, y, z).
Meéjme krivku I' a opét ji rozdélme na mnoho malych elementt, kde -ty element
ma velikost As;. Potom je krivkovy integral I. druhu funkce f(x, y, z) po krivce
I' definovan jako

n

—1
x, y, z)ds = lim T, vy, z2)As;, 2.85
F/f( . 2)ds = lim 32 (o g 2) (2.85)
kde f(x, y, z) je funkéni hodnota v libovolném bodé [z, y, z]| z prislusného
elementu o velikosti As;.

Diky predchozim tvaham o vypoctu délky kiivky umime hned napsat, jak
ktivkovy integral I. druhu Tesit integraci pfes parametr z parametrického vyjad-
feni kiivky (viz vztahy az [2.80):

/f(x, Yy, 2)ds =
I
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- a/bf(x(t), y(t), z(t))\l (d‘z(:>>2 + <d‘l£)>2 + (dzgf)>2dt. (2.86)

Aplikace krivkového integralu I. druhu

Prvni aplikace je zfejma: mame-li funkci f(z, y, z) = 1, ziskdme délku krivky, pres
kterou integrujeme. Spocitali jsme i ptiklad na délku jedné otacky sroubovice — viz
vztah (281

Dalsi aplikaci motivujeme prikladem z elektiiny a magnetismu a spocitame
celkovy ndboj vlakna I' ve tvaru ¢tvrtiny elipsy z prvniho kvadrantu, ktera ma
poloosy a a b. Systém souradnic zvolime tak, aby elipsa lezela v roviné z = 0 a jeji
stfed splynul s pocatkem. Predpokladejme, ze délkovou hustotu nébojeﬁ popisuje
funkce 7(z, y, z) = xy. Potom ma nase ¢ast elipsy parametrické vyjadfeni:

T = acost,

y = bsint,

z =0, (2.87)
te (0. 3)

Celkovy naboj vldkna I" je

Qr = [ r(a(t). y(t), () ds =

r

Jrowo\ () + () + () o

_/2 tbsin t dacost 2+ dbsint 2+ @ 2dt—
_0 @ eostos i i T -

%
= ab/cost sint\/a2 sin?t + b2 cos? tdt =
0

3
= ab/ \/a2 sin?t + b2(1 — sin®t) cost sint dt =
0

%
= ab/\/(a2 — b?)sin®t + b2 cost sint dt =
0

a? —b?)sin’t + b* = u )
u € (b?, a*) ab T
a’? —b*)2sintcostdt = du | 2(a2—62)/\/ﬂdu_
sintcostdt = mdu b

31 =dQ/ds
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b
= 3@ (@ =¥ =
b2

_abla—Db)(a®+ab+b*)  ab(a®+ ab+b?) (2.88)
B 3(a—0b)(a+0) N 3a+b) '
Obdobnym zptsobem ziskdme hmotnost krivky I', kde 7(z, vy, z) je délkova
hustota (hmotnosti), tj.

mr = /dm = /T(J;, y, z)ds. (2.89)

Obdobné, jako jsme to délali diive, mizeme hledat soutfadnice hmotného
sttedu ktivky I', napf.

1
Yyr = 7/317—(1;7 Y, Z) dSa (290)
mr
r
nebo momenty setrvacnosti, napr.
J: =/(x2+y2)7(x7 y, z)ds, (2.91)
r

kde (22 + y?) je podle Pythagorovy véty vzdalenost od osy z.

2.4.2 Plosny integral 1. druhu

Potom, co jsme zvladli krivkovy integral 1. druhu, pochopime jeho obdobu, plosny
integral, velice rychle. Zabyvat se budeme opét pouze ,slusné vychovanymi*“ plo-
chami, tj. plochami hladkymi, spojitymi, nesinguldrnimi atd., a znacit je budeme
reckym pismenem Y. Pro vypocet plosného integrdlu budeme potiebovat znat
parametrické vyjadieni plochy, ve kterém vystupuji dva parametry:

y =y(u, v), (2.92)

kde parametry u, v bereme jako usporadané dvojce [u, v] z defini¢ni oblasti o.
Napriklad sféru o poloméru p mizeme parametricky zadat jako

x(u, v) = psinucosv,
y(u, v) = psinusinv,
2(u, v) = pcosu, (2.93)

we (0, ), ve(0, 2m), tj. [u, v] € (0, w) x (0, 2m).

Kdyz se na rovnice pozorné podivame a porovname je s prevodnimi vztahy
mezi kartézskymi a sférickymi soufadnicemi, viz vztahy [2.43, zjistime, Ze jsou
formalné obdobné, pricemz sférickou souradnici r jsme polozili rovnou konstanté
0,9 = ua ¢ =v. Tim ndm vznikne sféra (kulova plocha) o poloméru p. Dalsi
ovéreni muzeme provést tak, ze parametrické rovnice dosadime do rovnice
sféry % + y? + 22 = 0%, kterou mus{ spliiovat.
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Dalsim prikladem muze byt paraboloid, ktery vznikne rotaci paraboly kolem
jeji osy symetrie:
z(u, v) =ucosw,
sin v,

z(u, v) = u?, (2.94)

[u, v] € R x (0, 2m).

Parametrické rovnice zadavaji nekonecny paraboloid, ktery vznikne rotaci
paraboly z = 22 kolem osy z, a jinak ho mtiiZeme zapsat jako z = 22 + 3%

Plochu X, pres kterou chceme integrovat, rozdélime na mnoho malych plosek
o obsazich AS; obdobné, jako jsme délili krivku u k¥ivkového integrélu I. druhu.
Plosny integral I. druhu funkce f(x, y, z) je potom

//f(x, y, z2)dS = Jgrgorlzlf(x, y, 2)AS;, (2.95)
s i=0

kde f(x, y, z) je funkéni hodnota libovolné [z, y, z] € AS;.

Mizeme tict, ze dvojny integral je vlastné specialni pripad plosného integralu
[. druhu, kde X je ¢ast roviny, tj. rovinna oblast o.

V nasledujicim si ukazeme, jak plosny integral I. druhu pocitat, ale nebudeme
si vysvétlovat, pro¢ to tak délame. Mé&jme funkci f(x, y, z) a budeme ji integrovat
pres obecnou plochu X, kterd je parametrizovana rovnicemsi Potom

//f(x, Y, 2) dS://f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))VEG — F?dudv, (2.96)

kde

E— (ax(gu, v)>2 + (83,/(52 v)>2 + (82(52 1)))27

G = (2t v>)2+ (Ot v>)2+ (o=t v)){ (2.97)

_ Oz(u, v) 9z(u, v) Ay(u, v) dy(u, v) 9z(u, v) 9z(u, v)
= ou v + ou v + ou ov

Uvedeny postup si vyzkousime na ptikladé, kde budeme integrovat funkci
f(z, y, z2) = 2%z pres polosféru ¥ se stfedem v pocatku soustavy soutadnic
a jednotkovym polomérem. Tu je mozné parametrizovat rovnicemi

x(VY, ¢) = sind cos g,

y(0, ) =sindsin p,
2(¥, @) = cos, (2.98)

9, ¢l € (0, 5) x (0, 2m).
Provedeme vypocty E, G a F dosazenim z rovnic do vztahi [Z-T%
- 0 sin v cos ? . 0 sin¥sin ¢ ? n d cosd\’ B
B o v o N

= cos? ¥ cos? @ + cos? ¥ sin® p + sin? ¥ =
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= cos? 0 (0032 ¢ + sin® go) +sin?d = 1, (2.99)

G 0 sin v cos 2+ 0 sin¥sin ¢ 2+ 0 cos v 2:
dyp Iy dp

= sin? ¥ sin? ¢ + sin® ¥ cos® o + 0 =

= sin® v (sin2 © + cos® go) = sin’ ¥, (2.100)
[ 0 sin v cos ¢ 0 sin v cos p . 0 sin¥sin ¢ 0 sin¥sin ¢ . 0 cosd cost)
B oV Oy oV O oV op
= — cos ¥ cos @ sin ¥ sin ¢ + cos ¥ sin @ sin ¥ cos p + 0 = 0, (2.101)

VEG — F2 = /1-sin?9 — 0 = Vsin?9 = ’19 € <0, 72T>’ = sin . (2.102)
Dostavame tedy

4, _ 2 _ : 2 VEG_F? _
é/f(af y, z)dS é/x zdS [/(smﬁcos@ cos IVEG — F2 dddy

= // (sin 1) cos @) cos ¥ sin 9 ddde. (2.103)
Ve vztahu [Z103 jsme ziskali dvojny integral pfes oblast o = (0, 7) x (0, 27),
ktery uz umime resit, a tedy

jus
2w 3

// (sin? cos cp)z cos ¥ sin v diddy = / / sin® 9 cos ¥ cos? o dddyp =
o 0

sinv = w
—/cos gpd(p/sm Yeosvdy =| we (0, 1) =
cos ¥ dv = dw
2m . - 1
:/1+0082¢dg0/w3dw:1{304—8111290]2 wt”
2 2 2 o |4,
0 0
1.1
=jomy = %. (2.104)

KdyZ to shrneme, plosny integrdl I. druhu funkce f(z, y, 2) = x*z pies jednot-
kovou polosféru ¥ je roven 7 /4.

Jesté si odvodime specialni tvar plosného integralu I. druhu pro pripad, kdy
budeme mit plochu ¥ zadanu explicitné. Tim je mysleno, Ze je plocha Y popsana
jako funkce dvou proménnych x a y, tj. z = z(z, y). Potom je vyhodné vzit jako

parametry pravé proménné x a y. Tim ziskdme parametrické vyjadreni plochy
>’ jako

T =z,

y=1y

z=z(z, y), (2.105)
[z, yl€o
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a tim padem podle vztahi [Z.97 plati, ze

E= <$>2+<(£>2+<W>2=1+<W>2, (2.106)
(

(9 (oy\® [(9z(z, v)\
o= (5) «(5) ~(757) ==

_O0xdx  9ydy  0Oz(z, y)0z(z, y) 0dz(z, y)dz(z, y)

" Oz Oy o Ox Oy * Ox oy Oz oy (2.108)
Potom
EG — F? =
2 2 2
_ |y (22 y) L4 (92 y) | |92, y) 9@ y) " _
ox dy 0z dy
_ 0z, v)\*  (92(x, y)\’
— 14 ( 5 ) ey . (2.100)

Pro plosny intergral I. druhu funkce f(z, y, z) po explicitné zadané plose %
ziskdme podle vztahu [2.90

J] fla, v, 2)as -

5

_//fa: y, 2(x, y))JH(aZ(;gC y)> +<w>2dxdy. (2.110)

Napriklad jednotkova sféra je ve vhodné zvoleném kartézském systému sourad-
nic ur¢ena rovnici 22 +y?+2? = 1 a potom miiZeme jednotkovou polosféru v polo-
prostoru z > 0 z predchoziho ptikladu explicitné vyjadrit jako z = /1 — x2 — 2.
Parametrické vyjadieni takovéto polosféry, alternativni k vyjadreni v predeslém
prikladu, je pak

z=+/1—a?—y? (2.111)

[z, yle{lz, y] | 2* +y*> < 1; z, y € R}.

Aplikace plosného integralu I. druhu

Potom, co jsme prosli vsemi predeslymi druhy integrall, aplikace plosného inte-
gralu I. druhu uz snadno vymyslime.

Zajimé-li nas obsah plochy ¥, budeme integrovat funkci f(z, y, z) = 1 po
plose 3, tj.

Sy = // ds. (2.112)
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Pro hmotnost musime integrovat plosnou hustotu (hmotnosti) o(x, y, 2), tj.
my = /dm = //O'(I, y, z)dS, (2.113)
5 by
a napriklad pro y-ovou souradnici hmotného stredu plochy > plati:
1
yr = —// yo(z, y, z)dsS. (2.114)
my
5
Hledame-li moment setrvacnosti plochy ¥, napt. vzhledem k ose x, fesime integral

Jy = // (v +2%) o(x, y, 2)dS. (2.115)

Témito par priklady jsme aplikace samoziejmé nevycerpali, existuje jich mno-
hem vice a muzeme se s nimi potkavat v odbornych knihdch vénujicich se nejenom
matematice a fyzice.
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Kapitola 3

Prehled studijnich textu
k matematickym metodam fyziky

Jelikoz se v této praci zabyvame témeér vyhradné integraly a matematickym apa-
ratem s nimi spojenym, zaméiime se i v prehledu zdroji, z nichz lze ¢erpat, na
literaturu a jiné prameny, které se zabyvaji prave integraly.

Predné muzeme doporucit sérii knih profesora J. Kopacka Matematickd ana-
lyza nejen pro fyziky, kterd je doporucovana studenttim studijniho programu Fy-
zika na MFF UK v rdamci povinnych prednédsek z matematické analyzy. Velkou
vyhodou této série je také fakt, ze ke kazdému dilu ucebnice vysla i sbirka tloh
s mnoha priklady, z nichz nékteré jsou i ukazkové vyreseny.

O primitivni funkci, respektive neurcitém integralu, a urcitém integralu se
muzeme doCist v Matematické analyze nejen pro fyziky (I), [4]. Integraly jsou zde
vybudovany od zékladu a vétsina tvrzeni je i dokdzana (pokud ne, jsou uvedeny
odkazy, kde lze prislusny dukaz nalézt). Dilezité matematické véty, které se tykaji
vypoctu integrali, jsou doprovazeny i fesenymi priklady, v nichz se osvétli zptisob
uziti prislusnych vét.

Urcity integréal je v [4] vybudovan do jisté miry obdobnym zptsobem jako
v této diplomové praci, postup je vSak obecnéjsi a podstatné podrobnéjsi (pri
odvozovani jsme se napr. iplné vyhnuli pojmu norma déleni atd.)

V zavéru [4] je oddil vénovany aplikacim urcitého integrélu, jako je délka
ktivky, obsah rovinnych tutvarii a objem rotacnich téles. Dozvédét se mizeme
i néco o metodach priblizného vypoctu integrali, coz muze byt uzitecné vzhledem
k tomu, ze umime analyticky pocitat jen relativné malo riznych typu integrald.

Priklady z matematiky nejen pro fyziky [1], [7], je sbirka prikladu doplnujici
[4]. V kazdém oddile jsou kromé prikladu téz uvedeny dilezité matematické véty
(bez dikazi), se kterymi se pracuje pii FeSeni tloh, coz rozhodné prispiva k pre-
hlednosti a srozumitelnosti. V pripadé neurcitého integralu jsou to napt. véty
o integraci metodou per partes, metodou substituéni atd. Ukazkové fesené pri-
klady se zde vyskytuji v relativné hojném poctu (konkrétné u neurcitého integralu
jich je zde 13).

U aplikaci urcitého integralu se v [7] objevuji i priklady motivované fyzikalné
Prikladtim s fyzikalni tématikou je vSak vénovan vlastni oddil, kde se kromé
prikladii z mechaniky pocitaji i priklady napt. z oblasti elekttiny a magnetismu.

V' Matematické analyze nejen pro fyziky (I111), [5] se vyskytuje rozsahla kapi-
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tola vénovana Lebesgueovu integralu. Takovyto integral vychéazi z tzv. teorie miry
a umoznuje nam pracovat s vicerozmérnymi intervaly, coz predstavovaly nase
oblasti o v roviné (viz napr. obrdzek[Z.3), a nebo prostorové oblasti 6 (viz obrd-
zek [2.6)). Muzeme tedy v [B] nalézt cenny zdroj informaci o dvojném a trojném
integralu. Latka je v [5] vyklddana obdobnym zpusobem jako v [4].

Kftivkovy a plosny integral I. druhu nalezneme také v [5], kde se ale kromé
[. druhu rozebird i druh II., ktery je spojen s vektorovymi funkcemi, a tudiz
je urc¢ité na misté seznameni s touto partii matematické analyzy. Mnoho veli¢in
ve fyzice popisujeme pomoci vektorovych funkeci — v mechanice je to naptiklad
gravita¢ni sila (ma obecné v riuznych mistech prostoru, tj. pro ruzné [z, y, z],
ruzny smér a velikost), za elektfinu a magnetismus mizeme pripomenout intenzitu
elektrického pole nebo magnetickou indukci atd.

K [5] vysla sbirka Priklady z matematiky nejen pro fyziky [I1], [§], ktera
je psana ve stejném duchu jako [7]. Vyzdvihnéme, ze jsou zde opét k nalezeni
aplikace probiranych integralii a pro nés jsou hlavné zajimavé aplikace s fyzikalni
tématikou.

Profesor Kopacek napsal také knihu Integrdaly, [6], ktera se, jak ndzev na-
povida, zaobira vyhradné timto aparatem a tudiz je pro nas zajimava. Kniha
je podle autorovych slov uréena pro posluchace ucitelského studia na MFF UK
a predevsim pro tyto studenty vznikla i tato diplomova prace. Ostatni studenti
vsak [6] jisté také oceni, a to kvuli pfistupu kladoucimu diraz spiSe na kvalitni
pochopeni latky nez na jeji mnozstvi. Ve zkratce zde mimo jiné mtzeme nalézt
dvojny, trojny a poprf. i vicerozmérny integral, kiivkovy a plosny integral obou
druhti a nakonec i nékteré integralni véty, které pracujici s diferencidlnimi ope-
m’tomﬂ, se kterymi se zajisté pri studiu fyziky na vysoké skole potkame nejenom
v hodinadch matematické analyzy.

V [6] je probirdno ucivo, které lze nalézt i v [B], ale vyklad je pojat odlisnym
zpusobem. Pro nas ziejmé nejvyznamnéjsi rozdil spociva ve vykladu fyzikalnich
aplikaci. Zatimco [5] je v podstaté ,¢istd matematika“ a v [§] jsou uvedeny i né-
které fyzikalni aplikace, naopak v [6] jsou priklady vyuziti ve fyzice pfimo soucasti
teoretického vykladu v mistech, kde se to hodi a nenarusovalo by to logickou linku
vykladu.

P1i ¢teni [6] se predpoklada znalost alespon pojmu primitivni funkce, uréity
integral a také zkuSenost s jejich vypocty véetné zakladnich vét. Je tedy dobré
seznamit se pred otevienim Integrdli s prislusnymi kapitolami ve [4].

Kdo se zabyva aplikacemi matematiky, jisté neudéla chybu, bude-li mit v kni-
hovné k nahlédnuti Prehled uzité matematiky I (pripadné i IT), [9], profesora
K. Rektoryse. Kniha je urc¢ena vsem, kdo se zabyvaji obory s aplikovanou mate-
matikou, tedy technikim, inzenyriam, fyziktim atd. Jde hlavné o podani vysledkt
aplikované matematiky nez o jeji teoretické pozadi — neuvadéji se tedy dikazy
ani odvozeni.

Integralim je v [9] vénovano 135 stranek a to se jednd pouze o aplikace.
7 toho je patrné, ze ma clovék velkou sanci nalézt zde zpusob Teseni svého pro-
blému s vypoctem, popt. odhadem hledaného integralu. Kniha postihuje vsechnu
latku, ktera je probirana i v této diplomové praci a ¢tenar zde miize nalézt jiny,

vevs

Za vyzdvihnuti stoji, ze v [9] jsou k nalezeni rozséhlé tabulky integréali, z nichz

!Témi se mini zejména gradient, divergence a rotace.
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mnohé potkavame pri studiu fyziky. Muzeme si tedy usetrit spoustu prace a po-
¢itani (pokud bychom vitbec méli schopnosti dany integral vytesit).

Pro svoji struénost ovSem neni [9] vhodné pro tiplné zacatecniky a je dobré
mit uz pred nahlédnutim povédomi a alespon zakladni predstavu o hledanych po-
jmech. Vyklad je zde veden v rychlém tempu — zac¢ina se zakladnimi definicemi,
pokracuje dulezitymi matematickymi vétami, za kterymi okamzité nasleduji ukaz-
kové priklady s aplikaci ptrislusné véty. Kapitoly vénujici se integralim jsou vzdy

Za anglicky psanou obdobu Prehledu uzité matematiky profesora Rektoryse
by se dala povazovat kniha Mathematical Methods for Physicists, [10], jejimiz
autory jsou G. B. Arfken a H. J. Weber. Autofi sami v predmluvé zminuji, ze
matematici by zfejmé nenahlizeli na jejich dilo jako na rigordzni, ale uvadéji, ze
jim nejde o obecnost, nybrz se omezuji na aplikace vyzadované ve fyzice. Kniha
je zamérena na schopnosti Tesit problémy spojené s aplikaci matematiky.

Autori [10] také doporucuji, jakym zptisobem s knihou pracovat, a pro zacatec-
niky je vhodné zacit poctivé prvni kapitolou, kde se buduji nutné zaklady. Avsak
bez predchozi znalosti diferencidlniho poctu a integrala by se s [10] pracovalo jen
velice tézko. Derivace, primitivni funkce ¢i integral se zde nedefinuji a rovnou se
,bez varovani“ pouzivaji (a to i vicerozmérné integraly). Proto nemuzeme dopo-
rucit [10] jako alternativu k této diplomové praci, ale spise jako moznost seznamit
se s dalsimi, ,,vyssimi® aplikacemi integralti. Tuto diplomovou praci v kombinaci
s [I] bychom mohli povazovat za pripravu pro praci s [10], pfic¢emz by bylo nutné
seznamit se jesté s parcidlnimi derivacemi, které nejsou soucasti [1].

V [10] nenalezneme uceleny piehled integrali; ty jsou roztrouseny po jednotli-
vych kapitolach, kde se ukazuje, jak souvisi se zrovna probiranou problematikou.
Napt. v oddilu s vektory je ukazan zptsob integrovani vektorti a prace s di-
ferencidlnimi operatory, které pisobi na vektory (popf. skaldry) vystupujicimi
v integrélech. Fyzikalni aplikace jsou v [I0] velmi silné zastoupeny — piiklady
jsou velmi casto fyzikalné motivovany.

Podobnym zptsobem jako v [10], jsou integraly pojaty v Matematickém apa-
ratu fyziky, [I1], profesora J. Kvasnici. Ve vykladu se predpokladd, ze je s nimi
¢tenar obeznamen, avsak v dodatcich na konci knihy je integralim vénovan veétsi
prostor a jsou zde zopakovany zdklady integralniho poc¢tu (primitivni funkce, ta-
bulka zakladnich integral, per partes, substituce atd.), které se v [I1] vyuzivaji.

Publikace [I1] je psana ,fyzikem pro fyziky“, a proto je pii odvozovani vyu-
zivana fyzikalni motivace, kdykoliv je to mozné, a ¢asto se ukazuje i geometricka
interpretace. Dikazy tvrzeni, pokud jsou uvadény, se casto omezuji na specialni
podminky, které mohou mit fyzikalni interpretaci — kniha si neklade za cil podat
zcela obecny prehled probirané problematiky.

S integraly se v [I1] pracuje od kapitoly Vektorovd a tenzorovd analyza déle.
Jde o jejich aplikace u diferencialnich operatort, Fourierovych rad, pravdépodob-
nosti atd.

Nejvetsi prehled o integralech se vsi matematickou obecnosti a rigoréznosti
muzeme ziskat v knihdch profesora V. Jarnika Integrdlni pocet (1) a (II),
a [13].

Kniha [12] je psédna jako samostatny pramen, k jehoz studiu by nemélo byt
potireba dohledavat informace v jinych zdrojich. Poté, co jsou zopakovany nejdi-

vvvvvv
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jsou zde vybudovana integraly od uplnych zaklada a to véetné diukazu. Na rozdil
od [4] se zde vSak za¢ind urcitym (Riemannovym) integralem a teprve pozdéji se
probiréd integral neurcity (pred neuréitym integralem se probird ,urcity“ integral
s proménnou horni mezi).

V [12] nenajdeme rozbor fyzikalnich aplikaci probiranych integrald, ale kde
je to mozné, je umistén obrazek s geometrickou interpretaci dané problematiky.
V textu se také vyskytuje nezanedbatelné mnozstvi prikladii, z nichz nékteré jsou
i ukazkové vyteseny. Nejednd se vSak o sbirku, jako je [7] nebo [§].

Kdyz porovname obsah této diplomové prace s [12], muzeme v [12] nalézt
neurc¢ity a urc¢ity integral, obsah pod grafem funkce a délku rovinné krivky.

Publikace [I3] navazuje na [12] a je psana ve stejném duchu, ale pracuje se zde
jiz s integralem Lebesgueovym. Najdeme zde mimo jiné vicerozmérné integraly
(mezi néz patii dvojny a trojny), Fubiniovu vétu a vztah mezi Lebesgueovym
a Riemannovym integralem.

Pro zajemce o dalsi, podrobné fesené tlohy s fyzikalnimi aplikacemi integralii
jiz nékolik let vznika na katedre didaktiky fyziky MFF UK Sbirka resenych loh,
[15], kterd je volné dostupnd na internetu. Kromé toho, Ze je zde velké mnozstvi
vysokoskolskych prikladi z fyziky, kde je integralti vyuzivano, se v sekci Fyzika
nachéazi podsekce Matematické metody.

Priklady ve [I5] nezbyva nez doporucit zvlasté proto, ze v této diplomové préci
se omezujeme pouze na zakladni, relativné jednoduché tlohy, zatimco tlohy fe-
sené v [I5] jsou na vyssi trovni obtiznosti. Nastal-li by béhem feSeni néjaky
problém, 1ze vyuzit propracovaného systému napovéd, ktery ¢tendre rfesenim pro-
vede.
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