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Uvod

V minulych letech vznikly na Katedre didaktiky fyziky Matematicko-fyzikalni
fakulty Univerzity Karlovy{l| préce [1] a [2] slouzici jako ucebni materidl k pied-
métu Matematické metody ve fyzice, resp. k predmétu Uvod do matematickych
metod ve fyzice, které jsou v soucasnosti vyucovany na KDF MFF UK. Tyto
prace pojednavaji o souradnicovych systémech, limité a derivaci funkce a o inte-
gralech funkce jedné ¢i vice proménnych.

Cilem této bakalarské prace je doplnéni existujicich uc¢ebnich materiala o dalsi
(dosud nezpracovand) témata vyucovand v ramci predmétu Matematické me-
tody ve fyzice. Konkrétné se jednd o ktivkovy integral II. druhu, plosny integral
I1. druhu a diferencidlni operatory.

Zpracovany material bude, stejné jako jiz existujici texty, dostupny (od nésle-
dujictho akademického roku) v elektronické verzi na webovych strankdch KDF.
Budou jej tak moci vyuzit nejen studenti prezencniho studia ucitelsti fyziky, ale
také studenti CelozZivotniho vzdelavdni a dalsi zdjemci o zpracovanou problema-
tiku.

Jak jiz bylo zminéno, tato prace mé slouzit jako ucebni materidl k predmétu
Matematické metody ve fyzice. Prace vychéazi z priprav doktora Hladika, profe-
sora Podolského a docenta Zéka. Bylo viak také erpano z dostupnych zdroji,
které se danou problematikou zabyvaji, a v textu je na né odkazovano. U kfiv-
kového a plosného integralu II. druhu byla vyuzita napt. skripta [3], popt. [4].
U diferencialnich operatort to pak byla napt. publikace [5].

Zamérem bakalarské prace je seznamit ¢tenare se zaklady danych témat a je-
jich aplikacemi, a to nikoliv formou uvadéni definic, vét a diikaz1, ale spise pomoci
fyzikalné motivovanych prikladt a intuitivnich predstav — prace tedy neni zcela
rigorézni, ale na prislusnych mistech je na to upozornéno. Prace je tvorena po-
vétsinou souvislym textem, ve kterém je snaha o nazorné zavedeni prislusnych
pojmit. Casto tato odvozeni vychazeji z obrazki, které text pribézné dopliuji.

Cela bakalarska prace byla napsana v programu IX¥TEX, stejné jako vsechny
texty, na néz bakalaiska prace navazuje. Tato skute¢nost usnadni pripadné pro-
pojeni praci dohromady. Vétsina obrazku byla vytvarena v programu Inkscape.
Neékolik obrazkt vsak bylo vytvoreno v programu GeoGebra.

Bakalarska préace zac¢ina resersi dostupnych zdroju k zpracovavanym témattm.
Na resersi pak navazuji kapitoly pojednavajici o kiivkovém a plosném integralu
II. druhu a diferencialnich operatorech. Jednotlivé kapitoly vzdy obsahuji uvedeni
matematického apardtu s konkrétnimi fyzikalnimi partiemi. Na konci kazdé ka-
pitoly nechybi stru¢né shrnuti nejdilezitéjsich poznatki.

Predpokladem pro studovani vzniklych ucebnich texti je znalost stfedoskolské
matematiky a fyziky. Ctenaf by tak mél bj’t obeznamen s pojmy, jako napi. skaldr,
vektor, skaldrni soucin, vektorovy soucin, velikost vektoru, graf funkce, tecna nebo
smérnice primky. Rovnéz je vhodné ¢ist tuto praci v ndvaznosti na prace [1] a [2],
a to z toho divodu, ze se v nékterych ¢astech tohoto textu odkazujeme na partie,
které jsou v [1] a [2] vylozené.

'KDF MFF UK



Pouzité znacdeni

V matematice mnohdy existuje vice zptisobli zapisu matematickych vyrazu.
Aby nedoslo k pripadnym nedorozuménim, uvadime nize seznam pouzitého zna-
¢eni jednotlivych matematickych objektl s jejich vyznamem.

I= (I, Iy, 1) vektor o soutadnicich I, I, a I,
(a, b) zprava uzavieny interval od a do b
(a, b) otevreny interval od a do b
(a, b) zleva uzavieny interval od a do b
{a, b) uzavieny interval od a do b
[e,d] bod se souradnicemi ¢ a d
||| velikost (norma) vektoru o
a-b skalarni souc¢in vektoru a@ a b
axb vektorovy soucin vektori @ a b
SN a; soucet hodnot a; prot=1,2,.... N
[P-dr kiivkovy integral II. druhu po kfivce I' vektorového pole P
r
¢ P-dr krivkovy integral II. druhu po uzaviené kiivce I' vektorového
r
pole P
[ P-dS plosny integral II. druhu po ploSe ¥ vektorového pole P
b
gﬁﬁ P-ds plosny integral II. druhu po uzaviené plose > vektorového
b
pole P
df nekonecné maly rozdil funkénich hodnot skalarni funkce f
(totalni diferencial)
grad f gradient skalarni funkce f
v ,vektor® parcialnich derivaci (8%, a%’ %)

q; = (Ch; g2, Q3)

(nachézime-li se v kartézskych souradnicich)
kiivocaré ortogonalni souradnice

h; Laméovy koeficienty

of parcialni derivace skalarni funkce f podle proménné x
g—f totalni derivace skalarni funkce f podle proménné x
divP divergence vektorového pole P

rot P rotace vektorového pole P



Dostupné zdroje

Bakalarska préace se zabyva nékolika aparaty matematiky, a to kfivkovym inte-
gralem II. druhu, plosnym integralem II. druhu a diferencialnimi operatory. Tyto
partie matematiky jsou pomérné casto vyuzivané nejen ve fyzice, a proto neni
prekvapenim, Ze lze nalézt mnoho literatury zabyvajici se zminénymi oblastmi.
Nejedna se vsak pouze o literaturu v tisténé verzi, ale také o zdroje v elektronické
podobé, které mohou mit mnoho podob. Nejcastéji jde o pdf dokument (napf.
[6], [7]) majici roli elektronickych skript, prezentaci (napt. [8], [9]), popripadé
o internetovou stranku (napf. [10]). Lze vSak nalézt i elektronické zdroje v po-
dobé multimedidlniho kurzu (napr. [I1]), které umoznuji jak nastudovéani teorie,
procviceni na prikladech s klicem, tak testy, v nichz si muze student vyzkouset
uroven svych znalosti tématu.

Zdroje ke krivkovému a plosnému integralu
II. druhu

O krivkovém a plosném integralu II. druhu se lze docist v nékolika knihach.
Jednou z nich je [12] s ndzvem Integrdly (krivkovy integral II. druhu viz str. 9
a plosny integral II. druhu viz str. 75), kterd obsahuje jak vyklad teorie, pii-
klady na procviceni s vysledky, tak piiklady na aplikaci ve fyzice (u kiivkového
integralu).

Dalsi takovou knihou je [5] vydana pod ndzvem Prehled uzité matematiky I
(kfivkové integraly viz str. 572, plosné integraly viz str. 581), kterd obsahuje
zejména prehled teorie. U této knihy muzeme povazovat za nevyhodu soubézny
vyklad integrala I. a II. druhu, coz vsak nesouvisi se spravnosti textu.

Skriptum [3] s titulem Integrdlni pocet funkci vice proménngjch s aplikacemi se
zabyva kiivkovym (str. 42) a plosnym integralem II. druhu (str. 81) v samostat-
nych kapitolach. Lze v ném nalézt fyzikalni motivaci pro dany integral, prehled
teorie, ale také aplikace integrali.

Skriptum [4] s ndzvem Pomocny ucebni text k pripravnému predmétu ucitel-
ského studia fyziky obsahuje mnoho prupravnych prikladi na k¥ivkovy integral
II. druhu s vysledky (oddil C/KI).

Vzhledem k tomu, Ze se u doposud zminéné literatury jedna o knihy v tisténé
podobé, které jsou zpravidla pred tiskem recenzovany, lze predpokladat, ze se

Vv,

¢enou literaturou pro predmét Matematické metody ve fyzice, ktery je v soucasné
dobé vyucovan na KDF MFF UK.

Na rozdil od tisténé literatury, k elektronickym zdrojtim je nutné pristupovat
kriticky. Jisté je mnoho z nich na vysoké tirovni, ale mohou se mezi nimi objevit
zdroje, v nichZ jsou nepfesnosti.

Jednim z takovych zdroji je internetova stranka [10] zndma jako OnlineSch-
ool.cz, ktera se zaméruje mimo jiné na kt¥ivkovy integral II. druhu. Kromé textu
objasnujici danou problematiku obsahuje internetova stranka i videa, v nichz jsou
vzorove Tesené priklady. Upozornujeme ale, ze autor neni konzistentni pti zapisu
matematickych vyraziu. Narozdil od rovnic, v textu autor nedodrzuje zvyklosti



znaceni, napr. pri psani soucinu, kdy misto = -y pise ,xxy* (viz podkapitola
,» Vektorova funkce*), coz muze evokovat vektorovy soucin. Dalsim prikladem pro-
blému ve znaceni je psani ,,F'“ oznacujici vektor sily namisto F'. Text déle obsa-
huje nevhodné vyrazy, které by se v odborném, seriéznim naucném ¢i popularné
naucném textu nemély vyskytovat (napt. ,WTF?“, viz podkapitola ,Kiivkovy
integral z vektorové funkce®, 2. odstavec). V neposledni fadé se autor dopousti
nevhodného zjednoduseni, napt. kdyz tvrdi, ze vyraz dy v integralu rika ,,zderivuj
ypsilon* (viz podkapitola ,Derivace vyjadieni kiivky“), pfic¢emz tento vyraz cha-
peme spise jako nekoneéné maly priristek proménné y. Pokud vsak tuto inter-
netovou stranku budeme chapat jako snahu o neformalni ptibliZzeni problematiky
ktivkového integralu II. druhu, lze do jisté miry pochopit zminéné nedostatky.

Dalsim ne tuplné vhodnym elektronickym zdrojem pro studium kfivkového,
resp. plosného intergalu II. druhu je [I1] (Multimedidlni kurz z aplikované vyssi
matematiky). Nevhodnost vidime zejména v tom, Ze kurz obsahuje k dané oblasti
pouze struc¢ny prehled teorie bez odvozeni, popt. obrazkl znézornujicich proble-
matiku. V multimedidlnim kurzu chybi ptiklady a testy pro kfivkovy a plosny
integral, které u jinych témat dostupné jsou. Jako nedostatek lze povazovat také
psani veli¢in bez pouziti kurzivy.

Elektronicky zdroj [9] s ndzvem Matematickd analyza lze zobrazit ve verzi
pdf i prezentace. Jednd se o kurz, ktery ma zfejmé pomoci kreslenych postav
s neformalnimi komentari provést nejriznéjsimi partiemi matematiky, a to i kfiv-
kovym a plosnym integralem II. druhu. Vyhodou tohoto zdroje je podrobny, ale
prehledny text obsahujici navic ptriklady k procviceni dané partie. Naproti tomu,
u ktivkového integralu II. druhu chybi odvozeni vztahu pro vypocet tohoto in-
tegralu a také to, ze je krivkovy integral zaveden pro rovinnou krivku. Stejné
tak materidl neobsahuje dikaz véty tykajici se vztahu pro vypocet plosného inte-
gralu II. druhu pro explicitné zadanou plochu. Jelikoz mél ale autor zrejmé snahu
vytvorit prehledny material, nelze absenci odvozeni, resp. dikazi povazovat jed-
noznacné za nedostatek. V neposledni radé chybi v textu obrazky ilustrujici danou
problematiku.

Prezentace [§] s ndzvem Aplikovand matematika obsahuje mnoho kapitol, kiiv-
kovym integralem II. druhu se vsak zabyva strucné. Lze v ni nalézt struc¢ny pre-
hled teorie. Za vyhodu lze povazovat propojeni vykladu s fyzikou (vysvétleni na
ptikladu vypoctu prace). Nevyhodou je zminény maly rozsah textu.

Za vhodny elektronicky zdroj muZeme povazovat internetovou stranku [13]
s nazvem Krivkovy integrdl. Text nabizi propojeni s fyzikou, prehledny vyklad.
Je zde kladen diraz na aplikace kirivkového integralu. Internetova stranka je do-
plnéna o obrazky a schémata. Na strance muzeme také nalézt odkazy na rtzné
zdroje objasnujici pouzité pojmy, popr. animaci. Za nevyhodu tohoto zdroje lze
povazovat absenci odvozeni alespon nékterych tvrzeni. V textu lze také narazit
na oznacCeni A7, u néhoz neni explicitné napsano, co znamena (viz podkapitola
,KIivkovy integral druhého druhu®). Z kontextu je to ale pomérné zfejmé.

Elektronické skriptum [6] (K7ivkovy a plosny integrdl) nabizi motivaci k da-
nému tématu, prehled teorie i fesené priklady. Hlavni vyhodou tohoto textu je
matematicka presnost a dodrzovani zavedeného znaceni. I z tohoto divodu lze
skriptum doporucit pro studovani kiivkového i plosného integralu.

Na elektronickém zdroji [7] s ndzvem Plosny integrdl mizeme ocenit, ze vycho-
diska textu jsou na trovni stfedni skoly (skaldrni soucin, obecna rovnice roviny,



velikost vektoru, atd.), coz napoméaha srozumitelnosti. Dalsi prednosti materialu
je to, ze autor vysvétluje plosny integral II. druhu na vypoctu toku vektorového
pole, tedy pfimo na jeho aplikaci. Text také obsahuje fesené ptiklady. Nedostat-
kem jsou chybéjici obrazky, resp. schémata.

Zdroje k diferencialnim operatortm

O diferencialnich operatorech se muzeme docist, stejné jako u krivkového
a plosného integralu II. druhu, v knihdch [5] s ndzvem Prehled uZité matema-
tiky 1. (str. 226-228) a [4] s titulem Pomocny ucebni text k pripravnému predmétu
ucitelského studia fyziky (oddil C/VAn), o kterych jsme se jiz zminili.

Kromé téchto knih se lze docist o diferencialnich operdtorech v knize [14]
s nazvem Matematicky apardt fyziky (gradient str. 139, divergence str. 145 a rotace
str. 146), kterd obsahuje prehled teorie ke gradientu, rotaci, divergenci a také
obsahuje napt. Gaussovu a Stokesovu vétu. Déle miizeme v knize nalézt fesené
ulohy. Stejné jako tomu bylo u jiz zminénych knih, i u této knihy lze predpokladat,

Co se tyce elektronickych zdroji, o diferencidlnich operatorech pojednavaji
i nékteré z jiz zminénych zdroju. Jednd se o zdroj [9] (Matematickd analjza), 8]
(Aplikovand matematika) a [11] (Multimedidlni kurz z aplikované vyssi matema-
tiky). Zatimco prvni dva zdroje by se daly zhodnotit podobné jako u integralu
IT. druhu, tfeti ze zminénych elektronickych zdroji obsahuje kromé piehledu teo-
rie (ve stejném formatu jako u integrali) i mnoho prikladi k procviceni s fesenim,
coz u integralt II. druhu chybélo.

Dalsi elektronicky zdroj zabyvajici se operdtory je pdf dokument [I5] s néa-
zvem Diferencidalni operatory vektorové analyzy, ktery ma podobu uc¢ebniho textu,
jehoz nejvyraznéjsi prednosti je prehlednost (véetné dodrzovani bézného mate-
matického znaceni) a srozumitelnost vykladu. Text mimo jiné obsahuje prehled
teorie, shrnuti zasadnich informaci z dané kapitoly, otazky pro ctenare, fesené
priklady, ale i dlohy pro samostatné reseni. Za nedostatek lze povazovat to, ze
jsou operatory zavedeny pomoci jejich souradnicového tvaru v kartézské soustavé
soutadnic. Jsme totiz ochuzeni o obecné vyjadieni souradnicového tvaru diferen-
cidlnich operatorti, z kterého pak jednoduse vyplyva i vyjadreni pro kartézskou
soustavu souradnic. Dale se také autor pti vykladu divergence, resp. rotace od-
kazuje na Gaussovu, resp. Stokesovu vétu, o kterych vsak text samostatné ne-
pojednava a ani vyslovné neodkazuje na literaturu, kde bychom si mohli danou
problematiku nastudovat.

Prezentace [17] s ndzvem Zdklady vektorové analjzy se rovnéz zabyva diferen-
cidlnimi operatory. Obsahuje prehledny soupis teorie, véty (nékteré i s dikazy),
priklady a obrazky ilustrujici danou problematiku. Prinosné je také obcasné po-
uziti konkrétniho prikladu (napt. u divergence se na vektorové pole pohlizi jako
na tekutinu). Nedostatkem prezentace je nejednotnost pii znaceni vektori. Autor
pracuje pouze v kartézské soustavé souradnic.

Elektronicky zdroj [18] (Pocetni praktikum - Diferencidlni operdtory) je inter-
netova stranka obsahujici zakladni piehled operatoru s priklady (s klicem). Hlavni
vyhodou tohoto zdroje je to, ze obsahuje vyjadreni operatorti nejen v kartézskych,
ale i cylindrickych a sférickych souradnicich. Nevyhodou textu je zavedeni opera-
tort pouze pomoci symboliky s ,vektorem“ 6, tj. chybi predstava jak operatory



,vznikly“. Tento zdroj tak zfejmé nepostaci pro studium diferencialnich opera-
tortd, ale je velice dobrym prehledem dulezitych informaci tykajicich se tohoto
tématu.

Metody vyhledavani elektronickych zdroja

Elektronické zdroje, jak pro ktivkovy a plosny integral II. druhu, tak pro
diferencidlni operatory, byly vyhleddvany v rozmezi tii dna (od 31. 7. 2020 do
2. 8. 2020). Pouzival jsem zejména vyhledavace Google a Seznam. Do téchto vy-
hledavacii jsem zadaval klicova slova jako krivkovy integrdl druhého druhu, plosny
integral, operdtory gradient, operdtory divergence, operdtory rotace nebo diferen-
cialni operatory. Pro kazdy ze zadanych vyrazi bylo projito priblizné prvnich
dvacet odkaz.



1. Krivkovy integral II. druhu

Krivkovy integral II. druhu je cenny aparat matematiky, ktery nalezne hojné
vyuziti zejména ve fyzice. Poprvé se s timto integralem clovék pravdépodobné
potka uz v ramci mechaniky v souvislosti s praci. Neni to vSak pouze mechanika,
kterd krivkovy integral II. druhu pouziva. Tento druh integralu nalezne uplatnéni
naprt. i v elektiiné a magnetismu, a to tfeba pri vypoctu elektrostatického poten-
cidlu z elektrické intenzity nebo v souvislosti s Ampérovym zdkonem celkového
proudu.

Diky tomuto integralu jsme schopni integrovat vektorové velic¢iny (resp. vekto-
rova pole) po prostorové kiivce splnujici urc¢ité podminky. Narozdil od nékterych
jinych druht integrala tak nemusime integrovat pouze po tsecce ¢i primce a na-
vic se v integralu objevi veli¢ina, ktera neméa pouze velikost, ale i smér. Treba
u vypoctu prace tak nebude potieba uvazovat pouze primocary pohyb hmotného
bodu, na néjz pusobi konstantni sila, ale budeme jiz schopni pracovat se zaktive-
nou trajektorii a silou, kterd bude zavisla na poloze, tj. budeme uvazovat velice
obecny pripad.

V této kapitole si postupné vysvétlime, proc se tento integral nazyva zrovna
kiivkovym II. druhu, zamérime se na jeho definici, grafické znazornéni a zejména
si ukazeme jak integral vypocitat.

To, ze se integral nazyva krivkovy, neni prekvapenim, protoze jiz vime, ze
budeme integrovat po prostorové kiivce. Souslovi ,II. druhu“ tiké, ze budeme
integrovat vektorovou funkei (narozdil od integrali I. druhu, kde integrujeme
skalarni funkci). Nabizeji se tak otazky:

» Co je to vektorova funkce?

o Co presné budeme povazovat za krivku a jaké podminky musi splnovat?

1.1 Vektorova funkce

Na tvod zminime, ze pojmy vektorovd funkce, vektorové pole a vektorovd veli-
cina vyjadiuji v podstaté totéz. Jak je znamo, rozdil mezi vektorovou a skalarni
veli¢inou je v tom, ze skalarni veli¢ina je charakterizovana pouze velikosti, kdezto
vektorova veli¢ina ma velikost i smér. V tabulce je pro ilustraci uvedeno né-
kolik prikladt skalarnich a vektorovych veli¢in.

’ skalarni veliciny H vektorové velic¢iny ‘

tlak sila

prace magnetickd indukce

teplota rychlost

hmotnost zrychleni

draha elektricka intenzita
gravitacni zrychleni

Tabulka 1.1: Priklady skalarnich a vektorovych veli¢in
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Oznacme wvektorové pole (funkci, velicinu) P. Pak pro toto vektorové pole
miizeme v roviné s kartézskou soustavou soufadnic napsat P = (P, P,), kde
P, je z-ova slozka pole Pa P, je jeho y-ova slozka. V prostoru pak obdobné
P= (P, Py, P,), kde P, je z-ové slozka tohoto pole.

Kromé toho budeme uvazovat vektorové pole ménici se s polohovym vekto-
rem 7, tj. P = P(7). Jingmi slovy, v kazdém misté kiivky, po které budeme
integrovat, mize mit pole P jinou velikost, ale i smér. Obecné tak kazda ze slo-
zek P,, P, a P, zavisi na soufadnicich z, y a z.

Uvedme priklady vektorovych poli:

o V pripadé homogenniho gravita¢niho pole miizeme povazovat za vektorové
pole gravita¢ni zrychleni g = (0, 0, — g), kde g je velikost tohoto zrychleni.
Pricemz uvazujeme, ze gravitacni zrychleni § mé smér zaporné poloosy z.

« V pripadé elektrického pole v okoli bodového naboje @ (ve vakuu) muzeme

za vektorové pole povazovat vektor elektrické intenzity E, pro néjz plati
vztah (odvozeni viz podkapitola [2.6):

E:(EQUE?J?EZ): Q 3'77: Q 3‘(9571%2):
driegr dmeg - (22 +y? + 22)2
_ ( Q- -z Q-y Q- =z )
Arteg - (22 + 12 4 22)5 dmeg - (22 4+ 42 + 22)2 dmeg - (22 + y2 + 22)2 )

kde 7 je polohovy vektor, 7 je jeho velikost rovnajici se vzdalenosti daného
bodu od bodového naboje (uvazujeme bodovy naboj umistény v pocatku
soustavy souradnic) a gy je permitivita vakua.

1.2 Krivka

Pod pojmem krivka si jisté kazdy intuitivné predstavi ¢aru, ktera muze byt
rizné zahnutd, pricemz tato ¢ara se obecné muze nachazet v prostoru, nikoliv
pouze v roviné. V nasem textu budeme kiivku znacit I' (¢teme: gama) a obvykle
budeme pracovat s jejim parametrickym vyjadirenim. Budeme-li chtit zavést kiiv-
kovy integral II. druhu, budeme uvazovat pouze krivky spliujici urcité podminky.
Vzpomeneme-li si na zavedeni k¥ivkového integralu I. druhu, tak tam jsme tyto
ktivky nazvali ,slusné vychované“ | Pojdme si nyni zopakovat, o co jde.

Co presné tedy budeme povazovat za ,slusné vychovanou kiivku*?

2Viz [2], str. 54.



Uvedme nejprve nékolik priklada ,slusné vychovanych krivek® vyjadrenych para-
metricky:

« Kruznice (o poloméru r, se stfedem v pocatku)

r = Tr-cos¢ (1.1)
y = r-sing, kde ¢ € (0, 2m) ’
« Ctvrt elipsy (s hlavni poloosou a, vedlej$i poloosou b a se stiedem v po-
catku)
r = a-coso
y = b-sing, kde ¢ € (0, %) (1.2)
« Sroubovice s polomérem a
T = a-cost
y = a-sint (1.3)

z = b-t,kdet € (—o0, + 00), b = konst.

Nyni uvedme priklady car, které za ,slusné vychované kiivky“ povazovat nebu-
deme:

 Graf funkce y = |z|

r = 1
y = |t|, kdet € (—o0, + 00) (1.4)
o Graf funkce y = |sin z
z = t
y = |sint], kdet € (—o0, + o0) (1.5)

Podivame-li se na priklady ,slusné vychovanych kiivek*“, zjistime, Ze se jedna
0 spojz'téﬂ cary. Tuto podminku vsak splnuji i grafy a , o kterych tvrdime,
ze ,slusné vychovanymi kiivkami®“ nejsou. Musi tak existovat dalsi podminky,
které ma ,slusné vychovana krivka“ splnovat.

Jednou z takovych podminek je hladkoszﬂ neboli spojitda diferencovatelnost.
To, ze je krivka hladké, nejjednoduseji pozname z obrazku. Zjednodusené feceno,
pokud se v obrazku nevyskytuji zadna mista, kde by vznikala ,Spicka“ nebo
yhrot“ tak je krivka hladka. Pravé tuto podminku nesplnuji uvedené priklady
¢ar, které slusné vychovanymi kiivkami“ nejsou. U grafu funkce y = |z| je
problémovym mistem bod [0,0]. Na intervalu (0, + oo) je totiz derivace funkce
y = |x| rovna ¢islu 1, ale na intervalu (—oo, 0) je derivace rovna ¢islu —1. Pro
z = 0 tak derivace neni definovana [l

3Pojem spojitost zndme z matematické analyzy, kde se hovoii mimo jiné o spojitosti funkce
f(z) v bodé a, pokud lim,_,, f(z) = f(a). Je-li pak funkce f(z) spojitd ve vSech bodech
defini¢ntho oboru, fekneme o ni, Ze je spojita. Vice se lze o spojitosti funkei doéist napt. v [5],
str. 355.

4V nékterych knihach (jako napt. v [3], str. 34) se lze doéist, ze hladkost souvisi se spojité
se ménici teénou ke krivce.

5Viz obrézek &.



y = ||

Obrézek 1.1: Graf funkce y = |z| a jeji derivace 3/

U grafu funkce y = [sin x| je pak problémovych mist nekoneéné mnoho. Jedna
se 0 body [k - m,0], kde k je celé ¢islo. Zminéné body u obou grafi jsou pro-
blémové, protoze v nich neexistuji derivace, a tedy nemtizeme mluvit o spojité
diferencovatelnosti.

Treti vlastnosti ,slusné vychovanych krivek® je to, ze se neprotinaji. Méjme
kiivku zadanou parametrickymi rovnicemi:

r = x(t)
y = y()
z = 2(b),

kde t je parametr z urcitého definicniho oboru (ozn. J). Pokud by se krivka
protinala, tak 3 t1,t, € J;t1 # to, pro néz plati, ze:

z(t) = x(t2)
y(t) = ylta)
z(t1) = z(tg).

Jediny bod priniku, ktery budeme tolerovat, je totoznost pocateéniho a konco-
vého bodu krivky. Tato vlastnost nam zaruci, ze uzaviené krivky, jako je napf.
kruznice, budeme moci povazovat za ,slusné vychované krivky“. Jednim z pri-
kladt car, ktera nebude ,slusné vychovanou ktivkou* kvili pozadavku neproti-
nani se, by byla ¢ara ve tvaru cisla osm.

V neposledni radé je vhodné vyloucit dalsi vyjimecnosti, tj. napriklad kiivku,
kterd by byla tvorena jednim bodem nebo krivku singulérniﬂ neboli kiivku, ktera
by se ,zastavila“ a poté ,Sla zpét“, tj. vytvorila by velice ostry hrot.

Prostorovou (poptipadé rovinnou) ,slusné vychovanou kiivkou* tak budeme
rozumét takovou mnozinu bodi prostoru (popfipadé roviny), Ze pro ni plati pod-
minka spojitosti, hladkosti, nedochézi k protnuti (kromé ptipadu, kdy je jedinym
bodem pruniku pocéatek a konec uzaviené kiivky) a také se nejednd o tzv. vyji-
mecnosti.

Je dobré si rovnéz uvédomit, ze kazdou rovinnou ktivku mizeme chapat jako
kiivku prostorovou (treti souradnici, vétsinou z, muzeme zvolit jako konstantu),
ale ne kazd4 prostorova kiivka je kfivkou rovinnou (napf. Sroubovice).

6Singularni kiivkou nazveme takovou kiivku, kterd obsahuje alespoil jeden singuldrni bod,
pfiéemz bod je singuldrni, pokud jim lze vést vice nez jednu tecnu k dané kiivce (viz [16]).



1.3 Zavedeni krivkového integralu II. druhu

Jak jiz bylo v ivodu kapitoly 1| zminéno, pravdépodobné prvni ptipad, kde
se ve fyzice s krivkovym integralem II. druhu setkdme, je pti vypoctu prace. Na
zakladni skole se bézné setkame se vzorcem pro vypocet prace W ve tvaru:

W=F-s, (1.6)

kde F' je velikost sily plisobici na téleso a s je draha, po které se téleso posunulo
pri ptsobenti sily F'. Na stfedni skole se pak setkavame se vztahem:

W =F-s-cosa, (1.7)

kde «a je uhel, ktery svirda vektor sily F se smérem pohybu. V obou vztazich
m i Je vsak nutny predpoklad, ze sila Fj je konstantni. Kdyby vsak tato sila
konstantni nebyla nebo by byla trajektorie zakfivenda, zminéné vzorce bychom pro
vypocet prace pouzit nemohli. Tento problém lze vsak jednoduse vytesit, pokud
zname kiivkovy integrdl II. druhu.

Meéjme hmotny bod, ktery se pohybuje po ,slusné vychované kiivce® I' a pti-
sobi na néj sila F tak, jak je naznaceno na obrazku . Nasim cilem bude urcit

z

/\*

> Y

Obrazek 1.2: Pisobeni sily na hmotny bod pohybujici se po kiivce

praci W vykonanou pri pohybu hmotného bodu po této kiivce pri ptisobenti sily F
kterd se méni s polohou, tj. F = F (7).

Pokud by nam nevadila jist4 nepfesnost pri urceni prace W, mohlo by nés
napadnout rozdélit kfivku I" na malé kousky (viz obrézek, na kterych by byla
sila F priblizné konstantni a zminéné kousky bychom mohli povazovat ptiblizné
za usecky. Bodim vymezujicim jednotlivé kousky kfivky bychom priradili ¢isla
1,2,...,N, kde N je jejich pocet. Kazdému kousku bychom dale priradili vektor
A7, =7 — 1, kde 7 a ;41 jsou polohové vektory bodii i a i+ 1, které vymezuji
dany kousek krivky.



Kdyz bychom chtéli priblizné vypocitat praci W; pti pohybu hmotného bodu
po kousku, kterému odpovida vektor Ar;, pri pusobeni sily F (7;), v podstaté
bychom vyuzili stredoskolsky vzorec pro vypocet prace. V nasem pripadé by
roli dréhy s hrala velikost ||A7;||, a tedy bychom dostali:

W; = F(7) - ||AT;]| - cos av. (1.8)

Vyraz F(7;)-|| AF;||-cos o viak nevyjadiuje nic jiného nez skalarn{ soucin F(7;) - AF;,
a tedy miizeme napsat:
W, = F(73) - AT, (1.9)

Pro vypocet priblizné hodnoty celkové prace W vypocteme diléi prace na vsech
kouscich krivky I' a tyto hodnoty sec¢teme:

w=> W, (1.10)

=1

pricemz séitdme pres N — 1 kousku kiivky I'. Ze vztahtu a pak plyne:
W =Y F(F) - A (1.11)

Jak jsme vSak nékolikrat zminili, na$ postup zahrnoval neptesnosti (pti déleni
kiivky I' na kousky), a tedy vysledek je pouze priblizny. Jisté bychom se vsak
shodli, ze pokud bychom kousky, na néz délime ktivku I', zmensSovali, tj. pocet
kouskit N — 1 (a tedy i pocet délicich bodu N) by se zvétSoval, presnost naseho
vysledku by se také zvétsovala. Pravé z této ivahy plyne presny vztah pro praci:

= lim ZF ) (1.12)

N—>oo -1
Je zvykem, Ze vyraz limpy .o S " F (7;) - A7; nazyvame krivkovym integrdlem
II. druhu sily F'(7') po kiivce I' a formalné jej znacime jako

Plati tedy:
N—
W:/ﬁ( -dF = lim Z () - AF;. (1.13)

N—o0 =1

T

Celou problematiku kiivkového integralu II. druhu jsme si tak vysvétlili na
piikladu prace, kdy jsme dospéli k integralu sily F(7). Uvédomme si viak, Ze
misto sily mizeme v kiivkovém integralu II. druhu pracovat s témér libovolnou
(definovanou) vektorovou veli¢inou (resp. polem) ﬁ(?) a tedy, ze lze obecné
napsat:

N—1
/P(r) -dr = ]\}1_{%0 122:1 P(7;) - A7 (1.14)
r

"Takovym vektorovym polem miize byt napf. vektor elektrické intenzity E pri vypoctu
elektrického napéti nebo vektor magnetické indukce B pii formulaci Ampérova zakona celkového
proudu.



coz je vztah, ktery budeme povazovat za definici ktivkového integralu II. druhuﬁ

Vyhoda definice spociva v tom, Ze z ni jednoduse vycteme, jak integral
,vznikl“. Vyraz s limitou vSak neni vhodny pro praktické pocitani kiivkového
integralu II. druhu v konkrétnich dlohach, a tak budeme muset odvodit vztah
pro vypocet tohoto integralu. Hledany vztah vsak pomérné jednoduse vyplyne

v podkapitole [T.4]

1.4 Vztah pro vypocet krivkového integralu
II. druhu

Pro vypocet kiivkového integralu II. druhu bude vyhodné pracovat s parame-
tricky zadanymi kiivkami, tj. z-ova, y-ova i z-ova soufadnice budou zavislé na
n&jakém parametri’] z daného intervalu. S pifklady takto zadanych kiivek jsme
jiz pracovali v podkapitole [1.2]

Uvazujme krivku I zadanou rovnicemi:

x = xz(t)

y = () (1.15)
z = z(t), kdet e J,

pricemz t je parametr a J je definiénim oborem pro tento parametr (typicky
J = (c, d)).

Vyjdéme z definice ktivkového integralu II. druhu a zaméime se na ska-
larni souc¢in z pravé strany definicniho vztahu. Pro néj mizeme napsatm

P(7) - AF; = (Py(7), Py(7), Pu(7)) - (Azy, Ays, Az) =

Pti préaci s parametricky zadanymi kifivkami bude vyhodné dostat do vztahu|l.16

parametr ¢, presnéji jeho zménu At. Proto vynasobme vztah virazem &% tj.

At
¢islem jedna ve specialnim tvaru:

L. Az L Ay L Az

8Poznamenejme, %e v nékteré literatuie (napi. [3], str. 43) lze nalézt definici kiivkového
integralu II. druhu na zakladé souvislosti tohoto typu integralu s kiivkovym integralem I. druhu.
Touto souvislosti se budeme zabyvat v podkapitole [[.7] Dalsi moznosti, jak kiivkovy integral
II. druhu definovat, je pomoci vztahu pro vypocet tohoto integrélu (jako napt. v [I1], ¢ast 11.3),
o kterém pojednava podkapitola

9Casto byva ve fyzice parametrem ¢as, coz je také diivod, pro¢ obvykle v textu pouzivime
pro jeho oznaceni pismeno t. Parametrem vSak mohou byt i jiné veli¢iny, napt. tihel a.

10Vychazime ze stiedoskolské definice skaldrniho soucinu dvou vektord # a @ ve tvaru
@ -7 = ujvy + ugva + usvs, kde 4@ = (u1, ug, uz) a ¥ = (v, va, v3).



Dosadme tento vztah do definiéniho vyrazu pro kiivkovy integral II. druhu (viz

vztah |1.14)):

A}l_lil)o ; P(7;) - AF; =
. = . AZL‘, N Ay,- R AZZ
= ]\}1_151)0 z:Zl (Pw(r,») Ve P,(75) - AT P,(7;) - At) - At. (1.18)

Nyni provedme limitni pfechod. Budeme-li zvétsovat pocet délicich bodi na
kiivce I', budou se zmensovat jednotlivé tseky odpovidajici vektoraim A7; (tedy
Ax;, Ay; 1 Az; se budou zmensovat), a tak intuitivné citime, Ze se i At musi
zmensovat (pujde k nule). Mizeme tak napsat:

o Nl VAN L. Ay L Az
2 (Px(”)' Ap TRy ) At) A=
d
. dz 5 dy . dz
= [ (Pe(0) -+ R0) -+ P | dty (1.19)

t=c

pricemz c a d jsou krajni hodnoty intervalu J (viz vztah [L.15]), tj. defini¢niho
oboru pro parametr t. Podivame-li se na rovnost [1.19] zjistime, Ze se ze sumy stal
. ’ ne Az, Ay Az; : de dy dz
integral, z At se stalo dt a z podili A A ar e staly de'zrlvace; at> atv
Posledni zmitiena ,preména® souvisi s tim, Ze napf. derivace G v bodé a je
definovana jako{M]

dz(a) .. x(t) — x(a)
I = lim — (1.20)

Stadi si uvédomit, ze x je funkei parametru t. Oznac¢me z(t) —x(a) jako Az at—a
jako At. Bude-li pak ¢ velmi blizko a, mizeme napsat:

dz(a) . Az
dt At

(1.21)

Tuto piibliZnou rovnost miizeme také odvodit z obrézku [I.3] na némz je znézor-

néna zavislost x na t. Derivace v bodé a mé vyznam smérnice teény grafu funkce

r = x(t) v tomto bodé. Smérnice je ale také rovna tangenté smérového thlu,
;. Ve v v v x(t)fgc(a) _ M

ktera je piiblizné rovna poméru =-—-=~ = Z7.

i
Oznacme i—f =1, % =19y a % = 2/, pak lze prepsat vztah na tvar:

/13(?) i = /(Pm) A PRy + PRt (1.22)

Pravé vztah bude velice uziteény pro vypocet kiivkového integralu II. druhu
v ulohach.

Hviz [1], str. 32.



Obrézek 1.3: Odvozeni smérnice teény

1.5 ReSené tlohy na kiivkovy integral II. druhu

Uloha ¢&. 1:

Vypoctéte krivkovy integral II. druhu vektorového pole P = (x +y, y*, x2) po
elipse lezici v roviné z = 2 s hlavni poloosou délky 5 a vedlejsi poloosou délky 3.
Hlavni osa elipsy je rovnobézna s osou x, vedlejsi osa elipsy je rovnobézna s osou y
a stred elipsy lezi na ose z. Elipsu budeme ,probihat“ proti sméru hodinovych
rucicek.

Resen:

Nejprve napiseme parametrické rovnice zadané elipsy:

x = DHcoso
y = 3sing
z = 2,

kde ¢ € (0, 27). P¥i vypoctu budeme vychazet ze vztahu Vypoctéme nejdiive
potiebné derivace:

= jm = —5sing, 3y = j?; =3cos¢, 2 = g; = 0.

Nyni se zaméime na vektorové pole:
P= (x +y, 3, v2) = (5cos ¢ + 3sin ¢, (3sin¢)?, 5cos ¢ - 2).

Zmame tedy vse potrebné, a tak dosadime do vztahu [1.22}

27
/ﬁ(f).df: /(Px~x’+Py'y/+Pz~z/)d¢:
T $=0

= /[(5cos¢+3singz5) - (=5sing) + (3sin¢)? - 3cos + 5cosg - 2-0]dp =

¢=0



21

= /(—25 cos ¢sin ¢ — 15sin? ¢ + 27sin® ¢ cos ¢) d¢ =

$=0
2 o 2
= —25 / cos ¢sinpdp — 15 / sin® g d¢ + 27 / sin® ¢ cos o dop =
$=0 $=0 ¢=0
2 o sin 27t
- —225 / sin 2¢ de — 15 / 1_62082¢d¢+27 / $ds =
$=0 ¢=0 s=sin0

25 15
= Z(cos(47t) —cos0) — 15w + Z(sin(47‘t) —sin0) + 0 = —15m.
V predposlednim tadku byla pouzita u tretiho sc¢itance substituce s = sin ¢.
Ktivkovy integral II. druhu ze zadaného vektorového pole P po zadané elipse je
roven — 157t

Uloha ¢&. 2:

Vypoctéte kiivkovy integral II. druhu vektorového pole P= (2, y3, ) po tsecce
AB, kde A =1[2,2,1] a B = [8,5,2].

Regent:

Pro vypocet budeme potiebovat znat parametrické vyjadreni isecky AB. Nejdiive
tedy vypoctéme smérovy vektor usecky: @ = B — A:

=852 —[2,2,1] = (6, 3, 1).
Nyni napisme parametrické rovnice usecky AB :E

r = 2406t
y = 243t
z = 14t, kdete(0,1).

Pri vypoctu integralu budeme opét vychazet ze vztahu Spoctéme potiebné

derivace: q q q
/ x / y z
a VT w at

V neposledni fadé potrebujeme vyjadrit vektorové pole P pomoci parametru t:

x 3,7

=

P=(z,y% 2)=(1+t, (2+3t)° 2+ 6t).
Zmname tedy vse potiebné, a tak mtzeme dosadit do vztahu [1.22}
1

/ﬁ(?)-d?: /(P$-x'+Py-y’+Pz-z’)dt:

r t=0

[(1+t)-6+(2+3t)° 3+ (2+6t)-1]dt =

t

(324 120t + 162t 4 81#%)dt =

L~
L— .

t

12Vice se lze o parametrickém vyjadieni pifmky, resp. tisecky doéist v [19], str. 66.



1

1 1 1
:32/dt+120/tdt+162/t2dt+81/t3dt:

t=0 t=0 t=0 t=0
1 1 1 665
=32-(1-0)+120- <2—0> + 162 - <3—0> +81- (4—0> 272166,25.

Ktivkovy integral II. druhu ze zadaného vektorového pole P po zadané tsecce
AB je roven 166,25.

Mnoho obdobnych tloh k procvi¢eni 1ze nalézt napt. ve skriptu [4] v sekei C/KI-
—2-5 nebo v [6], str. 26, kde jsou k nalezeni feSené tlohy.

1.6 Konzervativni vektorové pole

S konzervativnim vektorovym polem se pomérné casto setkavame ve fyzikal-
nich prednaskach. Mizeme o ném slyset pri zavedeni potencialni energie (nebo
obecné pii zavadéni skaldrnich potencidli), ale napriklad i v souvislosti s elek-
trostatickym polem. Co to ale znamena, Ze je vektorové pole konzervativni?

O vektorovém poli budeme rikat, Ze je konzervativni, jestlize krivkovy integrdl
1I. druhu pro toto pole nebude zdviset na tvaru krivky, po které integrujeme, ale
pouze na jejim pocdtecnim a koncovém bodé.

7 podkapitoly jiz vime, ze praci W vykonanou pfi premistovani objektu
po ktivce I' pti ptisobenti sily F vypocteme jako:

W = /13 dr. (1.23)
r

Uvazujme pohyb v homogennim tihovém poli, pak sila ptisobici na kazdé téleso
je sila tihova, ktera ma pii obvykle voleném systému souradnic tvar:

ﬁG: (07 Oa _mg)>

kde m je hmotnost télesa a g je velikost tithového zrychleni. Praci tak v tomto
pripadé vypocteme jakof—_gl

W = /ﬁg- dr. (1.24)
r

Nejprve zkusime vypocitat praci W vykonanou tihovou silou F ¢ pusobici na
hmotny bod pohybujici se po dvou riznych kiivkidch I' (isecce a ¢tvrtkruznici,
viz obrazek [L.4) spojujici body A = [0,0,0] a B = [2,0,2].

Jako prvni provedeme vypocet prace pro pohyb po tsecce (z bodu B do
bodu A). Smérovy vektor usecky urc¢ime jako @ = BA=A-B= (—=2,0, —2).
Zmame-li smérovy vektor, mizeme jiz napsat parametrické rovnice tsecky BA:

r = 2-—2t
y = 0
2 = 2-2t ,kdete(0,1).

13Budeme poéitat préici, kterou vykond tihova sila plisobici na téleso.



™
A 2 x

Obrazek 1.4: Body A a B propojené useckou a ¢tvrtkruznici

Vypoctéme nyni praci W s vyuzitim vztahu [I.24}

1
W—/ﬁg~d?—/(FGm~x/+FGy-y/+FGZ'z/)dt—
T =0
1 1
= /[0 (=2)+0-0+4+ (—mg) - (—2)]dt = /ngdt = 2myg.
=0 =0

Jako druhy provedeme vypocet prace pro pohyb po ¢tvrtkruznici lezici v ro-
viné zz (z bodu B do bodu A). Z obrazku|1.4|je vidét, ze stted piislusné kruznice
je v bodé [2,0,0] a jeji polomér je 2. Muzeme tak zapsat parametrické rovnice pro
tuto kiivku{™

xr = 2cost+2

y =0
z = 2sint , kde t € (3, m).
Krajni hodnoty intervalu pro parametr ¢ vyplyvaji z obrazku (1.4
Spoc¢téme pro tuto kiivku praci W dle vztahu [1.24}

us

W:/ﬁg'dF: /(FGw'iL‘/+FGy'y/+FGZ-Z/)dt:
r

t=3
= / [0-(—2sint) +0-0+ (—mg) - 2cost]dt = / (—2mgcost)dt =
=z 1=z

T
= —2mgsin Tt + 2mgsin 5= 2mg.

7 uvedenych vypocta prace je tak vidét, ze vysledek vysel pro obé  krivky*
(usecku i ¢tvrtkruznici) stejné. Tedy nezélezelo na tom, po které kiivce integru-
jeme. Vypada to, ze krivkovy integral II. druhu skutecné zavisi v tomto pripadé

140 spravnosti parametrického vyjadieni nasi étvrtkruznice se miizeme prevédcit tak, Ze u -
ové soutadnice prevedeme c¢islo 2 na levou stranu rovnice, poté umocnime prvni a treti parame-
trickou rovnici nadruhou a seéteme je. Dostaneme tak stfedovou rovnici kruznice o poloméru 2
a stfedu v bodé [2,0,0].



pouze na pocatecnim a koncovém bodeé krivky. V pripadé homogenniho tihového
pole by to takto dopadlo pro libovolnou krfivku z B do A. Toto pole je tedy
skutec¢né konzervativni.

Ekvivalentne lze tordit, Ze krivkovy integral II. druhu vypocteny pro konzerva-
tivni vektorové pole po uzavrené krivce je nulovy.

V souvislosti s konzervativnim polem se ¢asto mluvi o jiz zminéném homo-
gennim tithovém poli (kde vektorové pole tvori tihova sila, resp. tihové zrychleni)
nebo také o homogennim elektrostatickém poli (kde vektorové pole tvoii elek-
trickd intenzita).

1.6.1 Zavedeni potencialu

UvaZzujme situaci zndzornénou na obrazku [I.5] Oznacme kiivkovy integral

2

Obréazek 1.5: Schéma k vysvétleni vlastnosti konzervativniho vektorového pole

I1. druhu konzervativniho vektorového pole P vypocteny pro krivku I'y vedouci
z polohy 0 do polohy 1 jako . Tedy:

I = /13 dr, (1.25)

IN]

po ktivce I' vedouci z polohy 1 do polohy 2 jako I, tj.

I= /ﬁ d7 (1.26)

r

a po krivce I's vedouci z polohy 0 do polohy 2 jako I, tj.

L= /13- dr. (1.27)

Iy

Polozme si nyni otazku, jak bychom mohli pfemistit néjaké pomyslné téleso
z polohy 0 do polohy 2 s vyuzitim kfivek ', I'; a I'y. Existuji pravé dvé moznosti.
Bud budeme téleso rovnou presouvat po kiivce I'y, anebo nejprve presuneme
téleso z polohy 0 do polohy 1 po kfivce I'; a poté z polohy 1 do polohy 2 po
kiivce I'. Jelikoz uvazujeme konzervativni vektorové pole, kde vysledek kiivkového



integralu II. druhu nema zaviset na ,cesté“ mezi polohami 0 a 2, mizeme napsat:

/ﬁ-ﬁ+/ﬁwﬁ=/ﬁdﬁ (1.28)

Fl r F2

S vyuzitim vztahu a muzeme vztah prepsat do tvaru:

/ﬁ.ﬁz/f-ﬁ—/ﬁ.@:@—h. (1.29)

r s I'

7 uvedeného plyne, ze krivkovy integral II. druhu z vektorového pole P po
kiivce I' zavisi pouze na hodnotach I, a Iy, coz jsou skalary. Diky této vlast-
nosti konzervativniho pole mizeme definovat skalarni veli¢inu ¢, kterou budeme
nazyvat potencidl. Potenciél ¢(7;) v bodé, jemuz piislusi polohovy vektor 7;, de-
finujeme jako:

wm:—/ﬁwm (1.30)
r;
Pak muZeme piepsat rovnost do podoby:

/ B dr = o) — o(fy), (1.31)

r

kde ¢(7) je potencial v poc¢ateénim bodé 7 kiivky I' a ¢(7%) je potencidl v kon-
covém bodé 7, kiivky I'[]

Prikladem potencidlu ¢ mize byt napiiklad potencidlni energie (tthového
pole), kterou obvykle znac¢ime VB nebo potencidl elektrostatického pole, ktery
(stejné jako ,obecny“ potencidl) znacime gom

1.6.2 Vztah mezi konzervativnim vektorovym polem a po-
tencialem

Pfi odvozen{ vztahu vyjdeme ze vztahu [I.31] Nejprve si vSak musime uvédo-
mit, ze kdyZ méme kfivku I" parametrizovanou pomoci parametru ¢ € (¢, d), tak
71 = 7(c) a 7y = 7(d), pficemz ¢ je hodnota parametru ¢ odpovidajici pocatec-
nimu bodu krivky I' a d je hodnota parametru ¢ odpovidajici koncovému bodu
kiivky F.ﬂ Muzeme tak provést preznaceni: p(71) = ¢(c), ¢(72) = ¢(d). Popsana
situace je rovnéz vidét na obrazku [1.6]

157 wvedeného vyplyva, ze ¢(71) = —1I1 a p(72) = —Is.

16Potencialn{ energie v bodé s polohovym vektorem 7 je definovand (viz [20], kapitola Dyna-
mika hmotného bodu II, str. 14) jako V(7) = Vj — f;o F(R) - dR, kde F je konzervativni sila
a Vp je hladina potencialni energie v misté, jemuz piislusi vektor 7.

1"Potencial elektrostatického pole v bodé s polohovym vektorem 7 je definovan (v souladu se
vztahem 1.56 v [21]) jako o(F) = ¢¢ — f;; E - dR, kde E je vektor elektrické intenzity a g je
potencidl v bodé, jemuz prislusi vektor 7.

18T plyne z toho, 7e pro polohovy vektor 7 probihajici kiivku I' obecné plati: # = (z, y, 2) =
= (x(t), y(t), z(t)) = 7#(t). Napf. pro t = ¢ tak dostaneme 7(t) = 7(c) = (z(c), y(c), z(c)), coz
je poloha pocateéniho bodu kiivky I', jemuz jsme dosud prifazovali polohovy vektor 7.



Obrazek 1.6: Znazornéni situace pro odvozeni vztahu mezi konzervativnim vek-
torovym polem a potencidlem

Pro urc¢ity integrél plati tzv. Newtoniv-Leibnitzuv vzorec ([3], str. 49):

/ F(t)ydt = F(d) — F(c), (1.32)

kde F' je primitivni funkce k funkci f. Plati-li tento vztah, tak musi jisté platit
1 rovnost:

/ L pwyat = Fd) - Fo) (1.33)

Podivame-li se na pravou stranu vztahu pro vypocet krivkového integralu
I1. druhu , zjistime, ze se jednd o integral, ve kterém se integruje podle
proménné t. Kdyz bychom integrand (P, - 2’ + P, -y’ + P, - 2’) oznadili jako f(t),
dostali bychom integral z levé strany vztahu [1.32] MtZeme tak napsat:

/ F(t) dt = / (Pu() - o + P)(F) -/ + P.(F) - ) dt. (1.34)

—

Vime, 7e integrdl z pravé strany tohoto vztahu je roven integralu |, 15(?) - dr,
ktery je dle vztahu roven rozdilu ¢(71) — ¢(73). Mizeme tak napsat:

/d fOdt = [ P47 = o) - olr)

Porovndme-li tento vztah s obecnym vztahem [1.32] zjistime, Ze ¢(71) = ¢(c) =
= —F(c) a p(r2) = p(d) = —F(d). Z této skutecnosti a vztahu pak rovnou
plyne:

- [ Gettdt= [ P a7 = o) - (7). (1.35)



Prepiseme-li integral fr P (7) - dF podle vztahu , dostaneme rovnost:

d d
—/dtgo(t)dt:/(sz’jLP J + P, 2)dt. (1.36)
t=c t=c

Vsimnéme si, ze v obou integralech integrujeme podle téze proménné a meze obou
integralt jsou také shodné. Ma-li tak platit rovnost mezi témito integraly, musi
se rovnat jejich integrandy:
de(t) dz dy dz
-~ =P -2 +P,-y+P,-2=P,-—+P,-—+P,- 1.37
at vy a v PR
Nyni si musime uvédomit, ze ¢(t) = p(z(t), y(t), z(t)), z cehoz plyne tvar deri-
vace:

de(t) 0p dx 0p dy OJ¢ dz
kA ST Tt i A Tt sy 1.
dt Or dt + Jy dt + 0z dt (1.38)

Propojenim vztahi a dostavame:

dp dxr 0Od¢ dy 0J¢ dz dx dy dz
- — P, P, - P
( a T T w

Oor dt 0Oy &—i_@z dt

a po uprave:

oy dx dp dy Oy dz
(%JrP) dt+<8y+P> +<az P, g = 0. (1.39)

Jelikoz chceme, aby rovnost platila pro kazdou ktivku I', tj. nelze obecné
zarucit nulovost vsech derivaci ‘é—f, %, %, musi byt tudiz nulové vyrazy ve vsech
zavorkach, z ¢ehoz plyne:

P, =- P, =——— P =— 1.40
ox v dy 0z ( )
nebo také: 9o Do B
= Y oY op
p= (P, P, P, g 9y 97 1.41
(PP P = - (52,55 5F) (1.41)
Poznamenejme, ze vyraz (gi, g“;, g‘ﬁ) 1ze rovnéz zapsat jako grad ¢ nebo V.

Pak lze jesté prepsat vztah [1.41] - do finalni podobyﬂ
P = —grad ¢. (1.42)

1.6.3 Poznamka ke konzervativhimu vektorovému poli
Poznamenejme, Ze plati ekvivalence ([3], str. 49):
Vektorové pole P je konzervativni < rotP = o, (1.43)

kde rotP je rotace vektorového pole f’, o niz pojednava podkapitola . Prave
vlastnost je velmi uzitecnym kritériem pri rozhodovani o konzervativnosti
vektorového pole.

190znaceni grad ¢ ¢teme gradient potencidlu . Gradientu se budeme potrobnéji vénovat

v podkapitole



1.7 Krivkovy integral II. druhu v kontextu dal-
sich integralt

V této podkapitole se budeme zabyvat souvislostmi kiivkového integralu II. dru-
hu s ostatnimi typy integralti. Prvni, co nas asi napadne, je souvislost s kiivkovym
integralem I. druhu. Jisté je zde souvislost v tom, Ze integrujeme po orientované
krivce. Ale mohli bychom napriklad néjak jednoduse prejit od kfivkového inte-
gralu II. druhu ke k¥ivkovému integralu I. druhu?

Nejprve si musime uveédomit platnost rovnosti:

—»

A7 = = - 7] = ==
IId | IId I

ds, (1.44)

pricemz ds je délka nekonecné malého obloucku a ||d7|| je velikost (délka) vek-
toru d7 prifazeného tomu samému obloucku (viz obrdzek [L.7). Jelikoz se bavime
o nekonecné malych velikostech, je jasné, Ze se tyto hodnoty budou rovnat, tj.
ds = ||d7||. Vzéjemné souvislosti jednotlivych vyrazil ze vztahu[1.44] jsou schema-
ticky znazornény na obrazku [1.8|

ds

dr

Obrazek 1.7: Vektor d7 prirazeny obloucku délky ds

Obrézek 1.8: Zndzornéni vztahu [1.44

Se znalosti vztahu [1.44] pak jiz miizeme jednoduse napsat vztah mezi kiivko-
vym integralem II. druhu a I. druhu:

. L d7
P-dF:/P ds—/Pds. 1.45
/F 147 L (1.45)

*II jednotkovym tecnym vektorem ke ktivce I' v daném misté,

Jelikoz je vektor T d

tak skalarni soucin P - -4%

IId*H
obrézek . Sou¢in P - Tar] d A obvykle zna¢ime F;.

Ktivkovy integral I1. druhu souvisi také s plosSnym integralem II. druhu. V obou
pripadech integrujeme vektorovou funkci. Rozdil je vsak v tom, ze u kiivkového
integralu II. druhu integrujeme po ktivce I'; kdezto u plosného integralu II. druhu
integrujeme po plose X..

ma vyznam prumétu vektoru P do sméru tecny (viz



Obrézek 1.9: Pramét vektoru P do sméru tecny ke kiivce I’

1.8 Vyuziti krivkového integralu II. druhu ve fy-
zice
Prace

O souvislosti prace W a kiivkového integralu I1. druhu bylo jiz mnoho napsano
v podkapitole [I.3] Zkusme nyni odvodit ze vztahu vztah [I.6] ktery zndme
ze zakladni skoly. Omezime se tedy na jednorozmérny pripad, napi. budeme uva-
zovat pohyb ve sméru kladné poloosy z, a to od pocatku do vzdalenosti s. Na
hmotny bod bude piisobit sila F' = (F,0,0), kde F' je konstanta (jak je naznaceno
na obrazku . Pak miuzeme napsat:

—

———

Obréazek 1.10: Pisobeni konstantni sily na hmotny bod pohybujici se po tseéce

S

W:/ﬁ-dF:/(F,0,0) -(d:v,dy,dz):/Fdx:F/dx:F-s. (1.46)

r r 0 0

Vidime tedy, ze ,zakladoskolsky“ vztah pro vypocet prace skutecné
vyplyva z obecného vztahu pro vypocet prace , pokud se omezime na situaci
popsanou vyse. Z obecného vztahu [I.13|rovnéz vyplyva ,stiedoskolsky“ vztah[L.7]
ktery uvazuje konstantni silu F' v obecné odli$ném sméru. Diky definici skalarniho
soucinu vime, ze staci vynasobit vyraz F' - s prvkem cos «, kde « je thel, ktery
svird sfla F se smérem pohybu.

Vztah mezi silou a potencialni energii

V oddilu jsme odvodili vztah mezi konzervativnim vektorovym polem P
a tzv. potencidlem tohoto vektorového pole ¢, viz vztah [1.42]



Pokud bude vektorovym polem konzervativni sila F', pak ze vztahu a
plyne, Ze potencial bude souviset s praci. Zvedame-li napriklad téleso v homo-
gennim tihovém poli z hladiny nulové potencidlni energie na hladinu potencialni
energie o hodnoté V', tak prace W, kterou jsme vykonali, bude stejna jako hod-
nota potencialni energie V.@ Potencialem vektorového pole tak bude potencialni
energie, a muzeme tedy vztah prepsat do podoby:

F = —grad V. (1.47)

Pro homogenni tihové pole je sila F' rovna soudinu m - g, kde m je hmotnost
télesa, na které sila F pusobi, a ¢ je intenzita homogenniho tihového pole, které
obvykle tikdme tihové zrychleni. Kdyz bychom tento soucin dosadili za F do
vztahu [1.47) a nasledné ho vydélili hmotnosti m, dostali bychom:

v
g = —grad —, (1.48)
m
tedy vztah, ktery dava do souvislosti intenzitu ¢ s potencidlni energii Vﬂ

Vztah mezi elektrickou intenzitou a elektrostatickym potencidlem

Z mechaniky zndme vztah [I.47] ktery vyjadiuje vztah mezi silou a potencidlni
energii. Pripomenme vztah pro elektrostatickou silu:

F=Q-F,

kde @ je elektricky naboj ¢astice, na kterou plisobi sila F ,a E je vektor elektrické
intenzity. Dale pripomenme vztah

V:QQO,

kde V je potencidlni energie (jejiz velikost je rovna velikosti prace W konané
od mista, kde je potencialni energie nulova, do mista, jemuz prislusi potencialni
energie V') a ¢ je elektrostaticky potencidl. Pak muzeme napsat:

Q-E=F=—grad V = —grad (Q - o). (1.49)

V analogii se vztahem [1.41} resp. lze prepsat oznaceni grad(Q - ¢) na tvar

(8(?;0)’ 8(%@), a(gf))‘ V tomto vztahu se vyskytuji parcidlni derivace. JelikoZ

naboj () nezavisi na poloze, tj. na x, y, z, lze @ vytknout z kazdé parcidlni
derivace, a tedy i pred gradient@ Dostavame tak rovnost:

Q-E=—-Q-grad ¢, (1.50)

kterou lze jesté zjednodusit na tvar:

E = —grad . (1.51)

20 Jak prace, tak energie maji jednotku joule.

21 Jelikoz je gradient sloZen z parcidlnich derivaci a hmotnost m je konstantou, miZeme ji
,vtahnout“ do gradientu.

22Gradientem a jeho vlastnostmi se budeme podrobné zabyvat v podkapitole Alternativné
bychom mohli k tomuto problému pristupovat tak, ze vztah @ - E = —grad (Q - ¢) odpovidd
vyrazu (viz Q- -p=— fr Q - E - d7, z néhoz @ muzeme vytknout a zkratit s @ na levé

strané rovnosti.




Uloha tykajici se potenciélu

Vypoctéte potencial pro pole bodového naboje ) ve vakuu, vime-li, Ze pro
velikost elektrické intenzity plati vztah (odvozeni viz podkapitola :

@ (1.52)

47'[607‘2 ’

kde r je vzdalenost od bodového naboje Q).

z

Obrazek 1.11: Schéma k tloze tykajici se potencialu

Resen:

Vyjdeme ze znalosti velikosti elektrické intenzity v zdvislosti na vzdalenosti (vztah
. Jelikoz vime, ze vektor elektrické intenzity F ma radidlni smér (tj. smér
kolmy k pomyslné kulové plose ¥ kolem naboje Q; viz obréazek[1.11)), tak muzeme

napsat:
EFE=——. - 1.53
dmegr? 1 (1.53)
kde g je jednotkovy vektor ve sméru polohového vektoru 7. Vztah mezi vektorem

elektrické intenzity Ea potencidlem ¢ vyjadiuje kromé vztahu m také Vztah:

3
¢:—/E~M, (1.54)

kde @ je polohovy vektor bodu s nulovym potencidlem a b je polohovy vektor
bodu, ve kterém chceme urcit potencial. Dosadime vyraz do vztahu [1.54
a dostaneme :

1 R

Q o o
— AR = — — . 4R
v Ane B2 R ine, | B2 R

| 531

23Vztah plyne ze vztahi 1.55 a 1.56 v [21].



Pricemz elektrostaticky potencial chceme uréit v misté, jemuz nalezi polohovy
vektor 7, a elektrostaticky potencial je nulovy v nekonec¢nu. Odtud plynou meze
integralu. Kvili tomu, ze polohovy vektor 7 je jednou z mezi tohoto integralu,
integrujeme pres polohovy vektor R (aby nedoslo ke zmateni). Museli jsme tak
preznacit v irategrandu vSechna 7, resp.  na fi, resp. R. .

Plati, ze & - dR = || &| - |dR| - cos 8, kde 3 je tihel, ktery sviraji vektory £

a dR. Jelikoz je uhel 5 nulovy (na obrazku |1.11] je vidét, Ze jsou vektory %, dR

rovnobézné) a vektor % je jednotkovy, mizeme s vyuzitim vztahu [1.45| napsat:

Q [1

- —d
47'[80 R? %

o0

o= (1.55)

kde ds = ||dR||. Pfevedli jsme tak k¥ivkovy integral I1. druhu na k¥ivkovy integral
I. druhu.

Vyfesime kiivkovy integrdl I. druhu [ 7 ds

Jelikoz je kulova plocha > ekvipotencialni plochouﬂ tak staci urc¢it potencial
pouze v jednom misté této plochy. Pro jednoduchost vypoctu si vybereme misto
na ose z. Budeme tedy integrovat po krivce I' splyvajici s osou z, a to od r do co.
Neboli krivku I' miizeme parametricky vyjadrit jako:

r = R
y = 0
z = 0,

kde R, resp. x € (r, oo) (viz obrézek [1.12). Z uvedeného plyne, ze muzeme na
intervalu (r, co) zaménit proménné R a x.

-
>

©.0)
0 r I X
Obréazek 1.12: Krivka I' splyvajici s osou z

Déle:

dz\’ dy 2 dz\>
— | +{=—= +[— ] =v1+04+0=1,
dx dx dx

1 1 N1

—ds= [ =dz = -) == 1.
/R2 ds /x2 dz <0+7’> " (1.56)
T r

Dosadime-li vysledek do vztahu [1.55, dostavame vysledny vztah pro elek-
trostaticky potencial:

a tedy:

B 1
- Ame,

-?—i—c, (1.57)

kde c je konstanta.

247Zaménili jsme integra¢ni meze r a oo, éimz jsme se ,zbavili“ znaménka minus pred inte-
gralem.

25Tato skutecénost plyne napiiklad ze vztahu pro elektrickou intenzitu, ze kterého je
vidét, ze zavisi pouze na vzdalenosti od naboje Q. Jedna se tak o sféricky symetrickou situaci.



Uloha na Ampériav zékon celkového proudu

Uloha je vyfesena ve Sbirce fesenych tloh (viz [22]) pod nézvem Magnetické
pole primého vodice (tloha ¢islo 2133).

1.9 K zapamatovani

Ktivkovy integral II. druhu — integrujeme vektorové pole po kitivce.

Oznadeni a definice: [ 15(77) A7 = limy e St ﬁ(ﬁ) WAV
r

=

d
Vztah pro vypocet: [ P(F)-dFf = [ (P, -2’ + P,-y' + P,-2/)dt.
T t=c

Vektorové pole je konzervativni, pokud kiivkovy integral II. druhu tohoto
pole nezavisi na tvaru kiivky, po které integrujeme, ale jen na jejim poca-
tecnim a koncovém bodé.

Vztah mezi konzervativnim vektorovym polem a potencidlem: P=— grad .

Vyuziti ve fyzice: vypocet prace, Ampériv zékon celkového proudu, vypocet
elektrostatického potencidlu, ...



2. Plosny integral 1I. druhu

Plosny integral II. druhu ma, stejné jako krivkovy integral II. druhu, hojné
vyuziti. Ve fyzice se s nim miizeme setkat jiz v mechanice, a to napt. kdyz for-
mulujeme zakon zachovani hmotnosti pro proudici kapalinu. Velice vyznamny je
tento typ integralu v elektrostatice, kde hraje stézejni roli Gausstv zdkon elek-
trostatiky.

Souslovi |II. druhu“ naznacuje, ze zde bude spojitost s kfivkovym integralem
IT. druhu, o kterém pojednava kapitola[l] Jak jiz vime, zminéné souslovi nam rika,
ze budeme integrovat vektorové funkce (resp. vektorova pole). Co bude u plosného
integralu II. druhu jiné, bude oblast, po které budeme integrovat.

Jak jiz ndzev napovidd, budeme integrovat po plose (budeme rozliSovat plochu,
kterd je obecné ,zvlnénd“, a rovinu) a vektorové pole, které budeme integrovat,
bude, stejné jako u kiivkového integralu II. druhu, funkci polohového vektoru,
resp. proménnych x, y, z.

V této kapitole se tak nejdiive budeme zabyvat tim, co presnéji je plocha,
zavedeme si plosny integral II. druhu, uvedeme vztahy pro jeho vypocet a vse
doplnime o tlohy jak matematického, tak fyzikalniho charakteru.

2.1 Plocha

Stejné jako u kiivkového integralu II. druhu byla zakladnim pojmem kiivka 9]
zde u plosného integralu II. druhu bude dilezité porozumét tomu, co je to plocha.
O plose jsme se mohli dozvédét jiz u plosného integralu I. druhu,[7_7] a tak je mozné
nasledujicich nékolik odstavcii chapat jako opakovani.

Na 1uvod je nutno zminit, ze plochou obecné neminime rovinu, nybrz troj-
rozmérny utvar, ktery pripominéd ,zdeformovanou rovinu“. Tento tvar budeme
déle oznacovat feckym pismenem ¥ (¢teme: sigma). U krivky bylo vyhodné praco-
vat s jejim parametrickym vyjadienim. To bude v nékterych ptripadech vyhodné
i u ploch, ale kromé toho budeme pracovat i s jejim explicitnim vyjadienim.
U parametrického vyjadreni krivky jsme pracovali s jednim parametrem, u plo-
chy budou zapottebi parametry dva.

V analogii se zavedenim pojmu ,,slusné vychovana krivka“, zavedeme pojem
,slusné vychovand plocha®, ktera bude muset spliovat jisté podminky, abychom
ji mohli takto nazyvat. Nejprve si ale ukdzeme nékolik prikladi ploch.

Priklady parametrickych vyjadfeni ,slusné vychovanych ploch*:

« Horni polovina kulové plochy (resp. sféry) o poloméru r se stfedem v po-
¢atku (viz obrazek

1: x = r-sinf-cos¢
y = r-sinf-sin¢
z = r-coséb,

kde ¢ € (0, 2m), 6 € (0, 5).

26Viz podkapitola
2TViz 2], str. 60.
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Obréazek 2.1: Horni polovina kulové plochy o poloméru r

 Plast eliptického valce o vysce ¢, jehoz podstavu tvori elipsa (s poloosami
a, b lezicimi na osdch = a y; se stfedem v pocCatku) umisténd v roviné zy

(viz obrézek
Yo: & = a-cos¢
y = b-sing
z = c-t,

kde ¢ € (0, 2m), t € (0, 1).

Obrazek 2.2: Plast eliptického valce o vysce ¢ se sttedem podstavy v pocatku



Priklady parametrickych vyjadtreni ploch, které nejsou ,slusné vychované*:

 Plast kuzele, jehoz podstava lezi v roviné zy (podstavu tvori kruh se stredem
v pocatku a polomérem 3) a vyska délky 3c lezi na ose z (viz obrazek

Y3: ©x = (3—1t)-cos¢
y = (3—1t)-sing
z = c-t,

kde ¢ € (0, 27, t € (0, 3).

Obrazek 2.3: Plast kuzele, jehoz podstava lezi v roviné zy

 Plocha slozend z bodu A = [0,0,3] a z roviny zy (neobsahujici pocatek),
z niz vytizneme mezikruzi sitky 1 se stiedem v pocéatku (viz obrazek [2.4)

Yy x = t-coso
y = t-sing
z = 0,

kde ¢ € (0, 271), t € (0, 1) U (2, + 00) a zéroveii bod A = [0,0,3] € %,

Zamérme se nyni na to, v ¢em se lisi priklady ploch, které nazyvame ,slusné
vychovanymi“, od ploch, které takto nazyvat nebudeme. Prvni, ¢eho si mizeme
v§imnout, je nespojitost plochy ¥4 v bodé A = [0,0,3]. Déle bychom mohli za-
znamenat, ze plast kuzele (plocha 33) vytvari ,spicku® v bodé [0,0,3c], a tedy,
ze v tomto bodé neni plocha spojité diferencovatelnd (neni splnéna podminka
hladkosti). Oproti tomu plochy ¥; a 3, které  slusné vychované® jsou, pod-
minku spojitosti i hladkosti spliuji. Kromé zminénych dvou vlastnosti, které by
mela mit kazda ,,slusné vychovana plocha“, by ddle méla byt splnéna podminka
yneprotinani se“ (kromé pripadu uzavienych ploch) a také by ,slusné vychovana
plocha® méla byt nesingulémi@

28Nesingularni plocha neobsahuje singularni body. [23], str. 11: Singuldrni body jsou body na
plose, ve kterych existuje vice tecnych rovin. Vsechny parcidlni derivace prvniho vdadu jsou v
singulnich bodech nulové.



Obrazek 2.4: Plocha slozend z bodu A = [0,0,3] a z roviny zy (neobsahujici
pocatek), z niz vyrizneme mezikruzi $itky 1 se stfedem v pocatku

Kdyz se nad tim zamyslime, zjistime, ze vlastnosti, které pozadujeme po
»slusné vychované plose®, se shoduji s pozadavky na ,slusné vychovanou kiivku*.

Doposud jsme pracovali s parametrickymi vyjadienimi ploch Y. U tohoto typu
vyjadreni potfebujeme obvykle dva parametry, které mohou nabyvat pouze hod-
not z prislusnych intervalii. Plocha > vsak miize byt také zadana explicitne. To
znamena, ze jednu z proménnych x, y, z vyjadrime v zavislosti na zbyvajicich
dvou proménnych jako jejich funkei, napt. z = z(x, y). V jistém slova smyslu
se jedna o opak k implicitnimu zadéni plochy. Napriklad horni polovina kulové
plochy o poloméru r se stfedem v pocatku by byla explicitné zadana rovnici
z = /r? —x? —y?. V tomto prikladu vidime, Ze je souradnice z vyjadiena v za-
vislosti na souradnicich x a y. Naopak implicitni zadani té samé plochy by mélo
tvar 22 4+ y? + 22 = r2 A z = 0. Implicitni zadani plochy vsak déle nevyuZijeme.

2.2 Zavedeni plosného integralu II. druhu

Jak jiz bylo zminéno, plosny integral I1. druhu ma dilezité postaveni ve fyzice.
Naptiklad mtizeme pomoci tohoto typu integralu vypocitat tok elektrické inten-
zity E (coz je vektorové pole) uzavienou plochou ¥ (coz vystupuje ve zminéném
Gaussové zékonu elektrostatiky).

Drive nez vsak zac¢neme urcovat tok obecného vektorového pole P obecnou
plochou ¥, zkusme se zabyvat objemovym tokem (nékdy téz pritokem) kapaliny
protékajici pomyslnym potrubim ve tvaru véalce s prirezem o obsahu S. Objemouvy

tok @ je definovén jako (viz [24]):

Q= 21

kde V je objem kapaliny a t je Cas, za ktery dany objem protekl prifezem o ob-



sahu S (viz obrazek . Objem V muzeme vyjadrit jako:

V=51,
kde [ je délka prislusné c¢asti potrubi. Pak pro objemovy tok miizeme napsat:

kde v je velikost rychlosti kapaliny (rychlost v predpokladdme konstantni). Tento
vztah vsak plati pouze pro pripad, kdy je vektor rychlosti ¥ kolmy na prurez
o obsahu S. Pokud by nebyl (situace zndzornéna na obrazku , museli bychom
vzit pro nas vypocet velikost primétu vektoru ¢ do sméru kolmého k prirezu S.
Obecny vztah pro prutok @) by tak mél tvar:

Q=S-v-n=S5-|9|-|]-cosa=S8"-v-cosa, (2.2)

kde 7 je jednotkovy vektor kolmy k prifezu S a « je thel, ktery svira tento vektor

s vektorem ©[2

Obrazek 2.5: Tok kapaliny proudici rychlosti ¢ prurezem o obsahu S

Nyni se vratme k toku vektorového pole P ,slusné vychovanou plochou* X2,
ktery budeme znacit ¢. Pfedstavme si situaci zndzornénou na obrazku[2.6] U kiiv-
kového integralu II. druhu jsme naptiklad pti vypoctu prace rozdélili k¥ivku I’
na malé tuseky, na nichz byla sila priblizné konstantni a zminéné useky byly
témeér rovné. Zde budeme nasi plochu ¥ délit na velmi malé ééstilﬂ (o¢islujeme
je 1,2,...,4,..., N), na nichz budeme moct povazovat vektorové pole 13(?2) za, kon-
stantni a které jsou priblizné rovinné. Obsah takovéto i-té ¢asti plochy > oznac¢ime
jako AS;.

Budeme-li chtit priblizné vypocitat tok ¢; vektorového pole f’(ﬁ) i-tou casti
plochy ¥ o0 obsahu AS;, pak tento tok vypocteme analogicky se vztahem [2.2] jako:

¢ = AS; - P(7) - i, (2.3)

kde 7i; je opét jednotkovy vektor kolmy k plose o obsahu AS;. Ozna¢me nyni
soucin AS; - 17; jako AS;. Pak muzeme vztah prepsat jako:

=

¢; = P(;) - AS;. (2.4)

29P¥i tipravach vyuzivime definice skaldrniho soudinu.
30V nékteré literatute (napt. [3], str. 82) jsou tyto ¢dsti plochy nazyvany listy.



Obrazek 2.6: Schéma k toku vektorového pole P plochou X

Ptibliznou hodnotu celkového toku ¢ plochou 3 pak vypocteme jako soucet
jednotlivych toku ¢;:

N N B
¢ =Y o=y P(7i)-AS, (2.5)
=1 =1

pricemz tato hodnota je pribliznd kvuli tomu, ze jsme plochu ¥ rozdélili na
casti, které nebyly zcela rovné a také vektorové pole na nich nemuselo byt zcela
konstantni. Vétsi presnost ziskame tim, Ze zvétsime pocet ¢asti, na které jsme
plochu ¥ rozdélili. S tim vsak souvisi to, Ze se obsahy zminénych ¢asti zmensi.
Nejvétsi presnosti dosahneme, pokud pocet ¢asti N poroste nade vSechny meze,
neboli kdyz pro celkovy tok ¢ bude platit:

N

N

N—oo =1

Vyraz na pravé strané vztahu 2.6 se obvykle znaé [, P(7) - dS a budeme
jej nazyvat plosny integral II. druhu vektorové funkce P(7) po plose X. Definice

31Pokud je plocha ¥ uzaviens, piseme (g 13(7_“’) -dS.



plo$ného integralu I1. druhu®) mé tak tvar:

N~>oo

// dS = lim ZP )-AS; | (2.7)

Vyhoda tohoto defini¢niho vztahu je v tom, ze z néj ihned vidime, jak integral
,vznikl“. Jak budeme plosny integral II. druhu pocitat, se dozvime v néasledujici
podkapitole.

2.3 Vztahy pro vypocet plosného integralu
II. druhu

Jak jiz bylo feceno, pti vypoctu plosného integralu I1. druhu budeme pracovat
jak s parametrickym vyjadrenim, tak s explicitnim vyjadrenim ,slusné vychované
plochy* ..

2.3.1 ,,Slusné vychovana plocha“ » zadana parametricky

7 odvozeni plosného integralu II. druhu jiz vime, Ze symbol AS; je oznacenim
soucinu 17; - AS;, kde 7; je jednotkovy vektor kolmy na plochu AS;. Obdobné
plati, ze symbol dS je oznacenim soucinu 77 -dS. Integral tak mtizeme prepsat

. // 4§ = // | (28)

Vyraz P(F)-i znadf skaldrn{ soucin vektorit P(7) a ii. Jelikoz je vysledkem skalar-
niho souc¢inu skalar, vidime, ze jsme prevedli plosny integral II. druhu na plosny
integral 1. druhu.

Pokud tedy budeme pocitat plosny integral II. druhu po plose ¥, k niz budeme
v kazdém jejim bodé znat normalovy vektor 7 = 7i(r), pak muzeme jednoduse
vyuzit znalosti pro vypocet plosného integralu I. druhuﬂ tj. integralu ze skalarni
funkce po (parametricky zadané) plose.

Vypocet normalového vektoru 7:

Méme-li parametricky zadanou plochu ¥, pak pro polohovy vektor probihajici
tuto plochu muzeme napsat: ¥ = (z(u, v), y(u, v), z(u, v)), kde v a v jsou
parametry.

32V nékterych zdrojich (jako napi. [5], str. 583 nebo [9], sekce Plosny integrél) je pti definici
plosného integralu II. druhu zminovan vztah:

// (Pu(F), P,(F), Po(7)) - dS = // Po(F) dydz + P, (F) dadz + P. () dady,
b >

kde napf. [] fz 7) dydz je plosny integral II. druhu po plose X vzhledem k soutadnicim y a z.
33Viz [2], str. 60



Nejprve vypocteme vektory 1, ¢, teéné k plose ¥ jako:

> or  [(0x(u,v) Oy(u,v) Oz(u,v)

h " ou ( ou ~ Ou  Ou (2:9)
a

- o [(0x(u,v) Oy(u,v) 0z(u,v)

& " ov ( v 7 v T Qv ' (2.10)

Z podkapitoly [1.4] ﬂ vime, ze kdyz uvazujeme graf funkce = z(t), tak ma deri-
vace d— vyznam tecny grafu funkce (v daném bodé), resp. jeji smérnice. Nyni vSak
neuvaZUJeme graf funkce, ale parametricky zadanou plochu . Pfi¢emz polohovy
vektor 7 probihajici tuto plochu je zavisly na parametrech u, v. Teéné vektory ¢,
a fy tak vypocteme podle vztahii 2.9 a

Ma-li byt normalovy vektor 7 kolmy k plose ¥, pak musi byt kolmy i k je-
jim te¢nym vektorim %1, {» v daném bodé. Vektor 7 tak vypocéteme za pomoci
vektorového Souéinuﬂ jako:

2?1 Xl?g

ﬁ: — = .
[t % Lo

(2.11)

Aby byl norméalovy vektor 7 jednotkovy, délime vektor ; x &5 jeho velikosti.

2.3.2 ,Slusné vychovana plocha“ Y zadana explicitné

Pokud je plocha ¥ zadana explicitné, pak je jedna ze souradnic z, y, z vy-
jadrena pomoci zbyvajicich dvou. Predpokladejme, ze je souradnice z vyjadiena
pomoci soufadnic x a y, tj. z = z(z,y).

Pokud budeme uvazovat norméalovy vektor, ktery bude mitit do oblasti kladné
casti osy z, pak bude platit:

[ 70 a5~ ] (rr- e 2 e 2 ]

kde o je defini¢ni oblast pro souradnice x a y. Pokud bude normalovy vektor mitit
do oblasti zaporné ¢asti osy z, bude platit vztah:

[[P@-as= (pm —p) ) ). 825;;”) dudy. (213)

Praveé vztahy a budeme pouzivat pro vypocet plosného integralu II. druhu
pro plochu ¥ zadanou explicitné. Odvozeni vztahu bude provedeno v od-

dilu [3.1.5)

347 definice vektorového soucinu plyne, Ze vysledek tohoto soucinu je vektor kolmy k obéma
vektortim, které vektorové nasobime.




2.4 ReSené tlohy na plosny integral II. druhu

Uloha ¢. 1:

Vypoctéte plosny integrél I1. druhu z vektorové funkce 13(17) = (%, yz, %) po dolni
poloviné kulové plochy (s polomérem p a stfedem v pocatku soustavy souradnic)
vyjadrené jak parametricky, tak explicitné.

Resent:

1. Plocha vyjadrena parametricky:

Dolni polovinu kulové plochy s polomérem p muzeme vyjadrit jako:

xr = p-sinf-coso
y = p-sinf-sing
z = p-cosb,

kde ¢ € (0, 2m), 0 € (3, m).
Vyjdeme ze vztahu JelikoZ je plochou ¢ast kulové plochy, vime, Ze normé-

, — , v c s YV e _'—L: (;p,y7z) _;:
lovy vektor 77 k této ploSe lze vyjadrit jako 1 = 1= Ve kde 7 = (z,y, 2)

|7
je polohovy vektor.
Pokud bychom si vSak vyjadrenim norméalového vektoru 7 nebyli jisti, mizeme

jej také urcit zptusobem popsanym v oddilu [2.3.1} Nejprve uréime tecné vektory
t1, Ty ke kulové plose dosazenim do vztaht [2.9]a (pficemz u = 0 a v = ¢):

2 _ (0x(0.9) 0y(0, 9) 0:(0.9)\ _
T\ e e 0 o )

= (p-cosf-cosp, p-cosf-sing, —p-sinf), (2.14)

T\ 00 0 7 9 )
= (—p-sinf-sin¢, p-sinf - cos ¢, 0). (2.15)

Nyni dosadime vysledky a do vztahu [2.11], ¢imz dostaneme normalovy
vektor 7

(p-cost-cose, p-cost -sing, —p-sinf) x (—p-sinf-sing, p-sinf-cosg, 0)
| (p-cos@-cose, p-cos-sing, —p-sinf) x (—p-sinf-sing, p-sinf-cosg, 0)|

=

(p* - sin? 6 - cos ¢, p* - sin? 0 - sin ¢, p? - sin 6 cos 0)

p? - sinf

=
= (sinf - cos ¢, sinf -sin¢, cosh)=|—, =, — | = - = . (2.16

g cos o eos0)= (51 2) = = e 0
V poslednim kroku jsme vyuzili toho, Ze p je polomér sféry, ktery vsak miizeme
vyjadrit také jako ||7|| = 2?4+ y? + 22, tj. jako velikost polohového vektoru.
Vidime, ze jsme se dostali k vyjadreni normalového vektoru 77, které jsme uvedli
na zacatku tohoto vypoctu.



Zmame tedy vektorové pole ﬁ(?) i normalovy vektor, a tak mtizeme dosadit
do vztahu [2.8| a zacit s ipravami:

// -dS = // ﬁdSzZ/(Z;,yz, x2)~\/%d5:

23 x Y 9 z
= —- +yz- +a*- ds =
//( N e R N e BN T

Tz
ds =
//<\/x2+y 24 22 \/x2+y + 22 \/x2+y2+z2>

2 22
+ ds =
// <\/:L'2—|—y 24 22 \/x2+y2+22 \/x2+y2+22>

://z-\/x2+y2+z2d5.
5

Dosadime za x, y, z a dostaneme:
[ Pe-s -

= //p-cos@-\/(p-sinﬁ-cosgb)?—ir (p-sind -sin¢)? + (p-cosh)?dS =

P

://p2-0089~ sin29~(cos2<b+sin2¢)+cos26d52
oY

= //p2 -cosf - y\/sin? 0 + cos?0dS = //p2 -cosfdS. (2.17)
5 5

Prevedli jsme tedy plosny integral II. druhu na plosny integral I. druhu. Nejprve
provedeme pomocné vypoéty (viz vzorce 2.96 a 2.97 v [2], str. 61):

o\ dy ’ 0z 2 2 2 2 22 2 i 2 2
E = % + 2 + T = p* cos” 0 cos” ¢+ p~ cos® B sin” ¢ + p~sin“ 6 = p~,

G = ai 2—1— @ 2+ % 2:p2sin2Gsin2¢+pzsin290082¢+0:pzsinze
99 99 99 ’

Or Or 0Oy Jy 0z 0z

) ARt st At A Wt
90 96 00 96 90 9

= —p? cos 6 cos ¢ sin O sin ¢p+p? cos 0 cos ¢ sin O sin ¢p+0 = 0.

Tedy
VEG — F? = p*sinf.



Nyni se vratime k integralu a dokoncéime vypodet:

Tt

T 27
in(2
//p2-cos@dS:p4-//cos@sin&d@dgb:p‘l-ZH-/SIH(Q %) df =
by 0

_ gt (_005(2271) N co;ﬂ) — gt

NJE|

Plosny integral II. druhu z vektorového pole P po dolni poloviné kulové plochy
s polomérem p tak vySel —m - p*.

1I. Plocha vyjadrena explicitneé:

Explicitni vyjadreni dolni poloviny kulové plochy ma tvar:

PR /pz_xz_yz'

K vypoctu pouzijeme vztah [2.13] Budeme tak potiebovat urcit nasledujici deri-

vace:
0z (=P =2 —¢?) x
or ox V=2 =2
0z O(=Vp*—2>—y?) y
dy dy VPRt

Nyni{ méame pFipravené vSechny potiebné vztahy. Dosadme do vztahu [2.13}

_[/ (PZ(F) — P,(F) - 3Zéxx,y) — P,(7) - f%g;y)> dedy =

3
_ 2 < z Y .
__//<$ _flf'vp2—x2—y2_yz'x/p2—:c2—y2> ey =

:—//(x2+z2+y2)dxdy: —//dexdy.

Prevedli jsme tedy plosny integral II. druhu na dvojny integrél.ﬁ Defini¢ni ob-
last o, po které integrujeme, je v nasem pripadé kruh se stfedem v pocatku
o poloméru p lezici v roviné zy. Pro pohodlnéjsi integraci prejdeme do polarnich
soufadnic. Budeme tedy integrovat podle r (které vezmeme od 0 do p) a podle
uhlu ¢, ktery svird poloptrimka, na niz vynasime hodnotu r, s kladnou poloosou z
(vezmeme jej od 0 do 2m). Dostaneme tak:

D 2m D
2
—//p2 dxdy = —p2//rdrd¢ = —p2-27'f/rdr = —p?.2m (Z; — 0) = —mpl.
o 0 0 0

Vidime, ze obé vysSe popsané metody vypoctu plosného integralu II. druhu
davaji stejny vysledek.

35Vig [2], str. 38.



Uloha &. 2:
Odvodte vztah pro vypocet povrchu koule o poloméru r uzitim vztahu pro vy-
pocet plosného integralu II. druhu po explicitné zadané plose.
Resen:
V nasem vypoctu vyuzijeme vztah 2.12] Explicitn{ vyjddfeni poloviny kulové plo-
chy zname. Budeme uvazovat polovinu kulové plochy lezici v poloprostoru z > 0,
tj. z = /12 — a2 — Y2, a vypocCteme obsah této plochy. Povrch koule pak bude
dvojnasobkem hodnoty, ke které dojdeme.

Obyc¢ejné bychom pocitali povrch koule pomoci plosného integralu I. druhu.ﬁ
Ze vztahu mezi timto integralem a plosnym integralem II. druhu (vztah
plyne, Ze nasim vektorovym polem musi byt normalovy vektor ke kulové plose,
tj. P = (%, ¥, 2). Jenom tak totiz dostaneme v integralu skaldrni soucin dvou
normalovych vektort, ktery je roven jedné.

Zactnéme s pomocnymi vypocty:

0: T —g -

O O V=22 — %

0z 8\/m —y
- o
Dosadme do vztahu .12}

[7( P,(7) - 8?;@)_;Mm.aigw§(hﬂy:

?/

//( r\/T_y T'\/d—Q_yZ)dxdy:

—J:Q—y T x Y Y
.ﬂ( +r'J—:ﬁfﬁ+r'WT:F??>“®_

-zt —yrtat 4y 1
//( N >dxdy:r// r2—x2—y2dxdy'

Prejdeme do polarnich soutradnic:

r 27

1 R
f e e e T

-1 [ 2R
0

e ()

Jelikoz jsme vsak integrovali pouze po poloviné kulové plochy, musime vzit dvoj-
nasobnou hodnotu vysledku, tj. 47t - 2. Vidime, Ze ndm vySel znamy vztah pro
vypocet povrchu koule o poloméru r.

) vw

36Vig [2], str. 63.



Dalsi fesené tlohy podobného charakteru lze nalézt napt. v [7], str. 4-9 nebo
v [3], str. 96.

2.5 Plosny integral II. druhu v kontextu dalsich
integrala

To, ze plosny integral II. druhu souvisi s jinymi typy integrald, jsme mohli
postiehnout nékolikrat v predeslé casti textu. Z nazvu je ziejmé, Ze plosny integral
I1. druhu souvisi s kfivkovym integralem II. druhu. Oba integrédly totiz integruji
vektorové funkce (resp. pole). Rozdil mezi nimi je v tom, Ze u kfivkového integralu
integrujeme po krivce, kdezto u plosného integralu integrujeme po plose. Co je ale
opét spolecné, je fakt, ze kiivka i plocha musi byt ,slusné vychované®“. V jistém
slova smyslu tak lze plosny integral II. druhu chapat jako analogii ke ktrivkovému
integralu II. druhu.

Plosny integral II. druhu vsak rovnéz pomérné zce souvisi s ploSnym inte-
gralem I. druhu. O tom jsme se mohli napfiklad presvédcit ve druhé tloze (viz
podkapitola . Jiz z nazvu je patrné, ze souvislost mezi témito druhy integrala
je v tom, Ze u obou integrujeme po ,slusné vychované plose®.

O vztahu mezi obéma integraly jsme se jiz zminili v oddilu Vime tak,
ze:

/ P(7)-dS = / P(7) - idS. (2.18)
) 5

/

Pripomenme, ze 7 je normalovy vektor k plose Y. Zaméime se nyni na skalarni
soucin P(7) - . Pro néj plati

—

P(r) - = [|[P(F)]] - [|7i]] - cos e = [[P(F)] - cos e, (2.19)

pricemz « je uhel, ktery svira vektor 13(17) s vektorem 7. Jedna se tak o prameét
vektoru P(7) do sméru normalového vektoru 7. Tedy plong integral II. druhu
z vektorového pole P (7) je vlastné plosny integral I. druhu z priaumétu vektorového
pole P(7) do sméru normélového vektoru.

2.6 Vyuziti plosného integralu II. druhu
ve fyzice

Zakon zachovani hmotnosti

Predstavme si objem V ohraniceny kiivou plochou X, ze které vytéka néjaka
kapalina. Jeji tok lze popsat pomoci hustoty toku, coz je veli¢ina, kterou lze
vyjadrit jako p - ¥, kde p je hustota kapaliny a o je jeji rychlost v misté, kde
opousti ohraniceny objem. Vime, ze plosny integral II. druhu mé vyznam toku
vektorového pole plochou ¥. V nasem pripadé bude vektorovym polem pravé
soucin p-v. Pro ¢asovou derivaci hmotnosti kapaliny uvnitt objemu ohrani¢eného

370pét vyraz rozepiseme s vyuzitim definice skaldrniho souéinu.



plochou ¥ pak muzeme napsat (viz [20], vztah 11.49, kapitola 11, str. 19):

o d ce
ﬂpﬁ dS = — ”;t L (2.20)

P

kde me e je hmotnost kapaliny v objemu ohraniceném plochou X a ¢ je ¢as. Z to-
hoto vztahu je vidét, ze se vytékani kapaliny (které vyjadiuje plosny integrél)
projevi ibytkem hmotnosti me. (ktery je vyjadien zdporné vzatou ¢asovou deri-
vaci této hmotnosti) v oblasti uzaviené plochou a naopak. Rovnici nazyvame
zdkon zachovdni hmotnosti.

Gausstiv zakon elektrostatiky

Z elekttiny vime, ze tok elektrické intenzity ¢ uzavienou plochou X je primo
umérny naboji @ uvnitt oblasti ohranic¢ené touto plochou. Plati tedy vztah (viz [21],
vztah 1.43):

¢ =2 (2.21)

kde ¢y je permitivita vakua. Jelikoz ale vime, Ze plosny integral II. druhu ma
vyznam toku vektorového pole plochou, tak mizeme pro tok elektrické intenzity
napsat:

o= () E-dS, (2.22)
y

kde E je elektricka intenzita. Ze vztahu a pak jiz plyne Gaussuv zikon

elektrostatiky ve tvaru:
#E- a5 =9 (2.23)

€0
by

Uloha na Gaussiiv zakon elektrostatiky

Meéjme bodovou ¢astici s nabojem (). Vypoctéte velikost intenzity £ v okoli
tohoto naboje v zavislosti na vzdalenosti r od bodového naboje.

Resen:

Bodovy ndboj @ umistime do pocatku soustavy souradnic, viz obrézek [2.7 Vy-
jdeme z Gaussova zakona elektrostatiky, tj. vyuzijeme vztah 2.23] Nejprve vyte-
$ime plosny integral II. druhu z levé strany vztahu [2.23}

#E?d§=#ﬁ~ﬁdS:#E~TdSzﬂEdS, (2.24)
T
b b ¥ ¥

kde 7 je normalovy vektor k plose ¥, ktery muzeme vyjadrit jako polohovy vektor
7 vydéleny jeho velikosti r, a E je velikost elektrické intenzity ve vzdalenosti r.
Posledni rovnost vypoctu plati, nebot:

?
r

ccosa=FE-1-cos0=F,




Obréazek 2.7: Bodovy naboj ¢ uvnitt kulové plochy o poloméru r

pricemz « je uhel, ktery svira vektor elektrické intenzity Es normalovym vek-
torem 1 = g . Je ziejmé, zZe tento uhel bude nulovy, nebot se jedna o dva stejné
orientovné vektory (ze symetrie tilohy plyne, ze vektor E je také kolmy k ploge ¥).

Je vidét, ze jsme prevedli plosny integral II. druhu na plosny integral I. druhu,
ktery musime nyni vytesit. Jelikoz je velikost elektrické intenzity F v dané vzda-
lenosti r konstantni, mizeme psat:

#Eds = E# ds. (2.25)

b x

Pottebujeme tedy vypocitat pouze integral ﬁz dS. Nejdrive se omezime na inte-
gral po poloviné kulové plochy. Horni polosféru (ozn. ¥;) totiz umime vyjadrit ex-
plicitné jako z = /72 — 22 — y2, coz plyne z rovnice kulové plochy x?+y?+22? = 2.
Integral ptes celou kulovou plochu pak bude diky symetrii dvojnasobkem zjisteé-
ného vysledku.

Vypocet plosného integralu I. druhu ] le dS po horni polosfére:

0z B —
ox  rZ—aZ—y?’
0z —y

8y r2_$2_y2’

- 02\’ n 9z\? s x? N y? B r
ox oy r2— a2 — g2 2 — g2 —y2 22—y
Pripravné vypocty mame hotové, a tak mizeme napsat:

r

_—
E/l/dS:[/\/TZ—ZS—Q—dexdy:O/O/\/TQ—(R~COS¢)2—(R-sin¢)2Rde¢:




r

0
:r~27t/2RdR:—n-r/tédt:—n'r-(O_r) = 27172,
T

7] 1
0 R ’,"2 2
Tedy
# dsS =2 // dS = 4mr?, (2.26)
b)) >

Tim jsme vytesili plosny integral II. druhu z levé strany vztahu [2.23] Vime tak,
ze:

ﬁﬁ - dS = E - 4mr?. (2.27)
by
Ze vztaht a pak jiz snadno nahlédneme, ze:
I Q
E = C— 2.28
47'(50 r2 ( )

2.7 K zapamatovani

e Plosny integrél II. druhu — integrujeme vektorové pole po plose.

o Oznaleni a definice: [[ P(7) - dS = limy_, SN, P(7) - AS; .
>

e Vzorec pro vypocet u plochy zadané
— parametricky: [[ P(7)-dS = I/ P(7)-7dS
(prevedeni na pzloény integral IE druhu),
— explicitné: éf P(7)-dS = j;f (PZ(F) — P.(7) - % — P,(7) - %“Z’y)) dzdy

(prevedeni na dvojny integral).

o Vyuziti ve fyzice: zakon zachovani hmotnosti, Gausstv zakon elektrosta-
tiky, ...



3. Diferencialni operatory

Diferencidlni operatory jsou hojné vyuzivanym matematickym aparatem. Ve
fyzice se s nékterymi z nich mizeme setkat jiz v Gvodnim kurzu mechaniky,
avsak vyraznéji se zacnou vyuzivat az béhem prednasky z elektfiny a magne-
tismu. V dalsich fyzikalnich prednaskéach se pak pouzivaji zcela automaticky. Je
proto dobré védeét nejen jak se s diferencialnimi operatory pocitd, ale také jaky
maji vyznam, resp. ¢im je jejich zavedeni motivovano. V této kapitole se budeme
zabyvat vsemi zminénymi aspekty tohoto tématu a také odvodime Gaussovu vétu
propojujici plosny integral II. druhu s trojnym integralem pravé pomoci jednoho
z diferencidlnich operatortu.

Mezi diferencidlni operatory patii zejména gradient, divergence a rotace. Po-
drobné se jimi budeme zabyvat v dil¢ich castech této kapitoly.

Na prvni pohled nejvyraznéjsim rozdilem mezi gradientem, divergenci a rotaci
je to, ze gradient ,preménuje® skalar na vektor, divergence vytvori z vektoru
skalar a rotace ,preméni® vektor na jiny vektor.

Na tvod bychom také mohli nastinit alespon priblizné fyzikalni vyznam téchto
t11 nejdilezitéjsich diferencidlnich operatort. Co se tyce gradientu, tak ten je spo-
jen se smérem nejvétsiho ristu skalarni veliciny. Divergence zase souvisi s existenci
zdroji vektorového pole. Kdezto rotace ndm podava informaci o tom, zda je vek-
torové pole virové, ¢i nikoliv. Tyto vlastnosti vsak pomérné jednoduse vyplynou
ze zavedeni jednotlivych operatori.

Co se tyce samotného nazvu, tj. diferencialni operatory, tak slovo diferencialni
souvisi s tim, ze u vypoctu gradientu, divergence i rotace budeme vyuzivat deri-
vaci. Operatorem pak rozumime néjaké pravidlo (resp. predpis), které prirazuje
prvkim jedné mnoziny prvky mnoziny druhé (podrobnéji viz [25]).

Nakonec jesté zminme, ze diferencialni operatory jsou odlisné od operator,
se kterymi se pracuje v kvantové mechanice| Nicméné pokud v nasem textu
budeme mluvit o operatorech, vzdy budeme mit na mysli diferencialni operatory,
tj. zejména gradient, divergenci a rotaci.

3.1 Gradient

Gradient je diferencidlni operétor, se kterym jsme se jiz setkali v oddilu[1.6.2]
pii odvozeni vztahu mezi konzervativnim vektorovym polem a potencidlem. Tam
jsme se ale spokojili s tim, Ze se jedna o oznaceni ,,vektoru“ skladajiciho se z parci-
alnich derivaci. Nezabyvali jsme se vsak operatorem jako takovym. V této kapitole
zavedeme operator gradient, zamérime se na jeho vlastnosti, souradnicovy tvar
a také uvedeme nékolik fesenych priklad.

38V kvantové mechanice pfifazujeme jednotlivym veli¢indm, jako je napf. hybnost nebo sou-
radnice, operatory, tj. napf. operator hybnosti a operator souradnice. Jsou to vsak trochu jiné
matematické objekty, nez jsou diferencidlni operatory. Vice se lze o operdtorech v kvantové
mechanice doéist napt. v [26], str. 27.

48



3.1.1 Zavedeni gradientu

Jak jiz bylo zminéno, gradient vytvari ze skalarni veli¢iny (zkracené skaldru)
vektorovou veli¢inu (zkrdcené vektor). Z podkapitol zabyvajicich se integraly
L. drulif”] jsme zvykli oznacovat skaldrn{ veli¢inu (resp. skalarnf funkci) jako f.
Déle si pripomenme, Ze tato skalarni funkce obecné zavisi na poloze, tj. f = f(7),
kde 7 je polohovy vektor. Mnozinu bodu, na které je skalarni funkce f konstantni,
nazyvame ekvipotencidlou.@ Kazdé ekvipotencidle tak mizeme priradit hodnotu
skalarni funkce f.

Predstavme si nyni situaci zobrazenou na obrézku [3.1} Na ném je zndzornéno

f=1r f=1h

Obrazek 3.1: Schéma tykajici se zavedeni gradientu

nékolik ekvipotencial v fezu. Kazdé z nich je pritazena hodnota skalarni funkce
(f1,-. fatak, ze fy > f3 > fo > f1). Nachdzime-li se na prvni ekvipotenciéle, vime,
ze ma skalarni funkce hodnotu f;. Pokud prejdeme na druhou ekvipotencialu,
skalarni funkce bude mit hodnotu fs, atd.

S takto popsanou situaci se bézné setkavame u map. Roli ekvipotencial hraji
tzv. vrstevnice spojujici body se stejnou nadmorskou vyskou. Skalarni funkce f
je pak samotna nadmorska vyska.

Otézkou vsak je, jakym smérem je vhodné se vydat, abychom se co ,,nejrychleji
dostali do mista, jemuz odpovida vétsi hodnota funkce f. Zvolme néjaky obecny
vektor, po kterém se pomyslné premistime z prvni ekvipotencidly na druhou
(napt. z bodu 1 do velmi blizkého bodu 2), a oznaé¢me ho dF.@ Vime tedy, ze
se pii ,naSem kriacku“ zménila hodnota skaldrni funkce f(7) z hodnoty f; na
hodnotu f,, tedy o rozdil f, — f;. Oznacme tento rozdil jako df@

Moznd intuitivné citime, ze by mél existovat vztah mezi df a dr. Vime, ze
df je rozdil dvou hodnot skaldrni funkce, z ¢ehoz plyne, ze df je skalar. Oproti

39Viz [2], str. 53.

400znadeni ekvipotencidla se rovnéz pouziva pro oblast s konstantnim potencidlem. V tomto
pripadé se nejedna o potencial, nybrz o skalarni funkci. Vyznam je ale obdobny.

41Toto oznadeni volime proto, Ze pii nasich tivahdch uvazujeme posun mezi dvéma velice bliz-
kymi ekvipotencidlami, posun tak znacime jako d7 namisto A7. Zaroven je vhodné si uvédomit,
Ze se vlastné presouvame z mista, kterému prislusi polohovy vektor 7¥; na misto s polohovym
vektorem 75. Posunu tedy odpovida vektor 7o — 71 a ten oznacCujeme jako dr'.

420pét znadime rozdil jako df namisto Af, protoze uvazujeme velmi blizké ekvipotencidly.



tomu, d7 je vektor. Nelze tak jednoduse tvrdit, ze df a dr se rovnaji. Jak tedy
z vektoru ,,vyrobit“ skalar?

Zkusme tedy prijit na néjaky zpusob, jak z vektoru ,vyrobit® skalar. Nejjed-
nodussi odpovéd by byla, ze vezmeme velikost vektoru dr, pak bychom jiz po-
rovnavali dva skaldry. Obecné muzeme k vektoru napt. pric¢ist dalsi vektor nebo
ho né¢im vynasobit. Pri¢itani by nam nepomohloﬁ ale nasobeni ano. Nasobeni
skaldrem zméni pouze velikost vektoru, popf. jeho orientaci, a tak se nabizi vektor
d7 vynasobit jinym vektorem. Pouzijeme skalarni souéin@

Oznacime-li vektor, kterym skalarné vynasobime vektor d7 tak, aby se soucin
rovnal df, jako grad f, muzeme napsat:

df = gradf - d7’] (3.1)

Oznaceni gradf ¢teme jako gradient skaldrni funkce f. Ackoliv nad oznacenim
grad f nepiseme Sipku, jedna se o vektor, coz ostatné plyne ze zavedeni vztahu (3.1}
Ekvivalentné lze gradient skaldrni funkce f znacit jako v f (Cteme: nabla f).
Pravé vztah [3.1] budeme povazovat za definiéni vztah pro diferencidlni operator

gradient [

3.1.2 Vlastnosti gradientu
Gradient je kolmy k ekvipotenciale

Podivdme-li se na obréazek [3.1], vypada to, ze je vektor gradf kolmy na ekvi-
potencialu. Pojdme tuto skutec¢nost dokazat.
Uvazujme situaci zndzornénou na obrazku [3.2] Vidime, ze vektor d7 je urcen

f=1s

f=1

Obrézek 3.2: Kolmost gradientu k ekvipotenciale

dvéma velmi blizkymi body A a B, které oba lezi na té samé ekvipotencidle.
Hodnota skalarni funkce f v bodech A i B je rovna v nasem pripadé f;. Hodnotu

43P¥icteme-li k vektoru jiny vektor, opét se z néj stane vektor.

44V linearni algebie se o skalarnim sou¢inu mluvi jako o symetrické pozitivné definitni biline-
arn{ formé. Bilinedrn{ forma je zobrazeni do télesa (nejéastéji do redlnych ¢isel). Tedy skutecné
skalarni soucin ,,vyrobi“ z dvou vektoru skaldr, coz jsme chtéli. Na skalarni sou¢in vsak mt-
Zeme nahliZet i ,stfedoskolsky*, tj. Ze pro dva vektory 4 = (u1, ug, us) a ¥ = (v1, ve, v3) plati:
- U = ujv1 + ugve + ugvs, coz je skaldr (,éislo).

45V mnoha zdrojich (jako napt. v [5], str. 226 nebo v [I5], str. 9) je operdtor gradient zaveden
pomoci jeho souradnicového tvaru, kterym se budeme zabyvat az v oddilu



df uréime jako rozdil hodnoty f v koncovém a pocatecnim bodé vektoru dr, tj.
v bodech B a A. Tedy df = f; — fi = 0. Pro tuto situaci tak mizeme prepsat
vztah [3.1] do podoby:

0 = gradf - dr = ||gradf]| - ||d7]| - cos (3.2)

kde « je thel, ktery sviraji vektory gradf a di. Pri upravé jsme pouzili definici
skalarniho soucinu.

Jelikoz jsou vektory gradf i di obecné nenulové, musi byt cosa = 0. To
nastava pro a = 7 (nejmensi kladna hodnota). Jinymi slovy, gradf je kolmy na
vektor dr. Jelikoz uvazujeme vektor dr velmi ,maly“ (neboli, ze jsou body A, B
velmi blizko u sebe a vektor d7’ tedy lze povazovat za tecny k ekvipotencidle), lze
tak rovneéz tvrdit, ze vektor gradf je kolmy na ekvipotencidlu.

™

Gradient urcuje smér nejvétsiho rastu skalarni funkce f

Uvazujme tii situace zndzornéné na obrazku [3.3] Ve vsech tfech priipadech

\ A

- \ -

—

dr

\

/
]

o=

dr

17’
ar =T a=0

3
Obréazek 3.3: Odvozeni — grad f ma smér nejvétsiho rastu f

maji vektory grad f stejnou velikost, tj. [[grad f|| = konst. (a jak jsme ukézali vyse,
jsou vzdy kolmé na ekvipotencidly). Totéz plati pro vektory d7, tj. ||d7|| = konst.
Jednotlivé situace se tak lisi pouze thlem «, ktery sviraji vektory gradf a dr.
Jakym smérem bychom meli udélat krok“ o wvelikosti ||d7||, aby byla pri-
slusnd hodnota df maximdlni? Zkusme hodnotu d f vypocitat. K tomu pouzijeme
vztah [3.1] ktery rozepiSeme s vyuzitim definice skaldrniho soucinu na tvar:

df = gradf - d" = ||gradf]|| - ||d7]| - cos .

Velikosti ||gradf|| a ||d7|| jsou obecné nenulové. Hodnota df tak bude zdviset
pouze na ¢lenu cos a. Kdybychom méli porovnat situace na obrazku [3.3] tak by
nejvétsi hodnota df vysla pro situaci vpravo (nebot cos0 = 1), o néco mensi by
byla hodnota df pro prostfedni situaci (nebot cos 7 = g
hodnota df pro situaci vlevo (nebot cos § = 3).

7 uvedeného muzeme usuzovat, ze d f bude nabyvat nejvétsi hodnoty pro nu-
lovy thel a. Skuteéné tak tomu bude, nebot c¢len cosa mize z definice kosinu
nabyvat hodnot od —1 do +1, a pravé hodnoty +1 nabyde pro a = 0, neboli —
— pokud bude mit vektor di’ stejny smér jako vektor gradf. Jinymi slovy, nej-
veétsi rust skalarni funkce f nastane pro pripad, kdy se budeme ,pohybovat® ve

sméru vektoru grad f. Gradient tak skutecné urcuje smeér nejvetsiho rustu skaldrni
funkce f.

) a jesté mensi by byla



3.1.3 Souradnicovy tvar gradientu
Krivocaré ortogonalni souradnice

V trojrozmérném prostoru pouzivame nejcastéji tii druhy systémi souradnic,
a to kartézsky, cylindricky a sféricky (podrobnosti viz [1], str. 13.; pouzivame
stejné zavedené a oznacené soutadnice). Abychom nemuseli odvozovat souradni-
covy tvar gradientu pro kazdy z téchto systému zvlast, bylo by dobré tyto tri
systémy néjak ,,zobecnit “.

Pripomenme, Ze u kartézského systému souradnic musime vzdy zadat sourad-
nice z, y a z, aby byl bod zadan jednoznacné. U cylindrického systému musime
zadat kolmou vzdéalenost od osy z (znac¢ime R), thel ¢ a soufadnici z. Kdezto
u sférického systému souradnic musime zadat radidlni vzdéalenost od pocatku r
a dva uhly: ¥ a ¢. Co ale maji tyto systémy spolecného?

U kartézského systému souradnic je ziejmé, Ze jsou osy x, y a z (a primky
s nimi rovnobézné) k sobé navzajem kolmé.

U cylindrického systému soutadnic uréujeme vzdalenost R a thel ¢ v roviné
z = 0 (resp. z = konst.). Z toho plyne, ze je primka, na niz odecitdme z-ovou
souradnici, kolméa jak na polopfimku, na niz odmérujeme vzdalenost R, tak na
kruznicovy oblouk o poloméru R, ktery vznikne otocenim okolo stfedu leziciho na
ose z o uhel ¢. Dvé kiivky jsou k sobé v daném bodé kolmé prave tehdy, jestlize
jsou k sobé kolmé jejich tecny (v tomto bodé). Z toho plyne, Ze je i polopiimka, na
niz vynasime vzdalenost R, kolm4 k zminénému kruznicovému oblouku. Privodi¢
stfedu kruznice a jejtho bodu je totiz vzdy kolmy k jeji te¢né (v daném bodé).

R
\ ¢\ tecna

Obréazek 3.4: Polopfimka na niz nandsime vzdalenost R (resp. pruvodi¢) kolma
k tecné kruznice (v daném bodé)

U sférického systému soutradnic pracujeme s radialni vzdalenosti r a thly 9, .
Stejné jako u cylindrického systému i zde vznikne pro kazdy z thlt kruznicovy
oblouk o pfislusném poloméru (pro thel ¥ je polomérem r). Pro thel 9 se bude
jednat o otaceni okolo pocatku, pro thel ¢ okolo stifedu leziciho na ose z. V pfi-
padé uhlu ¢ se jednd o otaceni v roviné rovnobézné s rovinou xy (nebo primo



v ni), kdezto u thlu ¥ se jedna o otaceni v roviné kolmé k této roviné. Polo-
primka, na niz vynasime radialni vzdalenost r, je kolma na zminéné kruznicové
oblouky. Tyto oblouky jsou k sobé rovnéz kolmé. Nachézeji se totiz v rovinach
k sobé kolmych.

Zavedme nyni pojem souradnicovd cara. Jedna se o ¢aru, ktera vznikne tak, ze
dvé ze ti{ soutadnic bodu (v prostoru) uvazujeme konstantni a jeho t¥eti sourad-
nici ménime. Souradnicovou ¢arou je pak ,trajektorie zminéného bodu“. Z tohoto
zavedeni plyne, ze pro kartézsky systém souradnic jsou souradnicovymi c¢arami
osy x, y a z nebo pfimky s nimi rovnobézné. U cylindrického systému soutradnic
bude jednou soutradnicovou ¢arou poloptimka, na niz vynasime vzdalenost R, dru-
hou ¢arou bude primka, na niz vynasime z-ovou soutadnici, a tfeti souradnicovou
carou bude kruznicovy oblouk o poloméru R vznikly otac¢enim okolo sttedu lezi-
ctho na ose z o thel ¢ (v roviné rovnobézné s rovinou zy). U sférického systému
pak bude jednou soutradnicovou ¢arou opét polopfimka, na niz vynasime radialni
vzdalenost r, a zbyvajicimi dvéma carami budou kruznicové oblouky vzniklé ota-
¢enim o uhel ¢, resp. ¥ v rovinach k sobé kolmych. V pripadé thlu ¢ se bude
jednat o otaceni okolo pocatku, kdezto v pripadé thlu ¢ bude stred otaceni lezet
na ose z. Jednotlivé souradnicové ¢ary jsou vyobrazeny na obrazku |3.5]

z
kartézsky cylindricky

R ——— = =+
—

Obrazek 3.5: Soufadnicové ¢ary (zelené) pro jednotlivé souradnicové systémy

Shrneme-li nase poznatky, tak vsechny soutadnicové ¢ary jsou k sobé navza-
jem kolmé, tj. ortogondlni, pricemz obecné mohou byt tyto ¢ary ,zahnuté® (napft.
kdyz se jedna o kruznicové oblouky), a tak budeme fikat, Ze jsou krivocaré. V na-
sich dalsich ivahéch tak budeme misto kartézskych, cylindrickych a sférickych
soutadnicich pracovat s témito obecnéjsimi krivocarymi ortogondlnimsi souradni-

cemi. Oznacme je q; = (Q1, q2, %)@

Od totalni derivace k totalnimu diferencialu

Alespon ¢astecné pochopeni pojmu totalni diferencidl bude velice dilezité
pro odvozeni souradnicového tvaru gradientu. Zkusme nejprve vytesit nasledu-
jici ulohu:

46Pro kartézsky systém soutadnic je ¢; = (x, y, z), pro cylindricky systém je ¢; = (R, ¢, 2)
a pro sféricky systém je ¢; = (r, 9, ¢).



Vypocitejme totalni derivaci podle proménné ¢ funkce F' zadané v implicitnim
tvarw: F' = sinx + y? + 23, kde z, y i 2 obecné zéviseji na proménné t.
Reseni vypada takto:
dF  d(sinz +y* + 2°) dx dy

dz
= 2y —2 +32% .
di di ST TG T

Pti vypoctu jsme vyuzili pravidla pro derivovani slozené funkce. Nejprve jsme

parcialné zderivovali funkci F' podle proménné x. Nasledné jsme si uvédomili, ze
i proménna x muze obecné zaviset na t, a tak jsme vyraz prenasobili derivaci ‘31—”;

(zderivovali jsme vnitini funkci x podle t). Totéz jsme provedli pro proménné v,
z a vse secetli.

(3.3)

Napisme nyni totalni derivaci funkce F' = F(z, y, z) podle proménné ¢. Bu-
deme postupovat analogicky k predchozimu prikladu:
dFf  OF dx OF dy OF dz
—_— = —_— . 3.4
& or At Toyat or (34)
Vidime, ze V ptivodnim ptikladu hral ¢len cos x roli parcialni derlvace I Elen 2y
odpov1da a ¢len 322 hral roh

Vime, 7 ze pro totalni derivaci nejaké obecné funkce g plati priblizna rovnost:@

dg . Ag
~Z == 3.5
dt  At’ (3:5)
kde Ag je mald zména funkce g a At je mald zména proménné t. PrepiSme nyni
vztah [3.4] s vyuZitim znalosti vztahu [3.5}
AF  OF Ax OF Ay O0F Az

Ao Ao M te A (3.6)

Vynasobme rovnost [3.6] virazem At a dostaneme:

oF oF oF
AF = — Az + — - Ay+ — - Az (3.7)

Ox y 0z
Budeme-li uvazovat zménu funkce F', resp. proménnych x, y a z, jako velmi malou
(blizici se limitné k nule), mizeme posledni vztah prepsat do tvaru:

oF or oF

dFf = —-do + — -dy + - - dz. 3.8

ox oy Y 0z (3:8)
Vztah [3.8 nazveme totdlnim diferencidlem funkce F. Ten ndm podévé informaci
o tom, jak se zméni hodnota funkce F', pokud se zméni proménné z o dz, y o dy
a z 0 dz. Jednotlivé parcialni derivace pak udavaji ,rychlost zmény“ funkce F' ve
sméru dané soutadnice.

Na zavér prepisme vztah do obecného tvaru pro kiivocaré ortogondlni sou-
fadnice ¢;. Funkce F' bude zavisla na souradnicich ¢;, tj. F' = F(¢;) = F(q1, g2, g3),
a tak ve vztahu [3.§ napiSeme ¢; namisto x, ¢» namisto y a ¢3 namisto z. Dosta-
neme:

oF oF OF
dF = ~dgy + — -dgs + — - dgs. 3.9
8q1 1 ¥ q2 D45 qs ( )
4TDerivace 4 E v bodé ty je totiz definovana jako lim;_4, % Pro t blizko tg mizeme

g(t)=g(to) - gt)—g(to) _ Ag

napsat pribliznou rovnost lim;_,4, === o t—to A -




Laméovy koeficienty

P1i zavadéni gradientu jsme pracovali s vektorem dr. V kartézském systému
soufadnic ma tento vektor soutadnice (dz, dy, dz). Pro jeho velikost muzeme
napsat vztah{®|

|d7||* = (dz)* + (dy)* + (dz)>. (3.10)

Budeme-li pracovat v cylindrickém systému souradnic, pak plati,lﬂ ze

xr = R-cos¢
y = R-sing (3.11)
z =z,

kde R € (0, 00), ¢ € (0, 27m1) a z € (—0o0, 00). Piepisme tyto vztahy pro ,velice
malé zmény*“ souradnic z, y, z, resp. R, ¢, z. Tedy

dr = dR-cos¢ — R-sin¢-do
dy = dR-sin¢+ R-cos¢-do (3.12)
dz = d=z.

Pfi upravach jsme vyuZili vztah V tomto piipadé byla funkce F' rovna z,
resp. y, resp. z a platilo, ze F' = F(R, ¢, z). RozepisSme vypocet pro ,malou”
zménu soutadnice x:

oz oz oz
dr = BN -dR + % do + — -dz =
_ O(R-cos9) O(R - cos @) I(R - cos ) B
=~ dR—I—i((M d¢+7az dz =

=cos¢-dR+ (—R-sing)-dp+0-dz=dR-cos¢ — R-sin¢ - do.

Obdobné bychom vypocetli vyrazy pro dy a dz uvedené v rdmci vztahu [3.12]
Dosadme nyni vztahy do vyrazu [3.10}

|d7||* = (dR - cos¢ — R-sin¢ - dp)* + (AR -sin¢ + R - cos ¢ - dg)? + (dz)* =

= (dR)?*(cos ¢)? — 2R sin ¢ cos ¢ - dRd¢ + R*(sin ¢)*(dep)* + (dR)*(sin ¢)*+

+2Rsin ¢ cos ¢ - ARd¢ + R*(cos ¢)*(d¢)? + (dz)* =

= (dR)? + R*(d¢)* + (dz)? (3.13)
Vysledek tipravy [3.13] 1ze prepsat na skaldrni soucin jako

(dR)?* + R*(d¢)* + (d2)* = (dR, R-d¢, dz) - (dR, R-dg, dz). (3.14)

48Vyuzivame vztah pro viypocet velikosti vektoru.
9Vig [1], str. 14.



Druhou mocninu velikosti vektoru dr lze rovnéz prepsat jako

|d7|? = d7 - d7. (3.15)
Z vysledku [3.13] [3.14] a [3.15] vyplyva, ze
dF = (dR, R-d¢, dz) = (1-dR, R-d¢, 1-dz), (3.16)

kde 1, R a 1 jsou tzv. Laméovy koeficienty pro cylindrické soutradnice.
Budeme-li pracovat ve sférickém systému souradnic, platiﬂ ze

xr = r-sind-cosp
y = r-sind-sing (3.17)
z = 7r-cosv,

kde r € (0, 00), ¢ € (0, 27m) a ¥ € (0, 7). PiepiSme tyto vztahy pro ,velice malé
zmény“ soutadnic x, y, z, resp. r, ¥, . Tedy

dr = dr-sinv-cosp+1r-cos-cosp-dd —r-sind-sinp-dp
dy = dr-sin?-sinp+r-cosd-sinp-dd+r-sind-cosp-dey (3.18)
dz = dr-cosv —r-sind - dd.

Rozepisme opét vypocet pro ,malou® zménu souradnice z:
b

ox ox ox

~ O(r-sind - cos p) dr 4+ A(r - sind - cos p) 49 + A(r - sind - cos )

or oY dp

=sind-cosp-dr+r-cosd-cosp-dd —r-sind-siny - dp.

Obdobné bychom vypocetli vyrazy pro dy a dz uvedené v rdmeci vztaht [3.18]
Pokud bychom dosadili vztahy do rovnosti [3.10] po upravach bychom
dostali!]
|7 = (dr)® + 72 - () 4+ r* - (sin ) - (dy)*. (3.19)

Opét mizeme vysledek rozepsat jako skalarni soucin:

(dr)? 4% (d9)? + 72 - (sin®)? - (dp)? =

= (dr, r-dd, r-sind - dy) - (dr, r - dv, r - sin? - dep). (3.20)
Porovnanim vztahu [3.19] [3.20] a |3.15| dostavame:

di = (dr, r-dd, r-sind - dp) = (1 - dr, r - dd, r - sind - dyp), (3.21)

kde 1, r a r - sin 1 jsou Laméovy koeficienty pro sférické souradnice.

S0Viz [1], str. 16.
51Podrobné tpravy neuviddime, nebot je postup obdobny jako u cylindrickych soufadnic.

N4



Oznaéme Laméovy koeficienty pro krivocaré ortogondlni souradnice jako hy,
ho a hg (obecné h;). Pak pro kartézsky systém je hy = 1, hy = 1 a hy = 1, pro
cylindricky systém je hy = 1, ho = R, hg = 1 a pro sféricky systém je h; = 1,
hys =1 a hy = r-sind. Z predeslého rovnéz plyne, ze

di* = (hy - dqu, ha - dgz, hs - dgs), (3.22)

kde dg; je nekoneéné mala zména kiivocaré ortogonalni souradnice ¢;. Tteba sou-
¢in hy - dgs pak odpovida délce nekonecné malého obloucku, ktery vznikne tim,
ze zménime souradnici g2 o dgo a zbylé souradnice ¢y, ¢35 nechame konstantni.
Oznacme tuto délku dsy. Obdobné pak plati, ze ds; = hy - dg; a ds3 = hs - dgs.

Vezmeme-li napriklad cylindricky systém souradnic, dostavame ds; = dsg =
=1-dR,dsy =dsy = R-d¢ adss =ds, =1-dz.

Odvozeni souradnicového tvaru gradientu

Vyjdeme z defini¢niho vztahu pro gradient (3.1]). Na levé strané tohoto vztahu
je vyraz df, ktery znaci zménu skalarni funkce f, pokud se presuneme z jedné
ekvipotencialy na jinou, pricemz predpokladame, Ze jsou tyto dvé ekvipotencidly
velmi blizko u sebe. S vyuZitim vztahu [3.9]1ze df rozepsat jako:

of of of
df = 7=~ -dg + 7~ -dgz + -~ - dgs, 3.23
Oq g2 0q3 ( )
kde skalarni funkce f odpovida funkci F' ve vztahu (3.9

Zaméime se na pravou stranu vztahu [3.1} Vime, Ze gradf je vektor. Oznacme
jeho slozky jako ((gradf):, (gradf)s, (gradf)s). Nyni prepiseme pravou stranu
rovnosti [3.1} pricemz vyuzijeme vztahu [3.22] Tedy

gradf - di = ((gradf)1, (gradf)s, (gradf)s) - (hy - dqi, he - dge, hg - dgs). (3.24)

Tento vztah jesté mizeme upravit na tvar
gradf - dif = (gradf); - hy - dg1 + (gradf)s - ho - dgo + (gradf)s - hs - dgz. (3.25)

Z definice gradientu plyne, ze se maji pravé strany vztaht a rovnat.
V obou vyrazech jsou tfi s¢itance, v nichz se postupné vyskytuji ¢leny dq;, dgo
a dgs. Pricemz odpovidajici s¢itance se museji rovnat. Porovname-li naptiklad
sCitance, v nichz se vyskytuje ¢len dg;, dostaneme
of

9ar dg = (gradf); - b - dqu. (3.26)
41

Vyjadreme nyni z tohoto vztahu prvni slozku gradientu:

1 of
(gradf), = B (3.27)

Totéz muzeme provést pro scéitance s dgs a dgs. Dostaneme tak vyjadreni druhé
a treti slozky gardientu:

(gradf)s = hl ﬁ

. , 3.28
s 0go ( )



0
(gradf)s = hl?) : (9(;; (3.29)

Prepisme vztahy [3.27] [3.28] [3.29) do kompaktnéjsiho tvaru:

1. 9f 1 of 1.3f>
hy 5Q17h2 aCIz’h:a aQ:s

gradf = ((gradf)i, (gradf)s, (gradf)s) = (

(3.30)
Dostali jsme tak souradnicovy tvar gradientu. RozepiSme toto vyjadieni postupné
pro kartézsky, cylindricky a sféricky systém souradnic.

Kartézsky systém souradnic:
hi=1hy=1hg=1
g1 =2,492 =Y, 43 = =%

of 9f af) . (3.31)

gradf = ((%, Fyv -

0 9 9
ox? Oy’ 0z

Zadefinujme nyni operator v jako ,,vektor* ( ), pak muzeme vztah [3.31

prepsat na tvar: .
gradf = V, (3.32)

coz je vztah, o kterém jsme jiz psali v oddilu|3.1.1

Cylindricky systém souradnic:

hi=1,ho=R, hs=1

=R, @=0¢,¢==2

_(of 1 0of of
gradf = <8R’ R 00 82')' (3.33)
Sféricky systém souradnic:
hi =1, hy =1, hg =7r-sinv¢
n=r.gg=9,q¢=¢
of 1 of 1 af
==, - = . .34
gradf <8r’r 09’ r-sind &p) (3:34)

3.1.4 ResSené tlohy na gradient

Uloha ¢&. 1:
Je déna skalarni funkce f(z, y, z) = Inx + y> + 2 - y. Vypoctéte gradient této
funkce.

Resent:
Funkce f = (z, y, 2) je zavisld na proménnych z, y a z. K Teseni tak vyuZi-
jeme vztahu pro kartézsky systém souradnic. Vypoctéme nejprve potiebné
parcialni derivace:

of Olnz+y*+z-y) 1

1
— — 24 040=—
ox ox x+ + x’




g_a(lnx+y3+z~y)

= =0+3y*+2=3y°
dy ay +3y” + 2 Y+ z,

of _ Ilnz+y>+2-y)
0z 0z
Dosadme do vztahu B.31k

_(of o1 of _<1 : )
gradf_ (axa a ’82> - 37’33/ +Zay .

=0+0+y=uy.

Uloha &. 2
Je déna skaldrni funkce f(r, ¥, ) = r-sin¥-cos ¢. Vypoctéte gradient této funkce.

Ze zadani je ziejmé, ze pracujeme se sférickymi souradnicemi. Bude se nam tedy
hodit vztah [3.34] Vypoc¢téme nejprve potfebné parcidlni derivace:

af _ O(r-sind - cos p)
or or

= sin ¥ - cos ¢,

af  O(r-sind - cos )

=17r-cosv - cosy,

o 09

df  O(r-sinv - cos @) _ _

— = = —r-sind - sin .
Oy Oy

Nyni dosadme do vztahu [3.34], dostavame:

& S \or’r 99 r-sind 9p)
. 1 1 . :
:<sm19~cosg0,-r‘c0319~cos<p, : ~(—r~s1n19~smg0)>:
r r-sind

= (sin? - cos p, cosV - cosp, —sinp).

Uloha ¢&. 3:
V kartézském systému dokazte, Ze pro funkece f(x, y, 2), g(x, y, 2) a konstantu b
plati nasledujici vztahy:

grad(f 4+ g) = gradf + gradg, (3.35)

grad(b- f) =b- gradf. (3.36)

Resent:
U obou vztahii provedeme diikaz primy. Rozepisme nejprve levou stranu vztahu|3.35
pomoci vztahu [3.31} Dostaneme:

(f +g) 9(f+g) Of+ 9)>
ox = oy | 0z

arad(f +9) = (



(05,00 Or 0g 0f 04\ _ (0 of or\ (95 05 0
~\dx  0x’ 9y Oy 0z 0z ox’ Oy’ Oz ox’ Oy’ 0z

= gradf + gradg.
Béhem tprav jsme vyuzili toho, ze parcidlni derivace souctu funkei je rovna souctu
parcialnich derivaci jednotlivych funkci. V predposlednim kroku jsme rozdélili
vektor na soucet dvou vektori. Dokézali jsme tedy platnost vztahu |3.35
Rozepisme nyni levou stranu vztahu |3.36| opét podle vztahu|3.31] Dostaneme:

arad(b- ) = <a(g%f)7 8(2;)’ a(g;f)) _

of , of . of of of of
=(b-—,b-—,b-—|=b-|=—, =——, = | =b-gradf.
( oxr’~ Oy = 0z ox’ Oy’ Oz gradf
Béhem tprav jsme vyuzili toho, Ze lze konstantu vytknout z parcialni derivace,
a také toho, ze mizeme vytknout konstantu z celého vektoru. Dokazali jsme tak

platnost vztahu [3.36]

Uloha ¢&. 4:
Vypoctéte gradient skalarni funkce, jejiz hodnota je rovna vzdalenosti r od po-
catku soustavy soutradnic.

Regent:

Vzdalenost od poc¢atku soustavy souradnic muzeme urcit jako velikost polohového
vektoru 7 = (z, y, z). Tedy r = ||7|| = ||(z, v, 2)|| = V22 + 3%+ 22. Opét
pouzijeme vztah [3.31}

gradf:<af of 8f>:<8r or ar>:

ox’ Oy’ 0z oz’ 9y’ Oz
(VP Y+ VPP 42 OVat Yt + 2 (3.37)
Ox ’ oy ’ 0z ' '
Vypoctéme potiebné derivace:
N2+ y?+22 1 5 5 41 T T
= _. ~3.9p = _ 2
Ox 2 (@ 4y +2) ‘ 2 Fy? 22
oV +y*+ 22 1 9 9 g1 Y Y
=—-("H+y +27) 22y = =
Ay 2 ( Y ) Y 24yt + 22
ove?l+y2+22 1 5, 5 51 z z
= — . T2 2 = =
5 R R by sy
Pokracujme v tpraveé |3.3
OVr? +y? + 22 Ova?+y?+ 22 Ova? 4 y? + 22 :<:v y z)z
Ox ’ oy ’ 0z r’r’r
1 T
—;'(l’,y,z)—;-
Tedy grad r = £. Jedn4 se vlastné o normalovy vektor ke kulové plose se stiedem

T
v pocatku, jejiz polomér je r.



Uloha &. 5:
Vypoctéte gradient potencialu elektrostatického pole v okoli bodového naboje @,
pro né&jz plati vztah ([29], kapitola 2, str. 7):

Q

N 47'(807’”

kde r je vzdélenost od bodového naboje a gy je permitivita vakua.

Reseni:

7 uvedeného vztahu vyplyva, ze je potencial ¢ zavisly na vzdalenosti r. Kdyz
bychom umistili naboj ) do pocatku soustavy souradnic, tak by pro tuto vzda-
lenost platilo: r = ||7]| = V2?2 + y? + 22, kde 7 je polohovy vektor. Pro vypocet
gradientu pouzijeme vztah [3.31] tedy

o=l (50) 5 20) -

_Q 2 1 2 1 é 1 B
 dmey (0:5 <\/x2+y2+22>’ oy (x/x2+y2+z2>’ 0z <\/x2+y2+z2>> B

Q
N

Q < 1 2x 1 2y 1 2z )_
- =
3

A 2 @)l 2 @)t 2 @y )

0 (vl @ r_ @ v

e \ 37 37 p3

Dospéli jsme k vyrazu, ktery se az na znaménko shoduje se vztahem pro elek-
trickou intenzitu, ktery jsme odvodili v podkapitole 2.6 coz odpovida vlastnosti
vyjadiené vztahem [1.51] Z vysledku je rovnéz patrné, Ze smér nejvétsiho rustu
potencialu je radidlni.

Mnoho obdobnych piikladi na téma gradient lze nalézt napriklad v [4], sekce
C/KS, popripadé v [I5], str. 11-13.

3.1.5 Odvozeni vztahu pro vypocet plosného int. II. druhu
pro ,,slusné vychovanou plochu*“ ¥ zadanou expli-
citné

K néasledujicimu odvozeni je potieba znat diferencialni operator gradient, a tak
jsme jej zaradili do této kapitoly (prestoze se tyké plosného integralu II. druhu).

Jiz. vime, Ze kdyz je plocha ¥ zadana explicitné, pak je jedna ze souradnic
x, Yy, z vyjadiena pomoci zbyvajicich dvou. Pfedpokladejme, zZe je souradnice z
vyjadfena pomoci soutadnic = a y, tj. z = z(z,y).

Nasim iikolem nyni bude odvodit vztah pro vypocet plosného integralu II. dru-
hu po takto zadané plose X..

Vyjdeme ze vztahu
// P(F)-dd = // B(F) - ids, (3.38)
by b



se kterym jsme se jiz setkali v oddilu 2.3.1] V ném vystupuje vektorové pole
P(7) = (P,(7), P,(7), P,(7)) a normélovy vektor 7, jehoz tvar musime v prvni
rade zjistit.

Pro kartézské souradnice plochy ¥ plati, ze z = z(z,y). To je ale totéz jako
z—z(z,y) = 0. Jelikoz se vztah na levé strané rovnd nule, tedy konstanté, mizeme
tvrdit, Ze se jedna o ekvipotenciélu@ Normalovy vektor @ k ni musi byt kolmy
a navic musi byt jednotkovy.

7 vlastnosti gradientu vime, ze vzdy ,ukazuje“ smér nejvétsiho ristu skalar-
niho pole a také to, ze je vzdy kolmy k ekvipotencidle. Zd4 se tak, ze bude velice
vyhodné gradient pouzit.

Ozna¢me vyraz z — z(z,y) jako £. Pak normélovy vektor 7 bude mit tvar:

grad &

lgrad &J|°

Gradient zarucuje kolmost k ekvipotencidle a jeho velikost ve jmenovateli zajistuje
jednotkovost normélového vektoru. Znaménka ,+“ fikaji, Ze norméalovy vektor
mize mit obecné smér rustu, ale i smér poklesu. RozepiSme nyni vztah
podrobnéji:

=+ (3.39)

 gade | grad (s — 2(zy)
n = :l:i = =
[grad &[] lgrad (z — z(z,y))||
0(z—z(z,y)) O(z—z2(zy)) O(z—=2(zy)) 02(z,y) 0z(z,y)
-+ ( ox ) dy ’ 0z ) -+ (_ dx ' By 1) _
I (3(z—z zy)) O(z=z(zy)) a(?«—Z(ﬂw))) I I (_32(17@/) _ Oz2(zy) 1) I
ox ) dy ) 0z ox 7 oy

ox 7 oy

() ()

(_62(3:,3;) B Bz(:p,y)’ 1)
+

(3.40)

Béhem tuprav jsme vyuzili soutadnicovy tvar gradientu a také vztah pro vypocet
velikosti vektoru?]

Vratme se nyni ke vztahu [3.38a dosadme do néj ze vztahu za normalovy
vektor n. Pak dostaneme:

//ﬁ(f).dé*://ﬁ(m 7dS =

(_f%(x,y) _ 0z(zy) 1)
= i//(Pz(F)7 Py(F)7 Pz<?)) ’ o 27 i 72 dS —
: () ()

== [f (re - 252 i 250) T

52Ekvipotencidla je plocha, na nfZ je hodnota skaldrni funkce ve viech mistech stejna (kon-
stantni).

Bl = [I(ur, vz, us)ll = Vi +u3 +ui.

dS =




_ L L 0z(zy) L 0z(z,y)
= :I:[/ (PZ(T) — P.(7) - P P,(7) - Jy ) dzdy. (3.41)

Nejprve jsme tedy provedli dosazeni za normalovy vektor 7. Dale jsme skalarné
vynasobili vektorové pole P(7) = (P,(7), P,(7), P.(7)) s normalovym vekto-
rem. V predposlednim kroku jsme vyuzili vztahu pro vypocet plosného integralu
I. druhu pro explicitné zadanou plochuf’ Oblast o, po které v poslednich dvou
krocich integrujeme, je defini¢ni oblast pro souradnice x, y.

Pokud budeme uvazovat norméalovy vektor, ktery bude mitit do oblasti kladné
¢asti osy z (,nahoru‘), pak bude platit:

[ P -as - // (Pm ~p) P00 ). @Zg;w) dudy, (3.42)

coz je vztah, ktery jsme uvedli v oddilu [2.3.2]

3.2 Divergence

Divergence je ve fyzice velice vyuzivanym diferencialnim operatorem. Jeji
hlavni fyzikalni vyznam spociva v souvislosti s existenci zdroji vektorového pole.
Velice vyznamnou roli také sehrava v tzv. Gaussové vété, kterou se budeme za-
byvat v oddilu (3.2.4

Na zacatku této podkapitoly zavedeme operator divergence bez vyuziti sou-
radnic, dale se budeme zabyvat jeho souradnicovym tvarem a na zavér uvedeme
nekolik fesenych tloh.

3.2.1 Zavedeni divergence

Pro zavedeni diferencidlniho operatoru divergence je velice dulezita znalost
plosného integrélu II. druhu, kterym jsme se zabyvali v kapitole 2} Pfipomernme,
Ze tento integral vyjadiuje tok vektorového pole ]3(77) plochou Y. Znac¢ime jej
[, P(7) - dS.

V tvodu této kapitoly jiz bylo zminéno, ze divergence vytvari z vektorového
pole (zkracené vektoru) skalarni pole (zkracené skalar). My budeme uvazovat
obecné vektorové pole, které znacime ﬁ(f’) 7, predeslého je rovnéz zirejmé, Ze
bude nasim tkolem urcit, zda ma toto pole v bodé, jemuz odpovida polohovy
vektor 7, zdroj.

Stejné jako u zavedeni plosného integralu I1. druhu, i zde vyjdeme z predstavy
pracujici s kapalinou. Predstavme si, ze by po nas nékdo chtél, abychom rozhodli,

54Vztah 2.110 viz [2], str. 63.



zda v néjakém bodé prostoru (s polohovym vektorem 7) existuje zdroj, ze kterého
vytéka kapalinaﬂ tzv. zridlo. Jak o tom rozhodnout?

Jako pomérné dobry napad se jevi nasledujici ivaha: bod, jehoz polohu ur-
cuje vektor 7, pomyslné obalime uzavienou plochou ¥, pricemz nezavisi na jejim
tvaru.@ Dilezitou vlastnosti je uzavienost této plochy. Nésledné bychom sledo-
vali, zda uzavienou plochou X protéka kapalina.

Pokud by plochou X kapalina protékala, a to tak, ze by tekla pfevéin@ ze-
vniti objemu vymezeného plochou X (oznacme jej AV') smérem ven, rekli bychom,
ze je v tomto objemu zdroj (neboli zfidlo) kapaliny. Naopak, pokud by kapalina
prevazneé vtékala dovnitt objemu AV plochou X, fekli bychom, Ze je nékde uvnitt
tohoto objemu tzv. antizdroj, neboli misto, kde se kapalina ,ztraci®.

Otazkou vsak nebylo, zda se nachazi zdroj kapaliny v objemu AV, nybrz zda
se nachazi zdroj primo v bodé, jemuz prislusi polohovy vektor 7. Abychom dostali
odpoved na tuto otazku, budeme muset zmensit uzavienou plochu 3, a to tak,
ze bude obklopovat pouze ,nas“ bod, tj. objem AV se bude limitné blizit nule.

Nyni prejdeme k obecnéjsi tvaze: méjme vektorové poleﬂ u kterého chceme
zjistit, zda v bodé s polohovym vektorem 7 existuje jeho zdroj, resp. antizdroj.
Budeme postupovat analogicky k prikladu s kapalinou. Dany bod ,,obalime* uza-
vienou plochou X, ktera tak bude vymezovat objem AV, a budeme sledovat, zda
dochézi k néjakému toku vektorového pole touto plochou. K tomu vyuzijeme
pravé plosny integral II. druhu. Tok vektorového pole f’(?‘) uzavienou plochou X
obklopujici objem AV je definovan:

¢ = P(7) - dS. (3.43)

Stejné jako u kapaliny, i zde budeme zmensovat uzavienou plochu ¥, a tedy
i objem AV (k nule). K tomu ndm poslouzi limita pro AV. Vyraz pro vypocet
toku z bodu s polohovym vektorem 7 by tak mohl vypadat takto:

=

o= Al‘i/lrgo P(7r) - dS. (3.44)
S(AV)

Zde vsak narazime na problém: pokud bychom totiz pocitali tok ¢ podle vzta-
hu [3.44] vysel by nulovy. Plocha ¥ by totiz byla najednou tvofena pouze jednim
bodem (s polohovym vektorem 7). Bod je vsak bezrozmérny — nemé tedy smysl
mluvit o déleni plochy ¥ na plosky d.S a o jejich normélovych vektorech — nemtize

jim tedy z definice nic protékat. Argument limity tak vydélime vyrazem AV [

5 Jedn4 se o ,myslenkovy experiment“. M{iZeme si tak piedstavit skuteéné jediny bod pro-
storu, ze kterého mize hypoteticky vytékat kapalina. V prirodé by této predstavé mohl odpo-
vidat pramen potoka.

56P¥irozenou volbou uzaviené plochy muZze byt kulova sféra, popiipadé povrch kvadru. Na
tvaru plochy ¥ vSak skutecné nazavisi.

5TPokud by plochou ¥ byla napi. kulova sféra, jednalo by se (v piipadé zdroje) pouze o tok
kapaliny zevnitt vymezeného objemu ven. V pripadé, ze by byla plocha rizné prohybana, mohla
by kapalina v nékterych c¢astech plochy i vtékat. V pripadé zdroje by vsak vytékani kapaliny
prevazovalo nad vtékanim.

8V pifpadé s kapalinou by timto vektorovym polem byla rychlost kapaliny @(7).

" Dostaneme tak limitu neuréitého vyrazu ,,% “, kterd rozhodné neni automaticky nulova.



dostaneme vyraz:
. 1 = 3
Jim # B - dS. (3.45)
S(AV)

Pravé tento vyraz nazveme divergenci vektorového pole P(7) a oznacime jej divP.
Mizeme tak napsat:

3 . 1 = 13
divP = A1‘1/120 AV # P(r)-dS|. (3.46)
S(AV)

Vztah budeme povazovat za definicni "]

3.2.2 Vlastnosti divergence

Jiz pri zavedeni divergence bylo zminéno, co povazujeme za zdroj vektorového
pole, resp. jeho antizdroj.

Pro zdroj plati, ze vektorové pole prevazné ,vytéka“ z uzaviené plochy . Pro
jednoduchost uvazujme napt. plochu ve tvaru sféry[’] Zvolme normélovy vektor i
k plose tak, ze bude mit vzdy smér ,ven“ z plochy . Pak tento vektor svira
v kazdém misté plochy s vektorem P = P(7) tthel v € (0, 5 ). Tedy skaldrni soucin
P-i bude v kazdém misté plochy 3 kladny (nebot je roven vyrazu || P|-||7]]-cos 7).
Z toho vsak také plyne, Ze integral #2 P-d5 je kladny a tedy i divergence vyjde
kladn4.

Naopak, je-li v prostoru vymezeném plochou ¥ antizdroj, vektorové pole P
do uzavriené plochy ¥ prevazné | vtéka“. Tentokrat bude pro plochu ¥ (opét pro
jednoduchost sféru) s normalovym vektorem ve sméru ,ven* z plochy platit, ze
v € (3, 7), z cehoz plyne, ze skaldrni soucin P - it bude v kazdém bodé plochy
zaporny. Z toho vSak vyplyva, ze i divergence bude zdporna.

Pokud se bude jednat o pritok, divergence bude nulova. To plyne z toho,
ze pritokem rozumime situaci, kdy vektorové pole P do plochy > | vtékd“, ale
také | vytéka“. Pricemz ,vtékani“ pole neptrevazuje nad ,vytékanim* (a naopak).
Toky se tak odectou

Zavedme nyni pojem silocdra. Silocarou budeme rozumét orientovanou kiivku,
ktera ma takovou vlastnost, ze v kazdém jejim bodé ma vektor P smér tecny k této
krivce. Zaroven maji silocary stejnou orientaci jako vektorové pole P. Silocary se
navzajem neprotinaji. V misté, kde je vektorové pole P ,silné“, jsou znazornéné
silocary blize u sebe nez je tomu v misté, kde je vektorové pole ,slabé“. Mluvime-
li o proudéni kapaliny, nazveme silocary proudnicemi. U magnetického pole hraji
roli silocar tzv. magnetické indukcni cary.

60V mnohé literatute, jako napt. v [15], str. 15 nebo v [5], str. 228, je divergence definovana
pomoci jejiho soutadnicového tvaru, kterym se budeme zabyvat v oddilu
vsak ke stejnému vysledku jako u tvah s plochou ve tvaru sféry.

62Tento integral totiz dle vztahu miuiZeme piepsat na tvar @Sg P-idS.

63Pokud bychom méli v prostoru kladny bodovy naboj a nékde mimo néj kulovou plochu X,
tak ,vtékajici“ vektory elektrické intenzity E budou mit vétsi velikost nez vektory ,,vytékajici“
(velikost intenzity se zmensuje s 72). I piesto véak bude celkovy tok plochou ¥ nulovy. Vysvét-
leni tohoto zdanlivého paradoxu se provede pomoci tvahy s prostorovym thlem. Pro rostouci
vzdélenost r se plocha k pifslusnému prostorovému thlu zvétsuje s 72. Efekty se tak vyrusi.



Mame-li zavedeny silo¢ary, mizeme pomoci nich znazornit situaci se zdrojem,
antizdrojem ¢i prutokem vektorového pole P uzavienou plochou ¥ jako je tomu

na obrazku [3.6/64

zdroj antizdroj

divP >0 divP < 0
prutok

divP =0

Obrazek 3.6: Znazornéni zdroje, antizdroje a pritoku vektorového pole P
v bodé A (X je velmi mald)

3.2.3 Souradnicovy tvar divergence

Pti odvozeni souradnicového tvaru divergence vyjdeme z defini¢niho vztahu,
ve kterém hraje stézejni roli integral #2@\/) f’(?) - dS. Jak jiz vime, jednd se
o ploiny integral II. druhu z vektorového pole P = 13(7_“') po uzaviené plose ¥
obklopujici objem AV. Kromé toho, tento integral vyjadiuje tok vektorového
pole P plochou .

Zkusme si nyni predstavit situaci zndzornénou na obréazku [3.7] Za uzavienou
plochu ¥ jsme zvolili povrch ,kvadru“ ABCDEFGH, a to tak, ze hrany AD,
DC, DH lezi postupné na (zobecnénych) souradnicovych ¢ardch ¢, g2, gs.

Nyni bude nasim cilem spocitat tok ¢ vektorového pole P plochou ¥. Po-
¢itat naraz tok celym povrchem ,kvadru“ by bylo pomérné obtizné, a proto jej
rozdélime na jednotlivé ,,obdélniky“ odpovidajici sténam ,kvadru®. Je ziejmé, ze
celkovy tok plochou ¥ bude souc¢tem dil¢ich toki jednotlivymi sténami ,kvadru®.
Vypoctéme jednotlivé toky:

64U schématu tykajiciho se zdroje a antizdroje jsou silo¢ary (a tedy i vektorové pole 13) kolmé
na kulovou plochu ¥. S normalovym vektorem 7 tak v tomto ptipadé sviraji tthel v = 0, resp.

vy =m.



q3

q1

Obréazek 3.7: Schéma k odvozeni souradnicového tvaru divergence (plocha ¥ pfi-
pominajici kvadr)
Tok ¢; pole P (pfedni) sténou ABFE:

Hledany tok ¢, vypocteme jako

b1 ://ﬁ.d@ (3.47)

kde ¥ je sténa ABFE. Nyni vyuZzijeme vztahu [2.8] pomoci néhoz lze prevést
plosny integrél II. druhu na plosny integral I. druhu a dostaneme tak

¢1=//]3~d§://]3-ﬁ1d8, (3.48)
1 1

kde 777 je normalovy vektor k plose ¥;. Oznac¢me slozky vektorového pole P jako
(Py, Py, P3). Jelikoz je plocha ¥; (neboli sténa ABFE) kolma k souradnicové
¢are qq, jeji normélovy vektor 7; bude mit souradnice (1, 0, 0) (viz obrazek .
Pouzijme tyto poznatky pri dosazeni do pravé strany predeslého vztahu a dosta-

neme
¢1 = Z/I/(Pl, Py, P3)-(1,0,0)dS = //P1 ds. (3.49)

P

Nyni vyuzijeme véty o stredni hodnoté.ﬁ Dostaneme tak

o= [ 45 = (A dss-dsys, (3.50)
3

65Véta o stfedni hodnoté struéné feceno ik, Ze mame-li plosny integral I. druhu /] fz fds, tak
musi existovat néjaky bod (oznac¢me jej Q) na plose ¥ takovy, ze plati [[i, fdS = f(Q) [y, dS.
Pfesné znéni véty vcetné jejiho dikazu lze nalézt napt. v [27], str. 140, véta 9.6.



kde dss je délka strany AB (resp. F'E) a dss je délka strany BF (resp. AFE). Toto
oznaceni délek stran volime kvili tomu, Ze uvazujeme ,nekonecéné maly kvadr®,
a tedy i velmi malé strany ,obdélniku“ ABF E. Uvédomme si nyni, Ze napt. dss
je délka odpovidajici velice malé zméné souradnice ¢o. V oddilu zabyvajicim se
Laméovymi koeficienty (viz bylo zminéno, ze tuto délku lze vypocitat jako
dsy = hg - dgo, kde hsy je jeden z Laméovych koeficienti. Obdobné dsz = hg - dgs.
Prepisme tedy vztah jako

qbl:Pl'dSQ'd.Sg:Pl'hg'd(]g'hg'd(]g. (351)
Celé odvozeni jsme provedli pro sténu ABF E neboli plochu ¥, a proto jej ozna-

cime ]
¢r = (P1-ha - hs-dgo - dgs)s,. (3.52)

Tok ¢, pole P (zadni) sténou DCGH:

Tok ¢ plochou Y5 (neboli sténou DCGH) vypocteme naprosto analogicky
jako ¢y. Zésadni zména je pouze v tom, ze normalovy vektor 7y = (—1, 0, 0),
nebof mitri kolmo k >y , ven z objemu“. Provedme tedy odvozeni:

¢2://13-d§://13-ﬁ2dsz
pIp}

://(Pl, Py, Py) - (—1, 0, O)dS://(_Pl)dS:

= —P1 // ds = —(Pl . dSQ . d83)22 = —(P1 . ]’LQ . h3 . dQQ . dQ3)22- (353)

Yo

Tok ¢; pole P (pravou) sténou BCGF:

Nyni plati, Ze plocha X3 je sténou BCGF a normélovy vektor i3 = (0, 1, 0).

Tedy
¢3—//13'd§://13 iy dS =
Y3 3
://(P17P27P3)'(07 170)d5://P2d5=
23 E3
—p, // 45 = (P, - ds, - dss)sy = (P~ b - hs - day - dgs)s,. (3.54)
33

66Dolnim indexem ¥; ve vztahu vyjadfujeme skutecnost, ze jsme dany vysledek dostali
pro plochu ;.



Tok ¢4 pole P (levou) sténou ADHE:

V tomto ptipadé je plocha ¥4 sténou ADHFE a norméalovy vektor 14 =
= (0, —1,0). Tedy

://(PI,PQ, P)- (0, —1, O)dS://(—Pg)dS:

g
= —P2 // dS = _(P2 . d51 . d83)24 = —(P2 . hl . h3 . dql . dQ3)24. (355)
4

Tok ¢; pole P (horni) sténou EFGH:

Zde plati, ze plocha Y5 je sténou EFGH a normélovy vektor 7i5 = (0, 0, 1).

Tudiz
¢5=//ﬁ-d§=//ﬁ.ﬁ5dsz
s Y5
://(Pl,PQ,P:g)'(0,0, 1)dS://P3dS:
25 Z5
=P // dS = (P53 -dsy - dsa)s, = (Ps- hy - he - dgy - dga)s,. (3.56)
35

Tok ¢ pole P (dolni) sténou ABCD:
Nyni plati, Ze plocha Y je sténa ABC'D a norméalovy vektor g = (0,0, —1).

Dostéavame
¢6=//ﬁ-d§=//ﬁ.ﬁ6dsz
g

e

://(Pl,Pg, Py)- (0, 0, —1)dS://(—P3)dS:

Y6
= —Pg // dS = —(Pg . d51 . dSQ)EG = —(Pg . hl . hg . dql . dQQ)ZG. (357)
g

Odvodili jsme tedy dil¢i toky vektorového pole P jednotlivymi sténami , kva-
dru“. Vime, ze celkovy tok ¢ bude roven souctu vsech dil¢ich toku. Vyuzitim
vysledki az (pro nazornost je rozlisime barevné) tak dostaneme

O =¢1+ 2+ + ¢5 + ¢ = (P - ha - hs - dga - dg3)s, —

—(Py - hy - hg-dgy - dgs)s, + +



—l—(P; . hl . hQ . dql . dQQ>Z5 — (Pd . hl . hQ . dql . d(]Q)ZG, (358)

pricemz toky odpovidajici navzajem protilehlym sténdm , kvadru“ jsou vyznaceny
stejnou barvou.

Zamérme se nejprve na ,tmaveé modry soucet . Z obou s¢itanci miizeme vy-
tknout souc¢in dgs-dgs, nebot dgs i dgs jsou nekoneéné malé zmény souradnic go
a q3, a vyraz dgo-dqs bude tedy stejny jak pro plochu 3, tak pro plochu .
Dostavame tak

¢1+¢2:(P1'h2'h3‘dQ2'dQ3)21—(Pl'hz'h3'dQ2'd613)22:

=[(Pr-ha-h3)s, = (P - ha - h3)s,] - dgz - dgs. (3.59)
Rozdil v zavorce bude roven vyrazu
8(P1 . hg . hg)
————% - dqy. 3.60
oq B ( )

Kdyz bychom totiz oznadili vyraz (P - hy - h3) jako F', tak bychom dostali rozdil
Fy,, — Fy,,, ktery miizeme oznacit jako dF', jelikoz vime, Ze jsou plochy ¥; a ¥ ne-
konecné blizko u sebe. Pouzijeme vztah [3.9) Zajim4 nés, jak se zméni hodnota F,
pokud se pomyslné presuneme ve sméru ¢ary ¢; mezi plochou ¥; a ¥,. ,,Zména*
dF' tak bude odpovidat pouze prvnimu sc¢itanci 3—5 -dq, ze zminéného vztahu.

, ITmavé modry soucet® tak vyjde jako

O(Py-hsy-h
1+ P2 = (1823) ~dgr - dg - dgs. (3.61)
41
Obdobnym postupem bychom pro dostali
= (3.62)
a pro ,cerveny soucet® bychom dostali
‘ O(Ps3 - hy - h
¢5 + P = AP I o) dgs - dgi - dgo. (3.63)

dqs

Ze vztaht1|3.58]13.61] |3.62| a[3.63| dostavame vyraz pro celkovy tok ¢ uzavienou
plochou ¥ (obklopujici objem AV jdouci k nule):

b= <8(P1 - hy - h3) N O(Py - hy - h3) N O(Ps - hy - hs)
oq 0qa dq3

Na zacatku odvozeni jsme zminovali, Ze se tok ¢ rovna integralu

) ~dqy - dgs - dgz.  (3.64)

S(AV)

V definici divergence (viz vztah [3.46)) pred timto integralem stoji vyraz <. Pi-
¢emz bereme limitu z celého vyrazu pro AV jdouci k nule. My ale vime, ze ob-
jem AV je objem vymezeny plochou ¥ (neboli se jednéd o  kvadr* ABCDEFGH).
Limitu tohoto objemu (jdouci k nule) snadno vypocteme jako

lim AV = d81 . d82 . d53 = hl . dql : h2 . dQQ : h3 : dQ3, (365)
AV =0



coz lze snadno nahlédnout z obrazku B.7.
Vydélme vyraz vyrazem Dostanemd®’|
1 (8(}71h2h3)+8(P2h1h3)+8(P3h1h2)>
hi - hg - hg 891 8q2 (9q3 .

(3.66)

Tento vysledek vsak odpovida divergenci vektorového pole ]3, coz plyne z jiz
zminéné definice [3.40

Souradnicovy tvar divegence tak mizeme finalné zapsat jako

dlvﬁ: 1 (8(P1h2h3)+8(P2h1h3)+8(P3h1h2)>
hy - hy - hs I 0q2 0q3
(3.67)
Rozepisme nyni vysledek pro jednotlivé souradnicové systémy:
Kartézsky systém souradnic:
hlzl,hgzl,hgzl
g1 =2,q2 =Y, 43 =%
-~ 0P, 0P, OP
divP = —= Y z, 3.68
v ox + Jy + 0z ( )
Pro V = (8%, 8%, %) dostévém
divP =V - P. (3.69)
Cylindricky systém souradnic:
hlzl,hQZR,hgzl
QI:R7Q2:¢7Q3:Z
.= 1 (0(Pr-R) 0P, O(P,-R)
divP = — - . 3.70
v R(@R T T oz (3.70)

Stéricky systém souradnic:
hi =1, hg=r, h3 =r-sin
G =T, Q2:197 qs =@

divP =

1 AP, -r*-sing)  O(Py-r-sind) I(P,-r)
r2.sing < or + oY * Op - 37

3.2.4 Gaussova véta (matematicka)

Na 1uvod je nutné podotknout, zZe se budeme v tomto oddilu zabyvat tzv.
Gaussovou vétou matematiky nikoliv Gaussovym zakonem elektrostatiky, ktery
zname z fyziky.

Gaussova véta (nékdy téz Gaussuv vzorec) udava vztah mezi plosnym inte-
gralem II. druhu a trojnym (resp. objemovym) integralem (viz [2], str. 45). Nasim
ukolem bude tento vztah najit.



Obrazek 3.8: Schéma tykajici se odvozeni Gaussovy (matematické) véty

Uvazujme situaci zndzornénou na obrézku [3.8] Mame uzavienou plochu X
vymezujici objem V. Tento objem jsme rozdélili na N objemt AVy, AV, ..., AVy.
Pii odvozeni Gaussovy véty vyjdeme z definicnitho vztahu pro divergenci
(vztah [3.46). V této definici vystupuje limita pro objem (vymezeny uzavienou
plochou) jdouci k nule. My ji vynechdame, ¢imz vsak zptisobime to, ze se dale ne-
bude jednat o pfesnou rovnost. Zamétime-li se pouze na j-ty objem AV;, mizeme

napsat
1

divP = — P-dS. 72
iv AV, # S (3.72)
S(AV;)

Pfenasobenim pfiblizné rovnosti vyrazem AV; dostdvame

—

divP - AV, = # P-ds. (3.73)
S(AV;)

Nyni si uvédomme, Ze objem V' je souc¢tem N objemi AV, tj.

N
V=> AV, (3.74)
j=1
Kromé toho, integral S@Sz( AV) P.dS vyjadiuje tok vektorového pole P uzavfenou
J
plochou X (AVj). Objemt AV, vymezenych plochami ¥(AV;) mame N. Zkusme
vyrazy na obou strandch vztahu [3.73| ,,poscitat“ pres j = 1,2,.... N, tj.

N N
Y divP AV =Y P-dS. (3.75)
j=1

=1
I;(AV))

67Soucin dq; - dgs - dgs se zkrati. Laméovy koeficienty nemtizeme vytknout z jednotlivych
parcidlnich derivaci, nebot mohou obecné zaviset na zobecnénych soufadnicich.

68V nékterych zdrojich, jako napt. v [I8], rozumi zdpisem V.P divergenci vektorového pole P
bez ohledu na to, zda pracujeme v kartézskych souradnicich.



Nyni se zaméime na obrazek Pokud vektorové pole P ,vytéka“ z diléiho
objemu AV;_;, a to tak, Ze ,neopousti® celkovy objem V', pak musi ,vtéct® do
néjakého vedlejstho dilétho objemu (napf. AV;). Toky vektorového pole P pres
hranici objemit AV;_; a AV} se odectou. Z toho plyne, Ze soucet toki jednotlivymi
plochami ¥(AV;) je roven toku ,,vnéjsi“ plochou (V). Mizeme tedy napsat

Z # P-dS = #P.dé (3.76)

H(AV)) 2(V)

Vztah tak lze prepsat jako

N
Y divP - AV, = # P-dS. (3.77)

=1 S(AV)

Provedme nyni limitu v tom smyslu, ze budeme uvazovat poc¢et N dil¢ich objem,
resp. ploch, bliZici se nekonecnu. Z toho plyne, ze objemy AV, budou nekonecné
malé, tudiz bude platit, ze

lim Zde AV, = /// divPdV. (3.78)

N~>oo
\%

Vsimnéme si, ze se z dil¢tho objemu AV; stal nekoneéné maly objem dV a ze
sumy se stal trojny (neboli objemovy) integral. Uvédomime-li si, Ze plati Vztah@

lim Zde AV, = # P-d8S, (3.79)

N~>oo
(V)

ziskame porovnanim tohoto vztahu se vztahem vztah mezi plosnym integra-
lem II. druhu a trojnym integralem:

#ﬁ-dg‘:///divf’dv.

(V) 1%

Tento vztah nazveme Gaussovou vétou (resp. vzorcem,).

3.2.5 Resené tlohy na divergenci

Uloha é. 1
Je dano vektorové pole P = (2 + vy, 3y + 3z, 25). Vypoctéte divergenci tohoto
pole.

Resent:

Pole P je zavislé na proménnych z, y a z. K feSeni tak vyuzijeme vztah pro

kartézsky systém souradnic. Vypoctéme nejprve potifebné parcidlni derivace:
0P, _ 0(z* +y)

ox oz T o

69Diky limité miizeme piibliznou rovnost ze vztahu nahradit ,,pfesnou® rovnosti.




OP, 0(3y+3z)
oy Oy

0z - 0z

Dosadme do vztahu [3.68 a dostaneme
-~ 0P, 0P, OP

+ +

divP = =20 4+340=2x+3.
v O dy py rT+o+ T+

Je vidét, ze divergence skutecné prevedla vektorové pole na skaldrni funkci.

Uloha ¢&. 2:
Dokazte v kartézském systému soutadnic, ze pro vektorova pole P = (P,, P,, P,),

-

G = (G4, Gy, G,) a konstantu b plati nasledujici vztahy:

div(P + G) = divP + divG, (3.80)

div(b- P) = b- divP. (3.81)

Resent:
U obou vztahti provedeme dikaz ptimy. Rozepisme nejprve levou stranu vztahu
pomoci vztahu [3.68 Dostaneme:

o(P, + Gy) +8(Py + Gy) +8(Pz +G.) _

div(P+G) = div(Py+ Gy, PGy, P4 Ga) = = dy 02

oP, 0G, 0P, 0G, 0P, 0G.

ox ox dy oy 0z 0z

(0P, N 0P, N OP, N 0G, N oG, n oG,
-\ Or dy 0z Ox dy 0z

Béhem tprav jsme vyuzili toho, zZe parcialni derivace souctu funkci je rovna souctu
parcialnich derivaci jednotlivych funkci. V predposlednim kroku jsme preuspora-
dali jednotlivé sc¢itance tak, aby u sebe byly sc¢itance odpovidajici vektoru 15,
resp. G. Dokézali jsme tedy platnost vztahu

RozepiSme nyni levou stranu vztahu [3.81] opét podle vztahu [3.68] Dostaneme:

> — divP + div@.

div(b- P) = div(b- P, b- P, b- P.) 0(ba~xPI) N a(béypy) N a(ba-zpz> _

=b

.8Pm+b.%+b.8}72_b' 8P$+8Py+8Pz
Ox dy 0z Ox dy 0z

Béhem vypoctu jsme vyuzili toho, Ze lze konstantu vytknout z parcialni derivace.
Dokézali jsme tak platnost vztahu |3.81

):b-divﬁ.

Uloha ¢&. 3:
Vypoctéte divergenci vektorového pole, které se rovna norméalovému vektoru ﬁ,
kde 7" = (z, y, 2).



Resent:
K vypoctu pouzijeme opét vztah Dosadme do néj a pokracujme ve vypoctu

div [ di x y z
v = div s , =
Va2 + 2+ 227 Va2 + 22 Va4 y? 4 22

171
w2+y2+z2 $2+y2+22 x2+y2+z2
Y + —Y 3 + = . (3.82)

B ox

Vypoctéme jednotlivé parcialni derivace

(Jims) R R y o+
= x| ——)- — ,
oz N ) VT 1 2P (VR LR )
8 Y
V2 ) L (_1> 2y __ e+
dy Vit g+ 2 I\ (VR it 2)F (ViR T Rt )P
x2—|—y2

g (\/12+y2+22> 1 X ( 1) 2z
— zZl— 1 == .
Ox VIt +y? + 22 2) (Va2 +y?+ 223 (Va?+y?+22)3

Dosadme tyto tti vysledky do vztahu (3.8

div A y* + 2 . x? + 22 N 2+ y? B
Il (Va2 + 2+ 222 (VaZ+ 2+ 222 (VaZ+y2 4 22)3
2- (a2 +y?+22) 202 2

B (Va2 ¥ g2+ 223 13 r

Vysledkem je opét skalar, coz jsme ocekavali.

Uloha ¢. 4:
Vypoctéte divergenci elektrické intenzity

E =

Q. f (3.83)

47'(507”2

v okoli bodového néboje @ (umisténého do poéatku soustavy soufadnic), kde
7= (x, y, z) je polohovy vektor, r je jeho velikost a gy je permitivita vakua.

Resent:
K vypocétu pouzijeme vztah [3.68] Vzdalenost r = ||F|| mizeme vyjadrit jako
tak muzeme prepsat na tvar

r = /22 4+ y? + 22. Vztah

¢ (z, 9. 2) (3.84)

E= : .
inzy (VT P 2)

Nejprve vypocitame parcialni derivaci z-ové slozky intenzity E podle sourad-

nice x:
R, _9(@ __a+  \_
Or  Or \4mey (Va2 +y2+22)3)




CAmeg (22 492 + 22)5 '
Obdobnym vypocétem bychom dostali nasledujici parcialni derivace
0E, Q (—2y*+2*+ 2% (3.86)
Oy — Amey (224424 22)3 '
aEZ ) 2 2 2
Q (=222 42"+ y?) (3.87)

9z Amey (22 + 12 —1—22)% '
Nyni dosadime vysledky |3.85] [3.86| a |3.87| do vztahu |3.68

. = OE, O0E, OE,
dive = 8x+8y+82_

o Q ((—23:2 +y?+2%) (=2 + 2P+ 2% (=222 427+ y2)> B
dmeg \ (22492 +22)2 (2494227 (a2 y? 4 22)3

_ @ 0
dmey (22 4+ 92 + 22)%

— 0, pokud je (z, y, =) # (0, 0, 0).

Jediny bod, kde miize byt divergence nenulovd, je pocatek, do kterého jsme umis-
tili bodovy naboj ). Pouze v tomto bodé se nachazi zdroj elektrické intenzity.
Proto je pro 7 # (0, 0, 0) divergence elektrické intenzity nulova.

Dalsi dlohy na téma divergence lze nalézt napt. v [4], sekce C/KS nebo v [15],
str. 18.

3.3 Rotace

Rotace patti spolu s gradientem a divergenci mezi nejvyznamnéjsi zastupce
diferencialnich operatort. V uvodu jiz bylo zminéno, ze tento operator souvisi
s ,,virovosti* vektorového pole. Ve fyzice se s rotaci muzeme setkat napt. v elek-
trostatice, kde lze pomoci operatoru rotace ukazat, ze je elektrostatické pole ne-
virové. Operator rotace se rovnéz vyskytuje ve dvou ze ¢tyr Maxwellovych rovnic.

V této podkapitole zavedeme rotaci a uvedeme jeji souradnicovy tvar.

3.3.1 Zavedeni rotace a jeji vlastnosti

K tomu, abychom byli schopni zavést rotaci, musime znat k¥ivkovy integral
II. druhu, kterym jsme se zabyvali v kapitole [I} Jiz bylo feceno, ze do rotace
,vstupuje® vektorové pole (resp. vektor) a ,vystupuje“ z ni opét vektorové pole
(obecné jiné).

Zafnéme opét situaci s kapalinou (napr. vodou). Predstavme si, ze by po
nas nekdo chtél, abychom rozhodli, zda se v né¢jakém bodé prostoru tvori vodni



viry. Po zkusenosti se zavedenim divergence, kde jsme pri zkoumani existence
vodnich zdroju (¢i antizdrojia) obklopovali dané misto plochou 3, by nds mohlo
napadnout zminéné misto opét nécim obklopit. Tentokrat to vSsak nebude plocha,
nybrz uzaviena krivka I'. To ostatné koresponduje s ivodni zminkou, ze vyuzijeme
kiivkovy integral II. druhu.

Vypocteme-li zminény integral, pak podle jeho hodnoty budeme schopni ur-
¢it, zda voda tvori viry, ¢i nikoliv. V jistém slova smyslu tato metoda odpovida
postupu u urcovani existence vodnich zdroji, kde jsme pocitali hodnotu plosného
integralu II. druhu. Musime si vSak uvédomit, ze jsme chtéli zjistit, zda se tvori
vodni viry v daném bodé, nikoliv v oblasti ohrani¢ené ktivkou I'. To ale vyfte-
sime snadno tim, Zze budeme brat ¢im dale mensi uzavienou kfivku, a tedy i ¢im
dale mensi oblast, kterou tato krivka ohranicuje. Limitné se tak dostaneme pouze
k bodu, ktery nas zajimém

Uvazujme nyni obecnou situaci, kdy se ptame na Vlrovost vektorového pole
P= P( ) v bodé, jemuz prifazujeme polohovy vektor 7 r !l Stejné jako u piikladu
s vodou i zde obklopime tento bod uzavienou k¥ivkou I'. Obsah, ktery tato kirivka
vymezuje, oznac¢ime jako AS. Dale vypocteme kiivkovy integral Sﬁr P. d7’, pomoci
nehoz rozhodneme o virovosti pole.

a) f b)

Obrazek 3.9: Schéma k zavedeni rotace - a) nevirové pole; b) virové pole

Predstavme si nyni situaci na obrazku a), ktery znazornuje silo¢ary ne-
virového pole. Jeho nevirovost mizeme usuzovat ze skutecnosti, ze znazornéné
siloc¢ary nejsou nijak zaktivené. Na tomto obrazku je vidét, ze vektorové pole P
je ve vsech bodech uzaviené kiivky I' (ve tvaru kruznice) na ni kolmé. Tedy vek-
torové pole P je kolmé na infinitezimalné maly tecny vektor d7 mifici ve sméru
orientované krivky. Skalémi souéin P - d7 tak bude v kazdém bodé kiivky nu-
soucin by ve vsech bodech krivky nulovy vychazet nemusel. Soucet jednotlivych
vysledkt soucmu ve vSech bodech kiivky by vsak presto nulovy vysel. Jelikoz
na integral gSF P - dF mtZeme nahliZet jako na soucet skalarnich soucinii P.dF
ve vSech bodech uzaviené ktivky I', bude integral nulovy. Muzeme tak fici, zZe

"0Srovnejte se zavedenim divergence (viz oddil 3.2.1)).
"U vody by timto vektorvym polem byla rychlost v.




vektorové pole P je nevirové, pokud bude ktivkovy integral I1. druhu tohoto pole
také nulovy.

Uvazujme dale pripad, kdy silo¢ary budou zahnuté a krivkou I' bude opét
kruznice (viz obrézek b)) || Podle obrézku b) svird vektor P s vektorem d7
tihel riizny od 7, z ¢ehoZ plyne, Ze skalarni soucin P.dF je rizny od nuly. Pokud
by byl vysledny soucet téchto soucini, a tedy i integral, rizny od nuly, mohli
bychom tvrdit, ze je vektorové pole P virové, coz jsme ostatné mohli odhadovat
z jiz zminéného zaktiveni silocar.

Nakonec zminme, ze kdyz bude hodnota integralu %ﬁ - dr’ kladnd, ,smér
viru“ bude souhlasny s orientaci k¥ivky I" a kdyz bude hodnota tohoto integralu
zapornd, smér bude opacny. To souvisi s hodnotami zminovanych skalarnich sou-
¢int, které lze prepsat jako soucin velikosti vektori krat kosinus uhlu, ktery svi-
raji. Funkce kosinus je pro thly z intervalu (0, 7) kladnd a pro thly z intervalu
(3, m) zaporna. Pokud se tak vektorové pole staci do sméru orientace kiivky I,
vektory PadF sviraji ostré uhly, a integrél je kladny. V opa¢ném pripadé sviraji
zminéné vektory uhly tupé, a tudiz je integral zaporny.

Na zavér se zaméfme na formalni stranku véci. Oznacme rotaci vektorového

vvvvv

doposud mluvili pouze o integralu gSF P- dr, jehoz vysledkem je skalar. Z vektoru

rot P tak musfme ,vyrobit®“ skalar. Toho dosdhneme tak, ze vektor rot P skaldrné
vynasobime jednotkovym normalovym vektorem 7, ktery je kolmy k plose o ob-
sahu AS ohrani¢ené uzavienou kiivkou I' (viz obréazek [3.10]). Normalovy vektor 7t
ma orientaci podle pravidla pravé ruky: polozime-li prsty pravé ruky ve sméru ori-
entace kiivky I', pak vztyceny palec ukazuje smér normalového vektoru 7.

Az

x

Obrazek 3.10: Norméalovy vektor @ kolmy na plochu o obsahu AS ohrani¢enou
krivkou I"

Kdyz mluvime o plose o obsahu AS, narazime na druhy nedostatek, o kterém
jsme se jiz zminili. Ptame se na virovost vektorového pole P v bodé s polohovym
vektorem 7 nikoliv na virovost v oblasti plosky o obsahu AS. ReSeni tohoto
problému jsme jiz dfive nastinili. Budeme uvazovat limitu pro AS jdouci k nule.
Aby vsak integral, se kterym pracujeme, nevysel automaticky nulovy, vynasobime

jej hodnotou ﬁ.

"2To, 7e jsou silo¢ary zahnuté, ihned nezaruéuje virovost vektorového pole.



7, uvedeného tak plyne, zZe mtac vektorového pole P mitzeme definovat

taktol™]
§

r

oL

-dr|.

i -rotP = lim ——

AS=0 AS (3.88)

3.3.2 Souradnicovy tvar rotace

: . «vw _ (0 9 0
jsme se setkali s ,vektorem®“ V = <%, By $>, po-

V oddilech [3.1.3| a 3.2.3
moci néhoz mizeme vyjadrit v kartézskych souradnicich také rotaci jako (viz [5],

str. 228)

a

9 9 9
ox’ dy’ Oz

znamend vektorovy souéin. Vztah [3.89] tak jesté muizeme

)

Kdyz bychom nemluvili pouze o kartézskych souradnicich, ale obecné o kfivoca-
rych ortogondlnich soutadnicich ¢, ¢, ¢3, tak mizeme jednotlivé slozky vektoru
rotace vyjadiit jako (plyne z determinantu v [I1], oddil 8.8.4){7|

rotP =V x P = ( ) x (P, P,, P.), (3.89)
pricemz symbol , x*

upravit na tvar

B <8PZ 9P, 9P, 9P, 0P, 0P, (3.90

Oy 0z 0z oxr ' Ox oy

=1 O(Pshs)  O(Pahg)
(rotP); = holie ( 90 o0 ' (3.91)
=1 I(Prih)  O(Pshs)
(I‘Otp)g = h1h3 ( 8(]3 aql 5 (392)
= 1 O(Pehe)  O(Pihy)
P)3 = . — .
(rotP); — ( Ja1 o ) (3.93)

kde hy, ho, hs jsou Laméovy koeficienty a P = (Py, P5, P3) je vektorové pole. Je

vidét, ze z uvedenych vztahu az pro slozky rotace plyne vztah pro
kartézské souradnice.

3.4 Laplaceuv operator

Laplacetiv operdtor skaldrni funkce f (znac¢ime A f) definujeme pomoci vztahu
(viz [3], str. 90):

Af = div gradf. (3.94)

T3[28], str. 7: Vektor rotP md smér normaly k plose, kolem které je mazimdlni cirkulace
vektoru P. Srovnejte vektor rotP s vektorem thlové rychlosti.

TPoznamenejme, 7e v nékteré literatufe, jako napi. v [15], str. 19 nebo v [5], str. 228, miizeme
narazit na zavedeni diferencialniho operatoru rotace pomoci jeho souradnicového tvaru, kterym
se budeme zabyvat v oddilu [3.3.

">Vztahy @l az M je mozné, podobné jako u divergence, odvodit z jejiho defini¢niho
vztahu (viz . Kiivku I' bychom zvolili ve tvaru obvodu ,,obdélniku“, jehoz dvé strany lezi
na soufadnicovych cardch. Kvili obsahlosti odvozeni jej neuvadime.




Tento operator charakterizuje v daném bodé, jak silny je bodovy zdroj pole
gradientu skalarni funkce f. Pokud bychom dosadili slozky vektoru gradf ze
vztahu do vztahu pro vypocet divergence, dostali bychom souradnicovy
tvar Laplaceova operatoru:

oo (5L st ) + o (B0 M) + o (B2 1422

A pr—
/ hi-hy- hs ’

(3.95)

kde hy, hs, hs jsou Laméovy koeficienty. Napriklad v kartézskych souradnicich,
kde h1 =1, ho = 1, hs3 = 1, ma Laplacetuv operator tvar:

2 2 2
N

Af:f):ﬂ oy? 022

(3.96)

Vice podrobnosti o Laplaceové operatoru lze nalézt napt. v [14], str. 144 nebo
v [18], kde se rovnéz nachézi vztahy pro Laplaceuv operéator rozepsané pro cylin-
drické a sférické souradnice.

3.5 Vyuziti diferencialnich operatora ve fyzice
Vyznam Maxwellovych rovnic

V tomto odstavci se budeme snazit interpretovat Maxwellovy rovnice na za-
kladé vlastnosti diferencialnich operatorii.

Maxwellovy rovnice (viz [29], kapitola 12, str. 16):

divD = p, (3.97)
. OB
tE = —— 3.98
_ . dD
tH =]+ — 3.99
ro It 5 (3.99)
divB =0, (3.100)

kde Dj je elektricka indukcee, p je hustota volného néboje, E je elektricka intenzita,
B je magnetickd indukce, H je magnetickd intenzita a j je hustota elektrického
proudu.

Prvni rovnice rika, ze ,vznik® elektrické indukce D je tmérny hustoté
volného naboje v daném bodé. To plyne z vlastnosti divergence, kterd vyjadiuje
mohutnost zdroje pole v daném bodé.

Zameérime-li se na druhou z Maxwellovych rovnic (3.98)), tak vyraz —%—f souvisi

s ¢asovymi zménami magnetického pole zatimco vyraz rotE souvisi s elektrickym
polem. Operator rotace charakterizuje mohutnost vifeni vektorového pole. Casové
zmény magnetického pole tak souvisi s mohutnosti viteni elektrického pole.

Ve treti rovnici jde opét o vztah mezi elektrickym a magnetickym po-
lem. V jistém slova smyslu jde o obdobu druhé rovnice . Zde vsak zmény




elektrického pole (vyjadiené vyrazem 22) souvisi s mohutnosti vifeni pole mag-

netického. "

Ctvrta rovnice pak pojednava o magnetickém poli, které charakterizuje
magneticka indukce B. To, Ze je divergence vektoru B nulova, tika, ze mohutnost
zdrojii magnetického pole v daném bodé je nulova. Magnetické pole tak nema
bodové zdroje, nebo tzv. antizdroje. Vzdy se bude jednat o pratok magnetického
pole v daném misté. Dalo by se také Tici, ze Maxwellovy rovnice v uvedeném tvaru
zakazuji magnetické monopoly. Tim se lisi magnetické pole od pole elektrického,
kde ,pély* (samotny kladny nebo zédporny bodovy naboj) existuji.

3.6 K zapamatovani
o Nejvyznamneéjsi diferencialni operatory: gradient, divergence a rotace.

» Souradnicové tvary operatoru:

; . _ (1 of 1 of 1 Of
gradient: gradf = (hT N 873))

3 . D _ 1 8(P1~h2~h3) 8(P2-h1-h3) 8(P3~h1~h2)
— divergence: divP = e ( b T T g ,
— rotace:
3 o 1 . 8(P3h3) _ 8(P2h2))
(I‘Otp)l = Tahs ( g2 g3 )
3 o 1 . (9(P1h1) _ 8(P3h3)>
(rotP)s = 575 ( 943 oq1 )
S . 1 . 8(P2h2) _ 8(P1h1)>
(rOtP)3 " hiho ( oq1 0q2 )
— Laplacetiv operator:
[i (ﬁ.hz'hS)_i_i(ﬁ.hl'h3)+i(ﬁ.h1 h2)}
dq1 \ 9q1  h1 g2 \ 9q2  ho 9q3 \ 993 hg3
Af =

h1-ha-h3

« Gradient souvisi se smérem nejvétsiho ristu skalarniho pole, divergence sou-
visi se ziidlovosti vektorového pole a rotace souvisi s virovosti vektorového
pole.

e Druhy kiivocarych ortogondalnich souradnicovych systémii a prechod mezi
nimi pomoci Laméovych koeficientt, souradnicové tvary diferencialnich ope-
rator.

» Gaussova (matematickd) véta umoznuje prechod mezi plosnym integralem
II. druhu a trojnym (objemovym) integralem.

o Vyuziti ve fyzice: napt. v Maxwellovych rovnicich.
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