Seznam pouzitého znaceni

V riznych publikacich miize byt pro jednotlivé matematické objekty pouzito
ruzné znaceni. Nize uvadime seznam znaceni, které pouzivame v této diplomové

praci.
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1. Parcialni derivace

S pojmem derivace jsme se setkali jiz v textu [I], kapitola 4, str. 30. Zminénd
kapitola pojednava o derivaci redlné funkce (jedné) realné proménné, pro kterou
bylo zvoleno oznaceni f(x). Pro derivaci funkce f(x) podle proménné = pak bylo
pouzivano znaceni %(f), resp. f'(x).

V této kapitole se seznamime s parcialni derivaci funkce vice proménnych.
Nabizi se tak nékolik otazek:

o Co je to funkce vice proménnych a jak si ji mdme predstavit?
e V ¢em se lisi parcialni derivace od derivace, kterou zname?
o M4 parcidlni derivace néjaky , geometricky“ vyznam?

Spolecné na tyto otazky odpovime, zavedeme parcidlni derivaci, vypocteme né-
kolik prikladl a také se budeme zabyvat vyuzitim parcidlnich derivaci ve fyzice.

1.1 Funkce vice proménnych

Dosud jsme pracovali s redlnou funkei f(z) jedné redlné proménné z. Touto
funkei rozumime predpis, ktery kazdému x z definiéniho oboru (ktery je podmno-
zinou realnych ¢isel R) pritadi pravé jednu funkéni hodnotu f(z) z R.

Nyni budeme pracovat s funkcemi zavislymi na dvou ¢i vice proménnych.
Pro nézornost se nejprve zamérime na realnou funkci dvou realnych proménnych
x a y, kterou oznacime f(z, y). Tato funkce ptiradi kazdé (uspordadané) dvojici
¢isel z defini¢niho oboru Dy C R x R pravé jednu funkéni hodnotu z R. Popsana
situace je znazornéna na obrazku Na ném je vidét, ze usporadané dvojici
[z0, yo] € Df C R x R je pfifazena pravé jedna funkéni hodnota f(zo, yo) € R.

Redlna funkce tii redlnych proménnych f(z, y, z) ptitadi kazdému bodu
[0, Yo, 20] € Dy C R x R x R pravé jednu funkéni hodnotu f(zo, yo, 20) € R.
Pro znézornéni této situace bychom vsak potiebovali ¢tyri dimenze (tf¥i dimenze
pro t¥i proménné a ¢tvrtou dimenzi pro funkéni hodnotu).

Obecnéji pak muzeme ¥ici, Ze redlnd funkce n proménnych f(zy, ..., x,) pii-
fadi kazdému bodu [z¢1, ..., zon] € Dy € R™ pravé jednu funkéni hodnotu
f(zo1, ..., Ton) € R. Pro zndzornéni této situace bychom pottrebovali n + 1 di-
menzi.

Priklady funkci vice proménnych
e f(z,y) =sinz Iny, kde Dy =R x (0, 00),
o fz,y,2)= x?’ﬁ |z], kde Dy = R x (0, 00) X R,

o flz1, 2, 3, 24) = L coswza], kde Dy = R x R\ {0} x R x R.
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Obréazek 1.1: Znazornéni grafu funkce dvou proménnych v kartézském systému
soutadnic

1.2 Od derivace k parcialni derivaci

Derivace funkce f(x) podle proménné x v bodé z( byla definovana jako (viz
vztah 4.3 v [1], kapitola 4, str. 32):
d _
F(20) = 2 (20) = lim &) = flzo) (1.1)

dz T=T0 X — X

resp. jako (viz vztah 4.6 v [1], kapitola 4, str. 32):
df

xg+ Az) — f(x
kde Az = = — xy. Mzeme téchto definic néjak vyuzit pro zavedeni parcidlni
derivace funkce vice proménnych?

Pro jednoduchost uvazujme funkci f(x, y) dvou proménnych x a y. Pokud
bychom chtéli vypocitat parcialni derivaci této funkce napt. podle proménné y,
znamenalo by to, ze bychom funkci f(x, y) derivovali podle proménné y a na
proménnou z bychom nahliZeli jako na konstantu. Pro parcialni derivaci %(xo, Yo)

(1.2)

funkce f(x, y) podle proménné y v bodé [zg, yo] tak muizeme (analogicky ke

vztahu napsat:

of _ i S0, y) — f (o, wo)
67;(%’ Yo) = lim — : (1.3)
resp. muzeme (analogicky ke vztahu napsat:
af _ o f(@o, yo + Ay) — f(wo, o)
3y (Tor o) = lim, Ay : (1.4)



kde Ay = y — yo. Obdobné vztahy bychom mohli napsat pro parcidlni derivaci

funkce f(z, y) podle proménné x v bodé [xo, yo|, tj. pro %(mo, Yo)-

Zminény postup lze zobecnit pro libovolnou funkci n proménnych f(xq, ..., z,).
1.3 Geometricky vyznam parcialni derivace

Z kapitoly 4 v textu [1], str. 31, vime, zZe derivace redlné funkce jedné realné
proménné (v bodé zy) mé vyznam smérnice tecny ke grafu této funkce v bodé z.
Vyznam parcidlni derivace bude v jistém smyslu podobny.
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Obréazek 1.2: Schéma ke znazornéni geometrického vyznamu parcialni derivace

Pro jednoduchost budeme opét uvazovat funkei f(x, y) dvou proménnych x a y
a jeji parcidlni derivaci podle proménné y v bodé [zg, yo|, tj. derivaci %(1‘0, Yo)-

Pro y blizké hodnoté yo muzeme prepsat vztah [I.3] pomoci piiblizné rovnosti na

tvar:
gf(ﬁoa o) = (o, y) — f (o, Z/o). (1.5)
Y Y=Y
Zamérme se na pravou stranu tohoto vztahu. V citateli je rozdil funkénich hodnot
v bodé [zg, y] a v bodé [zg, yo], tj. ve dvou bodech majicich stejnou z-ovou
soufadnici x a liSicich se v y-ové souradnici. Ve jmenovateli je pak rozdil y-ovych
hodnot, tj. hodnot y a yy. Vyznam pravé strany vztahu objasnime pomoci
obrazku [[.2] a .3
Na obrazku vidime kolmy fez grafu funkce f(z, y) z obrazku rovi-
nou & = o, tj. rovinou rovnobéznou s rovinou yz a prochazejici bodem [z, 0, 0].
Na obréazku(l.3|je rovnéz zndzornéna tecna t ke grafu funkce f(z, y) v bodé [z, yo|.
Nyni zkusme vypocitat smérnici tecny ¢. Tu vypocitame jako tangens thlu «,
tj. ihlu, ktery svira tecna s kladnou c¢asti primky p rovnobézné s osou y. Kdyz




>

Obréazek 1.3: Kolmy fez grafu funkce f(x, y) z obrazku |1.2| rovinou = = z,

oznac¢ime doplnkovy thel k thlu « jako 8, mtizeme napsat:
tan o = tan(mm — ) = —tan . (1.6)

P1i posledni tpraveé jsme vyuzili znalosti goniometrického VZOI"C€2E|

tan o — tan ay

tan(og — ag) =
(on 2) 1+ tano; - tan s’
kdqu:T(aOQ:B.
Z obrazku [I.3] je vidét, Ze miZzeme tangens tthlu 3 priblizné vyjadiit jako:
f(xo, y) — f(@o, yo)

tan 3 = : (1.7)
Yo—Y

kde rozdil f(zo, y) — f (o, yo) vyjadiuje velikost protilehlé odvésny a rozdil yo —y
vyjadiuje velikost prilehlé odvésny prislusného pravoihlého trojihelniku.

Ze vztahu [1.6] a [1.7] tak plyne:

tana = —tan 8 = _f(xm y) — f(@o, %) _ f(o, y) — f (2o, Yo) (1.8)

Yo— Y Y — Yo ’

coz je prava strana vztahu . Z toho ale plyne, Ze parcialni derivace %(aso, Yo) je

rovnaf’|smérnici teény (lezici v roving o = x) ke grafu funkee f(x, y) v bodé [z, yo).

Obdobné lze odvodit, ze parcialni derivace %(mo, Yo) je rovna smérnici tecny,

tentokrat lezici v roviné y = yo, ke grafu funkce f(x, y) v bodé [z, yo]-

2Napi. viz [4].
3Diky limité pro y jdouci k yoy se ve vztahu z priblizné rovnosti stane rovnost.



1.4 Parcialni derivace vyssich radua

Stejné jako u derivace je vysledkem parcidlni derivace funkce (obecné vice
proménnych) opét funkce (obecné vice proménnych). Napiiklad vypoctéme par-
cidlni derivaci podle proménné z funkce dvou proménnych f(x, y) = z*cosy.
Dostaneme:

d(z* cosy)
Ox
tedy opét funkci dvou proménnych. Oznac¢me ji g(z, y).

V této chvili ndm nic nebréani, abychom funkci g(z, y) zderivovali podle pro-
ménné x nebo y. Vypocétéme naptiklad jeji parcialni derivaci podle proménné vy,
dostaneme:

= 2z cosy, (1.9)

dg(z, y)  O(2xcosy)
= = 2x(—siny) = —2xsiny. 1.10
o o (—siny) y (1.10)
Vidime, ze bychom opét mohli vyslednou funkci derivovat jak podle proménné z,
tak podle proménné y.
Zamérme se jesté na levou stranu vztahu a prepisme ji s védomim, ze

CC2 COS
glx, y) = 22009 Tedy

99(z,y) _ 0 (3($2cosy)> _f‘?(@f(x, y)) _ Pf(z, y)

dy :073/ Ox -y Ox - Oydr (1.11)

pricemz u posledni tpravy jsme vyuzili zvyklosti, podle které mizeme predpo-
2
9 (W) symbolicky zapsat jako ZL&Y 7 gprav [1.10] a [1.11

sledni vyraz

Oy O0yox
plyne, Ze pro f(z, y) = x% cosy plati:
5?2
({J;;:g’xy) = —2zsiny. (1.12)

Mluvime o tzv. smisené parcidlni dem’uaczﬂ funkce f(z, y) podle proménnych z a y.
Pokud bychom poéitali parcidlni derivaci funkce f(x, y) podle proménné x
a nasledné parcialni derivaci z vysledku opét podle proménné z, mluvili bychom
o tzv. parcidlni derivaci druhého tddu funkce f(z, y) podle proménné z. Tuto
derivaci obvykle znac¢ime %.
Zkusme ji pro funkci f(z, y) = x

Pl 2 (210 _ 2 (o))

0x? - Ox Oz oz 0x

2 cos y vypoditat:

= aax (2z cosy) = 2 cosy. (1.13)

Vidime, Ze je vypocet naprosto analogicky k vypoctu smisené parcialni derivace.
Jedinym rozdilem je, Ze misto toho, abychom parcidlné derivovali funkci f(z, y)
nejprve podle proménné x a nasledné vysledek podle proménné y, parcialné de-
rivujeme dvakrat po sobé podle proménné .

Obecné muzeme mluvit o parcidlni derivaci n-tého fadu funkce f(z1, ..., xx),
kde n, k € N. Napriklad pro n = 3 a k = 2 se nabizi pocitat parcialni derivace:

Pflxy, x)  Pflwy, 1)  Ff(xr, 22) 0 f(x1, 22)
or3 ors Or1023 0x20xy

4Nejprve vypoéteme parcidlni derivaci funkce f(x, y) podle proménné z a nasledné vypoé-
teme parcidlni derivaci vysledku podle proménné y.
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Zalezi na poradi, ve kterém derivujeme?

Chtéli bychom naptiklad zjistit, zda plati nasledujici rovnost:

of (x,y)  Of(z, y)
oxdy  Oydx

(1.14)

Neboli zméni se parcidlni derivace, kdyz zménime potradi, ve kterém derivujeme?
Zkusme vypocitat pro funkci f(z, y) = z*y uvedené parcialni derivace. Tedy:

Of(@,y) _ 0 (0f(z,y)\ _ 0 (O@?y) _ 092° _
0rdy — Ox ( 0y ) Oz ( dy ) T 1)
Of(x,y) 0 (0f(x,y)\ _ 0 (0(y)\ _ 0(2xy) _
oyoxr Oy ( Ox ) Oy ( Ox ) Oy o (119

7 vysledkt a je tak vidét, ze v alespon jednom pripadé vztah
plati. Bude to tak ale vzdy, tj. pro vSechny funkce a také pro vsechny rady par-

cialnich derivaci?

Odpovéd nalezneme v tzv. Schwarzové vété (viz [9], str. 9, Véta 3.9):
Necht vsechny parcidlni derivace m-tého rtadu funkce f: R™ — R jsou spojité
v bodé a € Dy. Pak v libovolné parcidlni derivaci m-tého radu v bodé a nezdvisi
na poradi derivaci[]

Podminku spojitosti z uvedené véty obvykle funkce, se kterymi ve fyzice pra-
cujeme, splnuji.

1.5 Derivace funkce zadané implicitné

Dosud jsme pracovali s redlnou funkei vice redlnych proménnych. Napriklad
realnou funkei dvou redlnych proménnych x a y jsme znacili f(z, y). Oznac¢me ji
pismenem z, pak z = f(z, y). O takovéto funkci fikdme, ze je zadana explicitné.

K explicitnimu zadani funkce je, v jistém slova smyslu, opakem tzv. implicitni
zaddni funkce. V tomto ptipadé bychom méli funkci ve tvaru F(zx, y, z) = 0,
resp. F(z, y, f(z, y)) =0.

Rozdil mezi explicitnim a implicitnim zadanim funkce nejsnaze pochopime na
konkrétnim prikladu. Uvazujme elipsu E se stifedem v pocatku, velikosti hlavni
poloosy a a velikosti vedlejsi poloosy b (viz obrazek ﬁ Elipsu F, tj. mnozinu
bodil [z, y], ze parametricky vyjadfit jakd]

T = acosy

y = bsinp, kde p € (0, 27). (1.17)

O spravnosti parametrického vyjadieni se mizeme presvédcit jednoduse. Staci
prvni, resp. druhy fadek vydélit a, resp. b a nasledné umocnit oba radky na

5Poznamenejme, Ze oznacenim f: R™ — R mdame na mysli, ze funkce f je redlnou funkci
n proménnych a oznacenim D¢ myslime defini¢ni obor funkce f.

60brazek [1.4] vychézi z obrazki v [6], str. 2.

"Pokud bychom do parametrického vyjadfeni elipsy dosadili za velikost hlavni a vedlejsi
poloosy velikost r, dostali bychom parametrické vyjadieni kruznice se stifedem v pocatku a po-
lomérem r. Na kruznici lze totiz nahlizet jako na specidlni piipad elipsy.
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Obrézek 1.4: Elipsa E s velikosti hlavni poloosy a, velikosti vedlejsi poloosy b a se
stredem v pocatku

druhou. Kdyz tyto radky secteme, dostaneme vyraz

()

coz je znam4 rovnice elipsy (se stfedem v pocatku a poloosami a, b). S timto
predpisem budeme nyni pracovat.
Kdyz odecteme cislo 1 od pravé strany vztahu [1.18] dostaneme:

HEORSE

Tento vztah je implicitnim zadanim funkce popisujici elipsu. Kdyz ji oznac¢ime
jako F'(z, y), miZeme napsat:

F(z,y) = <x>2 + (Z>2 —1=0. (1.20)

a

Zkusme nyni vyjadrit ze vztahu proménnou y. Dostaneme:lﬂ

_ o P,
y=+4/b 572 (1.21)
a

Vztah se znaménkem ,+“ popisuje horni polovinu elipsy F, kdezto vztah se
znaménkem ,—“ popisuje jeji dolni ¢ast. Tyto vztahy jsou explicitnim zadanim
funkce popisujici horni, resp. dolni polovinu elipsy. Kdyz oznac¢ime vyraz na pravé
strané vztahu[L.21] (resp. jeho kladnou, nebo zdpornou variantu) jako f(z), dostali
bychom vztah y = f(z). Proménnd y je tak funkci (jedné) proménné x.

8 Jednotlivé kroky vypoétu kvili jejich jednoduchosti neuvadime.
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V této podkapitole bude nasim hlavnim tkolem zjistit, jak bychom mohli
vypocitat derivaci funkce zadané explicitné (napt. funkce y = f(x)), kdyz méme
k dispozici jeji implicitni tvar F(z, y) = F(z, f(x)) = 0. K tomu vsak budeme
nejprve potiebovat pochopit, jak se derivuje slozend funkce.

Derivace slozené funkce

Uvazujme naptiklad funkci F(s, t) = F(f(z, y), g(x, y)) = 0 dvou pro-
ménnych s = f(z, y) at = g(x, y) zadanou implicitné. Prikladem takovéto
funkce muze byt napiiklad funkce 2sin(z + y) + 3cos(xy) = 0. V tomto pii-
padé napr. plati, ze s = f(z, y) = sin(z + y) a t = g(x, y) = cos(zry), pricemz
F(s, t) = 2sin(z +y) + 3cos(xzy) = 2s + 3t.

Zkusme nejprve vypocitat parcialni derivaci funkce F'(s, t) = 2sin(z + y) +
+ 3cos(zy) = 0 podle proménné z. Parcidlni derivace pravé strany vyjde nulaﬂ
Jak ale vyjde parcidlni derivace levé strany, tj. vyrazu F(s, t) = 2sin(x + y)+
+3 cos(zy)?

Nejprve musime parcialné zderivovat funkei F'(s, t) = 2s+ 3t podle s. Vysled-
kem této derivace je ¢islo 2. Nasledné zderivujeme samotnou funkci s = f(x, y) =
= sin(z+vy) podle proménné x, ¢imz dostaneme vyraz cos(z+y)- 1, kterym ¢islo 2
vynasobime. Vzapéti parcidlné zderivujeme funkci F'(s, t) = 2s + 3t podle t. Vy-
sledkem této parcialni derivace je ¢islo 3. Nasledné zderivujeme samotnou funkci
t = g(z, y) = cos(zy) podle proménné z, ¢imz dostaneme vyraz — sin(zy)y,
kterym ¢islo 3 vyndsobime (a celek pri¢teme k predchozimu vysledkuED. Neboli

F
w = 2cos(z +y) -1 — 3sin(xy)y = 0.

Zminény postup lze zobecnit a zapsat symbolicky:

OF(s, t) _ OF(s,t) 0Os N OF(s, t) ot _
ox N 0s ox ot or

_OF(s,t) Oflw,y)  OF(s, 1) Oyl y)
 Os ox ot ox

Derivaci funkce F'(s, t) podle proménné y bychom vypocitali jako

— 0. (1.22)

OF(s,t) OF(s,t) 0s O0F(s,t) Ot _

oy os oy ot oy

_OF(s 1) 0f(r.y) | OF(s 1) Do)
s oy ot dy

Parcialni derivaci slozené funkce zadané explicitné se zabyva tloha ¢. 3 v pod-
kapitole [1.6

=0. (1.23)

9Nula je totiz konstanta a jeji parcidlni derivace je opét nula.
OVyplyva to z véty o derivaci sloZené funkce, jejiz ditkaz miizeme najit napt. v [7], véta 2.4,
snimek 30-32.
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Jak vypocitame derivaci explicitné zadané funkce y = f(x)?

Dostavame se k nasemu hlavnimu tkolu. Chceme vypocitat derivaci funk-
ce y = f(x) podle proménné x, kdyz mame k dispozici jeji implicitni zadéni, t;.
funkci F(x, y) = F(z, f(z)) = 0.

Vypoctéme derivaci funkee F(x, y) podle proménné x. Analogicky ke vztahu
dostaneme:

dF(z,y) _ OF(x, y).@JraF(x, y) dy _ O0F(z, y)‘dij@F(:v, y) df(z)

dx ox dx oy dx ox dx oy dx
OF(z,y)  OF(z,y) df(z)
_ . —0. 1.24
ox * dy dx 0 ( )

v , . vaps .oy de
Béhem tpravy jsme vyuzili znalosti, ze § = 1.

X
Jelikoz je nasim cilem vypocitat derivaci %(;), tak ji ze vztahu vyjadiime:

OF(z, y)
dz (e, )" :
Jy

Tim jsme dostali hledany VZtahE

1.6 ReSené tlohy k parcidlni derivaci

Uloha ¢. 1:
Vypoctéte parcidlni derivaci funkce f(z, y, z) = 22 sin(yz) + 3z podle proménné y.

Resent:
Chceme vypocitat parcidlni derivaci %&Iy’z). Jak vime, kdyz pocitame parcidlni
derivaci funkce vice proménnych (zde podle proménné y), derivujeme tuto funkci
podle dané proménné a na zbylé proménné (zde proménné x a z) nahlizime jako
na konstanty. Provedme vypocet:
Of(z, vy, z)  O(x%sin(yz) + 32
. y ) _ ( (y2) ):xQCos(yz)z.

dy Oy

Vsimnéme si, ze vyraz 3z zcela zmizel. Z pohledu parcidlni derivace (podle pro-
ménné y) je totiz konstantou.

Méjme funkci F(z, y) = F(z, f(z)) = cos?y + = = 0. Vypoctéte derivaci funkce
y = f(x) podle proménné x.

Resent:
Pouzijeme odvozeny vztah Nejprve vypocitame parcialni derivace z citatele
a jmenovatele tohoto vztahu:

OF(z,y)  O(cos’y + x)

o = 5 =1, (1.26)

UK tomu, aby bylo mozné povazovat uvedené odvozeni za rigorézni, je nutné splnit nékolik
predpokladti. Tyto predpoklady jsou zformulovany napf. v [§], véta 5.3.1 a 5.3.2, str. 281.
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OF (z,y) O(cos®y+ )

Iy = 3y = —2cosysiny = —sin(2y). (1.27)
Dosadme nyni vysledky a do vztahu [1.25}
OF(z, y)
df(x):_iaxy 1 _ 1
dz %y’y) —sin(2y)  sin(2y)

Vypoéet byl o mnoho snazsi nez kdybychom vyjadiovali z pfedpisu cos?y+z = 0
proménnou y a tu nasledné derivovali.

Uloha ¢&. 3:

Méjme explicitné zadanou funkci f(s, t), kde s = g(z) a t = h(x). S vyuzitim

tvah z podkapitoly str. 12, se pokuste sestavit vztah pro vypocet parcialni
Of(s, t)

derivace ==
T

Reseni:

V podkapitole [I.5] jsme se naudili derivovat sloZenou funkci zadanou implicitné.
Nyni je nasim tikolem sestavit vztah pro vypocet parcialni derivace slozené funkce
zadané explicitné. Postup bude obdobny.

Funkci f(s, t) muzeme prepsat na tvar f(g(x), h(z)). Tuto funkci méame par-
cialné derivovat podle proménné x. Podobné jako u vztahii a budeme
i zde nejprve parcidlné derivovat funkci f(s, t) podle s = g(x), poté zderivujeme
funkei s = g(z) podle proménné x a vzniklé vyrazy mezi sebou vynasobime. Totéz
provedeme pro proménnou ¢t = h(zx). Vysledky nésledné sec¢teme. Neboli

0f (s, t) _ df (s, t) ~ds Of(s, t) dt

oz 0s dx ot dzr

_0f(s, 1) dela) | Of(s,1) dh(z)

Os dx ot dr
Obecnéji bychom mohli uvazovat funkci f(s, t), kde s = g(z, y) at = h(z, y). Poté
bychom museli ve vztahu nahradit vSechny ,klasické® derivace parcidlnimi,
neboli:

(1.28)

0f(s 1) _0f(s.1) Bs  Of(s.1) ot _

ox ds  Ox ot Or
_Of(s,t) Og(x,y) Of(s,t) Oh(x,y)
- Os oxr + ot or (1.29)

Uloha &. 4:
Méjme funkei f(s, t) = s?sint, kde s = 23 a t = 3x. Vypoctéte parcidln{ derivaci
funkce f(s, t) podle proménné z.

Reseni:

Nabizeji se dva postupy Feseni této tlohy. Bud muzeme pouzit vztah odvo-
zeny v tloze ¢. 3 nebo do predpisu funkce f(s, t) dosadime za s a t a nasledné
budeme pocitat ,klasickou“ derivaci. Ackoliv se druhy ze zminénych postupu
zda byt na prvni pohled jednodussi, zejména v komplikovanéjsich prikladech je
vyhodné pouzit zminény vztah [1.28
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Vypoctéme jednotlivé derivace ze vztahu [1.28}
Of(s,t)  O(s*sint)

Do =g, = 2ssint= 223 sin(3z), (1.30)
af(;, t) _ a(ﬁ;m) _ Peost = (2% cos(31). (1.31)
j; - dg’) — 327, (1.32)

:11;: _ d(d3;) = 3. (1.33)

Dosadme vysledky [I.30] az [I.33] do vztahu [I.28], dostaneme:
Of(s,t)  Of(s,t) ds Of(s,t) dt

or  Os dx ot dr

= 227 sin(3z) - 32% + (2%)? cos(3z) - 3 = 62° sin(3z) + 32° cos(3z). (1.34)
KdyZ bychom dosadili do pfedpisu f(s, t) = s*sint za s vyraz 2> a za t
vyraz 3z, dostali bychom predpis f(x) = 2°sin(3z). Pokud bychom takto vyjad-
fenou funkci f(z) zderivovali podle proménné z, dostali bychom vyraz|1.34, Oba
postupy tak davaji stejny vysledek.

1.7 Vyuziti parcialnich derivaci ve fyzice
Hydrostaticky tlak

V mechanice se setkdme v rameci hydrostatiky se vztahem (viz [9], kapitola 11,

str. 4, vztah 11.8):
grad p = pg, (1.35)
kde p je tlak (v tekuting), p je hustota tekutiny a g je tihové zrychleni, které ma
slozky g = (0, 0, —g). Jak se dozvime v [3], podkapitola 3.1, str. 48, vyraz grad p
lze prepsat na tvar (%, %Z’ %), tj. jedna se o vektor parcialnich derivaci tlaku p.
Vztah tak mizeme piepsat na tvar:

dp Op Op
—, —, — | =p0,0, —g)=1(0,0, —pg). 1.36
(81” 6y7 aZ p( Y Y g) ( Y Y pg) ( )
Kdyz porovname slozky vektori na levé a pravé strané vztahu dostaneme:
dp _ Op dp
L _E_) = = —pq. 1.37
9oy~ 5, = P9 (1.37)

Vidime, ze se tlak v zavislosti na soutradnicich x, y neméni, kdezto na soutradnici z
zavisi. S mensim z (pfi orientaci osy z jako na obrazku [1.5)), tj. s vétsi hloubkou,
tlak roste.

Maxwellovy rovnice

S parcialnimi derivacemi se rovnéz setkdme u Maxwellovych rovnic v diferenci-
alnim tvaru. Dvé z t&chto rovnid? maji tvar (viz [10], kap. 12, vztahy 12.12, str. 4):

12Ve zbylych dvou rovnicich je diferencidlni operdtor divergence (viz podkapitola 3.2 v [3],
str. 63), ktery v sobé také zahrnuje parcidlni derivace.
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AZ

Q)

Obréazek 1.5: Schéma znézornujici nddobu s kapalinou s vyznac¢enou osou z (osy x
a y jsou k ni kolmé)

. 9D -
tH — — = 1.38
ot — 2 =, (1.38)
OB
tE — =0 1.39

kde H je magneticka intenzita, D je elektricka indukce, ¢ je cas, j je plosna
hustota elektrického proudu, Ej je elektricka intenzita a Bj je magnetickd indukce.

Parcialni derlvace v rovnici [1.38} resp. v rovnici|l.39] mé vyznam zmény elek-
trické indukce D resp. magnetické indukce B v zavislosti na ¢ase t.

Casova Schrodingerova rovnice

V kvantové mechanice se setkdme s tzv. casovou (nestacionarni) Schrodinge-
rovou rovnici (viz [11], kapitola 2, vztah 2.66, str. 69):

i——(7, t) = H(t)(7, t), (1.40)

kde i je imaginarni jednotka, h je Planckova konstanta, ¢ (7, t) je vinova funkce
popisujici stav ¢astice v misté s polohovym vektorem 7 a Case ¢ a H(t) je hamil-
tonian, coz je operétoﬂ majici vyznam celkové energie.

Parcialni derivace vlnové funkce (7, t) podle ¢asu ¢t ma vyznam zmény stavu
¢astice (popisovaného vinovou funkei ¢ (7, t)) v zavislosti na ¢ase ¢.

13V kvantové fyzice pfitazujeme jednotlivim veli¢indm operdtory (znac¢ime st¥iskou), viz [T1],
kapitola 2, str. 34. Jedna se o matematicky rozdilny objekt nez je diferencidlni operator, kterym
se zabyva kapitola 3 v [3].
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1.8 K zapamatovani

« Definice parcidlni derivace funkce f podle proménné y v bodé [z, yol:

%(zo, yo) = lim,_,,, Lo y;:; émo’ %) (obdobné pro derivaci podle ).

 Parcidlni derivace funkce f podle proménné y v bodé [xg, yo] ma vyznam
smérnice tecny ke grafu funkce f v bodé [zg, yo| lezici v roviné x = x
(obdobné pro derivaci podle z).

e Vypocet parcialni derivace vyssiho fadu, resp. smisené parcialni derivace —
— obecné zalezi na poradi, ve kterém derivujeme. Obvykle je zdména poradi
mozné (pri splnéni podminky spojitosti ze Schwarzovy véty).

. L. L. o df(z) OF(z, y)
« Derivace funkce zadané implicitné: =7~ = — 5525
dy

o Vyuziti parcialni derivace ve fyzice: napt. ve vztahu pro hydrostaticky tlak,
v ramci Maxwellovych rovnic, u ¢asové Schrodingerovy rovnice.
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2. Nevlastni integral

Ke zvladnuti tématu nevlastni integral bude dulezité rozumét pojmtm integral
funkce jedné proménné (viz [2], str. 4), ur¢ity integral (viz [2], str. 29) a limita
funkce (viz [I], str. 18). Nevlastni integral totiz mizeme v jistém slova smyslu
chapat jako specialni pripad urcitého integralu.

Na tuvod si zopakujme, jak urcity integral pocitdme. Vypoctéme napriklad
integral f13(3x + 5) dz. Dostaneme:

/ x? ’ 32 1
/(3:B+5)d$: 3—+dz| =(3-—=+5-3-3--—-5-1|=22
2 . 2 2

Nejprve jsme museli urc¢it primitivni funkci k integrandu 3z + 5. Nasledné jsme
do takto urc¢ené primitivni funkce dosadili horni a dolni mez urc¢itého integralu,
pricemz jsme oba vysledky od sebe odecetli.

Nyni se zamérme na nevlastni integral. Budeme mluvit o tzv. nevlastnim
integrdalu 1. a II. druhu. O jednotlivych typech nevlastniho integralu pojednavaji

nasledujici podkapitoly [2.1] a [2.2]

2.1 Nevlastni integral I. druhu

Nevlastnim integralem I. druhu budeme rozumét urcity integral, jehoz horni
¢i dolni mez je rovna oo, resp. —oo. Piikladem tohoto typu integralu muze byt
integral floo %da:. Jak ale integral tohoto (nebo podobného) typu vypocitat?

2.1.1 Vypocet nevlastniho integralu I. druhu

Vypocet integrala [ f(z)dz a [¢__ f(x)dx

Pokud bychom méli vypocéitat integral fab f(x)dx, kde a, b € R, nebyl by to
zadny problém. Jedna se totiz o urcity integrél, jehoz vypocet jsme jiz opakovali.
Nejprve bychom uréili primitivni funkei k funkci f(z) a ndsledné bychom do ni
dosadili horni a dolni mez, tj. hodnoty b a a, a tyto dva vysledky bychom od sebe
odecetli.

Nyni je vSak nasim tkolem vypoditat integral faoo f(x) dx, resp. f_aoo f(z)dex,
kde a € R a funkce f(z) je na intervalu (a, 0o), resp. (—oo, a) spojita. Neslo by
néjakym zptsobem prevést uvedené typy integralti na jiz znamy urcity integral?

Horni mez oo, resp. dolni mez —oo uvedenych typu integralt nahradime pa-
rametrem p, ktery nasledné ,posleme* k oo, resp. —oo, k ¢emuz nam poslouzi
limita. Neboli:

o0 P a a
/f(x) dz = ]}Lnélo/f(x) dz, resp. / f(z)dz = pli)r_noo/f(x) dz. (2.1)
a a —00 p
Vypodet integralu [~ f(x)dx
Obdobné jako v pfedchozim pripadé nahradime u integrélu [ fooo f(z)dx, kde f(x)
je na intervalu (—oo, co) spojita funkce, dolni mez —oo a horni mez oo parame-
try p a q, které posleme” k —oo, resp. k oco. K tomu ndm opét poslouzi limita.
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Neboli:

o0

/ f@)de = lim lim /q f(z) da (2.2)

pP—>—00 g—00

2.1.2 Geometricky vyznam nevlastniho integralu I. druhu

Méme-li urcity integral fjf(a:) dz, kde a, b € R, vime, Ze je jeho hodnota
rovna obsahu ¢asti roviny ohranicené spojitou funkei f(x), osou = a piimkami
r = a, r = b. V pripadé, ze je graf funkce f(z) pod osou x, hodnota urcitého
integralu mé navic znaménko minus.

Nyni vsak mame nevlastni integral I. druhu, u kterého je dolni mez —oco nebo
horni mez oco. Geometricky vyznam nevlastniho integralu I. druhu vsak bude
podobny jako u zminéného urcitého integralu.

Hodnota integralu faoo f(x)dx odpovida obsahu ¢asti roviny ohranicené gra-
fem funkce f(z), osou x a primkou z = a. Prikladem tohoto typu integrilu je
integral floo % dz. V tomto piipadé je funkce f(z) =y = %, dolni mezi je hodnota
a = 1 a horni mezi je co. Hodnota uvedeného integralu pak odpovida obsahu
¢asti roviny vymezené grafem funkce y = %, osou x a primkou z = 1. Cel4 situace
je zndzornéna na obrazku 2.1, pfi¢emz hodnoté integrdlu odpovidd modie vy-
srafovany obsah. Jaky je tento obsah? Provedme vypocet integralu. Dostaneme:

Y

NN

0 1 x

Obréazek 2.1: Graf funkce y = % s vysrafovanym obsahem odpovidajicim znazor-
nénf integrélu [ < dx

[’}
p—o0 €x
1 1

Pfi vypoctu jsme pouzili vztah 2.1 Modte vySrafovany obsah na obrazku [2.1] je
tak nekone¢ny (jelikoz prislusny integral divergujdf[).

1 , 1 . P _ 1
/x dr = lim [ —dz = plgglo [n |z|]] = plgglo(ln Ip] —In1) = co.

14Je-li hodnota integralu rovna 4oo, ikdme, 7e integral diverguje.
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Poznamenejme, ze geometricky vyznam integralu f_aoo f(x) dz je naprosto ana-
logicky.

Hodnota integralu ffooo f(z) dz pak odpovidd obsahu ¢asti roviny ohranicené
pouze grafem funkce f(z) a osou z (jelikoz dolni ani horni mez neni konecnd
hodnota).

Na zavér uvedme, ze pripadny obsah pod osou z ma stejné jako u dosud
znamého uréitého integralu pritazené znaménko minus. V pripadé, Ze je ¢ast grafu
funkce f(x) nad osou x a ¢ast pod osou z, je pro vypocet obsahu ¢asti roviny
ohranic¢ené touto funkci, osou = (a pfipadné primkou = = a) vhodné vypocet
rozdélit. Zv1ast vypocteme nevlastni integral pro oblast, kde je graf funkce f(z)
nad osou z a zvlast pro oblast, kde je graf funkce f(x) pod osou x. U druhé ¢asti
vypoctu zménime znaménko a oba vysledky secteme.

Kdyz bychom napriklad chtéli vypocitat obsah ¢asti roviny ohranic¢ené grafem
funkce f(x) = i—i — ;%, osou z a primkou z = 1,5 (viz obrazek , vypocitali
bychom nejprve integral ffﬁ% — ;1—2) dz (tj. integral pro oblast, kde je graf funkce

nad osou z) a nasledné bychom vypocitali integral f;oo(i—? — %) dx (tj. integral

pro oblast, kde je graf funkce pod osou x). Prvni z uvedenych integrali je roven

hodnoté z—?, druhy integral je pak roven —%. U druhého vysledku zménime zna-

ménko, seCteme jej s prvnim vysledkem a dostaneme, ze nami pocitany obsah je
128

rovemn <1

/
D — 0 1,5 /2’//////////// [T o

Obrézek 2.2: Obsah ¢ésti roviny vymezené grafem funkee f(z) = 3 — 55, osou =

4
X
a primkou z = 1,5

2.1.3 Hodnota integralu [~ e~ dg

Integral [~ e~ dz, kde a € R\ {0}, m4 ve fyzice viznamnou roli. Jeho vy-
pocet vsak neni trivialni. Obtiznost vypoctu spociva v nalezeni primitivni funkce
k funkei e7%**. K tomu, abychom mohli v¥pocet provést, by byla zapotiebi zna-
lost polarnich souradnic (viz [1], sekce 2.1.2; str. 10) a dvojného integralu (viz [2],
sekce 2.3.1, str. 38).
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T
Obréazek 2.3: Grafy funkci y = e‘g, Yy = e, y = e—3? (osa z je asymptotou
grafii téchto funkei)
Napft. z [12] plyne, zZe N
_4 e dx = g. (2.3)

Vsimnéme si, ze je vysledkem konecéna hodnota. K vysledku by se doslo obdobné
jako pri vypoctu integralu fooo e~ dz, ktery je popsan v [2], str. 43—44.

2.2 Nevlastni integral 1I. druhu

Nevlastnim integralem II. druhu budeme rozumét integral f: f(z)dz, kde
a, b € R a f(z) obsahuje na intervalu (a, b) alespon jeden bod nespojitosti
p € (a, b) takovy, ze limy_,o f(p + A\) = £o0 nebo lim,_,o f(p )\) +o0.

Prikladem nevlastniho integralu II. druhu je integral fo = 2 —=zdx. V tomto
pripadé je a = 0, b = 5 a bodem nespojitosti je bod p = 2. Zaroven plati, ze
limy_, 2++—2)4 = lim,_,g m = 00. Jak ale integrél tohoto typu vypocitat?

V nasledujicim oddilu se zamérime na tii rtizné pripady nevlastniho integralu
I1. druhu — ,,problémovym“ bodem je bud dolni, resp. horni mez integralu nebo
sproblémovy“ bod lezi mezi dolni a horni mezi integralu.

2.2.1 Vypocet nevlastniho integralu II. druhu

,sProblémovym“ bodem je dolni mez integralu fz f(x)dx, tj. p=a
Nasim tkolem je vypocitat integral fj f(z)dz, kde a, b € R a funkce f(x) je
spojita na intervalu (a, b), pricemz limy_ o f(a + A) = +o00. Vypocet provedeme
tak, ze dolni mez, tj. hodnotu a, nahradime hodnotou a+ A, kde A > 0. Jelikoz je
funkéni hodnota f(a + A) konecné, muzeme integral f;H f(z)dz vypocitat jako
jiz znédmy urcity integral. Na zavér ,posleme® (pomoci limity) parametr A\ k nule

(zprava). Neboli:
b

[ flayde = tim / e (2.4)

a at+A
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LwProblémovym* bodem je horni mez integralu fz f(x)dx, tj. p=0>
Nyni méme vypocitat integral ff f(z)dz, kde a, b € R a funkce f(z) je spojita
na intervalu (a, b), pri¢emz limy .o f(b — A) = £oo. Tentokrat nahradime horni
mez, tj. hodnotu b, hodnotou b— A, kde A > 0. Jelikoz je funkéni hodnota f(b— \)
kone¢na, muzeme integral f;_)‘ f(z)dz vypocitat jako jiz zndmy urc¢ity integral,
pricemz na zavér opét ,poSleme* (pomoci limity) parametr A k nule (zprava).
Neboli:
b b—A
/f(x) dz = lim / f(z)dz. (2.5)

A—0t

,»Problémovy“ bod lezi mezi dolni a horni mezi integralu fo(w) dz,
tj. p € (a, b)

Tentokrat vypocteme integral f: f(z)dz tak, zZe jej vyjadiime jako soucet
dvou integralii ]| neboli:

/bf(x)dx—/pf(x)dx+/bf(x)dx. (2.6)

Reseni uvedeného integralu jsme tak pievedli na situaci, kterou jiz fesit umime.
Prvni z integrali na pravé strané vztahu[2.6|je totiz integral, jehoz , problémovym*
bodem je jeho horni mez. Druhy z integralii na pravé strané téhoz vztahu je pak
integral, jehoz ,problémovym® bodem je jeho dolni mez. Oba zminéné typy in-
tegrala jiz umime vypocitat. Nakonec oba vysledky secteme.

Co by se stalo, kdybychom si ,,problémového“ bodu nevsimali?

Zkusme vypocitat integral f05 ﬁ dx. ,Problémovym® bodem je bod x = 2.
Integral vyjadiime jako soucet dvou dil¢ich integrala. Tedy:

2

0 2

Zamérme se nyni na prvni ze dvou integrali na pravé strané vztahu Dle

vztahu 2.5 miizeme napsat{™|

2 1 2—X 1 1 2.3
/ (x —2) A0+ / (x —2) A—0t | 3(x —2)3 ],
: —1 1
=, (3(—)\)3 3. 23> - (28)

Nyni vypoctéme druhy z integralti na pravé strané vztahu [2.7 Tentokrat je
,problémovym* bodem dolni mez integralu. Podle vztahu muzeme napsat:

15Viz [2], vztah 1.153, str. 31.
16V poslednim kroku néasledujiciho vypoc¢tu poéitdme limitu pro A jdouci k nule. Jelikoz
uvazujeme A > 0, tak parametr A jde k nule zprava.

22



P Fo B
/dx: lim /dx: lim |—— =
(x —2)4 Aot ) (x—2)4 A=0t | 3(r —2)3 ],
2 242 +

-1 1
it (3 3 3/\3> > (2:9)
/ o . v e s~ 5 1 v . ’ . .
Z vysledki a je tak zrejmé, ze fo CEE dx = o0, tj. Ze integral diverguje.
Vysel by stejny vysledek, kdybychom si bodu x = 2 nevsimali? Spocitejme to.

Dostaneme:

5 . 1 5 _ 4 |
O/de - [3(36—2)3] N <3-33 T3 (—2)3) =—005.  (210)

0

Je vidét, ze se vysledek podstatné lisi od vysledku spravného.

2.2.2 Geometricky vyznam nevlastniho integralu I1I. druhu

Co se tyce geometrického vyznamu nevlastniho integralu II. druhu, bude ob-
dobny jako u nevlastniho integralu I. druhu, resp. u urcitého integralu. Nevlastni
integral II. druhu fab f(z)dz bude opét vyjadrovat obsah Casti roviny vymezené
osou x, grafem funkce f(z) a primkami x = a, = = b.

Zamérme se na integral f05 ﬁ dz, jehoz hodnota je (dle predchoziho vy-
poctu) rovna oco. K nému se vaze obrazek na kterém je (zelené) graf funkce

0 2 ;
Obrazek 2.4: Graf funkce y = ﬁ s modre vyznac¢enym obsahem odpovidajicim

integralu f05 ﬁ dx

y= f(x) = ﬁ Modfe je pak vyznacen obsah odpovidajici uvedenému inte-
gralu.

Poznamenejme, ze stejné jako u ,klasického* urcitého integralu plati, ze pri-
padny obsah pod osou x ma prifazené znaménko minus.
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2.3 ResSené tlohy k nevlastnimu integralu

Uloha ¢&. 1:
Vypoditejte integral [ iz dx.
Resent:

Ze zadéani je zfejmé, ze mame za tkol vypocitat nevlastni integral I. druhu. Dle
vztahu [2.1] miZzeme napsat:

0 p p

1 . 1 1 1
/x2+3d$:ph§§o/x2+3dx_plg§o3 §+1dx_
0 0

p
1 1 1 P
=g 2dx:;L%3l“§afcta“<f§ﬂ -
0 (ﬁ) +1 0

lim —— (arctan (2] —0) = = .7

= lim — |arctan [ —= | = 0| = —= - —.

P00 \/3 V3 V3 2

Pti vypoctu jsme upravili integrand na tvar pripominajici derivaci funkce ar-
kustangens, dale jsme vypocitali primitivni funkci a na zavér jsme vypocitali
limitu pro parametr p jdouci k nekonecnu. Musime si uvédomit, ze se funkce
arkustangens v nekonecnu limitné bliZ{ k hodnoté 7.

Uloha ¢&. 2:
Vypocitejte integral ffoo 2z e du.

Resen:
Opét mame vypocitat nevlastn{ integral I. druhu. Dle vztahu 2.1 mtiZzeme napsat:

0 0
— 2 . — g2 . _z270
20e " dxr = lim 20e  dz = lim [—e } =
p——00 p——00 p
—00 P

= lim (-1+e¢?)=—-140=—1.

p——00
Ur¢ili jsme primitivni funkei a vypocitali prislusnou limitu. Vysledkem je zdporna
hodnota, coz souvisi se skutecnosti, ze funkce f(z) = 2z-e~*" nabyvé na intervalu
(—o0, 0) zapornych hodnot, tj. Ze je ¢ast roviny vymezena grafem funkce f(x),
osou x a primkou x = 0 (resp. osou y) pod osou x.

Uloha ¢&. 3:
Vypocitejte integral f;’ \/ﬁ dz.

Resent:
Jedna se o nevlastni integral II. druhu. ,,Problémovym*® bodem je bod x = 3. Dle
vztahu [2.4] mizeme napsat:

5 5
1 , 1 . 5
/mdx:g%h/\/aj—_gdx—ﬁﬂ 2V =3, =
3

3+
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= lim (2v5—3—2V3+ X —3) = 2V2.
A—0+

Urcili jsme prislusnou primitivni funkci, dosadili jsme horni a dolni mez integralu,
vysledky jsme od sebe odecetli a nakonec jsme vypocetli limitu pro A jdouci k nule
(zprava).

Uloha ¢&. 4:
Vypocditejte integral ij (—;%) dz.

Resent:
Opét pocitame nevlastni integral II. druhu. ,,Problémovym* bodem je bod x = 0.
Dle vztahu [2.6) tak muZeme napsat:

Z( ;2) dx/: dx+0/l (2.11)

Prvni integrdl z pravé strany vztahu vypocitame podle vztahu 2.5 Dosta-
neme

0 A 0-A A 40—
(—) dxr = lim (—) dz = lim [] =
2 A—0+ 2 A—0t L] o
) 2
— < 1 +2> (2.12)
Tl \0— A oo '

Druhy integral z pravé strany vztahu 2.11] vypoc¢itame podle vztahu Dosta-

neme
1 1

1
(—4> dz = lim (—4) dz = lim é =
x2 A0+ x2 A—=0t L] oaa
0 0+
tim, (4 1 )= (2.13)
= lim - —00. )
A0+ 0+ A >

Z vysledki a plyne, ze:

(S —

-2

Integral tedy diverguje.

2.4 Vyuziti nevlastniho integralu ve fyzice

Vypocet potencialu z elektrické intenzity

Potencidl ¢(7) v bodé, kterému odpovida polohovy vektor 7, vypocitame diky
vztahu (viz [10], kapitola 2, str. 6, vztah 2.6):

o(7) = — / B(@) - dii + o, (2.14)



kde E je vektor elektrické intenzity, @ je proménna, pres kterou integrujeme, 7 je
polohovy vektor bodu s nulovym potencialem a ¢ je konstanta, kterou obvykle
pokladame rovnu nule.

Casto dokézeme tento kiivkovy integral II. druh prevést, diky symetri¢nosti
pocitané tlohy, na jednodimenzionalni integral. Za bod s nulovym potencidlem
obvykld™| povazujeme 0o, a tak ve vysledku pocitdme nevlastni integral I. druhu.

Prikladem takovéhoto vypoctu je vypocet potencidlu v okoli bodového naboje
(viz [3], podkapitola 1.8, str. 29) nebo vypocet potencialu v okoli nabité koule
(viz [13], uloha ¢islo 269).

Vypocty v kvantové fyzice

V kvantové fyzice mluvime o normované vinové funkci. Aby byla vinova funkce
normovand, musi byt splnéna tzv. normovaci podminka (viz [I1], kapitola 2,
str. 19, vztah 2.4):

/Iw(ﬁ t)2dv = 1. (2.15)

Pocitame tedy objemovy integral pres cely prostor (c.p.) z druhé mocniny abso-
lutni hodnoty vlnové funkce (7, t), kterou chceme normovat.

Kdyz se omezime na jednodimenziondlni systémy (napt. nekoneénou potenci-
alovou jamu), stava se z objemového integralu jednodimenzionélni integral:

/ [ (x, £)]* da = 1. (2.16)

Pocitame tak nevlastni integral I. druhu. Konkrétni vypocet lze nalézt naprt.
v [11], podkapitola 3.7, str. 108.

Obdobna situace nastava pri pocitani skalarniho souc¢inu dvou vinovych funkei
(viz vztah 2.6 v [L1], sekce 2.1.4, str. 23).

2.5 K zapamatovani

« Vypocet nevlastniho integralu I. druhu:

p—00 p——00

70 f(a)dz = lim /p f(x)dz, / f(z)de = lim / f(z)da

Pp——00 q—>00

7 f(r)dz = lim lim /q f(z)da.

e Vypocet nevlastniho integralu II. druhu se odviji od toho, kde se nachéazi
bod nespojitosti (,,problémovy“ bod) funkce, kterou integrujeme:

170 kiivkovém integralu II. druhu pojednévé kapitola 1 v [3], str. 10.
BNapiiklad u vipoctu potencidlu v okoli nabité piimky & roviny neni vhodné volit nulovy
potencial v nekonecnu.
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— ,Problémovym*“ bodem je dolni mez integralu:

/bf(x)dxzklggﬂ/bf(x)dx.

at+A
— ,Problémovym* bodem je horni mez integralu:

/bf(x) dz = lim b/f@:) dz.

A—0t

— ,Problémovy* bod p lezi mezi dolni a horni mezi integralu:

/bf(:c)da::/pf(x)d:c—l—/bf(a:)dx.

(Integral vyjadiime jako soucet dvou integrali, které jiz umime vypo-
¢itat.)

o Geometricky vyznam nevlastniho integralu — obsah ¢asti roviny vymezené
osou z, grafem funkce f(z), pfipadné svislymi pfimkami odpovidajicimi
dolni, resp. horni mezi integralu.

o Vyuziti nevlastniho integralu ve fyzice: vypocty v elektrostatice ¢i v kvan-
tové fyzice.
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3. Rotace

Diferencialnim operdtorem rotace jsme se jiz zabyvali v [3], str. 76-79. Do-
posud jsme operator rotace zavedli, popsali jsme jeho vlastnosti a uvedli jsme
soutadnicovy tvar tohoto operatoru.

Nyni bude nasim tkolem odvodit soutradnicovy tvar rotace a také tzv. Sto-
kesovu vétu, pomoci niz lze prejit od krivkového integralu II. druhu k plosnému
integralu II. druhu. Kromeé toho uvedeme jesté nékolik fesenych tloh souvisejicich
s operatorem rotace.

3.1 Souradnicovy tvar rotace

P1i odvozeni souradnicového tvaru rotace vyjdeme, obdobné jako pti odvozeni
souradnicového tvaru gradientu ¢i divergence, z jejiho defini¢niho vztahu (viz [3],
str. 79, vztah 3.88):

" 1 B
n - rotP = Algrgo AS §£ P.-dr. (3.1)

Vidime, Ze se na levé strané vztahu-vyskytuje skalarni souc¢in norméalového vek-
toru 7 a vektoru rot P = ((rotP)l, (rotP), (rotP)s ) Na pravé strané vztahu

pak vystupuje ktivkovy integral II. druhu vektorového pole P po uzavrené ktivce I'
(obklopujici plochu o obsahu AS). Navic tento integrél délime vyrazem AS a uva-
zujeme, ze se obsah AS priblizuje limitné k nule.

Pokusme se nejprve vypocitat tieti slozku vektoru rotf’ tj. slozku (rotﬁ’)
Mohli bychom vhodnou volbou normélového vektoru 7i prevést skaldrni soucin
ii - rot P na potiebny vyraz (rotP)

Pokud zvolime 77 = (0, 0, 1), zminény skaldrni soucin bude skutecné roven
slozce (rotﬁ) 3. O normalovém vektoru 7 vime, ze musi byt kolmy k plose o ob-
sahu AS, kterou ohranicuje uzaviena krivka I'. Z toho ale plyne, ze musime
kiivku I' zvolit v ,,roviné“ q1q2.@

Uvazujme situaci zndzornénou na obrazku [3.1] Kfivku T' jsme zvolili jako
hranici ,,obdélniku“ ABCD lezictho v ,roviné“ ¢iqs, a to tak, ze strana DA
lezi na soutradnicové ¢are ¢, a strana C'D lezi na soutadnicové ¢are go. Abychom
splnili tzv. ,pravidlo pravé ruky E-] je ktivka I' orientovand tak, jak je znazornéno
(pomoci Sipek) na obrazku.

Zamérme se nyni na pravou stranu vztahu (3.1] [B.1] Je zfejmé, Ze budeme muset

néjakym zptsobem vypoditat integral ¢ P -d7. Pro tento téel rozdélime zvolenou
r
kiivku I na ¢tyfi ¢ésti odpovidajici strandm AB, BC, CD a DA (viz obrézek [3.1]).

19Skaldrn{ soucin 7 - rot P je totiz pro 7 = (0, 0, 1) roven vyrazu 0 - (rotP); + 0 - (rot P)a+
+1- (rotP)s.

20Gtejné jako u gradientu a divergence odvodime soufadnicovy tvar rotace pro kiivoéaré orto-
gondlni soufadnice ¢; = (¢1, g2, ¢3). ,2Rovinou“ g¢1¢gs rozumime dvoudimenziondlni podprostor
urceny souradnicovymi Carami q; a g9, striktné vzato se vSak nemusi vzdy jednat o rovinu.

21 Pravidlo pravé ruky* ¥ik4, ze kdy# polozime prsty pravé ruky ve sméru orientace kiivky T
tak musi vztyceny palec ukazovat smér normélového vektoru 7.
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Obrazek 3.1: Schéma k odvozeni souradnicového tvaru rotace

Vypocteme-li ktivkové integraly II. druhu vektorového pole P po zminénych ¢és-
tech kiivky I, pak integrdl ¢ P - d7 bude roven souctu téchto diléich integrala.
r

Integrace po Casti DA

Pojdme vypocitat kiivkovy integral [ P.dF po strané DA. Skalarni soucin
DA

-

P - d7 je roven vyrazu P; - ds; + P, - dsy + P53 - dss3, pricemz P = (P, Py, Ps)
je vektorové pole a d7 = (ds;, dsy, ds3) je vektor infinitezimélniho posunuti po
dané krivce.

Posouvame-li se po strané DA, plati, ze d7¥ = (dsy, 0, 0), nebot strana DA lezi
na soutradnicové ¢are ¢;. Soutadnice ¢o a g3 se tedy neméni. Jelikoz je ds; = h;-dg;
(viz [3], str. 57), kde h; = (hy, ha, h3) jsou Laméovy koeficienty a dg; je nekonecné
mala zména kiivocaré ortogonalni souradnice ¢;, jsou dss a dss nulové. Muzeme

tak napsat:
/ﬁ-d?z /Pldsl. (3.2)

DA DA
Prevedli jsme kiivkovy integral II. druhu na kiivkovy integral I. druhu. Stejné jako
u odvozeni souradnicového tvaru divergence, pouzijeme vétu o stredni hodnoté@
diky které lze napsat:

/ﬁ’-df’:/Pldslzpl/dsl. (33)

DA DA DA

Integral [ ds; odpovidd délce strany DA, kterou vSak uvazujeme nekonecné

DA
malou, a tak je primo rovna délce ds;. Tedy:
/.ﬁ -dr = P1 / d81 = P1d81 = Plhldql. (34)
DA DA

22Napt. viz [14], str. 94, Véta 6.6.
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Pricemz pri posledni tipravé jsme vyuzili vztahu ds; = h;dg;, o kterém jsme se jiz
zminili.
Vztah [3.4] jesté prepiSeme podrobnéji na tvar:

/ P - dFf = (Pihidqr)g,_gp. (3.5)
DA

Dolnfm indexem ¢ = ¢¥, ktery k zapisu vysledku piibyl, pouze naznac¢ujeme,
ze jsme provadéli vypocet integralu po ¢asti kiivky I' (konkrétné po strané DA),
kde je hodnota souradnice g rovna hodnoté souradnice g, v bodé D.

Integrace po casti AB
Nyni bude nasim tkolem vypocitat integral [ P-dF po strané AB. Pro vektor
AB

posunuti d7 bude platit, ze d7’ = (0, dss, 0), nebot se posouvame po strané AB
ve sméru souradnicové Cary ¢o, a tak se souradnice ¢; a ¢z neméni.
Provedeme obdobny vypocet jako u integrace po strané DA, tedy

/.ﬁ'dF:/PQdSQ:PQ/dSQ. (36)

AB AB AB

Opét jsme v posledni tdpravé vyuzili vétu o stfedni hodnoté. Integrujeme po

strané AB, kterou uvazujeme opét jako nekonecné malou, a tak integral [ ds,
AB
je roven délce ds,. Protoze dss = hodgs, tak z uvedeného plyne:

/ P.df =P / dsy = (Pohadge) b yaq, - (3.7)
AB AB

Dolnim indexem ¢; = ¢ + d¢; rozumime skutecnost, 7e jsme provadéli integraci
po casti kiivky I' (konkrétné po strané AB), kde je hodnota soutadnice g; rovna
hodnoté souradnice ¢; v bodé D, kterd je zvétsena o hodnotu dg;.

Integrace po casti BC
Vypoctéme integral [ P-dF po strané BC. Nyn{ bude d7 = (—dsy, 0, 0), jeli-

BC
koz se posouvame po strané BC' proti orientaci souradnicové ¢ary g;. Dostaneme

/.[5 -dr = /(—Pl) d81 = —P1 / d81 == (_PlhldQI)qZ:q2D+dq2- (38)

BC BC BC

Dolnim indexem ¢y = ¢ + dgs opét rozumime skutecénost, ze jsme provadéli inte-
graci po ¢asti kiivky I' (konkrétné po strané BC'), kde je hodnota souradnice ¢y
rovna hodnoté soutradnice ¢go v bodé D, ktera je zvétsena o hodnotu dgs.
Integrace po casti CD
Nakonec vypocitdme integral [ P.d7 po strané C'D. Nyni bude d7¥ =
cD

= (0, —dss, 0), jelikoz se posouvame po strané C'D proti orientaci soufadnicové

30



cary qo. Mtizeme tak napsat:

/13 -dr = /(—pg) dSQ = —P2 / dSQ = (-Pghdeg)qlquD. (39)

CD CD CD

Tentokrat dolnim indexem ¢; = ¢P rozumime, Ze jsme provddéli integraci po ¢dsti
kiivky I' (konkrétné po strané C'D), kde je hodnota soutadnice ¢; rovna hodnoté
souradnice ¢; v bodé D.

Jak bude vypadat treti slozka rotace?

Jak jsme jiz zminili, integral ¢ P - d7 bude roven souctu integralit i P dr,
r DA
[ P-dF, [ P-dFa [ P-dF. Neboli:
AB BC cD

%ﬁ -dr = (PlhldQI)qQ:qQD + (P2h2dg2)q1:q1D+dq1+

r

+<_P1h1dq1)q2:q2D+dq2 + (-ch2d(]2>q1:q1D, (310)
kde jsme secetli vysledky uprav[3.5] 3.7 B.§ aB.9 Soucet prepiSeme do tvaru:

%ﬁ -dr = [(Plhl)qzﬂlzD - (Plhl)QQ:q2D+dqQ} dat
T

+ [(Pah2) yy—gpraqy — (Paha)gi—gp | Ao (3.11)

Vyuzili jsme toho, ze zména dg;, resp. dgo soutadnice ¢, resp. ¢ je vSude stejna
(nezavisle na poloze). Tudiz jsme dg; a dgz mohli z potFebnych vyrazi vytknout.
Zaméime se nyni na prvni sé¢itanec ze vztahu[3.11] Vytkneme —1 a dostaneme:

[(Plhl)q2=q§’ - (Plhl)q2=q§’+dqz] dgy = — [(Plhl)rn:qgmrdqz - (Plhl)quQD} dg; .

Pokud bychom oznacili Pyhy jako F', méli bychom v hranaté zavorce rozdil dvou
hodnot funkce F v bodech ¢¥ a ¢ + dgs, které se od sebe lisi o rozdil dgs.
Rozdil v zavorce vsak odpovida parcialni derivaci funkce F' podle proménné ¢
vynasobené rozdilem dgs. Pro parcialni derivaci funkce F' podle proménné g, totiz
plati, Ze

or _ lim —FqQDMqZ — Fq?.

B = A, i (3.12)
Mizeme tak napsat:
[P ) grap saes — (Prht)y—p] dar = — [“g;f%qg] dg. (3.13)
Obdobné lze druhy sc¢itanec ze vztahu |3.11| prepsat do tvaru:
[(Peh2) gy =g saq — (Paha)g—gp | dgz = [8(23;?2)@11 dgs. (3.14)
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Ze vztaht

3.11} 13.13) a |3.14] tak plyne:

L [0(Pehe)  O(Pihy)
P.dr = _
55 " [ oq 0qo

Podivame-li se na pravou stranu definiéniho vztahu [3.1} vidime, Ze mame
uvazovat limitu ze vztahu ﬁ 15§ P -d7 pro AS jdouci k nule. Jelikoz jsme ale po

celou dobu vypoctu integralu ¢ P-d7 uvazovali kiivku I jako hranici ,,obdélniku*
r

o nekonefné malém obsahu (a s nekoneéné malymi stranami), zminénou limitu

jsme vlastné po celou dobu uvazovali. Zbyva tak pouze vydélit vysledek

vyrazem Ais, kde AS — 0. Tento vyraz je vsak roven obsahu ,,obdélniku“ ABCD,

ktery je roven vyrazu ds;dsy (viz obrézek [3.1)). Dostdvame:

. 1 = 1 O(Pyhg)  O(Prhy)
1 — QP -dr = - dg,dgs. 3.16
A0 AS }lg " dsids, [ oq 0qo Nt ( )
r
Vyraz dsidsy je roven vyrazu hidg hadgs, a tak
. 1 = 1 [O(Phs)  O(Pihy)
| — QP -dr = — ) 3.17
A}SIEO AS% " hlhg [ 3(]1 aQ2 ( )
iy

Jelikoz jsme volili normalovy vektor ve tvaru 7 = (0, 0, 1), vime, Ze vysle-
dek odpovida treti slozce vektoru rotace, tj. slozce (rotP)s. Tedy:

= 1 8(P2h2) 6(P1h1)
P); = — .
(rot )3 hihs [ oq g2

(3.18)

Jak bude vypadat prvni a druha slozka rotace?

Prvni a druhou slozku rotace bychom mohli odvodit naprosto analogicky k od-
vozeni treti slozky rotace. Pro prvni slozku rotace bychom volili k¥ivku I' jako
hranici ,obdélniku® lezicitho v ,roviné* ¢sqs, a to tak, ze by jedna strana ob-
délniku lezela na souradnicové ¢are go a jedna strana by lezela na souradnicové
care qs3. Pro druhou slozku rotace bychom volili kiivku I jako hranici ,,obdélniku“
lezictho v roviné qqs, a to tak, ze by jedna strana obdélniku lezela na souradnicové
¢are ¢ a jedna strana by lezela na souradnicové care gs.

Vysledky, ke kterym bychom dospéli, odpovidaji tzv. cyklické zaméné sourad-
nic¥ Prvni a druh4 slozka rotace tak bude vypadat nasledovné:

- 1 8(P3h3) 8(P2h2)
rotP); = — 3.19
( >1 hahs L 0qo 0q3 ( )
- 1 _8(P1h1) 6(P3h3)-
rotP)y = — 3.20
( )2 hshy L a(JS 8q1 ( )

23To znamend, ze vSechny indexy 1 nahradime indexem 2, indexy 2 nahradime indexem 3
a indexy 3 nahradime indexem 1.
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Souradnicovy tvar rotace v jednotlivych souradnicovych systémech

V podkapitole 3.1.3 prace [3], str. 52-57, jsme se zabyvali zobecnénymi kiivo-
carymi ortogonalnimi souradnicemi a Laméovymi koeficienty. Nyni této znalosti
vyuzijeme.

Pro konkrétni systémy soufadnic dosadime do vztahu [3.18] [3.19] a [3.20] pii-
slusné hodnoty Laméovych koeficientu a také provedeme preznaceni indexi (v sou-
ladu s tim, pro jaké zobecnéné souradnice vztahy piSeme). U kartézského systému
souradnic tak napriklad dolni index 3 preznac¢ime na dolni index z.

Kartézsky systém souradnic:
hlzl,hgzl,hgzl
g =%,492 =Y, 43 =<

- orP, 0P, OP oP, 0P, OP
th= 222y Zr _Zo= 2y T 3.21
o < dy 0z 0z oxr’ Ox oy ) (3:21)
ProV = (2,2, 2) dostévém
rotP =V x P. (3.22)

Cylindricky systém soutadnic:
hlzl,hQZR,hgzl
=R =0 ==z

L (1[0P. O(RR)] OPx OP. 1[0(PR) 0P
rOtP_<Rl8gz5 i ] E 8R’R[ oR o)) B

Sféricky systém souradnic:
hy =1, ho =71, h3 =rsinv
g =7, QQ:197 q3 =

(rotP); =

r2 sin 09 Oy
1 OF,  O(P,rsind)
Op or ’
a(PgT) B aPr

or o9 |

1 [G(Pwrsin 9) 8(P79r)] |

(rotP)y =

rsind

(rotP)s = i l (3.24)

3.2 Stokesova véta

Jak jiz bylo v tvodu kapitoly napsano, pomoci Stokesovy véty lze prevést
kiivkovy integral II. druhu?| na plosny integral I1. druhu’| My se nyni pokusime
tuto vétu odvodit.

24V nékterych zdrojich, jako napt. v [I5], rozumi zdpisem V x P rotaci vektorového pole P
bez ohledu na to, zda pracujeme v kartézskych soutadnicich, nebo ne.

25Viz [3], str. 10.

26Viz [3], str. 32.
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Obdobné jako u odvozeni Gaussovy (matematické) véty, kde jsme pfi jejim
odvozeni vysli z definice divergence, i pri odvozeni Stokesovy véty vyuzijeme
definici jednoho z diferencidlnich operétori, a to rotace (vztah .

Vyjdeme ze situace znézornéné na obrazku [3.2 Na ném je zndzornéna uza-
viena (orientovand) krivka I' obklopujici plochu o obsahu S. Pricemz tato kiivka
se nachazi ve vektorovém poli P. Plochu S jsme rozdélili na N ploch o obsazich

ASy, ... AS; 1, AS, ... ASy.

Obrazek 3.2: Schéma k odvozeni Stokesovy véty

Zaméime se nyni na plochu o obsahu AS;. Ta je ohranic¢ena (orientovanou)
krivkou, kterou oznacime jako I'(AS;). Pro tuto kiivku mtzeme prepsat definici
operatoru rotace:

— = . 1 = —

n; - rotP = Aléirgo AS, 55 P-dr, (3.25)
I(AS;)

kde 7; je normalovy vektor k plose o obsahu AS;. Uvazujeme-li plochu o ob-

sahu AS; za velmi malou, mizeme tento vztah prepsat do podoby:

- . 1 =
n; - rot P = AS, % P-dr, (3.26)
I'(AS;)

ve kterém vystupuje namisto limity pro AS; jdouci k nule pribliZzna rovnost.
Vynasobime-li vztah vyrazem AS;, dostavame:

rotP - 17 - AS; = §1§ P-dr (3.27)
L'(AS;)

Vzpomeneme-li si, ze jsme v podkapitole 2.2 prace [3] (str. 36) oznacili vyraz
n; - AS; jako AS;, muzeme predesly vztah jesté prepsat do tvaru:

rotP - AS; = yﬁ P-drF. (3.28)
I'(AS;)
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Dosud jsme vsechny vztahy uvadéli pro plochu o obsahu AS; ohrani¢enou kiiv-
kou I'(AS;). My bychom vsak chtéli provést vypocet pro celou plochu o obsahu S
ohranicenou ktivkou I'. O této plose ale vime, zZe je sjednocenim dil¢ich ploch
o obsazich ASy,...,AS; 1, AS;, ..., ASy. Zkusme tedy provést soucet vztaht [3.28
proi=1,2,..., N, neboli

N N . N .
> rotP - AS; = 515 P-dr. (3.29)
' “r@s,)

s
Il
—
-
Il
—

Vyraz na pravé strané vztahu|3.29)je roven integralu ¢ ]3-d77, kde integrujeme
r(s)

po celé kiivece I'(S). Pro¢ tomu tak je?

Zamérme se na detail zobrazeny na obrazku (v tyrkysové kruznici). Na
ném vidime dvé diléi kiivky I'(AS;) a I'(AS;_1). Jejich orientace je zndzornéna
sipkami. Kdyz budeme nejprve ,obchazet“ plochu o obsahu AS; ve sméru Sedych
sipek, prispévek pro ,,usecku“ vymezenou body 1 a 2 je roven vyrazu P-d7;. Pokud
budeme ,0obchazet“ plochu o obsahu AS;_; ve sméru ¢ervenych sipek, prispévek
pro usecku vymezenou body 2 a 1 je roven vyrazu P d7_;.

Skalarni soucin dvou vektorti lze napsat jako soucin velikosti danych vektori
vynasobeny kosinem thlu, ktery vektory sviraji. Miizeme tak napsat:

P d7; = ||P|| - [|d7]| - cos 8, (3.30)

kde (8 je thel, ktery svira vektor P s tseckou vymezenou body 1 a 2. Rovnéz
muzeme napsat, ze:

P-dFi_y = || P| - |d7_1]| - cos a, (3.31)

kde « je thel, ktery svira vektor P s tiseckou vymezenou body 2 a 1.

Nyni si potfebujeme uvédomit dveé skutecnosti. Prvni z nich je vzajemny vztah
uhlt o a (. Z obrazku vidime, ze dohromady tvori pifimy thel, z ¢ehoz plyne,
ze o = 1 — (3. Tedy cosa = cos(mm — 5) = — cos 3.

Druhou skutecnosti je vlastnost vektort dr;_; a dr;. Jelikoz se jedna o neko-
necné malé vektory, muzeme tvrdit, Ze jsou jejich velikosti shodné, tj. ze ||d7;_1|| =
= ||d7;]]. Je tak zrejmé, ze:

P.df; = —P - dF,_,. (3.32)

Pro tsecku vymezenou body 1 a 2 (resp. body 2 a 1) je tak celkovy prispévek
(k pravé strané vztahu D roven nule — prispévky P-d7; a P-dr;_; se odectou.
7 toho plyne, Ze vyraz YN ¢ P-d7 z pravé strany vztahu [3.29)je roven inte-
I'(AS))
gralu ¢ P. d7, kde integrujeme po kiivce I'(S). Kdyby tomu tak nebylo, musel
r(S)
by alespon jeden prispévek na néjaké hranici dvou diléich obsahu (vzniklych déle-
nim obsahu S) vyjit nenulovy. My bychom vsak mohli provést vypocet provedeny
pro spojnici bodua 1 a 2 pro jakoukoliv jinou hranici dvou dil¢ich obsaht a dosli
bychom ke stejnému vysledku (spojnici mezi body 1 a 2 jsme volili bez Gjmy na
obecnosti).
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Vztah tak mtzeme prepsat do podoby:

N

> rotP - AS; = 75 P . dr. (3.33)
= r(s)

Chceme-li nahradit pfibliznou rovnost rovnosti pfesnou, musime provést limitu

pro N jdouci do nekonecéna. Jinymi slovy, rozdélime plochu o obsahu S na neko-
necné mnoho dil¢ich ploch. Pak dostaneme:

A}l_l}l(l)OZrotP AS; = 515 P - dr. (3.34)
()

Z definice plosného integralu IL druhuE] vime, Ze mizeme levou stranu vzta-
hu |3.34| prepsat na integral f I rotP - dS kde ¥ je plocha o obsahu S ohrani¢ena

krivkou I'. Dostavame tak tzv Stokesovu vétu:

//rotﬁ ds = 35 : (3.35)

by

pomoci niz lze prevést kiivkovy integral II. druhu na plosny integral II. druhu
a naopak.

3.3 ResSené tilohy na rotaci

Uloha ¢&. 1:
Vypoctéte rotaci vektorového pole P = (z + v, 3y, z + 2z + y).

Resen:
Pro vypocet rotace pouzijeme vztah [3.21] Dostavame:

- oP, 0P, 0P, 0P, 0P, 0P\ _
Oy 0z 0z ox’ Ox dy |

_(0z+2r+y) OBy Ox+y) I(+2x+y) IBy) I z+y)\ _
N oy dz = 0z Ox T Ox oy N
—(1-0,0-2,0—1)=(1, —2, —1).

Vidime, Ze rotace vektorového pole P = (x+y, 3y, z4+2x+y) je vektor (1, =2, —1).

Uloha &. 2

Uvazujme vektorové pole P = (rsing, cosp, r?) zadané ve sférickych souradni-
cich. Vypoctéte rotaci tohoto pole.

2TViz vztah 2.7 v [3], str. 38.
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ReSent:

Jelikoz je vektorové pole P zadané ve sferlckych soufadnicich, k vypoctu jednotli-
vych slozek rotace pouzijeme vztahy |3.24] Uvédomme si, zZe pro vektorové pole P
plati:

P = (P, P, P,) = (rsing, cosp, r?).

Nejprve vypocitame prvni slozku rotace:

- 1 O(Pyrsind)  O(Pyr)
P - L — =
(rot P)y r2 sin [ 09 dp
1 A(r*rsind)  O(cospr) 1 5 ,
_ _ — 9 — (— -
r2sin v 09 dp r2 sin ¢/ {T o8 (=sin ('D)T}
sin
=rcotv . 3.36
reotv rsin ( )
Nyni vypocitame druhou slozku rotace:
_ 1 |0P, O(P,rsind)
P)y = - =
(rotP): rsin [ Op or ]
1 [(rsing) 9(r*rsind) 1 5 .
pumy _— pumy _— 19 =
rsin [ Op or rsin (r cos = 3r7sind)
_cosp
= iy 3r. (3.37)
Nakonec vypocitame treti slozku rotace:
~ 1{o(Pyr) OF, 1 [O(cospr) O(rsiny)
P)3 = - - - =
(rotP)s r [ or 09 ] r [ or o
:cosgo_}'ozcosga. (3.38)
r r r

Zapisme hodnoty jednotlivych slozek rotace (vysledky [3.36} [3.37 [3.38]) do
jednoho kompaktniho tvaru:

(3.39)

rotﬁ:<rcot19—|— i 4 COSSO—?) COSQO).

rsind’ sind ’

Uloha ¢. 3:
Pro elektrickou intenzitu E v okoli rovnomérné nabité sféry (resp. nabité koule),
jejiz stted umistime do pocatku soustavy souradnic, ve vakuu, plati vztah (viz [16],
vztah 1.104):

Q 7

E=_——
4megr? r

(3.40)
kde @ je elektricky ndboj na sféfe (resp. na kouli), gy je permitivita vakua, 7 je
polohovy vektor a r je vzdéalenost od stredu kulové plochy (tuto vzdédlenost uva-
zujeme vetsi nez polomér kulové plochy). Urcete, zda je dané vektorové pole
konzervativni.
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Resent:
K tomu, abychom mohli rozhodnout o konzervativnosti vektorového pole 15, po-
trebujeme poznamku 1.43 z podkapitoly 1.6.3 v [3], str. 25. Ta ndm 1ika, ze je
vektorové pole konzervativni pravé tehdy, kdyz je rotace daného vektorového pole
rovna nulovému vektoru.

Pro polohovy vektor 7 plati, ze ¥ = (z, y, z). Vzdalenost r je rovna velikosti

polohového vektoru 7, tj. r = ||F|| = Va? +y? + 2z2. Vztah tak muzeme
prepsat do podoby:

Q r Q Y )
L= (z.v.2) (3.41)

Vypoctéme rotaci elektrické intenzity E. Zatneme prvni slozkou rotace:

S oFE, OF
tE), = —— — 2 =
(I'O ) 8y 82
Q z @
B 0 (47t£0 (x2+y2+22)§) B 9 (47[80 (x2+y§l+z2)g>
= oy 0z N

_Qz<3> 2 2 \_5 Qy(S) 9 9 oy 5 —
= Ty \ 2 (5 +y +27)72- 2y dmeg U2 (22 412+ 257222 = 0. (3.42)

Nyni se zaméfime na druhou slozku rotace:

. 0E, OF,
tE)y = 5+ — 5 =
(1“0 )y Oz ox
Q x < z
KiC =" 9 (& )
- 02 O -

Qu ( 3) 2., .2, 2\-2 Qz ( 3) 2., .2 2\-2
— __ 2.9> — —_— 2.2x = 0. 4
ey \ 73 (x*4y*+27) z ey \ 73 (" +y +27) x=0. (3.43)

Nakonec vypocéteme tieti slozku rotace:

o OF oF
tE), = 24— =
(rotB): = 5~y
Q Q z
B 8 (47[50 (x2+y3+22)g) @ (4m-:o (x2+y2+22)g>
o ox Jdy -

Qy ( 3> 2, .2, 232 Qu < 3> 2. 2, 23
_ _° O — — 2y =10. (3.44
prel (2" +y +27) 220 e \ 72 (x°4y“+27)"2-2y = 0. (3.44)

7 vysledki [3.42] 3.43] a [3.44] plyne, 7e rotE = (0, 0, 0). MiZzeme tedy ¥ct,
ze elektrickd intenzita E (v zadaném tvaru) popisuje konzervativni vektorové
pole. Tento poznatek koresponduje se znamou vlastnosti elektrostatického pole,
o kterém vime, Ze je nevirové (tj. rotE = d) a konzervativni.
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3.4 K zapamatovani

» Souradnicovy tvar rotace v kartézskych souradnicich:

ot B — or, 0P, 0P, 0P, 0P, 0P,
Oy 0z 0z oxr’ Oz oy |

« Stokesova véta: [[ rotP -dS = o) P.dr.
5 r(s)

Pomoci Stokesovy véty lze prevést krivkovy integral II. druhu na plosny
integrél II. druhu (a naopak) [

Z8Kapitola |3| slouz{ jako doplnéni jiz existujici podkapitoly 3.3 v [3], od str. 76. Proto také
informace v podkapitole 3.4 chapeme jako doplnéni informaci k zapamatovani v [3], str. 81.
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4. Formalismus vyuzivajici
Kroneckeruv a Levi-Civituv
symbol

V této kapitole se seznamime s uziteénym formalismem vyuzivajicim mimo
jiné tzv. Kroneckertiv symbol a Levi-Civitiv symbol. Vyhodou tohoto formalismu
je usnadnéni vypocti a odvozeni v pokrocilejsich partiich fyziky. Uplatnéni tak
najde napr. v teoretické mechanice, klasické elektrodynamice nebo v kvantové
mechanice.

Nejprve se seznamime s tim, jak pracovat s vektorovymi funkcemi (resp. s vek-
torovymi poli). Poté se budeme zabyvat tzv. Einsteinovym sumac¢nim pravidlem
a nasledné zavedeme Kroneckertiv symbol spolecné s Levi-Civitovym symbolem.
Na zaveér kapitoly opét nebudou chybét priklady uplatnéni zavedeného formalismu
ve fyzice.

4.1 Prace s vektorovymi funkcemi

S vektorovymi funkcemi (resp. vektorovymi poli) jsme pracovali jiz mnoho-
krat, af uz to bylo v kapitolach pojednavajicich o kiivkovém ¢i plosném integralu
II. druhu (viz [3], str. 10, resp. 32) nebo u diferencidlnich operatoru (viz [3],
str. 48).

Vime tak, ze vektorova funkce, kterou znac¢ime naprt. }3, ma oproti skalaru
nejen velikost, ale i smér. V kartézské soustavé souradnic ma vektorova funkce

—

slozky P = (P, P,, P,).

Nyni zvolime normovanou bazi vektoru €1, €5, €3 kartézské soustavy souradnic
(viz obrazek . Uvazujeme, ze vektor €; je jednotkovym vektorem ve sméru
kladné poloosy x, vektor €5 je jednotkovym vektorem ve sméru kladné poloosy y
a vektor €3 je jednotkovym vektorem ve sméru kladné poloosy z. Vsechny bazové
vektory jsme umistili do pocatku soustavy souradnic. Pak miZeme pro vektorovou

funkci P napsat: .
P:Pz€1+Py€2+PZ€3. (41)

Vektorovou funkei P jsme tak vyjadrili jako linearni kombinaci bazovych vektori
€1, €2, €3 s koeficienty P,, P, a P..
Kdyz bychom pfeznacili slozku P, na P, slozku P, na P, a slozku P, na P,
mohli bychom vztah [.1] pfepsat na tvar:
P = P\&, + Py& + P3és. (4.2)

Tento vztah muzeme jesté prepsat pomoci sumy do tvaru:

P=Y Pé. (4.3)

i=1

Je zvykem, ze vektorovou funkci P mtzeme ekvivalentné také znacit jen jako P;.
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X

Obréazek 4.1: Vektorova funkce P v kartézské soustavé souradnic se zvolenymi
bazovymi vektory €7, €s, €3

Skalarni souéin

Méjme dva vektory (resp. vektorové funkce) P= (P, Py, P3) a Q= (Q1, Q2, Q3).
Pak lze skalarni soucin téchto dvou vektort vyjadrit podle definice jako:

P-Q = PiQ 4 P,Qs + PsQs. (4.4)

Zkusme nyni ovérit, ze dojdeme ke stejnému vztahu, i kdyz vyjadiime vektory P
a () podle vztahu . Tedy

= (P1€) + Pyés + P3€3) - (Q1€1 + Q265 + Q3€3) =

= P61 - €1+ P12, - €3+ P1Q3€1 - €5+ Po(Q1€5 - €1 + Po(Q2€5 - €3 + Py(Q3€5 - €3+

+P30)1€5 - €1 + P3(Q)2€3 - €3 + 30363 - €3 =
= P& > + PiQ2 - 0+ PiQs - 0+ P2Q1 - 0+ PQs|&° + PaQs - 0+
+P3Q1 - 0+ P3Q2 - 0+ P3Qs||&]* =
= PiQ1 + PQ2 + Q5. (4.5)

Béhem tprav jsme vyuzili toho, ze skaldrni souc¢in dvou kolmych (v nasem pripadé
bazovych) vektort je roven nule. Jelikoz je velikost (norma) libovolného vektoru ¢
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definovand jako ||U|| = V¥ -, tak plati, Zze ¥ - ¥ = ||¢]|?, ¢ehoz jsme vyuzili
pri upravé prvniho, patého a posledniho s¢itance tretiho, resp. ¢tvrtého radku.
Velikost jednotkového (v nasem piipadé bazového) vektoru, a tedy i jeji druhd
mocnina, je rovna jedné. Dospéli jsme tak, podle oc¢ekavani, ke stejnému vztahu
pro skalarni soucin dvou vektort jako je vztah [4.4]

Na zévér dopliime, 7Ze vztah [4.4] resp. muzeme prepsat pomoci sumy jako:

3
P-Q=> PQ:. (4.6)
i=1

4.2 Einsteinovo sumacni pravidlo

Finsteinovo sumacni pravidlo slouzi ke zjednoduseni symbolickych zapisti u vy-
poctu ¢i odvozeni. Zjednodusené feceno toto pravidlo rika, ze mizeme v zapisu
vynechat symbol 32 . To, %e mame scitat ,pies i“ od jedné do tii, pozndme
ze skutefnosti, ze dany vyraz obsahuje dva stejné indexy (v nasem piipadé in-
dexy i) ]

Vztah (pro skalarni soucin dvou vektorovych funkei) tak mtuzeme podle
Einsteinova sumacniho pravidla prepsat na tvar:

P-Q = PQ: (4.7)

Vidime, Ze tento zapis taktéz koresponduje s tim, ze vektorovou funkci 15, resp. Q
muzeme symbolicky znacit jako P;, resp. Q;.

Einsteinovo sumacni pravidlo miizeme napt. rovnéz pouzit k vyjadreni diver-
gence vektorové funkce P. Ze sekce 3.2.3 publikace [3], str. 66, jiz zndme vztah
pro vypocet divergence vektorové funkce Pv kartézskych souradnicich:

divP =V - P, (4.8)

kde V = (2, 2, 2) je  vektor“ parcidlnich derivaci. KdyZ oznac¢ime i-tou
ox? Oy’ 0z ”

slozku tohoto vektoru jako V;, pak muzeme vztah prepsat do podoby:
divP = V,P;, (4.9)

nebot plati, ze

3
Vi P, =Y V;Pi=V 1P+ VP, + V3P; =
i=1

0 0 0 or, 0P, OP. -
— P4+ P4+ Po=_ Y 72 _ (ivP. 4.10
ox oy 102 o dy 0z v ( )
Einsteinovo sumacni pravidlo jsme pouzili hned pfi prvni uprave, kdyz jsme k vy-
razu V;- P; doplnili sumu 327_,. V piedposlednim kroku jsme vyuzili toho, Ze jsme

oznacili P, jako P, P, jako P, a P, jako Ps.

V neposledni fadé miizeme pouzit Einsteinovo sumacni pravidlo u maticového
nasobeni. Pokud bychom méli matici A se ¢leny a;j, kdet =1, ..., naj=1,..r,

29Mame na mysli indexy jakozto ,pismena“, nikoliv ,¢iselné® indexy.
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a matici B se ¢leny bji, kde k = 1, ..., [, pak pro prvek ¢, (v i-tém fadku a v k-tém
sloupci) matice C' = A - B plati vztah:

Cik — ZCLZ']' . bjk. (411)
j=1

Podle Einsteinova sumacniho pravidla pak miizeme ve vztahu[4.11{ vynechat sym-
bol pro sumu. Lze tedy napsat

Cik. = Qyj * bjk' (412)

V dalsim textu této kapitoly budeme Einsteinovo sumacni pravidlo systema-
ticky pouzivat.

4.3 Kroneckeriuv symbol

Kroneckeriv symbol (znac¢ime d;;) je symbol deﬁnovanylﬂ tak, ze pro i = j je
roven jedné a pro ¢ # j je roven nule. Pficemz indexy ¢, j nabyvaji hodnot od
jedné do tri. Neboli

011 = 022 = 033 = 1,

(512 = 513 = 521 = 523 = 531 = 532 =0. (413)

Cemu je roven 6;;7

Na prvni pohled by nas mohlo napadnout, ze vyraz d; je roven jedné, nebot
indexy u Kroneckerova symbolu jsou iz, tedy stejné. Vyraz d;; vSak roven jedné ne-
bude. Musime si totiz uvédomit, ze pod indexy i se skryvaji varianty 11, 22 a 33.
Jelikoz mame u Kroneckerova symbolu dva stejné indexy (resp. ,pismena“) i,
musime zohlednit Einsteinovo sumacni pravidlo, které ikd, ze v takovémto pii-
padé musime scitat pres index ¢, a to od jedné do t¥i. Dostavame tak:

w

6i =3 0 =0n+0n+d=1+1+1=3. (4.14)
=1

Cemu je roven 6;;F;?

Opét vidime, Ze se ve vyrazu 0;; F; vyskytuje dvakrat index i. Musime tedy
respektovat Einsteinovo sumacni pravidlo a sc¢itat vSechny varianty pro: = 1, 2, 3.
Neboli ,

51]Pz - Z(SUIDZ - (Sljpl —|— 52jp2 —|— 53]'P3. (415)
i=1
Tento soucet jesté mizeme zjednodusit. Polozme napf. j = 2. Pak lze vztah
prepsat na soucet:

3
5@3 — Z 512Pz — (512P1 + 522P2 + 632P3 == P2. (416)

=1

30Kroneckerfiv symbol lze také zavést jako specidlni pifpad tenzoru druhého Fadu, napi.
viz [I7]. O tom, co je tenzor, pojednavé kapitola
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Pri apravach jsme vyuzili toho, Ze d15 = 930 = 0 a do9 = 1. Je vidét, Ze pro obecné
zvoleny index j (od 1 do 3), bude §;; P, = P;.
Se znalosti tohoto vztahu (a vztahu muzeme pro skaldrni soucin vektor
Pa @ napsat: L
P-Q = PQ; = Fi0;;Q; = 0;;FQ;. (4.17)

Béhem upravy jsme vyuzili toho, Ze @Q); = 0;;@;, coz plyne z predchoziho odstavce.

4.4 Levi-Civitiv symbol

Lewvi-Civitiv symbol (znacime €;;;) je symbol definovany tak, ze pro indexy ijk
odpovidajici trojicim ¢isel 123, 231, 312 (tj. pro index 123 a indexy vzniklé cyk-
lickou zdmeénou) je roven 1. Pro indexy ijk, které nevznikly cyklickou zdménou
indext 123 (ale plati, ze i # j # k) je Levi-Civittv symbol roven —1. Pro ostatni
pripady je Levi-Civitiv symbol roven 0. Neboli

€123 = €231 = €312 = 1,

€213 = €321 = €132 = —1,

pro ostatni pripady €;;; = 0. (4.18)
Jinymi slovy, pokud jsou indexy u € tvoreny sudou permutaci ¢isel 1, 2, 3, Levi-
Civitav symbol je roven 1. Kdyz se jedna o lichou permutaci, Levi-Civituv symbol
jeroven —1. Jinak je roven 0. Naptiklad symboly €112, €320 nebo €495 jsou rovny 0.
Cemu je roven 9;;e;1?

Ve vyrazu 0;;6;5 se opakuje jak index 7, tak index j. Budeme tedy muset
zohlednit Einsteinovo sumacni pravidlo, a to hned dvakrat. Tedy

5ij€ijk - Z Z 62]52jk Z 51j51]k + Z 52j€2jl€ + Z 63]€3jk -

=1 j=1 = j=1 j=1

= (011611k + 012612k + O13€13k) + (021621k + O22€29k + G223k )+
+(031€31% + 032832k + 033€33%) = (011 - 0+ 0 - £105 + 0 - €131)+

+(0 - €21 + 022 - 0+ 0 - €23) + (0 - €311 + 0 - €30 + 33 - 0) = 0. (4.19)

Cemu je roven ¢;;,€im?

Vyraz €;jicim 1ze vyjadiit pomoci Kroneckerovych symbolu jako (viz [I8],
oddil 1.12.4):
€ijkEitm = 0510km — 0jmOki. (4.20)

Vsimnéme si, ze se v prvnim s¢itanci vyskytuje souc¢in Kroneckerovych symboli
s indexy jl, resp. km, coz jsou druhé, resp. tfeti indexy Levi-Civitovych symboli.
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Ve druhém séitanci se pak vyskytuje souc¢in Kroneckerovych symbolil s indexy
jgm, resp. kl. Index jm je ,vytvoren® z druhého indexu v potradi prvniho Levi-
-Civitova symbolu a ze tretiho indexu v poradi druhého Levi-Civitova symbolu.
Index kl je ,vytvoren* ze tretiho indexu v poradi prvniho Levi-Civitova symbolu
a z druhého indexu v poradi druhého Levi-Civitova symbolu.

Vektorovy soudin vyjadreny pomoci Levi-Civitova symbolu

Méjme vektorové funkce P = (P, Py, P3) a Q= (@1, Q2, Q3). Pak muzeme
vyjadrit i-tou slozku vektorového soucinu P x @ pomoci Levi-Civitova symbolu
jako: L

(P x Q)i = €ijuPjQr- (4.21)

Platnost vztahu 4.21] ovéfime napt. pro druhou slozku vektorového soucinu:

3 3
(P x Q)2 = €2, PiQr = Z Z Eojk PjQr =

j=1k=1

3 3 3
= Z ea1x P1Qr + Z €20k PoQr + Z ek P3Qr =
k=1

k=1 k=1

3
= (2211 P1Q1 + €212 P1Q2 + €213 P1Q3) + > 0 PaQi+
k=1

+(931 PsQ1 + €232 P3Q2 + €233 P3Q3) = €131 Q3 + €231 P31 =

= (1) PAQs+ 1- B3Q1 = P31 — Q5. (4.22)

Béhem tprav jsme vyuzili Einsteinovo sumacni pravidlo a definici Levi-Civitova
symbolu. Vidime, Ze jsme skute¢né dospéli ke vztahu pro druhou slozku vekto-
rového soucinu vektorovych funkci P a @), coz je vztah, ktery zname ze stredni
skoly.

4.5 ReSené tlohy ke Kroneckerovu a Levi-Civitovu
symbolu

Uloha &, 1:

Mgjme polohovy vektor 7 = (z, y, z) = (21, T2, x3). Vyjadrete parcialni deri-

vaci g;’;’_, kdei=1,2, 3aj=1,2, 3, pomoci Kroneckerova symbolu.
Resent:
Nejprve vypocitame parcialni derivace g% proi =1, 2, 3. Tedy

ox ox ox

8%1 (9x1 8951

Posledni dvé parcialni derivace vysly nulové, nebot souradnice x5 a x3 nejsou na
souradnici x; zavislé.
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Oz
Oxo

je pak rovna 1

Obdobnym postupem bychom dosli k zavéru, Ze je parcidlni derivace
x;

rovna 1 pro ¢ = 2. Pro i = 1, 3 je rovna 0. Parcialni derivace o

pro: =3 apro¢ =1, 2 jerovna 0.

Z uvedeného vyplyvé, ze parcidlni derivace 2%

Ox;
Pro i # j je tato derivace rovna 0. To ale pifimo odpovida definici Kroneckerova

symbolu. Mizeme tedy napsat, ze

je rovna 1, pokud je i = .

L=, 4.23
axj J ( )
Uloha &. 2

Vyjadiete vztah pro vypocet rotace vektorové funkce P (v kartézském systému
souradnic) pomoci Levi-Civitova symbolu.

Resent:
V podkapitole jsme odvodili vztah pro soufadnicovy tvar rotace (v kar-
tézském systému soufadnic). Rotaci vektorové funkce P tak mitzeme form4lng vy-
jadrit jako vektorovy soucin ,vektoru“ parcidlnich derivaci V= (V1, Vo, V3) =
= (%, a%, %) a vektorového pole P = (Py, Py, P3). Nyni vyuzijeme vztah |4.21]
Pro i-tou slozku rotace tak mizeme napsat:

(rotP); = (V x P); = £V, Py. (4.24)

Vsimnéme si, Ze se v zapisu vyskytuje dvakrat index j a také dvakrat index k.
P1i vypoctu tak musime vzit v ivahu dvakrat Einsteinovo sumacni pravidlo.

Uloha ¢&. 3:

Zdtuvodnéte platnost identity: d;;a; = a;, kde ¢, j =1, 2, 3 a @ = (a1, aq, a3).
Resent:

Definice Kroneckerova symbolu tikd, Ze pro ¢ = j je d;; = 1, pro i # j je §;; = 0.
Aby byl vyraz d;;a; nenulovy, musi tak platit, ze ¢ = j. Zvolime-li napt. ¢ = 3,
potom

3
53J’CL]' = Z (53]'@]' = (531@1 + 532&2 -+ 5330,3 =0- a, + 0- as + 1- a3 = as. (425)
j=1
Obdobné by pro ¢ = 1 platilo, Ze d,;a; = a1 a pro ¢ = 2 by platilo, Ze dy;a; = as.
Je tedy zfejmé, Ze 0;;a; = a;.

Uloha ¢&. 4:

Ukazte, ze plati rovnost: @ x (b x &) = b(a-¢) — é(a - b), kde @ = (a1, az, as),
b= (by, ba, b3) a &= (c1, ¢z, c3).

Resent:

Vypoctéme nejdiive i-tou slozku z vektorového soucinu @ x (b x ¢). Tedy

[(3: X (5 X E)]z = sijkaj(l; X E)k = gijkajaklmblcm. (426)

Dvakrat po sobé jsme pouzili vztah 4.21} Nyni vysledek vhodné preuspora-
déme:

—

[C_i X (b X 5)]1 = Eijkajgklmblcm = al-jkeklmajblcm = gkijeklmajblcm. (427)
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V poslednim kroku tpravy jsme vyuzili skutecnosti, ze €, = €ki; (jedna se
o cyklickou zdménu v dolnim indexu). Pouzijme vztah (proto jsme pozado-
vali, aby u obou ¢ zac¢inaly dolni indexy ,stejnym pismenem*, tj. pismenem k).
Tudiz

—

[CL X (b X C)]l = ekijaklmajblcm = (5il(5jmajblcm — 5im5jlajb16m =

= 0jm@;0ibiCry — 0100105 Cry = ApbiCry — aibyc; = bjaCy — i1y (4.28)

V predposledni tpravé jsme vyuzili vysledku, ke kterému jsme dospéli v tloze
¢. 3. Nyni si povSimneme, Ze se v rozdilu opakuji stejné indexy, a tak uplatnime
Einsteinovo sumacni pravidlo. Tedy

3 3
[@ X (bx 7)) = biamen — ciaby =b; Z A Cm — Ci Zczlbl =
=1

m=1

= b(@-7) — (@ b). (4.29)
Vyrazy se sumami jsme nahradili prislusnymi skalarnimi souciny, kterym se sumy
rovnaji. Odvodili jsme tak vztah pro i-tou slozku vyrazu @ x (b x ¢). Obecné tak
plati, ze

-

ax (bx?) =02 -

QU

D). (4.30)

Uloha é. 5: ) ) )
Ukazte, ze pro kazdé dva vektory @, b plati: @ x b = —(b X @).

Resent:
K teseni tlohy vyuzijeme znalost vztahu [4.21] Pro i-tou slozku vektorového sou-
¢inu vektoru @ a b tak muzeme napsat:

(C_i X b)l = aijkajbk = —eikjbkaj = —(b X C_l')l, (431)
a tak plati, ze a x b= —(gx a@). Ve vypoctu jsme vyuzili toho, ze €;, = —e;i;. PTed
Levi-Civitovym symbolem pribude minus, nebot trojice indexti ikj neni cyklickou
zameénou trojice ijk.

4.6 Vyuziti Kroneckerova a Levi-Civitova sym-
bolu ve fyzice

Vyjadreni tenzoru napéti pro idealni kapalinu

S tenzoremm napéti 7;; pro idedlni kapalinu se mizeme setkat v prednasce

z mechaniky. V ni byvd odvozeno, Ze tenzor 7;; ma tvar (viz [9], kapitola 11,
str. 2, vztah 11.1):

Tij = —péij, (432)

kde 7, 7 = 1, 2, 3 a p je tlak. Vztah vyjadiuje slozku matice (¢tvercové
radu 3) tenzoru napéti na pozici ij. Z definice Kroneckerova symbolu vidime, ze
je tato slozka rovna —p pro ¢ = j, pro 7 # j je pak slozka matice nulova. Tenzor
napéti pro idealni kapalinu je tak vyjadren diagonalni matici, kterd ma na vsech
pozicich diagonaly prvek —p.

31Tenzory se budeme zabyvat v kapitole
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Pomocné vypocty pri odvozeni zakona zachovani hybnosti elektromag-
netického pole

V klasické elektrodynamice je z Maxwellovych rovnic@ odvozovan zakon za-
chovani hybnosti pro elektromagnetické pole. K tomu je zapotiebi odvodit naprt.
pomocny vztah:

- = oF; 0 /1
rotE) X D|; = ¢k, ( ebE ) 4.33
[(rotE) x D}; = eBr Fala KBk (4.33)
kde E = (E1, Ey, E3) je elektrickd intenzita, D = ¢E je elektrickd indukce a ¢ je
permitivita prostiedi. Pravé pri odvozeni tohoto vztahu je vyhodné pouzit forma-
lismus vyuzivajici Kroneckeriiv a Levi-Civitiv symbol. Pro ilustraci tento vztah
odvodime. Tedy

[(rotE) X B]z = aijk(rotE)jDk = 5z'jk5jlmleka = 5jki5jlm<lem)Dk =

= 050im(ViEm) Dy, — 0km0u(ViEn) Dy = (Vi E;) Dy — (Vi Ey) Dy =

Na za¢atku vypoctu jsme vyuzili znalost vztahu [£.21] poté jsme si museli uvé-
domit, ze rotaci elektrické intenzity lze rovnéz vyjadrit pomoci Levi-Civitova
symbolu (viz tloha ¢. 1). Déle j Jsme pouzﬂl vztah m 4.20| a pak jsme vztahy prepsali

diky znalosti znaceni: Vj = Ba:k V= fl
Nyni si staci uvédomit, ze
0 OF) OE) OFE)
EyEy) =e—F E = 2eF 4.35
8:Ui(8 k k) 88%,’ Et+te l<;a$Z € kal’ ( )
a tak muzeme druhy séitanec ze vztahu 4.34] nahradit vyrazem 7 ( 5EkEk)
Neboli 8E 5 1
tE) x D p— = ( ~eELE ) . 4.
((rotB) x D)y = 5 0¢ 8xi(26 - k) (4.56)

Komutatory operatorti v kvantové fyzice

V kvantové fyzice je kazdé veli¢iné pritazen jeji operator, napt. operator sou-
fadnice z znacime #. Ten je roven zE, kde | je jednotkovy operdtor piifazujici
kazdé funkci tutéz funkci. Operator z-ové slozky hybnosti je pak p, = _Z%a%v
kde h je Planckova konstanta a ¢ je imaginarni jednotka@

Komutatorem dvou operatoru a, b potom rozumime vyraz [a, lA)] definovany
jako

4, b] = ab — ba. (4.37)

Lze odvodit, ze pro komutator souradnice z; a j-té slozky hybnosti plati (napf.
viz [13], tloha 726):

A h
[, D;] = 05

320 Maxwellovych rovnicich a jejich vyznamu pojednéva podkapitola 3.5 v [3], str. 80.
33Vice viz [I1], sekce 2.2.4, str. 34.

5. (4.38)
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Z definice Kroneckerova symbolu je zfejmé, Ze komutétor [Z;, p.] bude nenulovy
jen pro ¢ = j, z ¢ehoz plynou v kvantové fyzice zajimavé zaveryfﬂ
Obdobné lze napsat komutator pro i-tou a j-tou slozku momentu hybnosti L

(napft. viz [19], str. 30):

POA _h

L;, L; —é&iinL 4.39

[Li, Lj] = i5 gL (4.39)
Z uvedeného mimo jiné plyne, ze pro i = j je komutator nulovy (dle definice Levi-
-Civitova symbolu). TaktéZ si musime uvédomit, Ze se na pravé strané vztahu [4.39]

vyskytuje dvakrat index k, a tak nesmime zapomenout uplatnit Einsteinovo su-
macni pravidlo.

4.7 K zapamatovani

« Einsteinovo sumacni pravidlo 1iké, ze mizeme v matematickém zapisu vy-
nechat symbol sumy. To, Ze mame sc¢itat, pozname podle toho, ze dany
vyraz obsahuje dva stejné indexy (,pismena‘).

 Kroneckeriv symbol: ¢;; = 1 pro ¢ = j, jinak je 6;; =0 (pro i, j =1, 2, 3).

 Levi-Civitiv symbol €;;;, je roven 1, pokud ijk tvoii sudou permutaci ¢isel
1,2,3. Pokud tvori 75k lichou permutaci ¢isel 1,2,3, Levi-Civitiv symbol je
roven —1. V ostatnich ptipadech je roven 0.

o Uzitecné vztahy:
a) 52‘]‘51']‘].3 = O,
b) €ijk€itm = 6j10km — OjmOki;
¢) vektorovy soucin: (1B X @)Z = €k P Q.
o Vyuziti Kroneckerova a Levi-Civitova symbolu ve fyzice: napt. k vyjadieni
tenzoru napéti pro idedlni kapalinu, pii odvozeni zakona zachovani hybnosti

elektromagnetického pole, k vyjadieni komutatori operatorti v kvantové
fyzice.

34Vice napt. viz [I1], sekce 2.3.1 a 2.3.2.

49



5. Tenzory

Ve vysokoskolské fyzice se pomérné ¢asto setkame s matematickym objektem,
ktery nazyvame tenzor. Aniz bychom o tom védéli, s tenzorem jsme se jiz se-
tkali v podkapitole zabyvajici se Kroneckerovym symbolem. O ném bychom
totiz mohli Fict, Ze je tzv. tenzorem 2. rfddu. Kromé zminéného prikladu se s ten-
zory setkame nejen v mechanice, ale také napr. v optice nebo ve specialni teorii
relativity.

V této kapitole se postupné dostaneme od skaldru pres vektor az ke zminova-
nému tenzoru. Dale se zamérime na tenzor z pohledu linedrni algebry a fekneme
si, jak s tenzorem souvisi skalarni soucin. Jako v kazdé kapitole, nebudou chybét
resené tlohy ani konkrétni vyuziti tenzoru ve fyzice.

5.1 Od skalaru k tenzorum

Nyni je nasim cilem dojit od skaldri (resp. skaldrnich veli¢in) pres vektory
(resp. vektorové veli¢iny) az k tenzortm | pficemz o skaldrech a vektorech jiz lec-
cos vimeﬁ] K tomu, abychom zminénym objektiim Iépe porozuméli, ndm pomiize
uvédomit si, jak se transformuje kartézsky systém souradnic.

5.1.1 Transformace kartézského systému souradnic

Méjme vektor ¥ = (vq, v9) v kartézském systému soufadnic (pro ndzornost
v roviné) umistény do pocatku. Jaké slozky bude mit tentyz vektor ¥ vzhledem
k pootocenému systému souradnic (okolo po¢atku O v kladném smyslu o tthel 9)?
Stejné jako na obrazku oznac¢ime slozky vektoru ¢ v pootoceném systému
soufadnic jako ¥ = (01, 03).

Zaméime se na pravouhly trojihelnik PQR z obrazku [p.1] Vidime, Ze je u vr-
cholu R taktéz tihel 97| Pro tangens tthlu ¥ plati:

c
tan¥ = —, 5.1
z (5.1
kde ¢ je velikost strany P(Q) a vy je druhd slozka vektoru ¢ vzhledem k ptivodnimu
systému soutradnic.
Nyni se podivejme na pravouhly trojuhelnik OS@ s thlem otoceni ¥ u vr-
cholu O. Je vidét, ze pro kosinus tohoto tihlu plati:

A~

U1
vy + ¢’

cos ) = (5.2)

kde v; je prvni slozka vektoru ¢ vzhledem k pootocenému systému souradnic
a vyraz v1 + c¢ je roven velikosti strany OQ).

Ze vztahu [b.1] a [5.2 pak plyne, ze:

U1 = vy cost + vy sin . (5.3)

35Nékdy vektorové veli¢iny nazyvame vektorovymi funkcemi nebo také vektorovimi poli.
36Viz podkapitola 1.1 v [3], str. 10.
37Tvrzeni plyne napifklad z podobnosti trojuhelnikit OQS a RQP.
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Q T

Obrézek 5.1: Schéma k odvozeni vztahu vyjadiujictho transformaci slozek vektoru
pri pootoceni systému souradnic o thel v

Odvodme obdobny vztah pro druhou slozku 9, vektoru ¢ vzhledem k pootoce-
nému systému souradnic. Zaméfme se na pravouhly trojuhelnik O PT a vyjadreme
tangens thlu ¥:

tanv = 2, (5.4)
U1
kde b je velikost strany PT a v; je prvni souradnice vektoru ¢ vzhledem k pi-
vodnimu systému souradnic.

Nakonec se podivejme na pravouhly trojihelnik 7'S R (s tthlem 9 u vrcholu R).

Pro kosinus thlu 9 plati: R
V2
cos ) = = (5.5)
kde a je velikost strany T'R.
Jelikoz plati, Ze v = a + b, tak se znalosti vztahu a mizeme po

nezbytnych tpravach napsat, ze
D9 = —vy sin?d + vy cos V. (5.6)

Maticovy zdpis vztahi [5.3] a [5.6] vyjadiujicich transformaci slozek vektoru @
pii pootoceni systému souradnic (o thel J) ma podobu:

~ .17 [ cos?¥ sinv . T
(01, 2) _<—sin19 cosﬁ) (vr, v2)7, (5.7)

kde horni index T' znadi transponovéani vektoru (jakozto matic typu 1 x 2).

5.1.2 Skalary, vektory a tenzory

V nasledujicich odstavcich se zamérime na to, jak se ,chovaji“ skalary a vek-
tory pfi transformaci kartézského systému souradnic. Nasledné zavedeme tenzory.
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Skalary

Prikladem skaldru (resp. skaldrni veli¢iny) je hmotnost. Jak vime, skalar je
urcen pouze jednim ¢islem a pripadnou fyzikalni jednotkou. Je ziejmé, ze je hmot-
nost télesa vzhledem k piivodnimu i pootoc¢enému systému soutradnic stejna.

Totéz bude platit pro vsechny skaldry. Oznac¢ime-li skalar (resp. jeho hod-
notu) v puvodnim systému souradnic jako s, potom z uvedeného vyplyva, ze pro
hodnotu skaldru 5 v pootoceném systému souradnic plati, ze § = s.

Vektory

V sekci [5.1.1] jsme odvodili vztah pro transformaci slozek vektoru ¥ pii
pootoceni systému soutadnic (v roviné) o thel ¥. Kdyz oznac¢ime matici

( cos sinz?) (5.8)

—sind cosd

jako matici A s prvky a;;, kde ¢, j = 1, 2, mizeme vztah prepsat do podoby:
2
’lA)Z' = Zaijvj, (59)
j=1
kde 7 = 1, 2. Napr. pro ¢ = 2 bychom dostali:
2
Dy = Z A2jV; = Q21V1 + Ay = (—sin ) vy + cos V¥ vy, (5.10)
j=1

coz je stejny vztah jako vztah [5.6]
V trojrozmérném prostoru mizeme pro transformaci slozek vektoru ¢ (pii
pootoéenﬂ systému souradnic) napsat analogicky vztah ke vztahu [5.9] Tedy:

3
i\)z‘ = Zaijvj7 (511)
j=1

kde i =1, 2, 3, (v1, va, v3) jsou slozky vektoru ¢ vzhledem k puvodnimu systému
soutadnic a (01, Dg, 03) jsou slozky téhoz vektoru ¥ vzhledem k pootocenému
systému souiadnic. Zohlednime-li navic Einsteinovo sumacni pravidlo[”] miizeme
napsat:
@7; = Q;;V;. (512)
Vektor (resp. vektorova veli¢ina) je tedy veli¢ina, kterd je (v prostoru) cha-
rakterizovana tfemi slozkami (¢isly a pripadnymi fyzikalnimi jednotkami). K jed-
nozna¢nému urceni konkrétni slozky vektoru staci jeden (dolni) index.

38 Aby byla transformace otocenim, musi platit (viz vztah 10.B.5 v [9], kapitola 10, str. 46):
Qi5Q5) = (Sjk.
39Viz podkapitola str. 42.
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Tenzory

Nyni jiz vime, ze skalar je veli¢ina, kterd je charakterizovana pouze jednim
¢islem a pripadnou fyzikdlni jednotkou, které ma stejnou hodnotu jak vzhledem
k ptivodnimu systému soutradnic, tak vzhledem k pooto¢enému systému sourad-
nic. Vektor je pak veli¢ina charakterizoviana (v trojrozmérném prostoru) tremi
slozkami (¢isly a pripadnymi fyzikdlnimi jednotkami), pficemz tyto slozky rozli-
sujeme pomoci jednoho (dolniho) indexu. Slozky vektoru se transformuji podle
vztahu [B.12l

Tenzorem n-tého radu T™ budeme rozumét veli¢inu, ktera je charakterizovana
3" slozkami (Cisly a pifpadnymi fyzikdlnimi jednotkami) 77" ;, pficemz k jejich
rozliseni budeme potfebovat n indext j, ..., [. Oznac¢ime-li tenzor n-tého radu
vyjadieny vzkledem k pootocenému systému soufadni jako Tn, potom pro
jeho slozky T, plati:

7)) = aij.aTh, (5.13)
kde a;j, ..., ay jsou transformacni matice (pro kazdy z indext 4, ..., k, resp. j, ..., [,
jedna matice).

Zvolime-li n = 0, dostaneme tenzor charakterizovany jednou slozkou (¢islem
a pripadnou fyzikdlni jednotkou), coz je skalar. Pro n = 1 dostaneme tenzor
charakterizovny 3! slozkami (¢isly a pifpadnymi fyzikalnimi jednotkami), coZ je
vektor.

Ve fyzice se Casto setkdvame s tenzory 2. fadu T? (pro n = 2) charakterizova-

nym deviti (tj. 3%) slozkami Tfl, které se transformuji podle vztahu:

A2
Ty = aijanTy, (5.14)

L2
kde T, jsou slozky tenzoru 2. fadu vyjadrené vzhledem k pootocenému systému
soufadnic. Symbol a;; je transformacni matice odpovidajici indexu ¢, resp. j,
a symbol ay; je transformacni matice odpovidajici indexu k, resp. (.

5.2 Tenzor 2. radu z pohledu linearni algebry

Na tenzor 2. fadu lze nahlizet z pohledu linearni algebry jako na bilinearni
formu. Nejprve si obecné fekneme, co je to bilinearni forma, a poté se zamérime
na jeji souvislost s tenzory 2. radu.

Mame-li vektorovy prostor V nad redlnymi éislyff] potom je bilinedrni forma
(ozna¢ime ji g) zobrazeni, které kazdé dvojici vektoru (z kartézského soucinu
V x V)EI pritadi redlné ¢islo. Zaroven vSak musi platit urc¢ité podminky.

Pro libovolné vektory @, ¢, @ (z daného vektorového prostoru V') a libovolné
realné ¢islo » musi platit, ze:

« g(i+w, V) = g(d, ¥) + g(w, v),

400pét chceme, aby byla transformace oto¢enim, a tak musi platit podminka z poznamky 35.

41Vektorovy prostor (nad redlnymi ¢isly) je mnozina, na které je definovana operace séitani
a ndsobeni (prvki vektorového prostoru redlnymi ¢isly), pro kterou plati soubor podminek.
Pfesnd definice vektorového prostoru je napf. v [20], kapitola 7, definice 7.2, str. 61.

42Kartézsky soucin libovolnych dvou mnozin M, N je mnoZina vsech uspordadanych dvo-
jic [m, n], kde m jsou prvky mnoziny M a n jsou prvky mnoziny N.
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o g(d, rv) = rg(u, V).

Uvedené podminky vyjadiuji linearitu prvni, resp. druhé slozky bilinearni formy.
O bilinearnich formach podrobné pojednava kniha [20], kapitola 23, od str. 326.

Tenzorem 2. fadu rozumime bilinedrni formu 72, ktera kazdym dvéma vekto-
rim (resp. vektorovym veli¢inam) #, ¢ p¥ifadi redlné ¢islo T2(i, ¥). Pro tenzor
2. tadu tak plati vSechny vlastnosti uvedené v predchozim odstavci.

5.2.1 Skalarni soucin

V kartézském systému souradnic muzeme skalarni soucin dvou vektoru o =
= (uq, ug, uz) a ¥ = (vy, ve, v3) vyjadrit jako:

I~

U= U1V1 + UV + UsVs, (515)

pricemz vyraz na pravé strané je realné cislo. Lze najit souvislost mezi skalarnim
soucinem a tenzorem 2. radu?
Je ziejmé, ze vztah muzeme prepsat na tvar:

-0 = (u1, ug, us) - (v1, v, v3)7, (5.16)

kde hornim indexem 7" znac¢ime transponovani vektoru (jako matice typu 1 x 3),
aby bylo mozné vektory (uy, ug, us) a (v, ve, v3) maticové vynasobit.

Vztah [5.16] muzeme dale, s pomoci jednotkové matice typu 3 x 3, pfepsat do
tvaru:

1 00
u-v= (Ul, Ug, Ug) -10 1 0] - (’Ul, Vo, Ug)T, (517)
0 0 1
coz muzeme provést, jelikoz plati, ze
1 00
(Ul, Uz, Ug) -0 1 0 = (Ul, U, Ug), (518)
0 0 1
resp. jelikoz plati, ze
1 00
01 0f- (Ul, V2, U3)T = (’Ul, V2, U3)T. (519)
0 0 1

Ze vztaht [5.15], [5.16] a [5.17] tak plyne, Ze

1 00
U-v= (ul, Ua, U3> -10 1 0 - (’Ul, Vo, U3)T = U1V1 + UVy + U3V3. (520)
0 01
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Prepisme tento vztah do slozek. Misto (u, us, us) napiSseme symbol u;, kde i =
=1, 2, 3, vyraz (vy, v2, v3)" nahradime symbolem v;, kde j = 1, 2, 3, a misto
jednotkové matice napiseme Kroneckertiv symbol 5ijﬁ Dostaneme tak:

<y

U-U= uiéijvj = U1V1 + U2V + U3V3. (521)
Pravé strana vztahu se nezmeénila, jelikoz diky platnosti vztahu 0;;0; = v; a Ein-
steinova sumacniho pravidla plati, Ze u;0;;v; = w;v; = Zf’zl W;V;.

Kroneckeriv symbol 6;; mé dva dolni indexy, reprezentuje matici o deviti
(resp. 3?) slozkach a libovolnym dvéma vektorim pritazuje realné ¢islo (pricemsz
splnuje vSechny uvedené podminky pro bilinearni formu). Jedna se tak o tenzor
2. tadu.

Muzeme tedy fict, ze skalarni soucin v kartézském systému souradnic vzniké
pusobenim tenzoru 2. fadu d;; na dva vektory.

5.3 ResSené tlohy k tenzorim

Uloha &. 1:

Tenzor je symetricky, pokud je symetricka matice,@ kterd jej reprezentuje. Je
tenzor 0. nebo 1. fadu symetricky? Uvedte alespon jeden priklad symetrického
tenzoru 2. radu.

Reseni:
Jak vime, tenzor 0. fadu je skaldr, ktery je charakterizovan jednou slozkou (¢is-
lem a pripadnou fyzikalni jednotkou). Hodnotu skaldru jsme oznaéili s. Na tuto
hodnotu muzeme v podstaté nahliZet jako na matici (s) typu 1 x 1. Jelikoz je
matice typu 1 x 1 vzdy symetrickd, tak i tenzor 0. faddu je vzdy symetricky.
Tenzorem 1. fadu je vektor. V trojrozmérném prostoru ma vektor tii sourad-
nice, které piseme do radku, nebo do sloupce. Vektor je tak matici typu 1 x 3,
resp. 3 X 1. V kazdém pripadé se nejedna o ¢tvercovou matici.ﬁ Symetricka vsak
muze byt pouze ¢tvercova matice. Tenzor 1. fadu tak nemuze byt symetricky.
Prikladem symetrického tenzoru 2. fadu je Kroneckeriv symbol 6;;, ktery je,
jak vime, reprezentovan jednotkovou matici typu 3 x 3. Ta je symetrickou matici.
Dalsim prikladem symetrického tenzoru 2. fadu je tenzor napéti pro idealni
kapalinu 7;; = —pd;;, o kterém jsme se zminovali v podkapitole , str. 47.

Uloha &. 2

V sekei [5.1.2] byl odvozen vztah pro transformaci slozek tenzoru 2. fddu
pri pootoceni kartézského systému souradnic. Zamétte se na jednotlivé indexy
a uplatnéte Einsteinovo sumacni pravidlo@

Resent:
A2
Na pravé strané vztahu 7', = aijalefl se dvakrat opakuji indexy j a [. Podle

43Kroneckerfiv symbol je roven 1 jen, kdyz je i = j, neboli kdyZ se index oznacujici poradi
radku matice rovnd indexu oznacujicimu poradi sloupce matice. V ostatnich pripadech je roven
nule. Presné totéz vsak plati pro jednotkovou matici.

44Matice A s prvky ai; je symetrickd, pokud pro kazdé i a j plati, Ze a;; = aj;.

45Matice je ¢tvercova, kdyz mé stejny pocet Fadkt jako sloupci.

46Viz podkapitola str. 42.
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Einsteinova sumacniho pravidla tak mame sc¢itat pres j =1, 2, 3, resp. [ = 1, 2, 3.

Vztah tak mtizeme prepsat do podoby:

., 3 3
T =Y aganTy, (5.22)
i=11=1

kde indexy ¢, £ mohou nabyvat hodnot od 1 do 3.

Uloha &. 3:

Ze sekce vime, ze Kroneckertiv symbol §;; je tenzorem 2. fadu. Musi tak
platit, Ze d;; je bilinedrni formou. Ovéite, ze Kroneckertv symbol §;; spliuje pod-
minky pro linearitu prvni, resp. druhé slozky bilinearni formy (z podkapitoly.

Resen:

Mgéjme vektory @ = (uy, ug, ug), ¥ = (v1, ve, v3) a W = (wy, ws, wz). Nejprve
ovéiime podminku g(d + w, v) = g(u, V) + g(w, ¥), kde g je zobrazeni (zde
Kroneckeruv symbol prirazujici kazdym dvéma vektorim realné éislo), u kterého
ovérujeme, ze se jednd o bilinearni formu. Tedy

gl + @, 0) = (U + 0)i0i50; = (us + w;)dijv; =

= u;0;5v; + widiv; = g(i, V) + g(w, V). (5.23)
Pti upravach bylo vyhodné pracovat se slozkami vektorii.
Ovéfme nyni druhou podminku g(ri, ) = rg(d, ¥), kde r je redlné &islo.
Dostaneme

g('f’l_l:, ’l_f) = (T?j)iézj?}j = ruiéijvj = r(uiéijvj) = Tg(’l_J:, 17) (524)

Kdyz nasobime vektor @ realnym ¢islem r, pak jim nasobime kazdou slozku u;
tohoto vektoru. Ovérili jsme tak linearitu prvni slozky. Zcela analogicky bychom
ovérili linearitu druhé slozky.

5.4 Vyuziti tenzort ve fyzice

Tenzor momentu setrvacénosti

V teoretické mechanice se zpravidla setkdme s odvozenim vztahu pro mo-
ment hybnosti rotujici tuhé soustavy hmotnych bodﬁE] Moment hybnosti jed-
noho hmotného bodu lze vyjadrit jako:

L=7xp=7Fxmi, (5.25)
kde 7 je polohovy vektor hmotného bodu a p je jeho hybnost, kterou lze vyjadrit
jako sou¢in hmotnosti m hmotného bodu a jeho rychlosti v.

Pro i-tou slozku momentu hybnosti tuhé soustavy N hmotnych bodt pak Ize
odvodit vztah (viz [2I], kapitola 9, str. 2, vztah 9.6):

Li — Z Wy, (526)

=1

4TRekneme, Ze soustava hmotnych bodi je tuhé, pokud se vzajemné vzdalenosti jednotlivych
hmotnych bodu (v ¢ase) neméni.
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kde m je hmotnost k-tého hmotného bodu (viz obrazek , r(Zk) je druha
mocnina vzdélenosti k-tého bodu od pocatku (bod, kolem kterého soustavu ro-
tujeme), (), resp. x(); je i-td, resp. j-td slozka polohového vektoru k-tého
hmotného bodu a w; je j-td slozka thlové rychlosti otaceni &.

A

L
([ ]
m(1) m(2) 3
([ ]
k m(g) [ ]
me
[ ]
o [ ]
T(k) v
m(N)

ip)

o)

Obréazek 5.2: Znazornéni tuhé soustavy N hmotnych bodt umisténé do kartéz-
ského systému soutradnic

Vsimnéme si, ze zvyraznény vyraz ze vztahu [5.26| nezavisi na tthlové
rychlosti otaceni (zavisi jen na hmotnostech hmotnych bodu a na jejich polohéach).
Zaroven se ve vyrazu vyskytuji dva indexy i, j (a vyraz obsahuje Kroneckeruv
symbol, ktery je tenzorem 2. fadu). Ovéfenim definice tenzoru 2. ¥fadu pro

zvyraznény vyraz bychom zjistili, zZe se skutecné jedna o tenzor 2. radu.
Obvykle jej znac¢ime J;;. VSimnéme si, Ze se jednd o symetricky tenzor@
Vztah tak muzeme prepsat do tvaru (rovnéz viz [21], kapitola 9, str. 3,

vztah 9.10):
3

L= Jwj, (5.27)

=1
ktery jesté muzeme diky Einsteinovu sumacnimu pravidlu prepsat na tvar:

L, =J w,. 5.28
J

Tenzor napéti

V prednaskach mechaniky byva pojednavano o napéti. K popsani napéti v da-
ném bodé trojrozmérného prostoru jiz nebude stacit skalar ani vektor. Musime

48K dyz bychom tenzor J;; rozepsali do matice, zjistili bychom, Ze je matice symetrickd. Napt.
ve druhém Fadku (i = 2) a tfetim sloupci (j = 3) by byl prvek Zszl m(k)(r(zk) 0= ()27 (k)3) =

= — Zgzl M) T (k)22 (k)3- Stejny prvek by pak rovnéz byl ve tfetim fadku (i = 3) a druhém
sloupci (j = 2).
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totiz zohlednit skutecnost, ze napéti v konkrétnim bodé muze byt zptisobeno
pusobenim sil ,,v riznych smérech*.
Veli¢inou popisujici napéti bude tenzor 2. fadu se slozkami (viz [9], kapitola 10,
str. 10, vztah 10.16):
Ti1 T2 T13
Tij = [ T2t T2 T2z | (5.29)
731 T32 733
pricemz slozky tenzoru 711, To9, T33 vyjadiuji tah (resp. tlak) ve sméru sourad-
nicovych os a ostatni slozky tenzoru souviseji se smykovym napétim. Podrobné
odvozeni tenzoru napéti (véetné vyznamu jednotlivych slozek tenzoru) lze najit
napf. v [9], podkapitola 10.3, str. 7.

Permitivita v anizotropnim prostiedi

Tenzory naleznou své uplatnéni také v optice. V izotropnim (nevodivém) pro-
stted{™] plat{ pro elektrickou indukei zndmy vztah (viz [22], str. 2):

D =c¢E, (5.30)

kde € je permitivita prostredi a E je elektricka intenzita.

Nachazime-li se v anizotropnim prostredi, musime u permitivity prostfedi zo-
hlednit, ze muze byt jeji hodnota v riznych smérech riuzna. K jejimu popisu nam
tak poslouzi opét tenzor 2. fadu se slozkami (viz [22], str. 2):

€11 €12 €13
€ij = | €21 €22 €23 . (5.31)
€31 £32 €33

Pro i-tou slozku elektrické indukce D tak plati, ze D; = 5Z~jEj

5.5 K zapamatovani

o Prfi pootoceni kartézského systému soufadnic (v roving, kolem pocatku
o thel 9) se transformuji slozky vektoru ¢ (umisténého do poc¢atku) podle

vztahu:
~ a7 _ [ cos?  sind) T
(01, 02)7 = (— sinty cos 19) (vr, v2)"

« Skalar je veli¢ina charakterizovana jednim c¢islem a pripadnou fyzikalni jed-
notkou (bez indexu), vektor je (v prostoru) charakterizovan tfemi slozkami
(¢isly a pripadnymi fyzikalnimi jednotkami), jehoz slozky od sebe odlisime
pomoci jednoho indexu, a tenzor n-tého radu je charakterizovan 3" sloz-
kami, které od sebe odlisime n indexy.

 Slozky tenzoru n-tého radu se transformuji podle vztahu: T? k= Qijap T} .

49Prosttedi, které ma ve viech smérech stejné vlastnosti, nazyvame izotropni. Opakem izot-
ropniho prosttedi je anizotropni prostiedi.
200pét nesmime zapomenout uplatnit Einsteinovo sumaéni pravidlo.
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o Na tenzor 2. fadu lze nahlizet jako na bilinearni formu pritazujici dvéma
vektoriim realné cislo.

o Skalarni soucin v kartézském systému souradnic vznika ptisobenim tenzoru
2. fadu ¢;; na dva vektory.

« Vyuziti tenzoru ve fyzice: napf. vyjadieni momentu setrvacnosti, popis (me-
chanického) napéti v trojrozmérném prostoru, popis permitivity v anizot-
ropnim prostredi.
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