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1.1 Hmotny bod

Kinematika hmotného bodu

Vprvni a druhé kapitole se budeme zabyvat pohybem asi nejjednodussiho objektu, ktery si
v mechanice umime predstavit: hmotného bodu. Pro¢ se zabyvat tak ,nezajimavym“ objektem, o

v o v

némz toho navic spoustu znate z nizSich stupn skol?

Strucné feceno, protoZe se na ném muzZeme priucit hodné véci, které budeme potrebovat pfi popisu
sloZitéjsich systémU a které vyuZijete i v dalSich partiich fyziky. Proto je tato prvni kapitola docela

Vs vz

dlouha. Ale nezoufejte — az ji projdeme, dalsi ¢asti mechaniky uz ndm pujdou vyrazné rychleji.

1.1 Pro¢ hmotny bod — aneb o potrebé idealizace a zanedbavani

Co si predstavit pod pojmem hmotny bod™?

»Naivné” receno, asi néco hodné malého, ale co ma pritom néjakou hmotnost. V idealnim pfipadé by
to ,néco” mélo byt opravdu bodové, tedy mit nulové rozméry®. Existuje takova véc v prirodé, ve
svété kolem nas?

ZFejmé asi ne, alespori zadnou takovou nezndme®. Hmotny bod je idealizace. Redlna télesa maji
spoustu vlastnosti — barvu, tvar, chemické sloZeni, rozloZeni hustoty, moment setrvacnosti, jejich
materiadl se mQze deformovat, ma néjakou elektrickou vodivost... VSechny tyto a dalsi vlastnosti si u
hmotného bodu ,, odmyslime”, nebereme je v Uvahu — chcete-li, zanedbdme je. Jediné, co nas bude
zajimat, co pro nas bude charakterizovat hmotny bod, budou jeho:

e poloha
a
¢ hmotnost.

Tim je hmotny bod pIné popsan* >.
Jak si ale mGzeme dovolit vSe ostatni zanedbat? A proc to délame?

Zkuste si na obé otazky nejdfiv odpovédét samil! ®

! Zkuste si na tuto otazku nejdriv odpovédét sami. Pfedstavte si tieba, ze byste nékomu tento pojem chtéli
vysvétlit. (MUZete si predstavit, Ze se vas na to zepta zak zakladni skoly, stfredoskoldk, nebo vase babicka.
Objasnéni asi budou rizna. Co byste rekli? Jaké priklady byste pouzili?)

2y angli¢tiné se pro hmotny bod pouziva termin point mass, tedy ,, bodova hmotnost*.

* Pozndmka ,pro stoury”: Nebudeme se zde poustét do diskusi tykajicich se toho, Zze v kvantové
elektrodynamice jsou tfeba elektrony formalné popisovany jako bodové objekty. Ostatné neni jasné, zda sam
prostor Ize délit na mensi ¢asti do nekonecna, napftiklad pod tzv. Planckovu délku, kterd je radu 10 m.

*No vlastné... ob&as se nam bude hodit popisovat ¢i pocitat pohyb nabité ¢astice v elektrickém nebo
magnetickém poli. Pak budeme uvaZovat, Ze hmotny bod mulze mit také elektricky naboj.

> Poloha hmotného bodu se pfirozené muZe ménit s casem, takZe dalSimi veli¢inami, které budou pohyb
hmotného bodu charakterizovat, budou rychlost a zrychleni; ty jsou ale odvozeny od polohy, takze je tu
neuvadime zvlast.

® Dali text schvalné nasleduje aZ na dalsi strance, abyste se mohli zamyslet. (Aby to nebylo jen , denni snéni”,
neni Spatné, kdyzZ si vase odpovédi napisete, tfeba na prazdné misto na strance.)
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Chvala zanedbavani

Takze jesté jednou: Jak si mUZeme dovolit zanedbat vSe kromé polohy a hmotnosti? A pro¢ to
délame?

Na otdzku proc je jednoducha odpovéd: Vyrazné nam to zjednodusi Uvahy a vypocty — a fakticky nam
to umozni vtadé situaci vibec problém vyresit, tedy vypocitat, jak se télesa pohybuji. Ostatné,
vezméte si Uplné jednoduchy problém: v poslucharné hodime kouskem kfidy. Jak se pohybuje?
Kdyz si ze stfedni Skoly pamatujeme, jak je to se Sikmym vrhem, odpovime, Ze po parabole. Jenze
k odvozeni takto jednoduchého vysledku zanedbdvame spoustu vliv(i a faktor(l. Zkuste se zamyslet,
jaké to jsou.’

Vidime tedy, Ze ve fyzice je zanedbavani nezbytné. A jak to, Zze si miZeme dovolit zanedbdvat?
Inu proto, e pfi rozumném zanedbani popisuje fyzika tfeba pohyb téles dostateéné presné.®
Zjednoduseni a pojmy, které budou idealizaci a abstrakci skute¢nosti, proto budeme pouZivat ve
vykladu mechaniky i nadale, i kdyZ uz to nebudeme explicite zd(irazriovat.

Zpét k hmotnému bodu

Co tedy redlné brat za hmotny bod? Mohli bychom fici, Ze je to téleso zanedbatelnych rozméri’.
Pfirozené ovSem vyvstava otazka zanedbatelnych vuci cemu?

Jinak fe¢eno: Kdy mizeme povaZovat kfidu za hmotny bod? A co tfeba zemékoule — kdy ji mlzeme
brat jako hmotny bod?

Pro mravence, ktery po ni leze, urcité kfida neni hmotnym bodem; podobné pro nas neni hmotnym
bodem zemékoule, kdyZz po ni chodime, jezdime ¢i pokud bychom ji oblétali v kosmické lodi. Na
druhou stranu, centimetrovy kousek kfidy hozeny na vzdalenost nékolika metrd asi za hmotny bod
povazovat mizeme'®. Podobné pokud budeme poéitat, jak Zemé obihad kolem Slunce, je rozumné
brat ji jako hmotny bod. ,Zanedbatelné rozméry“ tedy znamenaji zanedbatelné vici délkam a
rozmérlm celé situaci, celého problému, ktery popisujeme nebo resime.

7 Za&néme od téch jasnych: Odpor vzduchu. (Diky nému neni trajektorii pfesné parabola, ale balisticka krivka.
Odpor vzduchu pfitom zavisi na velikosti a tvaru kfidy.) Rotaci kfidy. (Kfida nastavuje vzduchu riizné strany, tim
se ziejmé trochu méni odpor vzduchu.) Skutecnost, Ze v mistnosti mize byt privan, ten kfidu trochu ,,snasi”.
(Konec konc(, proudéni vzduchu v mistnosti ovliviiujeme i my, kdo v ni jsme, tim, Ze dychdme. Tenhle vliv bych
uz opravdu nechtél pocitat...) A kdyZ jdeme do jesté nepatrnéjsich vlivd: Trajektorie by byla parabolou (ve
vakuu) v pfipadé homogenniho gravitacniho pole. Ovsem ve skutecnosti je gravitacni pole u podlahy trochu
siln&jsi, neZ u stropu. (Sice zhruba jen o milidntinu, ale rozdil to je. Ostatné, i predméty v mistnosti a my sami
kFidu pfitahujeme, takZe ovliviiujeme jeji pohyb. ©) A uvazime-li jesté nicotné&;jsi vlivy: Na kfidu dopada svétlo,
tfeba od okna nebo ze zafivek, takZe na ni plsobi tlak zafeni. (Byt ji urcité neovliviiuje tolik, jako tfeba sluneéni
zareni chvosty komet.) Pres rizné dalsi vlivy bychom se nakonec dobrali i k tomu, Ze kfida vlastné neni klasicky
objekt, je sloZzena z atomd, které se chovaji kvantové, takze bychom vlastné méli jejich pohyb (a tim i pohyb
celé kridy) pocitat podle zakon( kvantové mechaniky. A pokud ndm to jesté nestaci, mlZzeme si uvédomit, Ze
Newtonova teorie gravitace neni tou nejpresné;jsi teorii popisujici gravitacni plsobeni, tou je obecna teorie
relativity. TakZe bychom vlastné méli pohyb kfidy pocitat podle obecné teorie relativity, ale soucasng, jak jsme
k tomu dospéli vyse, podle kvantové fyziky. A jsme v koncich — protoZe kvantovou fyziku a obecnou relativitu
jesté nikdo dohromady nespojil. To znamena, Ze pohyb hozené kfidy tedy vlastné ve fyzice presné, bez
zanedbadvani, spocditat neumime...

8 Napriklad kfida hozena ve tfidé se opravdu s dobrou presnosti pohybuje po parabole.
‘U néhoz, jak uz jsme uvedli, bereme v Gvahu pouze jeho polohu a hmotnost (a pfipadné elektricky naboj).

10 Byt zde asi zaleZi na presnosti méreni i dalSich faktorech; tfeba pro zmuchlany papirek podobnych rozméru,
ktery by se ve vzduchu vselijak , pfevaloval”, by hmotny bod uz nemusel byt dobrou aproximaci.
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1.2 Poloha hmotného bodu — aneb znamé véci s trochou matematiky
Ziskali jsme predstavu, co je to hmotny bod™. V kinematice se nebudeme starat o jeho hmotnost,
pouze o jeho polohu. Mluvime-li o poloze, okamzité se ovsem naskytne otdzka:

Poloha vici ¢emu?

Polohu musime vztahnout viéi nécemu.

Vztainé soustavy a soustavy souradnic

Pro ono ,,néco”, vici cemu polohu vztahujeme, se uZiva nazev vztaina soustava. Hezkou definici*?,
ktera tento pojem vystihuje je:

VztaZnd soustava je systém skuteénych nebo myslenych téles®,

ktera jsou navzajem v klidu.

Mame-li vztaZznou soustavu, miizeme v ni zavést soustavu souradnic®.
Nejjednodussi soustavou je kartézska soustava souradnic®. Ta ma tfi z
navzajem kolmé osy, na néZz naneseme jednotky délky, jak ukazuje
obrdzek. Prakticky vidy pfitom uzivdme soustavu pravotocivou:

Pokud k trojhranu os ptilozime pravou ruku tak, aby prsty smérovaly 1
od osy x k ose y*°, mifi palec do kladného sméru osy z*’. 1
< e y 1 Y
,VA Casto budeme feSit jen  pfipady
dvourozmérného pohybu, tedy pohybu
v roviné. Vtéchto pfipadech budou nase X
1T nacrtky soustav souradnic jednodussi, omezi se jen na osy x a y, viz obrazek
1 vlevo. Vném jsme vyznacili i ¢asti os, kde jsou souradnice zaporné,

0 X a potatek soustavy soufadnic™.

1 \gGimnéte si, Ze jsme ale nezformulovali Zadnou ,,slovnikovou definici“ hmotného bodu. Pfesnych definic si

v nasem seznamovani s mechanikou viibec moc neuZijeme. Spi$ nez o definice, které bychom se mohli ucit
zpaméti, nam pujde o to, abychom poznali, jak fyzika popisuje svét, jaké pojmy pfitom pouziva, jaky je jejich
vyznam a co jim odpovida v redalném svété, jaké jsou jejich vztahy... A také jak ndm pfi tom popisu pomaha
matematika a jak to vSe ,,drzi pohromadé”. Obcas se vystizna definice hodi, ale fyzika na nich nestoji.

2 Vida, pfece na definice doslo! ©

B Skutecnymi télesy mohou byt naptiklad podlaha a stény nasi laboratore ¢i poslucharny, pracovni deska stolu
apod. Proc uvadét i myslena télesa? Nékdy nas mize zajimat, jak by urcita situace vypadala tfeba z hlediska
rakety, kterd by kolem naseho pokusu prolétala velkou rychlosti — a urcité pfitom neni potfeba, aby ndm
laboratofi nebo poslucharnou prolétala skutecna raketa.

Y Uziva se také nazev ,Systém souradnic”.

B ve fyzice samoziejmé uzivame i dalsi typy soustav souradnic, velmi uziteéné jsou tfeba sférické a valcové
souradnice, v roviné pak polarni souradnice. Pro zacdtek vsak vystacime s kartézskymi.

te Presnéji: od Sipky vyznacujici kladny smér osy x k Sipce vyznacujici kladny smér osy y.

v Vyznacuje tedy orientaci osy z. Kdybychom pouzili levou ruku, byl by smér osy z opacny, Slo by o levotocCivou
soustavu. Nékdy by jeji pouziti nevadilo, ale tfeba ve vztahu pro vektorovy soucin vektorl by bylo opacné
znaménko.

18 vsos . , ..
Znaciva se symbolem O, z anglického origin.
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Poloha hmotného bodu, polohovy vektor

z
N

Polohu bodu vezvolené kartézské soustavé

Z,
charakterizujeme pomoci jeho souradnic x, y a z 2
Soufadnice jsou dany priméty na osy, jak to ukazuje
obrazek.™
Polohu bodu také mlZeme popsat vektorem, jeho? 0

pocatek je v pocatku soustavy soutadnic a konec
v daném bodé. (Na obrédzku je tento vektor oznacen X,

jako T, .) Tomuto vektoru Fikame polohovy vektor®. X
Souradnice bodu jsou pfimo slozkami polohového vektoru®:
F=(xy12)

Vv

v

(1.1)

V dvourozmérném pripadé je obrazek jednodussi a jsou na ném moina snaze vidét slozky

polohového vektoru?. Do obrazku jsme vyznadili také jednotkové

y!\
A vektory ve sméru os soufadnic, €, a éy. (Ve tfirozmérné situaci by
1 5 samoziejmé pfibyl jednotkovy vektor €, ve sméru osy z.) To, Ze jde
5), r E o jednotkové vektory”®, mGzeme zapsat standardnim zptisobem:
ol 2 ' g x > X
e sl_lal2lal =
f ex_‘ey‘_ez_l.

KdyZ do obrazku vyznacime nasobky jednotkovych vektori X€, a yéy , vidime, Ze polohovy vektor je

jejich souttem: T = X€ +YE€, . Ya
A
Jak z polohového vektoru ziskat zpatky souradnice pfislusného . 1
bodu? Sta¢i polohovy vektor skalarné vynasobit ** napiiklad ye, % ye:.
vektorem €, : > >
0 Xe, X

25

X€, -6, +Yy€ € =x1+y-0=x

Podobné plati y = F-éy . Zobrazku vidime, Ze souradnice jsou primétem

polohového vektoru do

smérd os souradnic. (A skalarni soudin s jednotkovym vektorem déla pravé priimét do jeho sméru.)

' predstavte si to konkrétné tieba v pripadé, ze pocatek soustavy souradnic je v rohu stolu, osami x a y jsou
hrany stolu, osa z miti nahoru, kolmo k desce stolu. Soutadnici z je pak vyska bodu nad deskou stolu;

rozmyslete si sami, jak je tomu se souradnicemi x a y.
%% Ve star¥ich ugebnicich se Ize setkat s nazvem radiusvektor, odtud jeho symbol 1.
'V tomto vztahu uz nepiSeme indexy vyznacujici, o ktery bod jde. Pokud budeme po

tfebovat rozliSovat rGzné

hmotné body, miZeme samoziejmé psat tieba I, = (XA, Yas ZA), fy = (XB. Vg ZB) apod.

22 U k nim v obrézku nepiSeme index vyznacujici hmotny bod. (Pismena x a y sice ted znaci jak souradnice
bodu, tak osy, ale z kontextu resp. z jejich umisténi je jasné, kdy jde o osu a kdy o souradnici bodu.)

2 Tedy , Usecky se Sipkou”, jejichz délka je 1.

** 0 skalarnim souéinu najdete nékolik stru¢nych informaci v Dodatku 1.A na konci kapitoly.

% plati totiz €, € :|éx|2 =1, protoZe jde o jednotkovy vektor a €, -8, =0, protoZe jde

o vektory, které jsou

navzdjem kolmé. (Oboje je vidét z obecného vztahu pro skalarni soucin vektort d-b=abcosa , kde a, b jsou

velikosti vektorl a a Uhel jimi sevieny. Pfipomente si vztahy pro skalarni soucin nebo

se s nimi seznamte,

pokud vas v dosavadnim studiu minuly, budete je Casto potiebovat, a to nejen v mechanice.)

4
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VsSe uvedené samoziejmé plati analogicky ve tfirozmérném pripadé:

r=Xe&+Yye +z¢,, (1.2)
X=r-e,
y=r-e, (1.3)*°
Z=r-€

Rozepisovat stale slozky x, y, z je sice nazorné, ale zaplni spoustu papiru. Proto se ¢asto souradnice

v es wvs ozn. ozn. ozn. v oeo. 7 —  0Zn. — —  0Zn. —
oznacuji Cisly: X ='X;, y ='X,, Z =X,, a podobné i jednotkoveé vektory: e, =e,;, e, =e,, e, =¢;,
takZe polohovy vektor
o _ > > > 27
F=(X,X,,%;) = X,6, +X,6, +X,8, (1.4)
Ize napsat pomoci znaku pro soucet jako
3
> = 28
r= inei. (1.5)
i=1

Vyjadreni souradnic z polohového vektoru, tedy vztahy (1.3) pak miZeme napsat na jeden radek:

x, =r-e, i=1,..3. (1.6)

i

Skutecnost, Ze se pro stejnou véc pouziva nékolik zplsobl zapisu, nds mlzZe za za¢atku trochu mast,

29 30

ale tak tomu prosté je. A da se na to bez problému zvyknout.

Pojdme ale uz k nécemu fyzikalnéjsimu. Jak popsat pohyb?

*® Tyto vztahy samozfejmé mézeme z (1.1) odvodit i jinak: Slozky vektoru &, jsou &, =(1,0,0), takze

r-e, :(x,y,z)~(1,0,0) =X, kde jsme vyuzili vzorec b =(ax,ay;az)'(bx:by'bz) =a,-b,+a,-b,+a,-b, pro
vypocet skalarniho soucinu ze sloZek vektor(. Podobné pro y-ovou a z-ovou slozku.

7 Samozfejmé Ize psat také r = (xl,xz,x3) , vztah (1.4) odtud také dostaneme, kdyz si uvédomime, ze

€ :(1,0,0), é, :(0,1,0), €, :(0,0,1)-

*® poznamka pro ,fajnSmekry”: V pokrocilejsich u€ebnicich se navic ¢asto vynechava i znak sumace, tj. piSe se
jen ¥ = x,€,. AZ na to narazite, nedéste se. To, Ze se ma sCitat, pozname z faktu, Ze se index i v daném vyrazu
objevuje dvakrat; to, Ze se scita od jedné do tfi, vime z kontextu. Tomuto pravidlu se tika Einsteinova sumacni
konvence nebo Einsteinovo sumacni pravidlo. My v tomto textu zatim budeme znak sumy psat.

» Abychom parafrazovali klasika: MUZeme s tim nesouhlasit, mliZzeme proti tomu protestovat, ale to je tak vse,

co s tim mdzZeme délat.
% pokud vam prijde, Ze rlznych oznaceni nebylo dost, pak vézte, Ze v inZenyrskych ucebnicich se ¢asto pro
jednotkové vektory €,,€,,€, pouZiva znaceni |, j k.
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Jak popsat pohyb hmotného bodu

Samoziejmé tak, Ze soufadnice hmotného bodu se budou s casem meénit, tedy Ze budou funkcemi
¢asu. Napriklad®:
x =vt

nebo: x=%at2
nebo: x=A sin(a)t)

Zavislost souradnice na Case lze vystihnout i graficky. Pro vySe uvedené priklady jde o grafy, s nimiz
jsme se jisté uz mnohokrat setkali®%:

X x=p-t X x=Yaa-t? X x= A-sinfwt)
12 12

10 10 i /‘\\ ; /\\
8 8 \ /
\

A

Ve dvourozmérném pripadé (tedy pro pohyb v roving) se s ¢asem méni souradnice x i y. Napiiklad™:
x=yt, y=—1gt’
nebo:  x=Rcos(wt), y=Rsin(wt)
Obecné zavislost souradnic zapiSeme jako
x=x(t), y=y(t), z=z(t) (1.7)*
nebo kratce jako zavislost polohového vektoru na case:

F=7(t) (1.8)*

Dobra, pohyb umime popsat, konkrétné i obecné. Ale zatim to celé, snad aZ na grafické vyjadreni
vypada hodné formalné a o pohybu jsme se zas tak mnoho nedozvédéli.*

Neslo by ze zavislosti (1.7) resp. (1.8) tifeba také urcit jak rychle se hmotny bod pohybuje?

31 Rozmyslete si sami, jaky pohyb dale uvedené vztahy popisuji.
(Pro kontrolu: rovnomérny, rovnomérné zrychleny, harmonické kmitani.)
32 Zkuste si je naértnout i pro jiné hodnoty parametr( a rozsahu ¢asu. Treba, kdyZ rychlost bude zaporna. Nebo

pro obecnéjsi pfipad rovhomérné zrychleného pohybu, x :%at2 +bt+c, a tfeba tak, aby graf reprezentoval

pohyb auta, které brzdi...
3 Opét si rozmyslete, jaky pohyb je danymi vztahy popsan. (Pro kontrolu: vodorovny vrh, rovnomérny pohyb po kruznici.)

* Totéz mizeme zapsat jako X, =x, (t), X, =x,(t), X, =x,(t), nebo naréz jako x,=x/(t),i=1,2,3.

> Také bychom mohli psat 7 = (x(t),y(t),z(t)) - ale uz asi prestaneme vypisovat vSechny mozné varianty
zapisu, uZ to zacind byt unavné.

*® Neusnuli jste jesté nad timto textem? Pokud ano, tak se probudte, konecné se zacne néco dit.
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1.3 Rychlost — neprve v jednorozmérném pripadé

Pramérna rychlost

Nejjednodussi vztah pro vypocet rychlosti, ktery zndme z nizsich stupn skol, fika ,,Rychlost je draha
délena casem.” Presnéji reCeno, drahu s, kterou hmotny bod urazi za dobu t, vydélime tou dobou.
Dostaneme tak primérnou rychlost®’:

— S
vV =—.
t

P¥iklad je nespolet. Tfeba jedeme-li z Prahy do Brna, je drdha s =206 km, doba jizdy t=2h.*
Primérna rychlost je tedy 103 km/h. ¥

Prdmérna rychlost ovsem nemusi mnoho fikat o tom, jaky byl pribéh jizdy. V usecich s rGdznymi
omezenimi se na D1 v kolonach mizZzeme ploufZit tficitkou, na volnych usecich jet predpisovych sto
tficet. A pokud nas policie zastavi, Zze nam radarem naméfila rychlost 160 km/h, nemizeme se
vymlouvat a argumentovat primérnou rychlosti.

Potfebujeme tedy popsat, jak rychle jedeme pravé v urcitém okamziku, potfebujeme znat okamzitou
rychlost. Jak ji dostat z primérné rychlosti?

Dobrym pfiblizenim je urcit primérnou rychlost v urcitém kratkém 5, 0

Casovém intervalu At. Jestlize za tento interval ujedeme drahu As, je

o " - As : .
prdmérna rychlost pfirozené v = A_ Situaci ukazuje obrazek vpravo. p
t v

Priklad( Ize opét vymyslet fadu. Jestlize tfeba za 3 sekundy ujedeme

30 metrd, je nade prdmérna rychlost na tomto tseku 10 m/s. *° t, t

Pro dalsi uvahy bude uzitecné zavést slozky rychlosti. Zacnéme nejprve nejjednodussim pripadem,
tedy jednorozmérnym pohybem (muizZeme jej tfeba oznacovat symbolem 1D).

A Obrdzek ukazuje polohu hmotného bodu v ¢ase t;, jeho soufadnice je x;.

3 Fy Ly
T v

0 X, X Prikladem muzZe byt auto jedouci po rovné silnici. V ¢ase t, =t, + At

bude soutadnice bodu X, =X, + AX . Graf pohybu v zavislosti na ¢ase

XI

ukazuje obrazek vpravo. x-ova slozka rychlosti je

X ]
A x,—-X, :
v, =—=—"—. (1.9)
At t,—t, ! ——
a3
t, t, 't
7 To, ze jde o primérnou rychlost, znac¢ime pruhem nad symbolem veli¢iny. Priimérovani (nékdy se téz fika

stfedovani) se také znaci ,,ostrymi zavorkami®, v nasem pripadé by tedy symbolem bylo (v)

® Tedy, podle serveru mapy.cz je to 1 hodina 59 minut, ale feknéme, Ze jsme byli o minutu pomalejsi.

%V tomto textu vétSinou nebudeme vénovat zvlaétni pozornost jednotkdm, zejména tam, kde predpokladame,
Ze jsou notoricky znamé. Proto ted nebudeme tento Udaj pfepocitavat na m/s ani na mile za hodinu,
mikroparseky za stoleti ani jiné bézné, méné bézné Ci zcela obskurni jednotky. (Pfiznavam, ze mikroparsek za
stoleti jsem si pravé vymyslel.) Samoziejmé bychom v pfipadé potfeby Udaje v riznych jednotkach uméli
navzajem prevést.

a0 Tedy 36 km/h, abychom prece jen jeden prevod jednotek udélali.
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Stéle jde o primérnou rychlost v ¢asovém intervalu <ty,t,>. Je ale dobré uvédomit si, Ze na rozdil od
pramérné rychlosti po&itané z drahy mize v, vyjit zaporné.*

Prdmérnou rychlost mGzeme také ,vycCist” z grafu casové zavislosti x(t). Z obrazku vlevo je vidét, Ze

X pfepona pravouhlého trojuhelnika s odvésnami délek At a Ax je
A X[t)
. y L AX . n
se¢nou grafu. Pomér A_ dava tangentu uhlu a.™ Je tedy
t

X[tZ)' ____________ “

x(t,) At

U —g—t o
, x T AL ga .

t, t

i
|
t, . L .
Tangenta uhlu, ktery pfimka svird svodorovnou osou grafu, se

nazyva smérnice dané pfimky. Vidime, Ze priGmérna rychlost je smérnici secny grafu x(t).

Fyzikalni interpretace primérné rychlosti je také jasna: je to rychlost, jakou bychom museli jet

rovhomérné, abychom se za dobu At dostali z mista, kde byl hmotny bod v ¢ase t;, do mista, kde je
v 43

v Case t,.

Od pramérné rychlosti k okamzité

Ve vySe uvaZovaném casovém intervalu At se ovSem rychlost hmotného bodu stdle mizZe ménit.
Mate-li tfeba ,Zihadlo” Bugatti Veyron, muiZete si ovéfit, Ze za vyse zminéné 3 s dokaZe rychlost
zménit dosti podstatné.*

Jak se tedy pfriblizit okamzité rychlosti? Zfejmé tak, Ze zmensime interval At ! Jak ukazuje obrazek,

zmensi se soucasné Ax — a se€na se pfriblizi tecné ke grafu x(t). X
N

Samoziejmé, stale jesté nemame okamzitou rychlost. MzZeme ale x(t)
volit stale mensi a mensi intervaly At a okamZzité rychlosti se zfejmé ) -
budeme pribliZovat stale lépe.* X(tz)_ L~

X[tl) - 'ldtl
Interval At tak postupné zmensujeme az k nule, i kdyZ nuly samotné A o
nikdy nedosahneme.*® V matematice se tomuto postupu fika limitni ' t, t, t

pfechod. Rikdme, 7e , At jde k nule”, symbolicky to vyjadfime zapisem At —0.

Limity funkci zde nebudeme blize rozebirat po matematické strance.”” Radéji si na jednoduchém
prikladé ukazeme, ,jak to funguje”, tedy jak mGzeme v konkrétnim pripadé dospét od primérné
rychlosti k okamzité.

o Rozmyslete si, jak v tomto pripadé bude pohybovat hmotny bod a jak bude vypadat graf funkce x(t).

2 Samoziejmé za predpokladu, Ze jednotky na vodorovné i svislé ose maji stejnou délku, jinak bychom museli
zdstat u vyjadreni Ax/At.

* pokud vam tato véta prijde pfilis ,,zaSmodrchand®, rozmyslete si to tfeba na prikladu zrychlujiciho auta.

o My ostatni, kdo toto auti¢ko nemame, se musime omezit na informace na webu. Podle nich dokdze z nuly na
rychlost 100 km/h zrychlit za 2,5 s.

* Fakticky timto zplsobem konstruujeme okamZitou rychlost.

*® Do vztahu (1.9) nemizZeme dosadit At = 0, nulou se délit neda. Ale At mGze byt libovolné malé.

47 v ; . , , . v/ .. . . . ver v s .
To se podrobné dozvite v matematické analyze. Jak ve fyzice pocitat s limitami, derivacemi a uziteCnymi

vécmi z matematické analyzy, se dozvite (nebo si to prfipomenete, a v kazdém pripadé procvicite) v predmétu

Uvod do matematickych metod fyziky.
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Nejprve ale prepiSeme vztah (1.9) do tvaru, ktery se nam bude hodit v dalSich Upravach:

_ x(t,)-x(t,) _ x(t, +At)-x(t,)
t,—t, At

(1.10)

Priklad: rovhomérné zrychleny pohyb

PFi rovnomérné zrychleném pohybu zavisi souradnice na case podle vztahu
x=A-t% (1.11)
kde A je néjaka konstanta.

Po dosazeni (1.11) do (1.10) dostaneme pro prdmérnou rychlost na intervalu <t,, t;+At> :

o A-(t,+At) —At?  AtP+246At+A(At) - At}

; = 2At, + AAt
At At

Ted uz je jasné, k éemu se bude pfiblizovat U, kdyz At — 0. Zjevné to bude 2At, . Misto t; uz

budeme psat prosté t a nebudeme uZ psat pruh nad rychlosti — uz nejde o primérnou, ale
o okamZitou rychlost:

v, (t) =24t. (1.12)

Samoziejmé jsme dostali zndmy vysledek: v pfipadé rovnomérné zrychleného pohybu se
1

rychlost méni linearné s casem. Obvykle se pise X=Eat2, pro rychlost pak vyjde zndmy vztah

v.=at,

X

Okamazita rychlost

OkamZitou rychlost tedy z primérné rychlosti (1.10) dostaneme limitou At —0:

o.(t) = lim x(t, +At)-x(t,)
At—0 At

(1.13)

V grafu X= X(t) ma okamizitd rychlost jednoduchou geometrickou interpretaci. Jiz jsme si
rozmysleli, Ze jak se At pfiblizuje k nule, se¢na grafu se stale vic pfiblizuje te¢né. V limité At —0
s teCnou splyne — viz obrazek nize.

Je tedy vidét, Ze pro okamzitou rychlost plati v, = tga, kde « je
Uhel, ktery svira te¢na s osou x."® Mazeme tedy fici, Ze okamzitd

rychlost je rovna smérnici te¢ny ke grafu X = X(t) .

Nazorné vidime a bez vSech vzoreckd muzeme fici, Ze okamzitou

rychlost pozndme z toho, jak strmé stoupd graf funkce X = X(t).

Strmé stoupdani znamenad velkou rychlost, pozvolné stoupani malou. A co kdyz graf klesa? Zkuste si

|49

vyznam rozmyslet sami!™ A nakreslete a rozeberte odpovidajici graf.

*® Pro upresnéni: Toto plati samozirejmé opét za predpokladu, Ze na obou osach jsou jednotky stejné velké.
Jinak bychom museli zGstat u poméru Ax/At pro pfirdstky soufadnic charakterizujici te¢nu, jak to ukazuje

obrazek.
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Okamazita rychlost jako derivace souradnice

Potitat rychlost vidy podle vzorce (1.13) by bylo zdlouhavé a tnavné.* Ovéem podobny vyraz, jakym
je (1.13) zndme z matematiky. Je jim defini¢ni vztah pro derivaci funkce:>*

ﬂz lim f(x+Ax)—f(x)' (1.14)
dx Ax—0 AX
Porovnanim vztah( (1.13) a (1.14) vidime, Ze
v, = ax (1.15)
©oodt '

Tento vztah muZeme vzit za definici okamzité rychlosti. Slovné to mulzeme vyjadrit tak, Ze
x-ova slozka rychlosti je derivaci x-ové souradnice podle &asu t.>

Volnéji (a méné presné) Casto rikame, Ze ,rychlost je derivaci polohy podle ¢asu“.

Poznamenejme, Ze tato definice rychlosti je vlastné pfirozena. | ve vztahu (1.15) vlastné na pravé

strané vidime ,pfirCistek soufadnice déleny prirtistkem ¢asu“.>

Poznamka ke znaceni:

df
Z matematiky vime, Ze derivace podle x se Casto znaci také carkou: d—E f'. Vmechanice nékdy
X

pouzivdme podobny zapis; derivaci podle ¢asu znac¢ime teckou nad pfislusSnym symbolem. Vztah pro
vypocet rychlosti tedy mizeme také psat jako
v, =X. (1.16)

(Vztahy (1.15) a (1.16) znamenaji presné totéz, jde jen o jiné znaceni.)

Pojdme ted ilustrovat vySe uvedenou obecnou definici rychlosti na nékolika jednoduchych
prikladech.

* Pro kontrolu: znamend to, Ze x-ova slozka rychlosti je zaporn3, tedy Ze v, < 0. Znamena to, Ze hmotny bod
»couva“, tedy pohybuje se proti sméru osy x.

>0 7kuste si timto zpUsobem spocist tfeba rychlost kmitavého pohybu, x = Acos(a)t) . To je uloha pro nadsence

nebo masochisty!

> Kdo jste se s derivacemi potkali jen velmi vzdalené nebo jesté vibec ne, seznamte se s nimi prosim dfive,
nez budete studovat dalsi ¢asti mechaniky. Derivace totiz budeme uzivat prakticky porad.

(S derivacemi se seznamite nebo si je zopakujete napf. v predmétu Uvod do matematickych metod fyziky.
V mechanice nebudeme o derivacich potfebovat znat Zadné velké , jemnosti”, dlleZité ale je chapat jejich
vyznam a umét s nimi pocitat.)

dx

52 . v v e v 1. v . v . ;v . . .
Poznamenejme, Ze predpokladdme, Ze zavislost souradnice na ¢ase je takova, Ze derivace —Z existuje. Toto
dt

budeme predpokladat i ve vSech dalSich pripadech, kdy budeme derivace v definicich velicin a pfi vypoctech
pouzivat.

> Pro matematiky je oznaceni derivace, df ,atedyi dX, nedélitelnym symbolem. Pokud se fyzikalniho
dx dt
pochopeni tyce, je ale docela vhodné vidét v symbolu ax pUvodni pomér Ax jen ted'vlastné jsou ty
dt At

prirGstky Ax a At v néjakém smyslu ,nekonecné malé“.

10
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PFfi vypoctech rychlosti v konkrétnich pripadech potfebujeme umét pouzivat ,tabulku derivaci”
elementarnich funkci a nékolik zékladnich pravidel pro préci s derivacemi.”

Priklad 1: rovhomérny pohyb

PFi rovnomérném pohybu zavisi soufadnice na ¢ase podle vztahu X = V-t +X,. x-ovou slozku

rychlosti vypocteme s pomoci derivace jednoduse dosazenim do (1.15):

Y - L . RV SRV

v, = X2 (1.17)
dt dt dt dt dt

Derivace prirozené dala vysledek, ktery ocekdavame.

Skute€nost, Ze rychlost je konstantni, vidime i zgrafu. | 12
Strmost zavislosti X = X(t) je ve vSech mistech (resp. ve

viech Casech) stejnd. Konstantni je tedy i derivace.

Priklad 2: rovnomérné zrychleny pohyb

v . vs v s . s v 2 v .
Souradnice v tomto pfipadé zavisi na ¢ase podle vztahu x = A-t°.*® Pro x-ovou slozku rychlosti

dostavame:

dx  d d
T dt(A'tz)

= Aa(tz) = A2t (1.18)

| ted vysel ocekavany vysledek — a totéz, co jsme vySe dostali limitou, viz (1.12).

Skutecnost, Ze se rychlost s Casem zvétSuje, je opét vidét PP

i z grafu. Pro vyssi Casy je graf x = X(t) strméjsi a strméjsi, | 2
10

AX
pomér — je vétsia vétsi. 8
At

>* Viz Dodatek 1.B na konci kapitoly.

> Protoze jde o prvni priklad, rozepisujeme zde vypocet velmi podrobné; s trochou praxe budete za chvili takto
jednoduché vypocty provadét z hlavy.

>® Nebo obecnéji x = A-t? + B-t +C . Vypoctete si rychlost i v tomto pFipadé. (Pro kontrolu: v, =2At+B")

11
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Priklad 3: kmitavy pohyb

PFi harmonickych kmitech je ¢asova zavislost souradnice dana funkci sinus nebo kosinus, je tedy

napf. X = A-Sin(a)t) . x-ovou slozku rychlosti opét vypocteme derivaci podle ¢asu:

= B2 L (Asin(ot)) = A (sin(o1)) = A-(cos(01)-0) = Awcos(at). (119

Priklady, kdy je slozka rychlosti kladnd, kdy zdporna a kdy

. x= A -sin(wt)
rovna nule, ukazuje graf.

AN
yATS—A
KR (O AR

12
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1.4 Rychlost — tentokrat ve tfirozmérném pripadé

Slozky rychlosti

Pohyb hmotného bodu v prostoru je dan tim, jak soufadnice x, y a z zaviseji na ¢ase:
x=x(t), y=y(t), z=z(t) . (1.20)

Rychlost do sméru osy x uz umime urcit, je to derivace x podle ¢asu. Naprosto stejné tomu bude pro
slozky rychlosti do smérid y a z. Je tedy:

dx
v, = —
dt
dy
= — 1.21
Uy dt ( )
dz
v, = —
dt

Prosté a jednoduse: rychlost pocitame po slozkach. TotéZ mlzZeme zapsat pomoci vektorl. vx, Uy a

Uy, jsou slozky vektoru rychlosti: U = (vx,vy,vZ ) . Vztahy (1.21) Ize tedy vektorové zapsat jako

dx dy dz
(vx,vy,vz) =(E,H,Ej, (1.22)
nebo prosté jako
5= o
dt - (1.23)

Tento vztah mUZeme chapat jako definici rychlosti hmotného bodu.

Obecné vztahy (1.21) resp. (1.23) je opét dobfre ilustrovat na ptikladech.

Priklad 4: vodorovny vrh

Jestlize osa x mifi vodorovné a osa y svisle (vzh(ru), je vodorovny vrh popsan vztahy x =V -t ,

y= —% g t. Slozky rychlosti dostaneme derivovanim:
dx d dy d d(t*)
v, =—=—(V-1)=V, v,=—2=—(-1gt*)=-3g—~ =-1g-2t=—gt (1.24
ot dt( ) Y dt dt( 79t)=-39 dt 29 ot (1.24)

Vysledek dopadl podle ocekavani: ve vodorovném sméru je rychlost konstantni, ve svislém
sméru roste pfimo umérné ¢asu.”’

57 . v . .1z v ; , vy .
Rozmyslete si, proc je u svislé slozky znaménko minus. (Kam sméfuje osa y a kam rychlost?)

13
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Priklad 5: rovhomérny pohyb po kruznici

PFi rovnomérném pohybu po kruZnici o poloméru R jsou soufadnice x a y:

(R4 x = R cos(wt)
_ . (1.25)
y = Rsin(ot)
R/r
A Skutecnost, Ze jde opravdu o pohyb po kruZnici se stfedem

A\

v pocatku soufadnic, je vidét z obrazku, dhel ¢ je pfitom ¢ = wt.

(Uhlova rychlost @ = konst., proto je pohyb rovnomérny.) Z (1.25)
se také muZeme presvéddit, ze |F| =X+ y2 =R.

Slozky rychlosti dostaneme derivovanim:

ux:%:%(Rcos(a)t)):—Ra)sin(a)t) .
1.26
_dy_d

vy = dt(Rsin(a)t)): R @ cos(ot)

Ze sloZek rychlosti okamzité dostaneme v:|ﬁ|:1/vxz+vy2 =Rw, tedy rychlost pfi kruhovém

pohybu. Navic, skalarni soucin polohového vektoru a vektoru rychlosti je:
F-U=X-v, +Y-v, =Rcos(at)-(-Rwsin(at))+ Rsin(wt)-Rocos(wt) =0

Skalarni soucin je roven nule, to znamenad, Ze oba vektory jsou na sebe y

o <

kolmé — tak, jak to ukazuje obrazek vpravo.

Kolmost obou vektorl i velikost rychlosti bychom samoziejmé mohli

it

odvodit i elementarné z obrazku, tim, Ze bychom kreslili, kam se hmotny wt :
bod posune za maly pFirdstek ¢asu At. Na stfedoskolské Grovni (dokud ' iX
studenti neznaji derivace) je to celkem pfirozeny postup — a samoziejmé ‘ ‘

bychom ho také méli ovladat, resp. na pozadani vymyslet.>®

> Na vypoctu pomoci derivaci vSak mizZeme ocenit, Ze vlastné nevyzadoval Zadnou zvlastni ,chytrost”, stadi pfi
ném umét derivovat. A stejnym postupem vypocteme rychlost i v pfipadé komplikovanéjsich pohybu.

14
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1.5 Zrychleni

K pojmu zrychleni nds pfivede jednoduchd otazka: Jak rychle se s casem méni rychlost? Nemusi to
byt otazka jen akademicka. Majitelé rychlych a silnych vozl se radi pochlubi, za kolik sekund
»to vytahnou z nuly na stovku®. Tim jinymi slovy charakterizuji zrychleni svych ,bourdk(”. Jestlize za
dobu At zvysi viz rychlost o Av, je jeho primérné zrychleni

AV 5
At

Podobné jako v pripadé rychlosti mGzeme prejit od prdmérného zrychleni k okamZzitému. Nemusime

a=

uz prochazet cely postup, protoZe mame nastroj, kterym urcujeme, jak rychle se néjaka velicina
sasem méni: derivaci, presnéji fefeno derivaci podle ¢asu. ® Neprekvapi nas tedy, Ze
v jednorozmérném pripadé je slozka zrychleni ddna jako

dv,
a, = . (1.27)
dt

Pro pohyby ve vyse uvedenych pfikladech 1 azZ 3, kde jsme pocitali rychlost, mliZzeme nyni lehce
spocist zrychleni.

Priklad 1z: rovhomérny pfimocary pohyb
dv, d
dt dt

Rychlost je dana vztahem v, =V, takie zrychleni je a, = (V) = 0, vsouladu

s tim, co o rovhomérném pohybu vime.
Priklad 2z: rovnomérné zrychleny pohyb
Soufadnice je x = A-t%, rychlost (viz vyge (1.18)) v, = 2A-t, takZe zrychleni je

a, =% _ 9 onr) =24,
dt  dt

opét v souladu s tim, co zname. (Obvykle piseme x = 1a- t*, takze A=a/2.)

Priklad 3z: harmonicky kmitavy pohyb

Soufadnice je X = A-Sin(a)t) , rychlost v, =Aa)COS(a)t) . Zrychleni dostaneme opét

derivovanim:

dv d .
a, = —* =—(Awcos(at)) =-Aw’sin(at). (1.28)
dt dt
Z tohoto vysledku mdZeme dostat zajimavy vztah mezi zrychlenim a soufadnici: a, = — X .

> Jestlize vySe zminény Bugatti Veyron zrychli z nuly na 100 km/h (tj. na 27,8 m/s) za 2,5 s, je tedy jeho
prdmérné zrychleni asi 11 m/s’. (Z toho by se daly pocitat dalsi zajimavé véci...)
0 ve fyzice ji budete uzivat velice ¢asto. Napfiklad v elektromagnetismu bude ¢asova zména magnetického

indukéniho toku @ dana derivaci 92 .
dt

15
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PFi harmonickém kmitavém pohybu je zrychleni pfimo Gmérné vychylce, ale ma opaény smér.**

Vektor zrychleni

Ve tfirozmérném pripadé jsou y-ova i z-ova slozka zrychleni dana analogickymi vzorci jako a. Je tedy

dv
a, = —=
“odt
a, = du, (1.29)
Yo dt '
a = dv,

dt

Vsechny tyto tfi vztahy mlzZeme opét zapsat nardz pomoci vektor( jako

i=—, (1.30)

kde vektor zrychleni je pfirozené & = (ax,ay,az). Obecné vztahy si zase ilustrujeme na prikladech,

konkrétné na , pokracovani“ vyse uvedenych priklad( 4 a 5.

Priklad 4z: vodorovny vrh

Soufadnice jsou dany vztahy x =V -t , y:—%g t?, slozky rychlosti znich vysly v, =V a

dv, dv dv, d
X:—:O a :—yz— — t =—0Q.
oA e T g 90=9

vy =—0-t. Jejich zderivovanim dostaneme a, =

Je tedy, podle ocekavani,
a=(0,-g).%
Priklad 5z: rovnomérny pohyb po kruznici

Soufadnice jsou dany vztahy X = RCOS(a)t), y = RSin(a)t), slozky rychlosti (viz (1.26))

U, = —Ra)sin(a)t), vy = Rw COS(a)t). SloZky zrychleni dané jejich derivovanim jsou

o Kdyz jiz pfedem nahlédneme do dynamiky a vyuZijeme druhy NewtonOv zakon, ma, = F, , vidime, Ze

v pfipadé harmonickych kmitd je sila pfimo Umérna vychylce a ma opacny smér. Tohle plati napf. pro silu
pruziny: F, =—k-x .Je tedy vidét (nebo alespofi miZeme , pojmout podezieni, Zze“) napF. zavaZi zavéSené na
pruziné bude kmitat harmonickymi kmity — a chceme-li, mizeme z tuhosti pruziny k a hmotnosti zavazi m
spocist Ghlovou frekvenci kmiti w a z ni pak frekvenci f = @/(27) a odtud periodu kmitd.

62 . v , . v , v v v ..
Poznamenejme, Ze zde problém bereme jako dvourozmérny, takZe neuvazujeme souradnici z.
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a, = dv, _ i(—R wsin(wt))=-R o’ cos(wt)
dt dt
(1.31)
do,

d :
a, —T:d—t(Ra}cos(a)t)) =-Ra’sin(wt)

Vektor zrychleni je @=(-Ra’ cos(wt), -Re’ sin(at))=-a’ (R cos(at), Rsin(wt)) .

Porovnanim s polohovym vektorem T = (R cos (a)t), Rsin (a)t) ) vidime, Ze plati

yf\ da=-Tw . (1.32)

To znamena, Ze zrychleni ma opacny smér nez polohovy vektor —

Y

jinymi slovy, jak ukazuje obrdzek, miti do stfedu kruZnice, jde o

=~

dostiedivé zrychleni. Navic ze vztahu (1.32) plyne i zndmy vztah

pro velikost dostiedivého zrychleni:®

>V

a=Raw’. (1.33)

Normalové a tecné zrychleni

Predchozi priklad ukazuje situaci, kdy je zrychleni kolmé na rychlost. ProtoZe rychlost ma smér tecny
k trajektorii pohybu®, m@Zeme fici, Ze zrychleni bylo vtomto pfipadé kolmé kte¢né. Nebo jesté
jinak, Ze mélo smér normaly k trajektorii. Tak je tomu tfeba v pfipadé, Ze projizdite autem kruhovou
zatacku konstantni rychlosti — zrychleni auta miti do stfedu zatacky.

Naopak v pfipadé, kdy auto jede po pfimé silnici a zrychluje, miti jeho zrychleni ve sméru tecny
k trajektorii.®

Co kdyz ale auto jede vzatacce a navic zrychluje, tj. zvySuje svou
rychlost ®®? Evidentné jedna &ast jeho zrychleni odpovidd tomuto
zvySovani rychlosti. Tuto ¢ast nazyvame te€né zrychleni. Druha ¢ast je
dana tim, Ze auto projizdi zatackou, tu nazyvdme normalové zrychleni.

Tak, a ted uzZ to jen formalizovat.

® Rozmyslete si, jak (1.33) plyne z (1.32)!

o Rozmyslete si, Ze tohle plati a proc. (Nebo jesté Iépe: rozmyslete si, jak byste to nékomu vysvétlili.)

® Prosté ve sméru té primky, tj. pfimé silnice, po které jede. Ptislusny obrazek si jisté umite nacrtnout sami.
66 Presnéji bychom asi méli fici, Ze zvySuje velikost své rychlosti. To je totiz Cislo, Cili skalarni veli¢ina v.
Termin rychlost bychom si rezervovali pro vektorovou veli¢inu U, kterd kromé rychlosti urcuje i smér.
(Velikost rychlosti je p = |17| .) Toto se miZe zdat jako poznamka pro puntickare, ale napriklad v anglictiné

se rozliSuje speed (coz je velikost rychlosti) a velocity (ktera ma i smér). V Cestiné ovsem bézné fikame, Ze
»auto jelo rychlosti 50 km/h“. | v tomto textu tedy mozna nékdy pouZzijeme termin ,rychlost” a z kontextu bude
zfejmé, Zze mame na mysli velikost rychlosti.
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7

Nejprve jesté zavedeme te€ny vektor 7 mifici ve sméru pohybu. Je jednotkovy, je tedy |f| =1. Ve

sméru pohybu mifi také rychlost U, to znamena, ze

UV=vT. (1.34)
Normalovy vektor i je kolmy na teény vektor, i L 7, tj. plati -7 =0. -
h T
Je to také jednotkovy vektor, ﬁ|=1. Normaélovy vektor miFi z daného :
bodu kfivky do stfedu kFivosti. V pfipadé, kdy kfivkou je kruznice, je jasné, R n ‘
kde stied kfivosti leZi a pravé tak je jasné, jaky je polomér kfivosti R.®’ /

Kazda kfivka samoziejmé neni kruznice; hmotny bod se miZze pohybovat
po rlGzné ,klikatych” trajektoriich. Pro vsechny ,dostatecné hladké

“% 3le mZeme najit kruznici, kterd kfivku v daném bodé

trajektorie
nejlépe aproximuje.®, viz obrazek vpravo. Stied této kruznice je stfedem

krivosti krivky a polomér této kruznice je polomérem kfivosti kfivky.

(Pozndmka: Obecné stted kfivosti neni jeden pro celou kfivku, podobné je
tomu pro polomeér kfivosti. Pfedstavte si tfeba zatacku, ktera se postupné

74t vt

»otevird“, tedy ,naptimuje”. Tam, kde je zatdcka ,nejostiejsi“, ma maly
polomér kfivosti, v ,,otevienéjsich partiich” vétsi.)

Ted uZz mame vie potfebné, abychom mohli zrychleni @ rozloZit na normélové a te¢né. Vyjdeme ze
vztahu (1.34) a budeme jej derivovat podle casu:

. do d R dv _ dz
a= oS- ri 00 (1.35)
dt dt dt dt
A jsme vlastné hotovi! Prvni €len ma smér te¢ného vektoru 7, je to tedy teéné zrychleni &, :
. dv._ dv
a =—7 , = —. (1.36)
dt dt
Druhy &len pfedstavuje normalové zrychleni 3, :
~ dr
dt

Ovsem pozor:

* Jen pro kontrolu, abyste v tom nehledali néjakou zdludnost: Stfed kfivosti je ve stfedu kruznice, polomér
krivosti je polomér dané kruznice.

% Matematika nas (v jejim oddilu zvaném diferencialni geometrie) pouci, jaké podminky musi splfovat krivky,
abychom pro né mohli definovat normalovy vektor a polomér ktivosti. V tomto nasem uvodnim vykladu obcas
pouZijeme velmi vagni vyjadreni typu, Ze néco plati pro ,vSsechny rozumné krivky“, ,, vSechny rozumné funkce”
apod., ¢imz budeme rozumét ktivky ¢i funkce, pro néz plati predpoklady prislusnych matematickych vét, které
jsou podkladem pro odvozovani, kterd zde délame. (Omlouvame se matematikiim a matematictéji zamérenym
¢tenaram za tento pristup, v némz nam jde hlavné o fyzikalni vyznam pojmd, veli¢in a vztah(. Vérime, zZe
prislusné matematiky znali étendfi si presnéjsi formulace potrebnych predpokladd sami vybavi ¢i dohledaji.

A ti, kdo budou pottfebné partie matematiky studovat teprve v budoucnu, si potfebna matematicka zpresnéni
uvédomi, aZ se k partiim klasické mechaniky budou nékdy vracet.)

% Takové kruznici Fikame oskulacni kruznice.
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—

d7
Smér vyrazu na pravé strané (1.37) je dan vektorem E A jak vime, Ze tento smér mda smér

normalového vektoru, tedy 7e je kolmy na 7 ?”°

Ze tomu tak je, Ize ilustrovat pomoci obrazku vpravo. Poloha hmotného
bodu je na ném vyznadena ve dvou ¢asech: t, a t, =t +At.

AT je zména vektoru 7 za dobu At: AT =7, —7,. Z obrazku je vidét, ze

AT je ,skoro kolmé“ na vektory 7, i 7,.”* Kdy? zmen3ujeme At, vektory

7, a T, se k sobé pFiblizuji a Uhel mezi kazdym z nicha AT se bliZi

~ dz -
pravému thlu. V limité At — 0 jenané AT kolmé — a proto je také — kolména 7.”

—

dr
Uvedeny obrdzek nam navic pomuze urcit i velikost vektoru —. Zaéneme tim, Ze spocteme velikost

- AT| As - . As
|AT|. Z podobnosti trojuhelnik( na obrazku plyne %:F a odtud (protoze |T| =1) |Ar| :F.
T
Délka Usecky mezi body 1 a 2 je prakticky rovna délce oblouku mezi témito body. (Pro malé At se
oblouk hodné pfimyka k Usecce.) Tato délka je draha urazena za ¢as At, tedy AS=v-At. Je tedy
.1 As UAt
|Ar| :—:?. Po vydéleni At dostdvame

R

AT Y Vimit At — 0 prejde zlomek AT
At R At

v derivaci, takZze dostaneme vysledek

dr v
—‘ = E.B Ze vztahu (1.37) pak konecné dostaneme

fi, takZe:

n

v
s =25 a2 (1.38)
R

Zrychleni hmotného bodu je souctem te¢ného a normalového zrychleni:

ad=a-+a,. (1.39)

7 pokud by nebyl kolmy, pak by ani nebylo pravda, Ze vyraz na pravé strané (1.36) je opravdu tecnym
zrychlenim. (Uvédomte si proc.) A pfitom konstatovani na fadku nad (1.36) znélo tak samoziejmé a sugestivné,
ze? (Pouceni: Nevérte vSemu, co se nékde sugestivné fika a pise. V matematice a fyzice si nastésti miZeme véci
sami propocitat a ovérit — a pfi jejich studiu je velmi vhodné to délat!)

"t Uvédomte si, ze vektory 7, a 7, jsou stejné dlouhg, takZe spolu s vektorem AT tvofi rovnoramenny

trojuhelnik. Tuto vlastnost vyuzijeme i pfi dalSim odvozeni.

7 Derivace d_T totiz vznikla z limity vyrazu AT pravé pro At - 0.
dt At

” Nez jsme udélali limitu At — 0, byly nékteré z vy$e uvedenych vztahd jen pfiblizné, napf. AS bylo jen
pribliznou délkou Usecky spojujici body 1 a 2. Po provedeni limity je vysledek uz presné.
" pokud symbol normalového zrychleni piSeme bez Sipky, znamena samoziejmé velikost normalového

dv
zrychleni. Podobné je tomu pro te¢né zrychleni, viz vySe vztah (1.36); ovsem & = at mUzZe byt i zaporné (tfeba
kdyz auto brzdi).
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dz .
Vyse uvedené odvozeni kolmosti vektoru E a T ,zobrazku” bylo sice snad nazorné, ale prece jen
mozna premyslite, zda by ta kolmost nesla dokazat néjak ,poradné;ji“, formalnéji.

Sla. Z toho, 7e 7 je jednotkovy vektor, plyne, 7e

7-7=1 (1.40)

dr . _ df _ dr )
I+ zzr-a.Pravastrana

.’z' ’Z'._
dt dt

je konstanta, takzZe jeji derivace je rovna nule. Derivaci (1.40) podle ¢asu tedy dostaneme

o . d, _ _
Derivujeme-li levou stranu podle t, dostaneme a(z’ -Z') =

. dr
’Z'._
dt

To znamen3, Ze dané vektory jsou na sebe kolmé.

=0, (1.41)

Z kinematiky hmotného bodu jsme se toho uz pfiucili dost; doplime uz jen nékolik drobnosti.

Zrychleni je druha derivace polohového vektoru

Zrychleni je derivace rychlosti podle ¢asu; rychlost je derivaci polohového vektoru podle ¢asu. To
znameng3, Ze zrychleni je derivace derivace — tedy druha derivace — polohového vektoru:

o= 8- S(or) gt e
dt dt\ dt dt? '

Vztah (1.42) opét mlGzeme (a pro konkrétni vypocty musime) vyjadrit ve slozkach:

d?x

o
d2

a, = dtZ (1.43)
d?z

S

Podobné, jako se prvni derivace podle ¢asu alternativné vyjadruje teckou nad veli¢inou, vyznacuje se
2

X . oy .
druha derivace dvéma teckami: W = X, apod. Vztahy (1.43) tedy m(Zeme také zapsat ve tvaru

a, =X a, =y, a =17 (1.44)

avztah (1.42) jako
a=r. (1.45)
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1.6 Jak z rychlosti urcit polohu (a ze zrychleni rychlost)

Zatim umime z polohy, tedy z ¢asové zavislosti souradnic, urcit rychlost. Jde to i naopak — tedy ze
sloZek rychlosti urcit soufadnice polohy? Jde!

df . , o .
Z matematiky vime, Ze je-li g(x) = g pak ,,pivodni“ funkce f je integralem z g: f (X) = _[g(x) dx.”
X
" dx . . el s :
JestliZe tedy v, = E , je soufadnice integrdlem z pfislusné slozky rychlosti:
X =va(t)dt . (1.46)

TotéZ plati pro dalsi soufadnice: y = Ivy (tdt, z= J.vz (t)dt. Ve vektorovém zapisu pak
F=[o@dt, (1.47)
pfiéemz z vyse uvedeného je jasné, Ze integraci délame po slozkach.
Rychlost ze zrychleni

Podobné muzZeme ze zndmého zrychleni urcit rychlost:

U =jd(t)dt , (1.48)

ve slozkach tedy v, = j a,(b)dt, v, = j a,(t)dt, v, = j a, (t)dt.

Obecné vztahy budeme opét ilustrovat na prikladech.’”®

Priklad 6: rovnomérné zrychleny pohyb

Jde o jednorozmérny pohyb, jehoZ zrychleni je konstantni: @, =a = konst. Integraci dostaneme
rychlost:
ux(t)=jax(t)dt=jadt =at+B, (1.49)

kde B je libovolna konstanta (integraéni konstanta)”’. Jeji vyznam je jasny, kdy? do (1.49)
dosadimet =0: UX(O): B. Konstanta B je po&ate¢ni rychlost. Integraci (1.49) dostaneme

souradnici:

X(t) = [v,(t)dt = [(a-t+B)dt = %amz +B-t+C. (1.50)

”Jde o neurcity integrdl, v matematické analyze také nazyvany primitivni funkce. Neurcity integral nékolika
elementdrnich funkci a nékolik zakladnich pravidel pro praci s integraly struéné pripomina Dodatek 1.C na konci
kapitoly.

’® pottebné vztahy pro vypocet integralll jsou pfipomenuty v Dodatku 1.C, v nasledujicich ptikladech budeme
potrebovat jen ty nejjednodussi.

7V Dodatku 1.C zna&ime integracni konstantu obecné C, mGzZeme ji vSak znacit libovolnym pismenem.
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C je opét integralni konstanta, kterd ma vyznam poc&ateéni hodnoty soufadnice (C = X(O) ).

Z ptikladu je vidét, Ze pfi vypoctu soufadnic ze zndmého zrychleni se ve vysledku objevi dvé libovolné
integragni konstanty. Ty uré&ime z po&ste€nich podminek X(0) =X,, v,(0) =v,, tedy z polohy a
rychlosti hmotného bodu v ¢ase t =0 ”°.

To, Ze pfi vypoctu pohybu budeme nékteré konstanty urcovat z pocatecnich podminek, bude typické
i v dal3ich ulohéch a prikladech.®

Priklad 7: sikmy vrh

Jaky pohyb kond hmotny bod v homogennim gravitatnim poli s gravitaénim zrychlenim g?
Orientujeme-li soustavu souradnic tak, aby osy x a y mifily vodorovné a osa z svisle vzh(ru, je

dg= (0, 0, —g). To znamena, Ze slozky zrychleni hmotného bodu jsou
a,=0, a,=0, a,=-9 . (1.51)
Integraci ziskame slozky rychlosti:

Uy =Uysg, Uy=Uy, U, =—0-1+0,,. (1.52)

Integracni konstanty jsme oznacili v, , v

t=0.

Pro jednoduchost mizZeme navic predpokladat, Ze osy x a y nato¢ime tak, aby bylo Uyo =0,

yo @ Usg; jde o sloZzky rychlosti do smérli x, y a z v Case

tedy aby pohyb probihal jen v roviné xz. Pak se vztahy (1.52) nepatrné zjednodusi na
Uy =Uyg, Uy =0, v,=-0-1+v,,. (1.53)
Jejich dalsi integraci podle ¢asu dostaneme
X=0,,-t+%,, y=0, z=—%g-t2+vzo-t+zo. (1.54)
Zde uZ jsme pro zjednoduseni rovnou uvazovali pocateéni podminku y(0) =0, X; a Z; jsou
samoziejmé pocatecni hodnoty soufadnic x a z.

Pokud bychom uvaZovali 3ikmy vrh z po&atku (tj. X, =0, Z, =0) rychlosti U, pod dhlem a vigi
vodorovné roviné (tedy v,, =v,-COSc, Vyo =V -Sina ) vyjdou z (1.54) znamé vztahy pro
Sikmy vrh,

: 1
X=v,-C0S -, z:vo-sma-t—zg-tz :

A to u? je z nasi kapitoly o kinematice hmotného bodu opravdu viechno...®!

78 Ovéite si z (1.50), e je tomu opravdu tak.

” Samozirejmé bychom mohli jako pocatecni hodnotu zadat libovolny jiny cas to.

80 Netyka se to jen mechaniky. Napfiklad i v elektrickych obvodech budeme zadavat tfeba to, na jaké napéti je
v pocatecnim case nabit elektricky kondenzator apod.

81 A7 na shrnuti a tfi drobné dodatky shrnujici nékterou potfebnou matematiku.
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Shrnuti

Hmotny bod charakterizujeme hmotnosti a polohou. Je to (uZite¢nd) abstrakce. Prakticky za hmotny
bod muiZeme povaZovat téleso, jehoZz rozméry jsou velmi malé (zanedbatelné malé) vici
charakteristickym rozmérdm v dané situaci ¢i tloze.

Polohu hmotného bodu uréujeme viéi vztainé soustavé. (Tu muiZeme definovat jako systém
skuteénych nebo myslenych téles, kterd jsou navzajem v klidu.) Ve vztainé soustavé zavadime
soustavu souradnic. (VétSinou budeme uzivat kartézskou soustavu souradnic.)

Polohu hmotného bodu uréuje polohovy vektor ' = (X, Y, Z) = (Xl, Xy, X3) , XV, Zjsou jeho slozky.
Pohyb je popsan tim, jak se polohovy vektor méni's gasem: F = F(t) = (X(t), y(t), z(t)).

Rychlost (presnéji feceno okamZita rychlost) je derivaci polohového vektoru podle ¢asu:

__dr _ .
V=—-=F
t
Ve slozkach (vektor rychlosti je U = (vx,vy,vZ ) = (vl,vz,US))je v, =— =X, atd,, tedy:
dx dx dx - .
U=—2=%, V,=—2=%,, Uy=—2=X,, colzenapsatjako v, =——=X%;, pro i=1,2,3.
dt t dt
Zrychleni je derivaci rychlosti podle ¢asu:
— dlj s dzf o
a=—=0 = =,
dt dt
v d’x
ve slozkach a, =—*=v, = —=X, atd.
dt dt
Zrychleni se dd rozloZit na te€né zrychleni d; a normalové zrychleni @,: a =4, +4,, kde
s - , 5 Ui
dt " R

7 je teény vektor (te¢ny k trajektorii, po niz se bod pohybuje, je U =v 7 ), i je normalovy vektor

k této trajektorii. 7 a M jsou jednotkové vektory.

Polohu bodu (T resp. jeho soufadnice) Ize ze zndmé rychlosti udit jeji integraci podle &asu:
F(t) = [o()dt, 4. x(t) = [v,(t)dt, atd.

Podobné ze znamého zrychleni integraci vypocteme rychlost:
B(t)=[adt , 4. v,(t) = [a,(t)dt, ata.

PFi vypoctu souradnic ze zrychleni obsahuje vysledek dvé libovolné konstanty (dvé pro kazdou
souradnici, celkem tedy pro tfirozmérny problém 6 konstant). Ty uréime z pocatecnich podminek,
tady z polohy a rychlosti v po&ateénim ¢ase (ten se obvykle voli t =0).

23




K prednasce NFUF101 Mechanika prozatimni ucebni text, verze 0
1. Kinematika hmotného bodu Leo$ Dvorak, MFF UK Praha, 2016-2020
Dodatek 1.A: Vektory

Dodatek 1.A: Vektory

O vektorech zde pfipomeneme jen to nejzakladnéjsi a nejpotiebnéjsi:
Vektor ve tfirozmérném prostoru ma tfi slozky: a = (ax,ay,az ) , sloZky také oznaCujeme &;,a,,8;.

Lze tedy psat také & = (a;,8,,8,).

Velikost vektoru je a = |i§| = \/(ai)2 +(a,)* +(a,)° .

Skalarni souin vektordi 8 = (a,,8,,3;) a b = (b..b,,by) je a-b =a,-b+a,-b,+a;b,.

3
S pomoci symbolu sumace je vztah pro skaldrni souéin krat$i: a-b = Zai b . ¥

i
i=1

, sy v, . . = - = . —12 N
Pomoci skalarniho soucinu lze zapsat velikost vektoru jako a = |a| =4/a-3, jetedy |a| =a-a.

— —

Jiné vyjadreni skaldrniho soudinu: @-b = a b cosa , kde « je Uhel, ktery sviraji vektory d a b .

Graficky vektor reprezentujeme Useckou se Sipkou — ale to snad nemusime pripominat.

8 Casto se (zejména v textech a ucebnicich vénujicich se pokrocilejsim partiim) dokonce ani nepiSe symbol
sumace, takze se skalarni soucin zapisuje jen jako i-b = a; -b; . VyuZiva se pfitom tzv. Einsteinovy sumacni
konvence: pokud se v soucinu index opakuje dvakrat, znamena to, Ze se pres néj scita. (Rozsah, odkud kam se

sCita, je dany kontextem, v nasem pfripadé je jasné, Ze to je od 1 do 3.) V tomto ucebnim textu ale pro vétsi
srozumitelnost danou sumacni konvenci uzivat nebudeme a symbol sumace budeme psat.
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Dodatek 1.B: Pravidla pro praci s derivacemi

V tomto dodatku stru¢né shrneme derivace nékterych elementdarnich funkci a pravidla pro praci
s derivacemi. Nebudeme zde ale zvldst upozoriiovat na podminky platnosti uvedenych vztaha®.

Derivace elementarnich funkci:

d(x" _
Ej ) =n-x"1 .. plati pro vSechna x a n, kde vyrazy maji smysl, napf. je
X
1) d(x™* 1 d(x¥?
ﬂ(_j:—( —) =—1.x?=—"a ﬂ(\/;): ( ) N
dx \ x dx X2 dx dx 2 24/x
Specialné také plati, Ze derivace konstanty je nula.
d(sin x d(cos x :
chosx , Mz—sm x &
dx dx
dex_eX d(inx) 1
dx ' dx X

Pravidla pro praci s derivacemi:

d(f+g)_df dg d(f-g) _df dg
dx dx dx dx dx dx

df ., dg

dif-g) _df o ¢ dg A ) w0 e
dx dx dx dx\ g g’

d f(g(x) _df dg

I dy (Je f = f(y),kdezaydosazujemey = g(x).)

Derivace slozené funkce:

KratSi a mozna prehlednéjsi je zapis, kdy se derivace oznacuje c¢arkou:

(x“) —n.x"! (sin x)' = COS X (cosx)' =—sin X (ex)' —e¥ (In x)' _1
X

(20 =t'+g (f-9) =g+ 1g £] et

8 Napriklad na to, Ze ve jmenovateli nesmi byt nula nebo Ze nesmime odmocnovat zaporna &isla. V pravidlech
pro praci s derivacemi predpokladame, Ze pro vSechny uvedené funkce jejich derivace existuiji.

8 pomoci pravidla pro derivaci podilu Ize odvodit, 7e d(9%) _ d (sinx) 1 ,d(cotgx) -1
COS X cos® x dx sin? x

dx dx
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Dodatek 1.C: Integraly zakladnich funkci

Vtomto dodatku velmi struéné pripomeneme neurcité integraly (primitivni funkce) nékolika
zakladnich funkci. Podobné jako v predchozim dodatku nebudeme upozorfiovat na podminky
platnosti uvedenych vztahd. Symbolem C oznacujeme libovolnou konstantu.

n+l
_[x”dx _ X +C
n+1
Jldx = In|x|+C
X
J'exdx =e*+C

Isinxdx = —cosx+C

jcosxdx =sinx+C

f 12 dx = tgx+C
COS* X

j _12 dx = —cotgx +C
sin” x

Pravidla pro praci s integraly ( f = f(X) a g = g(X) jsou libovoIné funkce™®):

j(f(x)ig(x))dx = jf(x)dx + jg(x)dx

I fl.gdx = f-g —J. f-g' dx (integrace per partes)

J. f (g(x)) g'(x)dx = I f(y)dy (integrace substituci, je y = g(X) )

% Libovolné, ale takové, ze maji integral (tj. jsou integrovatelné) a v pripadé potieby maji derivaci.
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