K prednasce NFUF101 Mechanika prozatimni uc¢ebni text, verze 0
3. Dynamika hmotného bodu Il Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2016-2022
3.1 Hybnost

Dynamika hmotného bodu II: hybnost, energie, atd.

Zdalo by se, Ze po numerickém feSeni pohybové rovnice uz k dynamice hmotného bodu neni co
dodat. Mdme-li zadanou silu a po¢atecni podminky, s pomoci pocitate umime vypocitat, jak se dany
hmotny bod pohybuje. A to prece staci, ne?

Ovsem, kdybychom takhle uvaZovali, pfipravili bychom se o moznost ziskat na pohyb hmotného bodu
hlubsi nahled. A nesetkali bychom se s veli¢inami, které nam tento hlubsi ndhled umozni: s hybnosti,
praci, energii a momentem hybnosti. Pfitom pravé tohle budou veli¢iny, které nas budou provazet
vsemi dal$imi partiemi mechaniky — a jsou klicové vlastné pro celou fyziku.

3.1 Hybnost

Vztah pro hybnost hmotného bodu bychom mohli jednoduse ,vymyslet”: ﬁ
Hmotnost hmotného bodu je m, jeho rychlost ¥ . Jak jednoduse zkombinovat tyto
dvé veliiny?! Nejjednodussi je prosté je vynasobit?: m

p = mvU (3.1)

Hybnost ma tedy stejny smér jako rychlost, mifi ve sméru pohybu. K ¢emu se tato veli¢ina hodi?

Napfiklad sjeji pomoci milzeme lehce zapsat druhy Newtonlv zakon ma=F . Je toti

- dl—j d e dﬁ 3 a o ’ Ve . 4 5
ma=m—= —(mv) =——_> Druhy Newtonuv zakon Ize tedy psat jako
dt dt dt
dp =
@_ g (3.2)
dt

neboli, ve slovnim vyjadFeni: Casova zména hybnosti rovna se plsobici sile.

Zména hybnosti a impuls sily

Vztah (3.2) fika, jak se méni hybnost ,pravé v daném okamziku“. Podivejme se, jak se hybnost méni

v del$im casovém intervalu, feknéme mezi pocate¢nim casem ¢, a koncovym casem ¢, .° Nejprve si

uvédomime, jak se hybnost zméni za kratky ¢asovy interval Af. Plati

! Tedy veli¢inu skaldrni (m ) a vektorovou (7 ). Navic veli¢inu, kterd pochazi z kinematiky (rychlost) a veli¢inu,
kterd je dllezitd v dynamice (hmotnost). Vidime, Ze hybnost propojuje kinematiku a dynamiku.

2 Samozirejmé bychom si mohli vymyslet né&jakou divokou kombinaci typu m'> 1> 7 , ale ta by se nejspi§

k niéemu rozumnému nehodila, zatimco mv , jak si ukazeme, ma rozumny vyznam.

3 P¥i Gpravé vyuzivdme toho, Ze hmotnost je v klasické mechanice konstantni, m = konst. (NeuvaZujeme tfeba
téleso, z néhoz by za pohybu odpadavaly kousky. Také neuvazujeme efekty specialni teorie relativity.)

# Stoji za zminku, Ze v tomto tvaru (resp. ve tvaru p = F ) formuloval sviij zakon Isaac Newton.

> Jesté jedna poznamka: Zakon ve tvaru (3.2) plati i pro pohyb hmotného bodu podle specidlni teorie relativity
(STR); vztah ma@ = F v STR neplati.

6 Rozdil L, —t, muzZe byt par sekund, milisekund, minut nebo hodin, zaleZi na problému, ktery resime.

Prikladem muzZe byt roztlacovani auta nebo tézkého voziku: Tla¢ime silou F (kterd se mdze s casem ménit),
auto nabira rychlost, méni se tedy i jeho hybnost. Zajima nas, jak se hybnost zméni od zac¢atku do konce.
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AP = f{—i’ At = FAt 7@ (3.3)

Zménu hybnosti mGZeme napsat konkrétnéji jako Ap = p (t +At)—p (t), takze (3.3) davd
DU+A)—-P () = F(1)Ar . (3.4)

Na pravé strané jsme jiz explicite napsali, Ze silu bereme v &ase t.°Zménu hybnosti jsme sice
nevyjadfili pfesné (ve vztahu je symbol pfiblizné rovnostil), ale pro malé At bude zfejmé chyba

mala.*®

A co delsi ¢asovy interval? Prosté ho rozdélime na hodné malych intervalt Af:

At At At

| l | | |
T I 1

| |
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tU tl CZ t ti+l

1

———
en ti

S

Bude tedy f, =t,+At, t,=1t,+2-At, ..., t,=t,+i-At . Zménu hybnosti (3.4) ted’ napideme

postupné pro vSechny intervaly,

Pt)-B(t) = F(t,) At
P,)-B(4) = F(t) At
P)-P(t,) = Flt) At - (3.5)

ﬁ(tk)_p’(tk_J = ﬁ(tk_l) At

a vSechny radky secteme: p)-p(t) = ﬁ(to) At + ﬁ(tl) At+...+ ﬁ(tk_l) At
Celkova zména hybnosti tedy je:

k-1
Pt)-Pty) = X F(t) At (3.6)
i=0

Rovnost je porad jesté priblizna. Chybu ale zfejmé mlzeme zmensovat tim, Ze budeme zmensovat
At , tedy Zze budeme délit dany ¢asovy interval na jesté vice jesté kratsich interval(. Co dostaneme, je
Iépe vidét, pokud chvili nebudeme pracovat s vektory, ale jen s jednou slozkou hybnosti a sily.

ZapiSme tedy jen x-ovou slozku vztahu (3.6):

7 Pro¢ plati Ap = d_p At , struéné ukazuje Dodatek 3.A.
dt

8 Pfi odvozeni jsme jiz vyuzili vztah (3.2).

9 Mohli jsme ji téZ vzit v &ase ¢+ At nebo v kterémkoli ase mezi t a ¢+ A¢, napt. v ase t+At/2. Pro nase
dalsi ivahy to vsak nebude podstatné.

10 Namitate-li, Ze tohle je dost vagni vyjadFeni, mate pravdu. Jak velkou chybu zde déldme, zaleZi na konkrétni
situaci. Jisté si miZzeme vymyslet ,patologické pripady”, kdy vztah (3.4) selze; tfeba pripad, kdy v Case t je sila
nulova a o nanosekundu pozdéji je 10 meganewtond, ale tyto pfipady nebudeme uvazovat. (Nase dalsi dvahy
budou platit, napriklad pokud bude sila spojitou funkci ¢asu; tato podminka by Sla jeSté zmirnit.) Fakticky ndam
zde pljde o to, abychom si vytvorili o vztahu mezi zménou hybnosti a silou rozumnou a nazornou predstavu,
zpresnovani podminek, kdy co plati, nechame na matematice.
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k-1
P ()= p(ty) = D F(t;) At . (3.7)
i=0

Vyrazu na pravé strané lze dat nazornou geometrickou interpretaci. Nakreslime si prabéh sily

v zdvislosti na Case. Z obrazku je vidét, Ze soucin F (t;) At je roven plose vybarveného obdélnika.
k-1

Suma F.(t,) At je tedy rovna plose pod ,zubatou kfivkou” (na obrazku vpravo vyznacenou
i=0

¢ervené), kterd aproximuje zavislost £ (¢).

N 4

X

v

LI — ¢ T t
by Ly ty

Budeme-li zmen3ovat Af, bude naSe Cervena kfivka aproximovat zavislost sily na ¢ase stéle lépe a
lépe. Zmen$ovani At k nule je limitni proces, At — 0. Cervenad kfivka pak zifejmé ,splyne” se
zavislosti sily na case a plocha pod ni bude tedy plocha pod kfivkou F(¢).
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Timto procesem jsme se od sumy, Cili souctu ,konecné mnoha konecné malych kouskd“, dostali
k uréitému integralu.'? 13

! Jeho itka je At avyska F.(1,).

12 Rici, Ze urcity integral je soucet ,,nekoneéné mnoha nekoneéné malych kousk(“ by samoziejmé bylo velmi
nepresné, ale jistou nazornou predstavu ndm to da. Geometricky vyznam je takovy, jaky jsme tu nacrtli: plocha
pod grafem funkce. Matematika samoziejmé urcity integral zavadi mnohem rigordznéji; v tomto textu opét
odkaZeme na predmét Uvod do matematickych metod fyziky (a samoziejmé na Matematickou analyzu).

13 N&které vlastnosti ur&itého integralu strué¢né shrnuje Dodatek 3.B.
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t
k-1 At—0 k
Vidime, Ze limitou At — 0 pfejde suma v integral: Z F(t)At — IFX (t)dt . Soucasné se chyby
i=0 :
0

ve vztahu (3.7) zmen3uji k nule??, takZe dospivdme k vysledku

I
P ()= p. () = [F.(tydr . (3.8)

)

TotéZ samoziejmé plati pro y-ovou a z-ovou slozku. Ve vektorovém zapisu pak dostaneme:

B(t)~Blt) = [F(ydr. (3.2)

)

Integralu na pravé strané fikdme impuls sily, takZe ziskany vysledek mdzeme vyjadfit i slovné:

Zména hybnosti je rovna impulsu sily. ™

Zména hybnosti — rychlejsi odvozeni

Z druhého Newtonova zakona (3.2) mizeme vysledek (3.9) ziskat i mnohem pFimocareji, prosté
integraci podle ¢asu:

b _ g j dt (3.10)

173 _
Integraci levé strany (3.10) dostaneme j% dt = [ﬁ(t)]ik = p(t,)— p(t,), tedy levou stranu (3.9).
t 0
I/

0
U
Integrél pravé strany je pfimo IF(t) dt, tedy pravd strana (3.9). A jsme s odvozenim hotovi!!®

)

K ¢emu je to dobré

Z vysledku, ktery jsme dostali, je jasné, Ze chceme-li télesu udélit néjakou hybnost, miZeme to udélat
tak, Ze na néj pGsobime kratkou dobu velkou silou, nebo malou silou, ale dlouhou dobu. Prikladem

14 pokud neni funkce F_(¢) néjak ,patologickd“, jak uz jsme to zmiriovali vyse.

15 pokud by po nas nékdo chtél, o jakou hybnost jde a o jakou silu, mohli bychom Fici pfesnéji naptiklad:
»Zména hybnosti hmotného bodu, na ktery plsobi vnéjsi sily, se rovna impulsu sily pocitaného z vyslednice
vnéjsich sil.”

V tomto textu budeme na mnoha mistech pouzivat spiSe kratsi vyjadreni nejriznéjsich vztaht, zakon( apod.
Rozmyslete si pritom vzdy sami, jak by Slo dané vyjadieni zpresnit ¢i konkretizovat.

16 Vidime, Ze umime-li pracovat s integraly, dostaneme vysledek doslova na dvou fadcich. Rozmyslete si sami—
proc jsme jej tedy vySe odvozovali skoro na tfech strankach?

(Uvédomte si, Ze jsme-li zaméreni na vzdélavani, musime zvladat jak rychlé formalni obraty, tak ndzorné vysvétleni, jak pojmy a vztahy
budovat a kde se berou. Navic postup, kterym jsme prosli, nas dovedl k tomu, Ze urcity integral ,nespadl z nebe”, ale dostali jsme ho jako
nezbytnou véc, kdyZz jsme chtéli presné vypocitat zménu hybnosti.)
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mohou byt iontové motory nékterych kosmickych sond. Maji sice maly tah, ale mohou pracovat velmi
dlouho.

Vysledek, Ze zména hybnosti je impuls sily, mizeme vyuZit i ,naopak”, k vypoctu sily napfiklad pfi

odrazu mi¢ku od podlahy nebo kladiva od kovadliny!” apod. Vypodist ale miZeme jen pramérnou silu
pfi prislusném odrazu — i to ale staci, abychom ziskali predstavu, jak velké sily pfi narazech jsou.

b
Pro integrél na pravé strané (3.9) totiz plati J‘F:(t) dt = F;rﬁmérné (tk —to). 18 7 (3.9) proto okamfité
Ly

_ Blt)=Bty)
tk _to

dostavame F , coZz mlzZeme zkracené napsat jako

primérna

F _ A&

ramérna
P At

1 (3.11)

Pokud je doba razu velmi kratka (typicky kdyZ jsou oba predméty tvrdé, tfeba v pfipadé kladiva a
kovadliny), je sila velka.

17 Nebo, nedejboze, hlavy nepfipoutaného Fidi¢e od ¢elniho skla pfi prudkém zabrzdéni nebo srazce.
18 Fakticky se takto definuje primérna sila. (Matematici by mluvili o stfedni hodnoté sily.)

—

1% Tohle se da lehce zapamatovat, fakticky to vypada jako 2. Newtondv zakon, kdyZ misto derivace pisete A_p
At
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3.2 Prace

Termin ,prace” se v béZném Zivoté uZiva v Fadé vyznama.?° FyzikaIni vyznam tohoto pojmu zndme ze
Skoly i ze zkusenosti: Tahneme-li tézkou bednu, pak mira naseho utahani je jisté vétsi pro tézsi bednu
pfipadné pro bednu taZenou po drsnéjsi podloZce — tedy je-li

vétsi sila, kterou bednu tdhneme — a také roste, kdyZ musime _F> : :
bednu tadhnout na delsi vzdalenost. Je tedy rozumné definovat 7777 T/ T TTTTTTTTTTITITTTTT
veli¢inu prace jako soucin sily a drahy: S

W=F.s 22 (3.12)

V praci se uplatiiuje jen sila (resp. slozka sily) do sméru pohybu. Ma-li sila jiny smér, musime vzorec
upravit na

W =F-s-cosa .% (3.13)

T T Tento vztah jeSté upravime do tvaru, ktery budeme moci za

,

S chvili zobecnit. Zavedeme jednotkovy vektor 7 mifici ve sméru

pohybu. Vyraz F' cosa pak mGZeme napsat pomoci skaldrniho

soucinu jako F' cosa = F-T . Préci tedy mdZeme vyjadfit jako

W=FT7Ts.

Tento vysledek je$té upravime. Soudin jednotkového vektoru 7 S

ve sméru pohybu a délky posunuti s je totiz vektor posunuti, A¥ =5 T .

Celkové tedy dostavame pro praci konstantni sily ', kterd téleso posune o A¥ vyraz

W =F-AF . (3.14)

Kdyz sila neni konstantni ...

Co kdy? ale sila neni konstantni??* Podivejme se na situaci nejprve v jednorozmérném ptipadé, tedy
kdyZ se hmotny bod® pohybuje po pfimce a sila mifi ve sméru pohybu (ale nemusi byt konstantni).
F F F  F=F(x
1 [ — — —_—  — ( )\

0 X

2 Ceska Wikipedie jich uvadi asi sedm. Anglicka Wikipedie je na tom, pro termin ,work*, podobné. (Navic
pfipomina asi dvacet pisnicek ¢i hudebnich dél s ndzvem ,Work”. Ostatné i v CeStiné mame Pisen prace; mladsi
generace budou znat spis Uhlifovo-Svérakovo ,,Délani“. Ale to uz jsme od fyziky daleko.)

21 prici znadime symbolem W, zjevné z anglického ,work”. Ve star$ich uéebnicich se uzivd symbol 4

(z némeckého Arbeit).

22 pozor, tento vzorec plati, jen kdy? sila je konstantni. (Podobné tomu bude pro nékolik dal3ich, dokud
nefekneme jinak.)

3 F.cosa je pramét vektoru sily do sméru pohybu.

24 To se v praxi ¢asto stava. Pfedstavte si, Ze tdhnete sariky chvili po ledu, pak v hlubdim snéhu, pak tieba po
skvare a pak zase po snéhu.
25 Obéas jsme zde uZ mluvili o bedné nebo o télese, ale pofad na néj nahlizime jako na hmotny bod.
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Jak praci v tomto pfipadé definovat a spocitat? Rozdélime si celou drahu na malé Useky o délce Ax.
V rdmci kazdého Useku se sila pfilis neméni?®, mGZeme ji proto povaZovat za (pfiblizné) konstantni.

|

— T T T T T, T T T T T T T T 1
X
0 x, Ax X

Prace sily F na kratkém Useku Ax je (viz vyse (3.12))
AW = F-Ax % (3.15)

a celkovou praci dostaneme sectenim pres vsechny Useky drahy. Pokud chceme vysledek zpresnit,
budeme drahu délit na kratsi a kratsi iseky — smé&fujeme tedy k limité Ax — 0.

Nepfipomind vdm to néco? Jisté, stejny postup jsme provadéli v prfedchozi kapitolce, kdyZz jsme
vyjadfovali impuls sily. Nase uUvahy uZ tedy nemusime podrobné opakovat a je ndm jasné, Ze
vysledkem bude integral

W o= j F(x) dx (3.16)

,Jak to funguje” se podivdme na konkrétnim prikladu.

Priklad 1: prace pfi natahovani pruziny

Pruzinu tuhosti k natahujeme zneprotazeného stavu. k 7
Je-li protazeni pruziny x, je sila, kterou ji natahujeme, rovna \/\/\/\/\/\/\—>
F =k-x.?® Celkem pruZinu natdhneme o délku I. Praci, kterou (I') 1 .
pfitom vykoname, spocteme podle vztahu (3.16):
I I I ,
W:jF(x)dx:Ik-xdx:ijdxzk[%xz}o =1k’ (3.17)
0 0 0

A kdyz trajektorii neni pfimka ...

Co kdyzZ se ale hmotny bod nepohybuje po ptrimce, co kdyz je
jeho trajektorii kfivka? MoZnou situaci ukazuje obrazek.?

Kfivku oznaCujeme ¢, jde od pocatecniho bodu A do B

koncového bodu B. Vidime, Ze isila mlZe mit v riznych
bodech rliznou velikost a rlizny smér.

26 Jako obvykle pfedpoklddame, Ze nenastévaji néjaké ,patologické situace”. (Tenhle pfedpoklad budeme
pouzivat i v dalSich Uvahach a uz ho vétsinou ani nebudeme zminovat.) Matematik by samoziejmé fekl, ze
existuje spousta krasnych prikladl, kdy nase Uvaha selZe. Treba kdyby sila jako funkce x byla tzv. Dirichletova
funkce. Ta se pro x raciondlni rovna 1 a pro x iraciondlni je rovna nule. Jisté, je to krdsna funkce — ale takovéto
chovani u jakékoli realné sily ve fyzice opravdu neocekavame...

27 protoze prace na malém kousku drahy je mald, oznaujeme ji AW . MZeme Fici, Ze jde o ,,kousek prace”.
Symbolem ¥ (bez delty) budeme oznacovat celkovou praci.

28 Tak je definovana tuhost pruziny k. (Pfedpoklddame pf¥itom, Ze pfi natahovani pruziny plati Hooketlv zdkon,
tedy Ze mezi silou a protazenim plati pfima Umérnost.)

2 pfedstavte si tieba, Ze po takovéto draze tdhnete sariky. (Obrazek ukazuje pohled shora.)
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Postup, kterym jsme vyse definovali a pocitali praci, nastésti AT

mlzZeme lehce zobecnit a pouZit i nyni. Kfivku prosté OF\A N,

rozdélime na malé Useky, na mald posunuti A7 . Na kazdém AN . B

Useku budeme povazovat silu za prakticky konstantni, takze [

pFislusny kousek prace je3°
AW = F-A¥ .
Celkova prace je souctem vsech kouskd,

W =

i

k
Ey - ATy
=1

Podobné, jako jsme to délali v pfipadé pfimé drahy, nyni budeme délku posunuti limitovat k nule.3!

Vysledkem bude integral

W= jﬁ(?)-d? . (3.18)

Toto je obecny vztah pro préci sily ' po kfivce ¢. MUZzeme ho povaZovat za obecnou definici
mechanické prace; mlzeme tedy fici:

Prace je integral sily po draze.

Matematicka odbocka: krivkovy integral

S integralem, ktery je ve vztahu (3.18), jsme se dosud nesetkali. Neni to ,normalni“ integral, tedy
b

integral .[f(x) dx, vnémz proménna x probiha hodnoty od a do b, ale kFivkovy integral®%. V ném je
a

proménnou vektor, v nadem pfipadé polohovy vektor 7, jehoZ koncovy bod probihd danou kfivku c.
Jak poéitat hodnoty kfivkovych integrall ,technicky”, se naudite v dal$ich pfedmétech®3. Zde nédm
zatim staci, abychom méli zakladni predstavu typu

»jde o soucet hodné mnoha hodné malych pfispévki pres vsechny casti krivky"”
(v limité, kdy délky téch casti krivky jdou k nule).

Ve struéné formé najdete nékteré zakladni informace o kfivkovém integralu v Dodatku 3.C. Pro
nasledujici priklad z néj budeme potfebovat jen jiné vyjadreni vztahu (3.18):

&

W= ﬂﬁ(?@))-j—g dé . (3.19)

5

30 pigeme zde ,rovna se pfibliznd“, pravé proto, Ze sila obecné nenfi ani na kratkém kousku drahy pfesné
konstantni. Pfesné budou nase rovnosti platit, az kdyz budeme délku kousk limitovat k nule.

31 Formalné bychom mobhli psét |A;7| 0.

32 pfesnéji Feceno, kFivkovy integral druhého druhu. (S kiivkovym integrdlem prvniho druhu se potkdme
pozdéji.)

33 Nejprve v Matematickych metoddch fyziky a pak v nékterych matematickych pfedmétech.
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Priklad 2: prace pfi zvedani zavazi po Sroubovici

Pfedstavte si, Ze nesete tézky kufr nahoru po kruhovém schodisti. Z
KFivkou, kterd popisuje jeho pohyb, je $roubovice.?* Jeji rovnice je3® C—

x=Rcosgp C

y=Rsing (3.20)

2=be ——
Uhel ¢ zde hraje roli parametru.®® Reknéme, Ze vystoupéte Ctyfi y
patra, tedy Ctyfi zavity schodiSté. To znamena, Ze Uhel ¢ se bude ¢
ménit od 0 do 8m. Vztah (3.19) pro vypocet price tedy bude
konkrétné

87
W = J(ﬁ(?((o))-j—;J dp . ¥ (3.21)

0

Z (3.20) vypocteme
dr _(dx dy de
dw’d¢’d¢

do” ]z(—Rsin(p,Rcosgo,b).

Sila, kterou neseme kufr, je F= (0, 0, mg) .38 Skalarni soucin, ktery v integralu potfebujeme, je
}_,.'

tedy ﬁ(?((p)) j—¢ = (0,0, mg)-(~Rsing, Rcosp,b) = mgb . Dosazeni do (3.21) da

87

- 87
W= J(ﬁ(?(gp))-%j do = Imgb dp = mgh-8r . (3.22)
2
0 0
Vysledek ma jasnou fyzikalni interpretaci: 87 b je vyska schodisté, takze k vyneseni kufru jsme

museli vykonat praci W =mgh, kde h=8xb.*

Podobnym zplsobem muZeme vypocitat praci i ve sloZitéjSich pripadech. Kfivku vidy vyjadfime
parametricky a pfislusny kfivkovy integral se nakonec pfevede na ,,obycejny” uréity integral.

34 Normalné bychom fekli, Ze schodi$té je kruhové nebo spiralové. V matematice se oviem pojem spirdla
pouziva pro rovinnou kfivku, ta, s niz momentalné budeme pracovat, je Sroubovice. Pokud vdm vadi pfedstava,
Ze schody nejsou hladka krivka, predstavte si schody vyhlazené do ,,spirdlové” Sikmé rampy.

35 )de o parametrické vyjadieni kiivky. Parametr b uréuje, jak strmé $roubovice stoupd; jeden zavit ma vysku
27 b . (V technické praxi se u Sroubl toto nazyva stoupani zavitu a byva oznacovano symbolem P.)

3¢ Vy3e ve vztahu (3.19) jsme pro obecny parametr uzivali symbol &, ted je nasim parametrem konkrétné ¢.

37 vEimnéte si, Ze to uZ je ,,obycejny” urcity integral, mdme v ném jedinou proménnou @, pfes kterou
integrujeme.

38 pro jednoduchost predpokldddme, Ze kufr neseme pomalu, takZze miZzeme zanedbat dostiedivou silu, nutnou
pro to, aby se kufr nepohyboval pfimocare. (Jeji zapocteni by nic nezménilo, protoZe je kolma na posunuti.)
Oznaceni parametrd je jasné: m je hmotnost, g tihové zrychleni.

3 vidite tu souvislost s potencidlni energii? Za chvili si ji viimneme bliz.
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3.3 Konzervativni sily
Nez se pustime do zavadéni potencidlni energie, musime si blize charakterizovat sily, pro které
budeme moci potencidlni energii definovat. Pouziva se pro né nazev konzervativni sily.

Hodné volné bychom mohli fici, Ze konzervativni sily jsou takové, které nam v néjakém smyslu
umoznuji ,zakonzervovat”, tedy ,schovat si“ préaci. Napriklad gravitacni sila takto funguje
v precerpavaci elektrarné Dlouhé strané: cerpadla konaji praci, kdyz Zenou vodu ze spodni do horni
nadrZe; pozdéji voda tekouci doll roztadi turbiny a kona praci.*°

Pojdme vyse uvedenou kvalitativni predstavu doplnit matematickou definici. Dokonce hned dvéma.

Dvé definice

Sila I_;:(F) je konzervativni, jestlize kfivkovy integral IF(F)-d? nezavisi na kfivce,

C
ale jen na jejim pocatecnim a koncovém bodé.

To znamend, ze mame-li dvé kfivky c1 a c2 mezi stejnymi body A a B, da integral ze sily po obou
kFivkach stejnou hodnotu.*

Sila F(7) je konzervativni, jestliZe jeji integral po libovolné uzaviené kfivce

je roven nule, qgﬁ(?)-d? =0. %

... jsou ekvivalentni

Dokazeme, Ze z prvni definice plyne druhg, tj. Ze integral (ﬁF(F)-d?zO po libovolné uzaviené
krivce.

Na uzaviené kfivce ¢ zvolime libovolny bod A, viz obrazek. Tento bod
mlzeme chdpat jako pocatecni a soucasné koncovy bod. KdyZz je sila
konzervativni (podle prvni definice), nezalezi integral na kfivce, ale jen na

A
pocatecnim a koncovém bodé — coZ je nyni bod A. MliZeme tedy misto

pavodni krivky ¢ brat kfivky mensi a mensi, a hodnota integralu zlstava
stéle stejnd. Tak dospéjeme az ke krivce nulové délky (tj. viibec se nepohneme z bodu A4); integral
pres krivku nulové délky je ale zjevné roven nule. To znamena, Ze i integral pfes plvodni kfivku c je

roven nule, @ﬁ(?}d? = 0. PGvodni kfivka mohla byt libovolna — nds diikaz je u konce.

40 ptedem se omlouvam viem, jimZ se ze slovniho spojeni ,,zakonzervovat praci” jeZi véechny vlasy. Tohle bylo
fe¢eno opravdu hodné volné a nepfesné — radéji to nikde ani neopakujte. © Nastésti to hned v dal$im odstavci
téZce zformalizujeme.

41 Konkrétné naptiklad: Kdyz budeme kufr vynaset z podchodu jednou po $ikmé rampé a podruhé po schodech
a pak plGjdeme kus vodorovné a dojdeme na stejné misto, vykoname v obou ptipadech stejnou préci.

42 Tedy jestliZe s kufrem obejdeme uréitou trasu a vratime se na vychozi misto, vykondme celkové nulovou
mechanickou praci. (Pozor, tim neni feCeno, Ze se neunavime — nase svaly samozfejmé spotiebovavaji energii,
jenZe ta se nakonec méni v teplo.)

Pozndmka k poznamce: ,Méni se v teplo” je zauZivané slovni spojeni, které neni piesné a dalo by se opravnéné kritizovat.
Spravné bychom méli fici ,méni se v jiné formy energie”. Pro¢ tomu tak je, a proc to neni problém jen terminologicky,

ale na tomto misté nebudeme blize diskutovat.
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DokaZme nyni naopak, Ze z druhé definice plyne prvni. UvaZzujme pevné koncové body A a B a mezi

nimi dvé kfivky c¢1 a ¢z, viz obradzek vpravo. Chceme dokazat, c

Ze integral (ze sily ﬁ(?) , kterd je konzervativni podle druhé B

definice) je po obou kfivkach stejny, tedy Ze plati
jF(f)-d?:jF(?)-d?. 4
Cy Cy

Obé krivky ale dohromady tvofti uzavienou kfivku. Tedy, budou tvofit, pokud druhou kfivku budeme
prochazet v opacném sméru. (Viz obrazek vlevo, opacna
kfivka ke krivce cz , tedy kfivka —c2, je na ném vyznacena
¢ervenou barvou.)

A Integral pres uzavienou kfivku je (podle druhé definice)
nulovy, (ﬁﬁ(?)-d?zo. Ale tento integral se sklada ze
dvou &asti, ¢asti pres kFivku c1 a ¢asti pres kiivku —c», je tedy®
0= 3@1?7’(7)-617 = [F)-di + [ F(7)-dF = [F(F)-di - [ F(F)-d7F .
¢y -, Cy

¢y

Odtud uZ? okamZité vidime, Ze Jﬁ(?) -dr = J-ﬁ(l_;) -dr , coz jsme chtéli dokdzat.

C (&)

Které sily jsou konzervativni

Konzervativni je fada sil, s nimiz v mechanice mame co do ¢inéni. Naptiklad gravitacni sila. Jednoduse
to dokdzeme pro homogenni gravitacni pole:

M z B
Zvolme soustavu soufadnic tak, Ze osa z mifi svisle vzhlru. Pak gravitaéni
sila ma slozky F = (0,0,—mg). Hmotny bod o hmotnosti m budeme

posouvat po néjaké obecné kfivce ¢ z bodu A do bodu B. Body kfivky jsou c

dany polohovym vektorem 7 =(x,y,z), posunuti je dr = (dx,dy,dz)*.
Je tedy F-di = (0, 0, —mg) -(dx, dy,dz) =-mgdz.

Krivkovy integral

_[13(77)~d17 = I (-mg)dz = —mg[z]z =-mg(z,—z,) (3.23)

tedy zavisi jen na rozdilu vy$ek poéate¢niho a koncového bodu, nikoli na tvaru kfivky.*

Centralni gravitaéni pole dané Newtonovym gravitaénim zdkonem*® je také konzervativni. Obecné to
zde zatim dokazovat nebudeme, vratime se k tomu v dalsi ¢asti kapitoly.

4 Viz vlastnosti kfivkového integrélu uvedené v Dodatku 3.C.
44 Pro nd$ vypocet ani nebudeme muset psat parametrické vyjadreni kfivky.
4 A samoziejmé, je-li kfivka uzaviend, tj. 4= B, je z, —z, =0 aintegral se rovna nule.

46 Napft. gravitaéni pole Zemé, pokud ji bereme jako kouli, v niZ je hmota rozloZena sféricky symetricky.
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Elektrostatické sily dané Coulombovym zdkonem jsou rovné? konzervativni.*’

Konzervativni jsou také sily pruznosti. Pokud sila pruZiny zavisi jen na jejim nataZeni a opétovném
zkraceni na pavodni délku, da integrél ze sily nulu.*®

Uvedené priklady by v nds mozna mohly vzbudit dojem, Ze konzervativni jsou vsechny ,rozumné“
sily. Ale neni tomu tak.

... a které jsou nekonzervativni

DuleZitym pfipadem nekonzervativnich sil jsou tfeci sily resp. obecné odporové sily. Je to vidét jak
z ,fyzikdIniho nazoru“® tak z vy$e uvedenych formalnich definic. Tdhneme-li néjaké téleso, at uz po
drsné podloZce nebo tfeba v bazénu, kde voda plisobi odporovou silou®, plsobi sila vidy proti sméru

pohybu. Skalarni soucin F-dF je tedy ve vSech bodech kfivky zaporny — a kdyz se vratime do

vychoziho bodu, musi byt celkovy soucet téchto pfispévki( také zaporny, tedy (ﬁﬁ(?) -dr <0.

Za konzervativni také nemlzeme oznacit sily, které nezavisi na poloze, ale na rychlosti. Pfikladem je
sila pUsobici na nabitou ¢astici nebo vodic s proudem v magnetickém poli.

Predchozi priklady nekonzervativnich sil ukazovaly pfipady, kdy, volnéji feCeno, ,0 praci prichazime*:
téleso stréené po podlaze se za chvili zastavi, hozeny lehky micek je odporem prostiedi brzdén.
Nekonzervativni sily ale mohou praci i ,pfinaset”. Napftiklad plachetnice je pohdanéna vétrem; rotor
vétrné elektrarny je vétrem (tj. pohybujicim se vzduchem) roztacen; elektromotor pohani sila,
plsobici na vodiée rotoru v magnetickém poli statoru...>!

47 Coulombav zakon ma formélné stejny tvar jako Newton(v gravitaéni zakon, takZe jakmile dokaZeme
konzervativnost sil pro Newtonuyv gravitacni zdkon, bude jasné, Ze konzervativni jsou i elektrostatické sily.

8 Pro pFipad, kdy je sila pfimo umérné vychylce, by pfisludny integral byl J‘x“ —k-xdx= _k[xz/zT“ =
Xy X

=—(k/2)(x02 —xoz):o.

4 Tahnete-li téZkou bednu po drsné podlaze, miizete vykonat hodné prace, ale rozhodné jste si tuto praci
nikam neschovali ani ,,nezakonzervovali”.

50 Kdybyste chtéli vétsi odpor, tdhnéte néco tfeba v sudu s medem — ale $koda medu. ©

51 Je vidét, Ze bez nekonzervativnich sil by svét byl docela nudny a necivilizovany... A také nebezpeény, na
zadném auté by nefungovaly brzdy. (CozZ by se dalo fesit tim, Ze by se pfi brzdéni v auté natahovala néjaka
pruZina. Obecné se zda, zZe by v nepfitomnosti nekonzervativnich sil auta mohla jezdit jen na setrvacnik nebo na
klicek, tedy na nataZenou pruzinu. Horsi by bylo, Ze by chybélo tfeni mezi koly a vozovkou; to by se mozna dalo
resit néjakou zubackou... Radéji tyto Uvahy uz nebudeme rozvijet, celé to zacina vypadat jako hodné divoka
sci-fi.) Prosté, budme radi, Ze nekonzervativni sily jsou!
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3.4 Potencialni energie

Podle slovniku cizich slov termin ,potencialni“ znamend ,, mozny, uskutecnitelny”. Potencialni energie
by tedy byla, volné feceno, energie, kterd mliZze néco uskutecnit. Konkrétné a fyzikalné to znamena,
Ze ma-li néco potencidlni energii, pak to mizZe vykonat prdci.

Zamyslet bychom se jisté mohli i nad vyznamem slova ,,energie”. To ma mnoho vyznamu i v béZném
Zivoté®2, Ve Skolské fyzice se energie ¢asto definuje jako schopnost konat prdci a viceméné od tohoto
pojeti se budou odvijet i naSe odvozeni v dalS$im textu. Je ale dobré uvédomit si, Ze fyzikalni vyznam
pojmu energie je ve skute¢nosti daleko 3irsi.>

V Cestiné se také, zejména v zaklado- a stfedoskolské fyzice, pro potencialni energii uziva termin
polohova energie. Typickym prikladem je polohovad energie v homogennim gravitacnim poli:
zvednu-li zavaZi®* ze zemé na stll, ma vy3si potencidlni energii, nez mélo na zemi. P¥i zvedani jsem

konal praci — a praveé o tuto praci se zvysila potencialni energie zavazi.

A ted uZ to jen formalizovat s pouZitim troSky matematiky. c
Hmotny bod premistujeme z vychozi pozice dané polohovym

vektorem 7, do koneéné pozice, kdy polohovy vektor bude 7.

Pfemisténi se déje po kfivce c. (Pro zapsani integradlu bude

uzite¢né oznacovat néjak polohovy vektor odpovidajici bodiim R
kfivky mezi pocatecnim a koncovym bodem; budeme ho
znadit 7 .)

PFi premlstovanl hmotného bodu musime vyrovnavat gravitacni silu F. Kdyz zvedam zavazi

—

E

moje

(= hmotny bod), musim na néj tedy pUsobit silou FmoJe , pfitom
ziejmé F. —F.%

moje —

Prace, kterou pfi zvedani zavazi vykonam, je dana integralem

;.'
j?f.
F

52 Opét podle slovniku cizich slov: ¢inorodost, rdznost, odhodlanost. (Vedle téchto raznych formulaci &ast
definice, kterd upomina na fyziku, zni hodné formalné: ,mira rdznych forem pohybu hmoty ve vsech jejich
vzajemnych preménach”. Predstavite si pod timto strohym popisem nabitou baterii vaseho smartphonu,
masu snéhu ve vysce pred utrzenim laviny, vnitfek atomového reaktoru nebo aktivni galaktické jadro se
superhmotnou ¢ernou dirou?)

53 Energie patfi k nejduleZitéjsim a nejzédkladnéjsim fyzikalnim veli¢éindm a bylo by zfejmé tézké aZz nemoiné
snazit se ji obsdhnout jednou kratkou definici. SpiSe se s ni, s jejimi formami a s tim, ,,jak funguje” v rliznych
systémech, budete ve fyzice postupné seznamovat. A zdaleka to nebude jen v mechanice.

Misto formalnich definic tedy mGzeme Fici, Ze energie je veli¢ina, kterd ndm pomaha chipat mnohé aspekty
procesl ve viech oblastech fyziky. (A popustime-li uzdu fyzikalnimu nadseni, miZeme dodat, Ze je fascinujici
a nadherné, Ze takovato zakladni veli¢ina ,,pres celou fyziku“ viibec existuje. Neni pfitom sama, podobné
zakladni vyznam maji hybnost a moment hybnost.)

4 Konkrétné tfeba litrovou ldhev s vodou, u€ebnici mechaniky nebo kuffik s miliénem dolar(. (Prosté bézné
véci, které mate pfi studiu rozloZzeny kolem sebe na zemi. ©)

%5 pfedpoklddame pfitom, Ze s hmotnym bodem hybeme tak pomalu, Ze viechny sily dané tim, Ze bychom
hmotny bod zrychlovali nebo brzdili, jsou zanedbatelné. (Takovy déj se nékdy oznacuje jako kvazistaticky,
ale tenhle termin tu zminujeme jen pro Uplnost, znalost mechaniky na ném nestoji.)
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Potencialni energii tedy zFejmé mlZeme definovat jako>®

V(7) = Vb [ FolF) - 3.2
Ty

Ve vysledném vztahu pro potencialni energii by ale samoziejmé neméla zbyt zaddna ,, moje sila“. Méla
by se tam vyskytovat jen sila pfislusného silového pole (v nasem pfipadé gravitacniho). S vyuZzitim

toho, ze F

moje = —ﬁ, jde ale (3.24) okamtZité upravit na konecny tvar

—

) d7 (3.25)

~

wa=%—fﬂ

Toto je obecny vztah, ktery mdzZeme vzit za definici potencidlni energie.
DlleZité upozornéni:
Potencialni energie je definovana jen pro konzervativni sily.
Je to vidét uz zjejiho defini¢niho vztahu (3.25). Vyskytuji se vném pocatecni bod 7, (odkud nas
hmotny bod zadiname premistovat) a koncovy bod 7 (v némz uréujeme potenciélni energii V(?) ).

Ale nikde neni feceno, po jaké kfivce bod pfemistujeme! Kdyby sila nebyla konzervativni, vysly by po
raznych kfivkach rizné hodnoty integralu a tedy rGzné hodnoty potencialni energie. Definice (3.25)
by pak byla nepouZitelna.

Takze pozor: napriklad pro treci sily, silu, kterou na nas plsobi vitr, nebo silu, kterou na vodic
s proudem pUsobi magnetické pole, Zddnou potencialni energii zavést nemizeme!

Ovsem, i pro konzervativni sily mame v urceni V(?) jistou libovdli.

Potencidlni energie je uréena az na konstantu

v

Ve vztahu (3.25) pro potencidlni energii mizeme libovolné zvolit vychozi bod 7, z néhoZ zaciname
bod pfemistovat, a také konstantu ¥, tedy hodnotu energie v bodé 7, .*’
V nasem pfikladu se zvedanim zavazi si mohu fici, Ze ho za¢nu zvedat ze zemé, ale mohl jsem také

zalit o patro niz, od hlavnich dvefi budovy, ode dna propasti Macocha nebo tfeba od hladiny more. A
mohu si fici, jakou hodnotu potencialni energie v tomto misté ma. Obecné tedy plati, Ze

potencialni energie je urcena aZ na konstantu.

%6 pozndmka k symbolu pro oznaéeni potencialni energie:
Z fyziky na Z8 a S§ jsme zvykli oznacovat potencialni energii symbolem E]D . Ve vysokoskolské fyzice (a v ¢lancich

ve védeckych ¢asopisech apod.) se pro potencialni energii vétsSinou pouziva symbol 7, tohoto znaceni se
pfidrzime i v naSem ucebnim textu. (Obecné je znaceni veli¢in dano historickym vyvojem a co se vzilo, to se
prosté pouziva. Jak uz fekl klasik: ,MUzZete s tim nesouhlasit, miZete proti tomu protestovat, ale to je tak vie,
co s tim muzete délat.”)

>’ Dosadime-li do (3.25) 7 =7, dostaneme V(?(;) =V, . To znamend, Ze potencialni energie naeho bodu

v misté 7 je rovna pravé 7.
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Jak se s takovouto neurcitosti da Zit? Snadno. Samotna hodnota potencialni energie totiz nema zadny
vyznam.

Fyzikalni vyznam maji pouze rozdily potencialni energie.

Rozdily potencidlni energie na volbé vychoziho bodu a konstanty ¥ nezéviseji. 8 >

Pfi odvozovani vztahl pro potencidlni energii obvykle volime vychozi bod a konstantu V), tak, aby

vysledné vzorce byly co nejjednodussi. Ukazi to i nasledujici priklady
Potencialni energie vybranych sil

Potencialni energie pruziny

Sila, kterou pruZina plsobi na hmotny bod, je F, =—k-x, kde x je F=-k-x Foe
nataZeni pruziny. Sila a posunuti puUsobi vtéze prfimce, takie vV kV ViV AN
— T J
F-dr =F, dx . Vztah (3.25) tedy davd 0 X X
7 x i
V(F) =V, - [F(F)-dF =V, — [(~k%)ds=V, +k[ /2] =V, +1kx’
7 0

Je ptirozené vzit energii nenatazené pruziny jako nulovou, proto volime ¥, = 0. Vysledny vztah pro

energii pruziny je tedy

V=1kx. (3.26)

Potencialni energie v homogennim gravitacnim poli
Fakticky jsme tuto situaci jiz popisovali vyse, takZe jen strucné: Sila plsobici Tz 5
na hmotny bod o hmotnosti m je ﬁz(0,0,—mg). Posunuti po kfivce je
di = (dx,dy,dz), takée F -d = (0,0, - mg)-(dx,dy,dz) = —mg dz . Po dosazeni
do (3.25) dostavame

T

7 _} _' z y
V(F)=V, jF? 7 j( mg)dz—V +mg[z] —V0+mg(z—zA)-

T Zy4 X
Oznacime-li rozdil svislych soufadnic z—z, = h (takze h je vyika, o niz jsme hmotny bod zvedli), a

zvolime V=0, je vysledkem znamy vztah

V =mgh . (3.27)

58 pokud je energie zdvaZi na zemi 0 J a jeho energie na stole 10 J, je rozdil 10 J. Jestlize zvolim Vo = 1000 J, bude
energie zavazi na zemi 1000 J a energie na stole 1010 J. Rozdil bude porad 10 J —a to je to, co je fyzikalné
dulezité. Podobné kdybych zvolil vychozi bod na hladiné more.

% Samozfejmé, pro uréeni potencidlni energie v riiznych bodech uz musi byt vychozi bod stejny a stejnd musi
byt i konstanta V.
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Potencialni energie ve sféricky symetrickém gravitacnim poli

Jak naznaduje obrdzek, mulZe jit o potencidlni energii v gravitatnim poli Zemé.®

=

Hmotnost Zemé oznacime M , hmotnost hmotného bodu m , vzdalenost od stredu

Zemé, v niz chceme urcit potencidlni energii, budeme oznacovat . Vzdalenost m F’

vychoziho bodu oznacime 7;. (A vzdalenost bodu na kfivce, po niz se budeme

pohybovat, budeme znaéit 7.%%)

Mm

~2
r

~b | Ny

Gravitacni sila je dana vztahem ﬁ(?) =-G

KFivku, po které se budeme pohybovat od vychoziho bodu (na obrazku je znac¢ena oranzové), zvolime
specidlné tak, Ze nejprve pdjdeme po kruhovém oblouku 7 =konst. V této Casti kfivky je sila kolma
na posunuti, takZze nekona praci — tim padem je prispévek této ¢asti integralu nulovy. Pak se budeme
od stfedu Zemé radialné vzdalovat — tam maji posunuti a sila stejny smér (a opacnou orientaci).
Vztah pro potencidlni energii tedy da

r

]7 r

V(F)=V,- [F(F)-dF =¥, - J(—GMmjdf=m)+GMm[—l~} _yegMm_gMm
e r
0

~2
r " 7

"o

Mm

Konstanty vétSinou volime tak, aby V,+G = 0. Vysledny vztah pro potencidlni energii
7'0

hmotného bodu v gravita¢nim poli jiného hmotného bodu (nebo treba v gravitatnim poli Zemé) je pak

Mm

r

V =-G (3.28)

Pribéh potencidlni energie v zdavislosti na vzdalenosti

. . 1% V(r)
schematicky ukazuje graf. 0 : .
0 1 2 r 5
Nevadi, Ze je tato energie zaporna? Nevadi. Podstatné jsou 11
rozdily potencidlni energie vrlznych vzdalenostech. Jak .

vidime i zgrafu, srostouci vzddlenosti potencidlni energie
roste.

4

Je nékde potencidlni energie nulova?® Striktné matematicky vzato, neni. Vidime ale, ze V' — 0 pro
r — . To znamena potencialni energie je prakticky nulova v hodné velké vzdalenosti.

Ze vztahu (3.28) bychom tedy mohli tfeba vypocitat, jakou energii bychom pottebovali, abychom ze
Zemé unikli ,,do nekoneéna”. Zkuste to!%

80 Tu pro nds pfipad povazujeme za kouli, v niZ je hmota rozlozena sféricky symetricky. Vné takové koule je
gravitacni pole stejné jako gravitacni pole hmotného bodu o hmotnosti Zemé.

61 podobné znaéeni jsme uZ uZivali vy$e. Jde o to, abychom rozlisili integraéni proménnou a mez integralu.
62 Stejné jako v homogennim gravitaénim poli roste V's vyskou.
83 Tedy, jak se nékdy fikd, je nékde nulova hladina potencialni energie?

64 Takovyto ,unik do nebes” by se dal délat tfeba po nekoneéné dlouhém Zebfiku vedoucim od severniho pélu
vzhUru. CoZ asi neni moc realistické... Ale jak uvidime pozdéji, z rozdilu energie na povrchu Zemé a v nekonecnu
se dd jednoduse odvodit druha kosmicka rychlost.
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Potencialni energie naboje v elektrostatickém poli druhého naboje

Jde o analogii k pfedchozimu pfipadu. Naboj O pusobi na ndboj g podle Coulombova zédkona silou

F = kQ~—2q L (3.29)
reor
Stejnym postupem jako vyse bychom evidentné dostali
V = k% 56 (3.30)
r

Potencial (a zminka o intenzité pole)
S potencidlni energii je Uzce spojen pojem potencidl. Proc¢ a jak ho zavddime? Vyjdéme z pfedchozi
situace tykajici se elektrostatiky.

Reknéme, 7e v pocatku soustavy soufadnic mame naboj Q. A chceme v misté 7 charakterizovat
elektrostatické pole — ale nécim jinym, nezZ silou. Nabizi se moZnost vyzit k tomu potencidlni energii.
Prosté dame do mista 7 né&jaky jiny naboj g, (fikejme mu tfeba testovaci ndboj), urime jeho energii
a fekneme, Ze ta charakterizuje pole v daném misté.

Ovsem pozor, jak vidno z (3.30), energie zdvisi na velikost testovaciho ndboje q! Desetkrat vétsi
testovaci ndboj znamena desetkrat vétsi energii. A my chceme charakterizovat jen pole naboje Q.

Redeni se samozfejmé nabizi. Zavedeme veli¢inu
- V(7
o(r) = (—) = kg . (3.31)
q r

A pravé to je elektricky potencial bodového ndboje Q (ve vzdalenosti » od tohoto naboje).

Podobné mizZeme zavést gravitacni potencial. Tentokrat ale potencidlni energii nedélime nabojem,
ale hmotnosti , testovaci hmoty” m. Ze vztahu (3.28) dostaneme pro potencidl hmotného bodu®’

@ () = dG. G%. (3.32)

Poznamenejme, Ze podobny vztah jako mezi potencidlni energii a potencidlem je mezi silou a
intenzitou pole. Napftiklad intenzitu elektrického pole definujeme jako

—

g (3.33)

q

Podobné to je pro intenzitu gravitacniho pole; jesté se k tomu vratime.

65 k= 1/(4;;,90), kde g, je permitivita vakua.

86 Pravé strany vztah( (3.28) a (3.30) se lidi znaménkem, ale to je pochopitelné. Dva hmotné body se pfitahuji,
takze kdyz jsou bliz, je jejich vzajemna potencialni energie nizsi — abychom je dostali dal od sebe, musime je od
sebe odtlacovat, tedy musime konat praci. Dva naboje stejného znaménka se naopak odpuzuji; praci musime
konat, kdyz je chceme dostat bliz k sobé. Pro kratsi vzdalenost je tedy jejich potencialni energie (v pfipadé
Oq>0) vyssi.

57 Nebo koule se sféricky symetrickym rozloZzenim hmoty — ovéem jen vné koule.

17



K prednasce NFUF101 Mechanika prozatimni uc¢ebni text, verze 0
3. Dynamika hmotného bodu Il Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2016-2020
3.5 Jak z potencialni energie urcit silu

3.5 Jak z potencialni energie urcit silu

V predchozi ¢asti kapitoly jsme se naucili, jak ze zndmé sily spocist potencidlni energii. NesSlo by to
také naopak, tedy ze zndmé potencialni energie urit silu? Slo — ale budeme k tomu potfebovat znat

potencialni energii nejen v jednom bodé, ale i v jeho okoli.®® ¢

Zatneme tak, Ze uréime hodnotu potencidlni energie ve dvou blizkych bodech, ¥ a F+A¥
(viz obrazek) podle vztahu (3.25):7°

V(7) =V, - [F(7)-dF

(3.34)
AT
v(F+AF) =V, - [ F(7)-dF
T
Odecteme-li prvni fadek od druhého, dostaneme:
AT 7 AT
V(F+AF)-V(F) = =| [ F(7)-dF - [F(7)-d7 | = - [ F(7)-dF (3.35)
Ty Ty F

Rozdil potenciélnich energii je tedy dan integralem podél ,kousku kfivky“ A7 (na obrazku vyse
vyznaceném fialové).”*

Jesté jednoduseji miZeme k témuz vysledku dojit z fyzikalniho nahledu: Rozdil potencidlnich energii
ve dvou bodech je dan praci, kterou sila vykona na draze tyto body spojujici. A integral na pravé
strané (3.35) je praveé touto praci. (Rozmyslete si, pro¢ je pfed nim znaménko minus!”?)

Kousek kfivky A7 je ale kratky, takZe sila F je na ném prakticky konstantni. Integral na pravé strané
se tedy prakticky rovna

>

rﬁ(?) -di = F(F)-AF . (3.36)

~Ne—.t

%8 Pokud bychom znali jen hodnotu ¥/ (7) v jediném bodé, nic bychom z ni spocist nemohli — uz proto, Ze jak
jsme vidéli vyse, vyznam maiji jen rozdily potencialni energie v riznych bodech.

Ostatné — k urceni potencialni energie nam také nestacilo znat silu v jediném bodé, museli jsme ji znat podél
celé kfivky, podél niz se integrovalo.

89 KdyZ jsme potencidlni energii dostali ze sily integraci, dokdZzeme odhadnout, jak asi uréime silu z potencialni
energie? (Spravné, derivaci...)

70 Na obrazku je kFivka sméfujici k 7 (podél niz integrujeme na prvnim Fadku (3.34)) vyznaéena oranzové, kfivka
smérujici k 7+ Ar, podél niz integrujeme na druhém fadku, ¢ervené.

71 Rozmyslete si, pro¢ to tak je. Lze to vidét napfiklad z toho, Ze z téhoZ vychoziho bodu 7, dospéji do téhoz
koncového bodu 7+ A7 jak Cervena krivka, tak kfivka vznikla slozenim oranzové a fialového , kousku”.

A protoze sila je konzervativni, musi se rovnat integrdly po obou kfivkach.

72 Kdyby $lo o préaci, kterou jsem vykonal ja proti sildm pole (napf. pfi zvedani zavazi z 7 do 7#+A¥ ), bylo by zde
znaménko kladné. Ale sila pole ma opacnou orientaci nez ,,moje sila“, proto je znaménko minus.

Nebo jesté jinak: Aby sila pole vykonala kladnou prdci, musi potencialni energie poklesnout. (Pfiklady: klesajici
zavazi v kyvadlovych hodinach, voda padajici na turbinu ve vodni elektrarné.)

18



K prednasce NFUF101 Mechanika prozatimni uc¢ebni text, verze 0
3. Dynamika hmotného bodu Il Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2016-2020
3.5 Jak z potencialni energie urcit silu

Chyba, kterou touto aproximaci déldme, se zjevné bude zmensovat, kdyZ budeme zmen3ovat A7 .
Spojenim (3.35) a (3.36) dostavame

V(7+AF)=V(F) = —F(F) - AF . (3.37)

Ted uz méme silu £ skoro spoétenou. Ovéem pozor, (3.37) nelze jednoduse vydélit A7 .73

VyuZijeme toho, Ze vektor A7 je libovolny’ a zvolime ho ve tvaru A7 = (Ax, 0, 0). Vztah (3.37) pak

bude mit tvar

V(7+(Ax,0,0) )=V (7) = —F(F)-AF = ~(F,, F,, F.)-(Ax,0,0) = — F,(7) Ax . (338)

z

Ten jiz mOZeme délit Ax a dostaneme

F(7) = -
Vysledek moznda bude o néco prehlednéjsi, pokud potencialni energii zapisSeme explicite jako funkci
proménnych x,y az: V(?) = V(x,y,z) 75

V(x+Ax, v, z)—V(x, v, Z)
Ax

F(7) =-

X

Pofad zde ale mame urcitou nepfesnost danou tim, e Ax mé koneénou délku’®. Takze abychom silu
urcili presné, vezmeme limitu Ax — 0:

(3.39)

Vyraz na pravé strané (3.39) velmi silné pfipomina definici derivace. Jenom zde nyni nemame jedinou
proménnou x, ale tfi proménné x, y, z. Derivujeme pfitom jen podle jedné proménné, zde podle
M

proménné x. Volné bychom snad mohli fici, Ze derivujeme jenom ,castecné”, tedy parcidlné.
Matematika opravdu této derivaci fika parcialni derivace.

0 0
Parcidlni derivace podle x se znadi symbolem —, parcidini derivace podle y symbolem —, atd.

ox oy
Struénou informaci o parcialnich derivacich podava Dodatek 3.D.”’

Vztah pro vypocet x-ové slozky sily tedy miZzeme psat jako

F. = . (3.40)
ox

73 Prosté proto, Ze vektorem se délit neda. Musime na to jit ,,opatrné;ji“.
74 Berme ho sice jako velmi kratky, ale ma libovolny smér a miZzeme ménit i jeho délku.

7>V tomto duchu samoziejmé také zapiseme V(7 +(Ax,0,0)) =V (x+Ax, y,z).
76 . asila naintervalu (x, x+Ax> neni pfesné konstantni.

77 Pokud se s parcialnimi derivacemi setkdvate poprvé, vézte, Ze se jich nemusite bat. Parcilni derivace podle x
je prosté derivace ,,podle pismenka x“, vSechna ostatni pismena v derivovaném vyrazu (tedy i y a z) bereme
jako konstantni.
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Naprosto stejné bychom ziskali vztah pro dalsi slozky sily; ty budou dany parcidlnimi derivacemi
podle y a z. Celkové tedy plati

P4
Ox

Fyz_a_V - ﬁZ_a_V’a_V’a_V (3.41)
oy ox oy Oz

o
0z _ ‘

Vyraz na pravé strané (3.41) se vyskytuje tak Casto, Ze pro néj matematika zavedla zvlastni oznaceni a

symbol. Rikd se mu gradient, symbol je grad. Obecné je gradient skalarni funkce f(x,y,z)
of of o

definovan jako grad f = —f,—f,—f . Dalsi informace viz Dodatek 3.D.
ox Oy Oz

Pomoci gradientu mlzeme silu z potencialni energie vyjadrit jednoduchym vztahem

F = —gradV 8 (3.42)

Ze to funguje, si ukdZzeme na nékolika p¥ikladech.

Priklad 3: pruzina

.z ’ . Ve . . 2 v v , . .
Potencidni energie pruziny je (viz (3.26)) V = $kx”. Vtomto pfipadé méme jedinou
“ . . , - e - av d i, .
promeénnou, takze ani nemusime uzivat parcialni derivaci, prosté je F, =——:——(7kx )=

dx dx
=—21k-2x=—kx ... tedy tak, jak ocekdvame.

Priklad 4: hmotny bod v homogennim gravitac¢nim poli

Potencialni energie bodu v homogennim gravitacnim poli je (viz (3.27), jen misto h ted piSeme
svislou soufadnici z): V' = mgz . Jeji parcidlni derivace jsou

v _a

oV o oV o
™ —ax(mgz)zo, 5:—(mgz):0, —=—(mgz)=mg.79

oy 0z Oz

Je tedy grad V = (O, 0, mg). Z (3.42) resp. (3.41)pak dostavame F = —grad V = (0, 0, —mg),

tedy spravnou hodnotu sily.

78 Jde opravdu jen o zkraceny zapis. Je gradV = {aa—V,aa—V,z—Vj, takZe (3.42) je pfesné totéZ, co (3.41).
x Oy Oz

7% PFipomerime, Ze pfi derivaci podle x nebo podle y chapeme z jako konstantu.
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Priklad 5: hmotny bod v centralnim gravitac¢nim poli

M m
r

Potencialni energie je (viz (3.28)) V = -G . Soustavu souradnic

zvolime tak, jak ukazuje obrazek. Vzdalenost bodl je r:|77|:

=X+ +z0.

V
Vektor sily budeme poCitat po slozkéach. Je F = — 8_ a po dosazeni:
X
F = _a_V:_i(—G M’"j:GMmi S =GMm£((x2 +y° +zz)’”2)=
’ ox ox r x| \Jx? +y* +2° ox
=GMm(—l(x2+y2+zz)‘3/2-2x):—GMm X GMmE - _gMm X
2 (x2+y2+zz) r e
Podobné vyjde F = _8_V = —GMzm 2 a F = —a—V = —GMzm E,takie celkové
g oy reor 0z reor
= M Mm ¥
F=(F.F.F) =G ;"(f,Z,EJ:_G mr (3.43
r ror r ror

Vysla nam tedy sila podle Newtonova gravitacniho zadkona. Pozor: Pravé ted jsme dokazali,
Ze gravitacni sila popsana Newtonovym gravitacnim zdkonem je konzervativni.

Ma totiZ potencidlni energii — a prace sily mezi dvéma body je rovna rozdilu potencidlnich
energii, tedy nezaleZi na kfivce.®

80 | askavy ¢tenaf znalej$i matematiky si mGZe tento spi$e jen ,lehce nahozeny” diikaz precizovat tim, Ze bude

B
uvazovat ktivkovy integral J.(grad V)~d7 a ukdZe, Ze nezaleZi na kfivce mezi body A a B. Jesté laskavéjsi a jesté
A

matematicky znalejsi ¢tenar mlzZe uvazovat integral po uzaviené kfivce @(grad V)-d? , pomoci Stokesovy véty

ho pfevést na plosny integral z rot grad V' a jeho nulovost uZ je pak zfejma, protoZe rot gradV =0.

(Pokud vam jde z toho hlava kolem, nezoufejte, na to si zvyknete a pfislusné znalosti casem zvladnete. Tady to
uvadime spis na ukazku, Ze véci se daji dokazovat rizné...)
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3.6 Kineticka energie

Zamysleli jste se nékdy nad tim, proc je kineticka energie tfeba hozeného kamene rovna %mv2 ? Pro¢

to neni treba %mv2 nebo 25m°v’ ? 81V této ¢asti kapitoly si odvodime, pro¢ to tak je. Nejdfiv se ale
podivame, jaky je vykon sily plsobici na hmotny bod.

Vykon sily
Vykon je prace délena ¢asem, po ktery se vykonavala:

A
P = A—VtV & (3.44)

Prace sily F' po malé draze A¥ je oviem AW = F - ArF , takZe vztah pro vykon muzeme upravit na

=F-— =F-  (viimitt At—>0).

Po provedeni limity tedy dostavame vysledek

P=F-

<y

(3.45)

Pro konzervativni sily mGzeme vykon vyjadfrit jesté jinak, pomoci zmén potencialni energie. Prace,
kterou sila vykona pfi pfesunu bodu z mista 7 do 7 + A¥, je rovna poklesu potencialni energie:

AW =V (F)-V (F +AF) (3.46)
Vykon je tedy

V(F+AF)=V(F
Po provedeni limity Af —> 0 dostdavdme na pravé strané derivaci: lim ( A) ( )=.
At—=0 t

i V(F(t+A)-V(F(1)) _ d_V. Je tedy
At—0 At dt

4

p=-==
dt

(3.47)

vvvvv

energie. (Pomalu klesajici zavazi v kyvadlovych hodindch ddva hodinovému stroji maly vykon, masa
vody proudici z pfehrady na turbinu poskytuje mnoho megawattd.)

81 No dobr3, ¢leny typu m® ve vyrazu pro energii nemaji co délat, to by nevychdzelo rozmérové, ale o
koeficientu pfed my?* rozmérova analyza nic fict nemUGze.

82 To je samoziejmé primérny vykon za ¢asovy interval A¢, pokud budeme chtit spotist okamZity vykon, (co?
za chvili budeme potrebovat), udélame limitu Az > 0.
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Kineticka energie — odvozeni v jednorozmérném pripadé

Ted uZz mlZeme odvodit vztah pro kinetickou energii. Pro m. F, N
jednoduchost zacneme jednorozmérnym pripadem, tedy hmotnym 6 v, B X>
bodem pohybujicim se podél osy x. (Rovnéz o sile predpokladame, Ze
ma pouze x-ovou slozku.)
Vychodiskem ndm bude druhy Newton(v zékon mad = }_7:, zapiseme jej ve tvaru:

dv

m—==F_. (3.48)
dt

Jak odtud dostat néco, co souvisi s energii? S energii souvisi vykon — a ten zde dostaneme, kdyz (3.48)
vynasobime rychlosti:

m®s _ g / ST (3.49)
dt
Po Upravach® dostdvame
d d
muv, U o F..v.=P= _4r , (3.50)
dt dt

tedy vztah, kde na pravé strané je derivace potencialni energie. Pokud se nam podafi upravit levou
stranu také na derivaci néceho podle ¢asu, budeme mit vyhrano. Takova Uprava ale je mozn3; je totiz

dv. d
v, —~= —(%sz ) .8 Hmotnost pak ,vtdhneme do derivace“® a z (3.50) vyjde
dt dt
d av
—(%mvj) -, (3.51)
dt dt
a po prevedeni ¢lenu dV/dl z pravé strany na levou a slouceni obou ¢lenl do jedné derivace pak
konecné
2(tmvr+v) =0 (3.52)
dt 2 X - . .

, v , 2 . , .y v s v
Mame zde soucet vyrazu %mvx s potencialni energii. Jasné se tedy nabizi interpretovat tento clen

také jako energii — tedy zavést kinetickou energii®®

2
T =4imv,” . (3.53)
8 7a pouiiti vztah( (3.45) a (3.47).
84 MUzeme to ukazat hned dvéma zplisoby.
Jednim je derivovat podle ¢asu (v((t))2 jako slozenou funkci: i(v (t))2 =2v dv, .
’ dt” * todt

Druhou moZnosti je derivovat soutin v_-uv . : i(vxz) = i(vx v,) = dv, v AU, - dv, :2Ux&'
dt dt dt dt dt

Pak uz staci vysledek jen vydélit dvéma...
8 Je to konstanta, takze mi(%vxz) =i(%mvx2) .

dt dt
8\ ¢esting, zejména ve $kolské fyzice, ji Fikdme téZ pohybova energie a znaéime ji obvykle Ex. Ozna&eni
symbolem T se uziva ve vysokoskolské fyzice, védeckych ¢lancich apod. a pfidrzime se ho i my. Symboly Ta V
pro kinetickou a potencialni energii pry zaved| Joseph-Louis Lagrange ve svém slavném dile Mécanique
analytique v roce 1788. Uvadi se, ze symbol T pochazi z francouzského slova , travail” (=prace).
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Kineticka energie — odvozeni v tfirozmérném pripadé

Prakticky stejné mlzeme kinetickou energii odvodit i ve tfirozmérném pripadé. Vyjdeme opét
z pohybové rovnice, tedy z 2. Newtonova zakona ve tvaru

wiY _F (3.54)

mﬁ-d—v =13-z7=P=—d—V.87 (3.55)
dt dt
%/_J
1 d -~
§ma(vv)

Levé strana je Tm i({j.ﬁ) _ i(

Lmvz) , takZe (3.55) dava i(%mvz)z —d—V, cili
dt dt dt

2 dt
%(%mvz +)=0. (3.56)

Je tedy pfirozené i ve tfirozmérném pfipadé zavést kinetickou energii vztahem

T=1imv* . (3.57)

d
Vztah (3.56) je tedy vlastné d_(T + V) =0. To nas pfimo vybizi k tomu, abychom jejich soucet
t

E=T+V (3.58)

oznacili za celkovou mechanickou energii hmotného bodu. Vztah (3.56) ma pak tvar

dE

~_o,
dt

Z ¢ehoz okamzité plyne

E = konst. , (3.59)

coz je zdkon zachovani mechanické energie.

DuleZité upozornéni:
Mechanicka energie se zachovava, jen kdyz jsou viechny sily konzervativni.2®

87 P¥i Gpravé levé strany pouzivdime opét vztah pro derivaci soucinu: 1(5.5) =d_v.5+17.d_v 2 v
dt dt dt dt

(Vztah pro derivaci soucinu plati i pro funkce, které jsou vektory. MiZete se o tom presvédcit, kdyz si skalarni

soucin rozepiSete pomoci sloZzek vektoru.)

88 74kon jsme odvodili za ptedpokladu, Ze sily maji potencidlni energii (coz plati, pravé kdyz jsou konzervativni).

FyzikdIné je to také jasné: Pokud v néjakém déji hraje roli tfeni, mechanickd energie se nezachovava.

<
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3.7 Moment hybnosti
Hybnost a energie, jimZ jsme se vénovali vySe, jsou dvé velice dulezité fyzikalni veli¢iny. Stejné
dllezita je ale jesté jedna: moment hybnosti.
Vénujme se ale nejdfive chvili jiné veli¢ing, asi o néco zndmé;jsi®, kterd ma ve svém nazvu také
moment: momentu sily.
Moment sily

Praktickou predstavu mame asi vSichni. KdyZz potfebujeme utdhnout néjaky Sroub nebo povolit
vzdorujici uzavér zavarovaci sklenice, vezmeme si na pomoc delsi pdku. Je to pravé proto, abychom
stejnou silou dosahli vétsiho momentu sily.

Pokud je sila F kolma na spojnici pusobisté sily s osou otaceni, jak to = 7 )

ukazuje obrazek, je moment sily

M=d.F (3.60) F

kde d je rameno sily. Takto to zname z fyziky pro stfedni Skoly. Pokud ma sila jiny smér, jak to vidime

, kde 7 je vektor spojujici osu

na obrazku vlevo, je rameno rovno d =r-sina ; pfitom r=|7

otdéeni s mistem pUsobi$té sily a o je Uhel mezi obéma vektory.® Velikost
momentu sily tedy je

M =rsinaF = |F||F| sin o (3.61)

Tento vysledek mlzeme jesté prepsat do strucnéjsiho tvaru vyuZitim

vektorového souéinu vektor(®!. Je totiz |17><F| = |17||F| sin « , takZe velikost

momentu sily je prosté
M = |7><ﬁ| .

Odtud je uzZ jen kracek dalSimu zobecnéni: definovat moment sily jako vektor

M =FxF . (3.62)

Takto se moment sily definuje ve vysokoskolské fyzice. Je to vektor kolmy na oba vektory 7 a ﬁ;
velikost tohoto vektoru je velikost momentu, jak jsme ji dosud znali (tedy dana vztahem (3.60) resp.
(3.61)).

Podobné jako moment sily miZeme definovat i momenty dalSich veli¢in — tfeba pravé moment
hybnosti.

8 Alespon ve $kolské fyzice a v technické praxi.
% Pfesnéji fe¢eno, na obrazku je Ghel ¢ mezi vektory (-7) a F ; Ghel mezi vektory 7 a F je T —a ,oviem
protoze sin(x —a) =sina, je jedno, ktery z Ghld vezmeme: d = r-sin(r —a) =r-sina .

91 Vlastnosti vektorového soudinu struéné pfipomina Dodatek 3.E.
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Moment hybnosti

Moment hybnosti ¢astice o hmotnosti m pohybujici rychlosti U (tedy s hybnosti p =m0 ), jejiz

poloha je uréena polohovym vektorem 7 je

L =Fxp, (3.63)

tedy L =7 x(mD) . (3.64)

K &¢emu je dobra takto definovana veli¢ina?°? O fyzikalnich veli¢indch se &asto néco dozvime, kdyz se
zeptame, jak se méni s ¢asem.® Zkusme z tohoto hlediska , prozkoumat” moment hybnosti.

Na zkoumani, jak rychle se néco méni s casem, mame matematicky nastroj: derivaci podle Casu.

Zderivujme tedy vztah (3.63) podle ¢asu. Dostaneme C;—L:di(i;xﬁ), pravou stranu pak mudZeme
t t

dale upravovat:

dL d,. .\ df _ _ dp . , - _ = =
— = —(Fxp)=—xp+Frx==0Ux(mU)+FrxF =M ** (3.65)
i~ a P = gy AH
Vidime tedy, Ze
a _ i (3.66)
dt

neboli:

Casova zména momentu hybnosti se rovna momentu plsobici sily.

Jak to funguje, ukaze pfriklad.

Priklad 6: matematické kyvadlo

Ny

Matematické kyvadlo je hmotny bod kyvajici se na nehmotném 0
vldkné — redlné tedy malé téleso kyvajici se na vldkné X
zanedbatelné hmotnosti. Kyva se pfitom v jedné roviné.% Nasi @ ! N
ulohou bude najit rovnici, kterd popisuje jeho pohyb. To Ize délat "
razné, my si ukaZzeme zplsob vyuZivajici pravé moment hybnosti.

-

F

Soustavu souradnic zvolime tak, jak ukazuje obrazek: pocatek
v bodé zavésu kyvadla, osu x vodorovné, osu y svisle vzharu. Uhel
mezi zavésem a svislou osou oznaime ¢, jednoznacné urcuje okamzitou polohu kyvadla. Délka

zavésu je I. Gravitacni sila pUsobi svisle doll, ma tedy slozky F = (O,—mg,O).

92 Nadefinovat si totiz miZeme, co je ndm libo, kombinaci hmotnosti, rychlosti a polohového vektoru by se
naslo nescetné. Ale jenom veli¢iny, které maji néjaké zajimavé vlastnosti, poskytnou nam novy pohled nebo
hlubsi vhled do rfesenych problém, maji Sanci se uchytit. Moment hybnosti se ale rozhodné uchytil!

93 7Tj. zda se méni a jak rychle, a naopak, kdy se neméni.
9 Pfi Gpravéch jsme vyuZili toho, Ze vektorovy soudin dvou rovnobéZnych vektor( je roven nule; dale jsme

pouzili 2. Newtonav zdkon d_p:ﬁ.
dt
% Jinak by $lo o tzv. kdnické kyvadlo.
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Slozky polohového vektoru jsou (viz obrazek)

x=[Isingp, y=-lcosep, z=0 (3.67)

Derivaci podle ¢asu z nich uréime slozky rychlosti®®

. dx do . dy . dp .
x=—=/cosp——, y=—=[sinp—, z=—=0 3.68
dr a7 4 (3.68)

Pro uréeni momentu hybnosti L =7 x p, si napiSeme vektory 7 a

p
7=( Isinp, —lcosp, 0) (3.69)
P =(mlcospgp, misinggp, 0)

Odtud

h
I
~|
X
S
I
—_—
uO
uO
3
~
(39
AS)
N—
N

(3.70)

Moment sily je M = FxF =(Ising, -1 cos ,0)x(0,—-mg,0) = (0,0,—mgl sin @).** Vidime, Ze

jedina nenulova slozka vztahu (3.66), tj. C;—L =M je z-ova, a;fz = M, tedy po dosazeni:
t t

d ). .
—(m! = —mglsing . (3.71)
~(m¢) = —mglsing
Odtud po dalsi upravé dostavame
d’p g .
= —=sInge. (3.72)
a7

Toto je pohybova rovnice matematického kyvadla, vysla ndm pfimo ze vztahu (3.66) pro zménu
momentu hybnosti s ¢asem.

Resit tuto rovnici pro velké rozkyvy by bylo sloZité. Pro malé vychylky, kdy |(o <« 1|, mizeme

. o o . L d’p g

aproximovat funkci sinus jako sin@ = ¢ . Rovnice (3.72) pak prejde na rovnici d_2 = —7¢), jejiz
t

feSeni je podstatné jednodussi. UZ jsme ho vlastné délali v predchozi kapitole v prikladu 3 (kmity na

pruZing). Proto zde uZ jen struéné napideme, Ze feSeni ma tvar ¢ =@, Cos(a)t+a), kde dhlova

frekvence kmittl je @ = \/% a @, jeamplituda kmit(.*

% Soufadnice pfitom derivujeme jako slozené funkce, protoze x =1/sin¢(t), y =1 cos(t) -

%7 Vidime, Ze z-ova slozka momentu hybnosti je kladna pro ¢ > 0. To odpovida, protoZe z-ova osa na obrazku

mifi ,,z papiru k nam*“; pokud pravou ruku polozime na obrazek tak, aby palec ukazoval do sméru osy z,
prsty ukazuji smér rotace, v naSem pfipadé ,doprava nahoru“, jak tomu opravdu je, kdyZ se ¢ zvétsuje.

% Vektorovy souéin se vdm mozna bude lépe poditat, kdy? si pro pfehlednost opét napisete vektory nad sebe.

% Zkuste si dosadit do rovnice, Ze jde opravdu o feSeni. (Pozn.: Hodnoty & a @, urtime z po¢. podminek.)
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3.8 Aplikace: Pohyb v poli centralni sily (zejména v gravitacnim poli)

Pojmy a vztahy, s nimiZ jsme se blize seznamili v této kapitole, nam mohou pomoci fesit dlleZity
problém: Jak se pohybuje téleso, naptiklad druZice, v gravitacnim poli jiného télesa, napriklad Zemé?

v

Situaci ukazuje obrazek. Poloha druZice je uréena polohovym vektorem 7, jeho po&atek je ve stiedu Zemé.

v

Hmotnost druZice je m, jeji rychlost U. Hmotnost Zemé je M_. Protoze je mnohem vétsi nez

hmotnost druZzice m < M, , budeme Zemi (resp. jeji stfed) D
povaZovat za nehybné centrum.1%® P
(1)
Silu pGsobici na druZici uréuje NewtonQv gravitaéni zdkon0%:
-
R r
1:—? — _GMzm L 102 Mz
g 2
r r
Okamzité vidime, Ze moment této sily je nulovy. Je to vidét uz
z obrazku: rameno sily je zjevné nulové. Formalné to miZeme
, Ly N o= L= - M m 7 Mm, . _
dokazat vypottem momentusily: M = 7 x F, = rx[—G = —| =-G—5 (r xr) =(. 10
ror r

dL — dL -
Ze vztahu d_ = M pak plyne, Ze d_ =0 = L = konst. Toznamenj, ze
t t

pfi pohybu hmotného bodu v poli centralni sily se moment hybnosti zachovava.

Odtud muiZeme odvodit dva podstatné dlsledky.

— - .

1) Protoze L=r7 X p, jsou na sebe vektory L a7 kolmé. A kdyz vektor L je konstantni, musi se

koncovy bod vektoru 7 pohybovat v jedné roviné (kolmé na L )1%%, To znamen3, e pohyb druzice se
déje v roviné, 105 106

2) Druhy disledek se tyka plochy, kterou opisuje polohovy vektor.1%” Fakticky pljde o druhy KeplerGv
zakon.

100 To znamen4, ze budeme problém Fesit v soustavé spojené se sttedem Zemé. Osy nasi soustavy pfitom
budou v klidu vici vzdalenym hvézdam (soustava se netoci spolu se Zemi), takze ji budeme brat jako inercialni
soustavu. Malé zrychleni dané obihanim Zemé kolem Slunce zde zanedbame.

101 Y7 vyse jsme pripominali, Ze pole vné koule, v niZ je hmota rozloZena sféricky symetricky, je stejné jako pole
hmotného bodu ve stfedu koule. (Drobné odchylky gravita¢niho pole Zemé od tohoto modelu zde také
zanedbavame.)

102 Jde tedy o silu sméfujici do centra Zemé, proto nese tato &ast kapitoly ndzev Pohyb v poli centralni sily.

103 protoZe vektorovy soucin dvou rovnobéZnych vektord je roven nule.

104 Naptiklad pokud by vektor L mé&l smér osy z, bude se pohyb dit jen v rovin& xy. (Ve slozkach bude
L=(0,0,L.) a7 =(x,»0).)

105 v této roviné leZi i silové centrum, v nasem pfipadé stied Zem@.

106 popravdé feceno, tohle neni nijak zvlast prekvapuijici (ani z hlediska zdravého rozumu): Jestlize se druZice
pohybovala v néjaké roving, treba v roviné xy, neni zde Zadna sila (Zadna pfricina), kterd by ji pfiméla tuto rovinu
opustit.

107 polohovy vektor se v tomto kontextu také oznacuje jako pravodi€ dané druZice.
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Druhy Keplerav zakon

Podivejme se, kam se posune polohovy vektor za ¢as Af a jakou
plochu AS pfitom opise.

Situaci ukazuje obréazek. Posunuti vektoru ¥ je A¥ =U At. Plocha

vybarveného trojuhelnika je 108 10°

AS = L|F xAF| = L7 x 0| At
2 2

Po vydéleni At dostavame

as
At

X
|17x17| =+—— = = konst. (3.73)

=
[\
3
3

L . A v . (e y
Jaky je vyznam veliciny A_S? Urcuje, jak rychle se méni plocha, opsand pravodi¢em, s ¢asem. Je to
t

tedy plo$na rychlost.'° Ziskany vysledek (3.73) mdZeme vyjadFit konstatovanim:

Plo3na rychlost pravodice je pfi pohybu hmotného bodu v centralnim silovém poli konstantni.!

Pokud tento vysledek aplikujeme na pohyb planet kolem Slunce, mGzeme ho vyslovit ve tvaru

Plocha opsanda priivodicem planety za stejné ¢asové intervaly je stejnad.

... avidime, Ze jsme opravdu odvodili druhy Keplertiv zdkon.!!?

Prvni Keplertiv zakon

»Planety obihaji po eliptickych drahdch, v jejichZ ohnisku je Slunce.”

| tento zdkon Kepler vyvodil z astronomickych pozorovani. Tvar trajektorie planet a dalSich téles
v gravitaénim poli Slunce také odvodime — ale analytické odvozeni'® si nechdme aZ do jedné z dalsich
kapitol.'** Pohyb hmotného bodu v centrdlnim gravitaénim poli ale miZeme vcelku jednoduse
spocitat numericky — pfislusny algoritmus je uveden v Dodatku 3.F.

108 Mazeme ji spocitat podle $kolského vzoretku ,zékladna krat vy$ka lomeno dvéma*“, pfic¢emz zékladna je |7|
a vyska |A7| .sin « . Diky vlastnostem vektorového soucinu je |F|-|AF|-sina = |;7’><A;7’|.

109 plocha trojuhelnika se samoziejmé nepatrné lidi od plochy, kterou opi$e pravodi¢, protoZe koncovy bod
vektoru ¥ se pohybuje po kfivce, nikoli po pfimce. Ovsem tato chyba (resp. jeji relativni velikost vic¢i AS) jde
k nule v limité Ar — 0, kterou budeme provadét.

110 pro koneéné Ar by $lo samoziejmé o primérnou plo$nou rychlost. OkamZitou plonou rychlost dostaneme
limitou Ar > 0.

111 Ani nemusime specifikovat, Ze jde o gravitaéni pole. V odvozeni jsme nikde nepotfebovali védét, jak sila
zavisi na vzdalenosti, podstatny byl smér sily.

112 Kepler jej vyvodil z pozorovani pohybu planet, my jsme jej dostali jako dtsledek zakladnich zékond klasické
mechaniky.

113 Tedy odvozeni ,,s tuzkou a papirem* resp. ,s kfidou a tabuli“.

114 ptece jen jde o odvozeni trochu delsi, tak s nim po¢kdme, aZ si trochu procvi¢ime mozek na jednodussich
prikladech. (Ale zvlddneme ho, nebojte!)
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Jak mUze vypadat vysledek numerického vypoctu,
Stfred Zemé

soustavy souradnic, jeji polomér neni na obrazku

ukazuje obrazek. je v pocatku
vyznaden.!> Konkrétné jde o pohyb druZice, jejiz
pocatecni vzdalenost od stfedu Zemé je 7 000 km
a pocatecni rychlost 9 km/s. Graf vlastné ilustruje
prvni KeplerQv zakon — ovsem jestli je trajektorif

1,5E+07

v

5,0E+06

0,0E+00

o

*

XYY YXXI

-2,0E+07

-1,5e+07  -1,0E+07  -5,0E+06 0,0E+00 5,0E+06 1,0E+07

opravdu presné elipsa, z néj tézko dokdzeme, na

to opravdu musime pockat na analyticky vypocet. -5,06406 |

Ze zobrazenych poloh druZice (jsou zobrazeny .

s ¢asovym krokem 1 minuta) kvalitativné vidime i

dlsledek druhého Keplerova zadkona: V blizkosti

-1,5E+07

silového centra se druzice pohybuje rychleji, dal

od centra pomaleji.t®

Prislusny excelovsky soubor je v dopliujicich materidlech. Pokud v parametrech zménite pocatecni
rychlost, tvar trajektorie se zméni: pfi vyssi rychlosti bude elipsa protahlejsi a protahlejsi a nakonec se
druzice k Zemi uz nevrati, trajektorii bude hyperbola.

Poznamenejme jesSté, Ze pro platnost prvniho Keplerova zdkona je podstatné, Ze sila klesa se

. ;. 2 . , , v v s . /) L.
vzdalenosti jako l/r . Pokud v numerickém vypoctu zménite ve vzorci pro silu zavislost na

s « v 2.1 Y v . . . v , Ve
vzdalenosti tfeba na l/r *, uvidite, Ze trajektorii ani nebude uzaviena kfrivka.

Treti Keplerliv zakon

TFeti Keplertv zdkon popisuje zévislost mezi vzdalenosti planety od Slunce a dobou jejiho ob&hu.!’
Mohli bychom ho ilustrovat pomoci vysledkii naseho numerického modelu.'® Jeho analytické
odvozeni v obecném pfripadé si také nechame na pozdéji. Stoji ale za to, pfipomenout si, jak ho Ize

odvodit ve specidlnim pfipadé, kdy se planety pohybuji po kruhovych drahach.®

Je-li polomér dréhy planety R a jeji Ghlova rychlost @, je dostiedivé zrychleni Rw’. Dostiediva sila
je tedy F =mR@". Touto dostiedivou silou je gravitaéni sila, kterou planetu pfitahuje Slunce?.

Msm Mm . Odtud po

Jeji velikost je F= G 22 R’

, kde M, je hmotnost Slunce. Je tedy mRw* =G

115 Obrazek je kopii grafu v Excelu, v némiz byl proveden numericky vypoéet, nic do n&j neni pfidano.
116 Rozmyslete si, Ze toto opravdu z druhého Keplerova zdkona plyne.

117 presnéji Fe¢eno, mezi hlavni poloosou elipsy, po niZ se planeta pohybuje, a periodou obé&hu.

118 Takto by $lo jeho platnost ilustrovat tieba zajemctim na Urovni stfedni $koly.

119V tomto pfipadé jde v zasadé také o stiedoskolské odvozeni.

120 ypozornéni: Jednou z chybnych pFedstav, které se ob&as vyskytnou, je pfedstava, Ze dostiediva sila je jakasi
zvlastni sila, ktera se v dané situaci vyskytuje ,navic” vici gravitacni sile. Ve skutecnosti dostrediva sila musi byt
zpUsobena néjakym redlnym fyzikalnim plsobenim. V pfipadé zavazi, které uvdzeme na provazek a tocime

s nim nad hlavou, je to sila, kterou na zévazi plsobi provazek. (Pokud je vam blizsi ponékud razantnéjsi priklad,
tak si predstavte stfedovéky femdih: ostnata koule na fetézu pfipevnéném na tyci. Praktickému provedeni bych
se ve Skole radéji vyhnul — ale dostredivou silou je opét sila, kterou na kouli plsobi fetéz.) V pfipadé planety
obihajici kolem Slunce je dosttedivou silou gravitacni sila, jiz Slunce pfitahuje planetu.
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M 2
Upravé: @ = GR—3S. Ovéem uhlova rychlost souvisi s periodou obéhu 7' * podle vztahu (027.

2
Po dosazeni je tedy

e = G% a odtud

47 R

T° =
GM

(3.74)

To znamen3, Ze druhd mocnina obéZné doby je umérnd treti mocniné poloméru drdhy — coz je pravé

to, co pro kruhové drahy tvrdi tfeti Keplertv zakon.2? 123

Prvni kosmicka rychlost

KdyZz uz jsme se dotkli pohybl druZic Zemé, pojdme si pripomenout jednoduché odvozeni dvou
rychlosti, které se u pohybu druZic zminuji: prvni a druhé kosmické rychlosti.

Prvni kosmicka rychlost je rychlost, jakou se musi druZice pohybovat, aby se
udrZela na kruhové draze s polomérem, ktery je roven poloméru Zemé R.1%*

2
Dostfedivou silu pfi kruhovém pohybu ted vyjadfime jako F:m%.

Dostrediva sila je realizovana gravitacni silou F= GA%Zm Je tedy
2
mv—: GMZZm a odtud: v? = G&, takZe prvni kosmicka rychlost je
R R R
GM
v, = Z ; (3.75)
R |
—-11 24
Dosadime-li hodnoty pfislusnych veli¢in (viz Dodatek 3.G), je vli\/6’67 20378515367 10 m/s =

=7,9-10° m/s. Prvni kosmicka rychlost je tedy asi 7,9 km/s.

121 pardon, tady T neznadi kinetickou energii, ale periodu obéhu. (Z kontextu nastésti pozndme, o€ jde.)

122 v pFipadé eliptickych drah je druhd mocnina periody Umérna tfeti mocniné hlavni poloosy dréhy.

123 Terminologickd poznamka:

Spravnym terminem pro oznaceni kfivky, po niz se hmotny bod pohybuje, je trajektorie. Termin dradha ma
slouzit k oznaceni délky trajektorie, kterou hmotny bod urazil. Oviem v astronomii se bézné pouzivd termin
,draha planety” a mysli se tim trajektorie. Proto jej v tomto vyznamu pouzivame i zde.

A jesté obecnéjsi terminologicka poznamka:

Fyzika je pfesna véda a to s sebou nese i potfebu precizace termind, definic apod. Ovsem kdyz fyzikové
diskutuji mezi sebou, velmi ¢asto pouzivaji terminy volnéji, takze by to jazykovy purista mohl snadno
zkritizovat. OvSem fyzikové z kontextu védi, o¢ jde a v ptipadé potfeby samoziejmé umi véci popsat a definovat
presnéji, tak jak je to nezbytné. Takze i fyzik mlze Fici, Ze elektron se v magnetickém poli pohybuje po zakfivené
draze — a véem dalsim fyzik(im bude jasné, o¢ jde. V tomto duchu se proto ani na téchto strankach, pokud
nehrozi nedorozuméni, ob¢as nevyhybame ponékud volnéjsSimu pouzivani termind.

124 prakticky to znamend, aby nespadla, kdyZ se pohybuje na nizké obé&iné draze.
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3.8 Pohyb v poli centrdlini sily

Druha kosmicka rychlost

Druha kosmicka rychlost je rychlost, s jakou se téleso (napt. kosmicka sonda) musi pohybovat, aby se
uplné odpoutalo z gravitacniho pole Zemé. Pfitom jde o rychlost ve vychozim bodé, ktery je na
povrchu Zemé.

Formdlné to znamena rychlost, jakou musime na povrchu Zemé udélit hmotnému bodu, aby se
vzdalil do nekone&na®?®. Uréit tuto rychlost jde jednoduse ze zakona zachovani energie.

-
y . o . M,m
Na povrchu Zemé, kde » = R, je potencialni energie bodu V' = -G rE viz (3.28).
Kinetickd energie je 7 = Lmuv?, takze celkové energie je |
M v
m
E=1imv’-G—%—. (3.76)
R
M

Z

Bod méa dolétnout do nekoneéna; jeho potencidlni energie tam bude nulovd.%

Kinetickd energie tam bude také nulova.’”” To znamen4, Ze pro to, aby se vrieny bod ,pravé dostal
do nekonecna“, je jeho celkova energie nulova, £ = 0. Kombinaci s (3.76) dostavame
| 2 _ 2GM,

M
Imv’ -G AL = v )
R R

takZe druha kosmicka rychlost je

(3.77)

<
S}
I

Vidime, Ze je \/5 -krat vyssi nez prvni kosmicka rychlost. Po dosazeni konkrétnich hodnot vychazi, ze
druha kosmicka rychlost je asi 11,2 km/s.

... a vySe uvedenym optimistickym konstatovanim se rozlou¢ime s kinematikou a dynamikou jednoho
hmotného bodu. Zabralo ndm to sice dost casu, ale zase jsme se seznamili se spoustou véci, jak
z fyziky, tak z matematiky a jejiho vyuziti ve fyzice, které dale budeme vyuZivat. Tfeba hned v pfisti
kapitole, kde hmotnych bodu pfibude.

125 Fakticky to znamend hodné&, hodné daleko.

" Je totiz lim ¥/ (r) = lim (—G M, '”j =0-

r—>0 r—>0 V4

127 74porné byt nemuze. A kdyby byla vétsi neZ nula, znamenalo by to, Ze jsme hmotny bod hodili zbyte&né
velkou pocatecni rychlosti — Ze bychom mohli hodit o néco pomaleji a hmotny bod by do nekoneéna stejné
jesté dolétl. A my hleddme nejmensi moznou pocdatecni rychlost, pfi které se hmotny bod jesté do nekonecna
dostane a nespadne zpét na Zem.
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Shrnuti
Shrnuti
H . - — o .ap
ybnost: p=mv, 2. NewtonGv zakon: d_ =F
t

U
Zména hybnosti se rovna impulsu sily: p(z,)— p(t,) = '[F(t) dt
f

Prace: W = Iﬁ(?}d?
C
Konzervativni sily: Iﬁ(?)-d? zavisi jen na poc¢ate¢nim a koncovém bodé <> (ﬁﬁ(?)-d? =0
C

Nekonzervativni sily: napf. tfeni.

f
Potencialni energie: V(?) =V, - IF(?) -dr ... uréena aZ na konstantu, vyznam maji rozdily V'
7

Potencialni energie je urcena jen pro konzervativni sily.

Spec. pripady: V:%kxz, V=mgh, V=—GMm, V:kg
r r

(pruzina, homogenni a centralni gravitacni pole, elektrostatické pole bod. naboje)

Vypocet sily z potencialni energie: F=- grad V =— G_V’ a—V, 8_V
ox oy 0z
Vykon: P = AW F-U,  prokonzervativnisily: P = _ar
At dt

Kineticka energie: 7 = Imuv’

Celkova mechanicka energie: E=T+V

Zakon zachovani mechanické energie: FE = konst. (plati, kdyz jsou vSechny sily konzervativni)

Moment sily: M =FxF

|

—

Moment hybnosti: L =7xp

x o . . o oo o dL —
Casova zména momentu hybnosti se rovna momentu pUsobici sily: d_ =M
t

A AS
2. Keplerav zakon: A_ = konst. (plochy opsané privodi¢em planety za stejné doby jsou stejné)
t

3. Keplertv zakon (pro kruhovy pohyb): 7% ~ R®
Kosmické rychlosti:

GM, 2GM,

Prvni: v, =

=7,9 km/s Druha: v, =

4 4

=112 km/s
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Dodatek 3.A: Prirastek funkce

Dodatek 3.A: Prirustek funkce

Je-li f(x) funkce, kterad je v okoli néjakého bodu x, spojita a ma tam derivaci, plati pro x blizké x,

Sx) = f(x)+ % (x—x,) - (3.A.1)

X0
Pro¢ tomu tak je, ukazuje obrazek. Vyraz na pravé strané (3.A.1) je rovnici pfimky (na obrazku

vyznacené cervené). Jde o tecnu ke grafu funkce v bodé x,.'?® Aproximace (3.A.1) tedy znamend, Ze

Ya funkci v okoli bodu x,, aproximujeme jeji teCnou.

Platnost vztahu (3.A.1) jsme vySe uvedenou uvahou jen
fx)
f(xo) i

naznacili. V matematice se da samoziejmé dokdazat
rigordzné. Fakticky jde o zacatek Taylorova rozvoje funkce.
Z néj plyne, Ze chyba, kterou aproximaci (3.A.1) délame, je

typicky imérnd (x —x, )2 )

ozn

Oznagime-li pfirGstek funkce f(x)— f(x,) = Af a pfirGstek soufadnice x—x, =Ax, mlieme

vztah (3.A.1) zapsat strucnéji jako

-

Ax . (3.A.2)
dx

X0

Af

Podobné plati pro ptirtistek vektorové funkce @ = d(x):

da

Ad =d(x)—d(x,)) = o Ax . (3.A.3)

X0

Fakticky tento vztah vyjadfuje tfi vztahy zapsané ve slozkach:

d
dax A)C, Aav =ay(x)—av(x0) - ay
’ ’ dx

Ax,

X0

Aa, =a,(x)-a,(x,) =

X0

128 pfesnéji: v bodé (xo, f(x,) )
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Dodatek 3.B: Urcity integral

Dodatek 3.B: Urcity integral

Urdity integral je v matematice definovan rGznymi zptsoby.'?® Pro funkci jedné redlné proménné,
f(x), ktera je spojita (a nezapornd) na intervalu <a,b> viechny davaji hodnotu, ktera je rovna plose
pod grafem funkce. y

fix)

Oznacuje se podobnym symbolem jako neurcity
integral:

b
[ £(x)dx

Zatimco vysledkem neurcitého integralu je funkce

(tzv. primitivni funkce), vysledkem urcitého integralu a b X
je Cislo.
Vypocet urcitého integralu z neurcitého

Je-li F(x) primitivni funkce k f(x), tj. F(x)= If(x) dx , pak plati

b
[rydx = [F)]) = Fo)-Fla) = (3.8.1)

Pomoci tohoto vztahu také nejéastéji v jednoduchych ptipadech urcity integral pocitame.

Poznamky

c b c
UzZ z nazorné geometrické interpretace uvedené vyse je ziejmé, Ze plati J.f(x) dx= J.f(x) dx + J.f(x) dx .
a a b

131

(Je to vidét pro a<b<c '3, vztah plati i obecnéji.)

Pokud je funkce na nékteré casti intervalu zaporna, ptislusnou plochu pod osou x od celkové plochy
odecitame.

129 Nesou jména slavnych matematik(i, napf. Riemann(v integral nebo LebesgueQv integral.
130 Tento vztah byvé nazyvédn Newtondv vzorec. Zapis []—'(x)]b je jen zkratkou pro rozdil F(b)— F(a).
a

131 Jde o s¢itani ploch pod kfivkami, zkuste si nakreslit pfisludny obrazek.)

35



K prednasce NFUF101 Mechanika prozatimni uc¢ebni text, verze 0
3. Dynamika hmotného bodu Il Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2016-2020
Dodatek 3.C: Kfivkovy integral 2. druhu

Dodatek 3.C: Krivkovy integral druhého druhu

Jsou-li na né&jaké kfivce ¢ dany hodnoty vektorové funkce @(7), pak kfivkovy integral druhého
druhu podél této kfivky,
[a@)-dr (3.c.1)

C
je, ndzorné feceno, souctem pFispévkd d(7)- A¥ pres viechny Easti kfivky.3
Casto je kfivka ¢ zaddna parametricky jako

F=7(&), (3.C.2)

ti. x=x(&), y=y(&), z=2(&), kde &£ je parametr'® jdouci od &, do &. Pfitom 7, =7(&,) je
pocatecni bod kfivky, 7, =7(&,) je koncovy bod kfivky.™*
KFivkovy integral podél kfivky ¢ Ize pak vyjadfit jako

9

[a)-dr = J (5(7@)-3—9 de (3.C.3)

c4

Poznamka k orientaci kfivky:
Kfivka ¢ musi byt orientovana, tedy musi byt jasny smér, jimz ji prochdazime.3®
Opacné orientovanou kfivku oznac¢ujeme symbolem —c (prochazime ji v opacném sméru). Plati
j a(F)-dr = — j a(F)-dr . (3.C.4)
- C

Poznamka ke znaceni:

KFivkovy integral po uzaviené kfivce oznacujeme krouzkem kolem symbolu integralu, tedy (ﬁc?d? .

132 v limité, kdy kFivku délime na vic a vic dilt a délka kaZzdého dilku jde k nule.
133 7de je oznagen Feckym pismenem ,ksi“, jak se to ¢asto délava; mizeme samoziejmé pouZit i jiny symbol.
B34 priklad: 7 = (Rcos g, Rsin,0); ¢, =0, ¢, = popisuje pllkruznici o poloméru R (a stfedu v potétku

soustavy soufadnic), po¢ateéni bod je (R,0,0), koncovy bod (—R,0,0)-

135 Nazorné si lze pfedstavit, 7e A7 = ﬂAf , takZe pod integrdlem v pravé ¢asti (3.C.3) opravdu ,s¢itdme

g
kousky” @ -A¥ .
136 Samoziejmé, od pocateéniho do koncového bodu.
137 Je to jasné i z ndzorného pohledu: Pfi prochdzeni opaénym smérem se zméni A7 na —A7 a skalarni sougin
a- A7 tedy zméni znaménko.
Toto chovani odpovida i fyzikalnimu nahledu v pripadé prace jako kfivkového integralu: Kdyz tdhneme zavazi
nahoru, koname praci (W > 0), kdyz zavazi klesa, praci nam vraci, my ji pfijimame — coz formalné vyjadfime tak,
Ze koname praci zdpornou, W< 0.
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Dodatek 3.D: Parcialni derivace, gradient

Dodatek 3.D: Parcialni derivace, gradient

V tomto dodatku struéné shrnujeme nékolik véci tykajicich se parcidlnich derivaci.’*®

Je-li £ funkce tfi proménnych: f = f(x,y,z), pak parcidlni derivaci f* podle x definujeme jako

g = lim f(x"‘Ax’yaZ)—f(X,yaZ)
ax Ax—0 Ax

(3.D.1)

Podobné je g = lim f(xay+AyaZ)_f(xay>Z) a g — lim f(x,y,Z+Az)—f(x,y,z) .

ay Ay—0 Ay 62 Az—0 Az

Prakticky pfi vypoctu znamena parcialni derivace jednoduse , derivovat podle pfislusného pismenka“
a ostatni brat jako konstanty.

Pklad:  Jeli £ = f(x.y.2)=x-y 45z, e L= 2. Lo viny L5
ox oy oz
Pfirastek funkce f pfi malych zménach soufadnic je *° 14
Af = f(x+Ax,y+ Ay, z+Az) = f(x,9,2) = P aes P ppr Lop (3.D.2)
ox oy 0z
Gradient skaldrni funkce f = f(x,y,z) je vektor*
grad f = 9T I (3.0.3)
ox 0Oy oz

Slozky gradientu urcuji, jak rychle roste funkce f ve smérech rovnobéznych s osamix, y, z.
PrirGstek funkce mizZeme vyjadrit pomoci gradientu (kombinaci (3.D.2) a (3.D.3)) jako
of of 0 -
Af = l, l, g -(Ax,Ay,Az) = (grad f)-AF. (3.D.4)
Oox 0y oz
Odsud je vidét, Ze pro danou délku |A77 | je prirGstek funkce nejvétsi, kdyZ je posun A7 rovnobéinys grad f .

To znamena, Ze gradient urcuje smér, v némz funkce roste nejrychleji.

Naopak, je-li posun A7 tecny k ploSe, na niZ je funkce f* konstantni (tj. pfi posunu o A7 se hodnota
funkce neméni, je Af=0, plyne z (3.D.4) (grad f)-Ar =0. Odtud vidime, Ze gradient je kolmy na

plochu, na niz je f =Kkonst.

138 pro podrobnosti, zejména pokud se tykd odvozovani, odkazujeme na pfedmét Matematické metody fyziky.
139 Jde o jednoduché zobecnéni vztahu (3.A.2) z Dodatku 3.A pro ptipad vice proménnych.
140 pozndmka pro pokrodilejsi étenédfe: symbolem Af zde znacime pfirdstek funkce, ne to, Ze by na ni pUsobil

Laplacelv operator. (Poznamka pro ostatni: Nevite-li, co to je Laplacellv operator, nic si z toho nedélejte,
potfebovat ho budete az v druhém semestru, v Elektfiné a magnetismu.)

141 ptesnéji: vektorova funkce.
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Dodatek 3.E: Vektorovy soucin

Dodatek 3.E: Vektorovy soucin

Vektorovy soutin vektorll @ a b je vektor d xb, ktery:

e Je kolmy k obéma vektorim: Zixl;J_Zi, ixb 1Lb 4

e Ma velikost |Zi><b|:absina , a -

Qb

kde « je uhel sevieny vektory d a b
e Jeho orientace je dana pravidlem pravé ruky: Jestlize prsty pravé ruky sméfuji od konce

vektoru d ke konci vektoru b , pak palec ukazuje smér vektoru a xb .

Vlastnosti:

o Vektorovy soucin dvou stejnych nebo rovnobéznych vektord je roven nule.*?

o Vektorovy soudin je antikomutativni, tj. d xb = —b xd . *®
. 7 Ve . v v v 7] >
o Velikost vektorového soucinu je rovna ploSe rovnobéziniku b
tvofeného z vektorti d a b . o

a
Maji-li vektory v kartézskych soufadnicich slozky a :(ax,ay,az), b :(bx,by,bz), pak vektorovy

soucin ma slozky

ixb =(ab.—ab,, a,b,—ab.,ab,—ab,). (3.£.1)

z7y? X"z

Staci si pamatovat vztah tfeba pro x-ovou slozku, ostatni dostaneme cyklickou zaménou. Funguje
také nasledujici pomucka, jak si pamatovat, které slozky vektor(i se maji navzajem nasobit:

Vektory napiseme pod sebe, zakryjeme vZdy sloupec odpovidajici sloZce, kterou chceme pocitat a
nasobime , kiizem*:

a,, o)

b=(b,, b, b.)

Ziz(a

X

Jedno nasobeni je ,s plusem”, druhé ,,s minusem”. Pozor jen u y-ové slozky vektorového soucinu,
tam by bezmyslenkovitd aplikace uvedeného pravidla dala Spatné znaménko. Lze si pomoci tak, Ze
prvni sloupec (prvni slozky vektor() si prepiseme jesté jednou doprava a nasobime:

a (ax, , az) a,,

z X

b=(b. b, b.)b

142 |5><Zz'|=a asin0=0
143 Takze pozor: Na rozdil od skalarniho soucinu u vektorového soucinu zaleZi na pofadi vektord, které
nasobime.
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Dodatek 3.F: Modelovani pohybu druzice

Dodatek 3.F: Modelovani pohybu hmotného bodu
v centrdlnim gravitacnim poli

Numericky vypocet pohybu hmotného bodu, na néjz plsobi gravitacni sila (smérfujici do silového
centra), je jednoduchym zobecnénim toho, co uz zndme z kapitoly 2. Tam $lo o jednorozmérny pohyb
a ze souradnice a rychlosti v urcitém c¢ase ¢ jsme urcovali soutadnici a rychlost v ,,nasledujicim“ ¢ase
t+At:

v.(t+At) = v (t)+ a,-At

x(t+At) = x(t)+v, - At

Ve dvourozmérném pripadé jsou pfislusné vztahy stejné pro soufadnice xi y:

v (t+At) = v .(t)+ a, At
v,(t+A) = v, () + a,-At
x(t+At) = x(t)+v, - At
Wi+A) = y@)+v,- At

Navod v podobé algoritmu resp. pfimo pocitacového programu je pak:

Cyklus (opakuje se)

vxX := vxX + ax-At
vy := vy + ay-At
X = xX + vx-At

y =y + vy-At
t t + At
Konec cyklu

Samoziejmé v kaidém kroku cyklu musime urcit slozky zrychleni ze sloiek sily (a,=F,. /m,

a,= Fy / m); sila je pfitom ddna Newtonovym gravitaénim zakonem.

Konkrétni postup vypoctu v Excelu je soucasti dopliiujicich materiald.
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Dodatek 3.G: Vybrané jednotky a hodnoty konstant a velicin

V celém textu pouzivame jednotky SI, pokud neni feceno jinak. Pro pfipomenuti zde shrneme nékteré

jednotky a hodnoty veli¢in, na které jsme v kinematice a dynamice hmotného bodu narazili.

Jednotky
Velic¢ina Jednotka Dalsi jednotky, pozn. Pfevodni vztahy
K ; 1 AU = 1,496:10* m = 150-10° km
délka m m, Mm, {m, hm, pm, tm, 1ly =0,946-10*m = 10'®m
1pc=3,086-10°"m =3-10"°m

cas S hodina, den, rok 1den=86400s
rychlost m/s km/h 1m/s=3,6 km/h
zrychleni m/s? (nékdy se uZivaji nasobky g )
hmotnost kg g, mg, Ug, ...
sila N =

kg:m/ s?
hybnost kg-m/s
prace, energie 1= N-rzn =2 eV (akeV, MeV, GeV, TeV) leV=1,602-10"°)

kg-m?/s

, W=1J/s=
vykon kgm?/ s° (a mW, kW, MW, GW,...)
, 2/ 2 (pozor, rozmér je stejny jako u energie,

moment sily kg'm /s ale nevyjadtuje se v joulech)
moment hybnosti | kg:-m?/s

Fyzikalni konstanty

Konstanta

Znacka

Hodnota

rychlost svétla

C

299792 458 m/s = 3:108m/s

gravitacni konstanta

G (ve svétd)
K (v Ceskych

6,67-10" N-m?/kg? = 0,67-10"° N-m%/kg?

ucebnicich)
normalni tihové zrychleni g 9,80665 m/s®> = 9,81 m/s*> = 10 m/s?
8,854:102 F/m,
permitivita vakua € = 9x10° Nm?/ C2
4re,
Dalsi uzite¢né hodnoty
Nazev Znacka Hodnota
polomér Zemé Rz 6378 km = 6-10°m
hmotnost Zemé Mz 5,97-10%* kg = 6-10** kg
hmotnost Slunce M, 1,989-10° kg = 2-10% kg
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