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Kinematika a dynamika tuhého télesa

Postupme v nasem popisu svéta zase o kousek bliz k realité. Soustava hmotnych bodu jisté vystihuje
fadu situaci 1épe nez jeden hmotny bod’, ovéem prece jen — ve svété kolem nas vidime predev$im
télesa.? Pojdme se tedy vénovat tomu, jak mechanika popisuje télesa.

Situaci si ovSsem nejprve opét trochu zjednodusime a zidealizujeme. Nebudeme zatim popisovat
télesa typu ,gumovych had(“, plastovych sackd nebo gumicek do vlast, tedy télesa, ktera Ize lehce
ohybat, natahovat a deformovat. Samoziejmé, kazdé téleso se pfi zatizeni néjak deformuje?, ale tyto
deformace budeme zanedbdvat.

V této kapitole tedy budeme popisovat télesa, o nichz budeme predpokladat, Zze se nedeformuji
vlbec. Nazyvame je tuha télesa. Pfirozené, opét jde o model, idealizaci, o abstrakci — ale o idealizaci
velmi uZite¢nou. Zadné absolutné tuhé téleso na svété sice neexistuje, ale chovani fady redlnych
téles v mnoha situacich Ize popisem pomoci tuhého télesa velmi dobfe vystihnout.*

5.1 Tuha soustava hmotnych bodu

V predchozi kapitole jsme zavedli spoustu dilezitych veliin a vztah( pro soustavu hmotnych bodu.
Pfi pfechodu k tuhému télesu nam proto mulzZe byt soustava hmotnych bodl dobrym vychozim
bodem. Ovéem musi jit o soustavu né&jak ,podobnou” tuhému télesu.’

V jakém smyslu mlze byt soustava tuhému télesu podobna? Skutecnost, Ze téleso je tuhé, mizeme
vystihnout konstatovanim, ze

vzdalenosti mezi body tuhého télesa se neméni.

A ted uZ je vhodna soustava hmotnych bodi nasnadé. Budeme ji fikat tuha soustava hmotnych bodd.

Tuha soustava hmotnych bodl je soustava, v niZ se vzdalenosti mezi jednotlivymi hmotnymi body
v /6
nemeéni.

Podivejme se ted, jak charakterizovat polohu takové soustavy bodu.

! Systém Zemé-Mésic nebo dveé zavazi spojend lankem prosté jednim hmotnym bodem nepopiseme.

2 Stal, zidli, Sroubovak, bochnik chleba, notebook, détskou kacu... (Movitéjsi bézné vidi tfeba zlatou cihlu — ta by
byla dobrym pfikladem tuhého télesa, ale pro vétsinu uciteld mozna trochu vzdalenym kazdodennimu Zivotu.)

* pevny stul se lehce prohne, kdyz si na néj sedneme.

* Masivni stdl nebo silny Sroubovak jsou dobrym prikladem. U bochniku chleba uz popis pomoci tuhého télesa
nemusi vyhovovat, zaleZi na tom, jak velka sila pUsobi (a jak je bochnik ¢erstvy nebo zatvrdly). Na velikosti sil
ostatné zdlezi vidy: i odolny drahy notebook asi nevydrzi, kdyz ho prejede tank, i silny Sroubovak se da ohnout.
Takovéto extrémnéjsi situace zde nebudeme uvazovat.

ZaleZi samoziejmé i na tom, jak velkych deformaci si vS§imame. Pokud bychom byli schopni métit prohnuti stolu
o velikosti desitek nanometrd, tak asi zjistime, Ze se prohnul, i kdyZ na néj poloZime jen ten chleba nebo
notebook. KdyZz budeme popisovat pfedméty jako tuha télesa, tak to znamen3, Ze jsme se rozhodli jejich
deformace zanedbdvat, Ze budou ,pod nasi rozliSovaci schopnosti“.

> Hrst malych oblazk( hozenych do prostoru nebo slunecni soustava by zjevné nebyly pro tuhé téleso dobrym
vychozim modelem.

6 Tj. neméni se ani néjak ,,samovolné“ s ¢asem ani pod pusobenim sil (jak vnéjsich sil plisobicich na soustavu,
tak sil mezi body soustavy). Je jasné, Ze opét jde o idealizaci, ale znovu o idealizaci uzite¢nou. Tuhou soustavu
hmotnych bodud si miZeme predstavit jako hmotné body spojené pevnymi tyckami, ale tyckami, které maji
zanedbatelnou hmotnost.
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Stupné volnosti

Kolik ¢isel potfebujeme, abychom popsali polohu soustavy hmotnych bodd? Tento pocet’
oznacujeme jako pocet stupna volnosti.
V pfipadé obecné soustavy N hmotnych bodi potfebujeme 3N ¢&isel: (x;,¥,,z;) pro kaZdy bod.®

Pro tuhou soustavu hmotnych bodU je to ale mnohem méné. Pojdme popisovat polohu hmotnych
bod( pocinaje od prvniho:

N
e Pro prvni hmotny bod potfebujeme tfi Cisla: x,, y,, z,. e 3 1
e Pro druhy hmotny bod by to byla tfi Cisla, ale ta nejsou [ B
nezavisla, musi splnit podminku, Ze vzdalenost prvniho 1 [1_
a druhého bodu je pevné dana®— nezavisle tedy mazeme z,
zadat jen dvé Cisla. ' —~ >
Wi

e Pro tfeti bod by to byla opét tfi Cisla, ale ta musi splfiovat uz

dvé podminky (tfeti bod je pevné vzdalen od prvniho
i druhého bodu) — nezavislé je tedy uz jen jedno Cislo.

e Pro Ctvrty a dalSi body uz nemlZeme nezavisle zadat nic, jejich poloha je pevné urcena
vzdalenostmi od prvnich tfech bodd

Dohromady staci urcit 3 + 2 + 1 = 6 Cisel. Jinymi slovy,

tuha soustava hmotnych bodii ma Sest stupnt volnosti.

K poctu stupnd volnosti se miZzeme dopocitat i jinak:

e Urc¢ime polohu vybraného bodu tuhé soustavy hmotnych
bodi ev. tuhého télesa. (MUze jim byt napf. hmotny stred.)
Na to potfebujeme t¥i Cisla: x, y a z.

e Dale uréime smér, jaky ma néjakd osa pevné spojend se

soustavou bodd ev. s télesem. Na to stadi uz jen dvé &isla.™®

v

e Jeding, co ted stélesem resp. tuhou soustavou bodl

ZS? ys

miZeme udélat, je otodit ho o n&jaky thel'! - to je posledni,
uz jen jedno Cislo, kterym finalné zaddame polohu.

Dohromady opét 3 + 2 + 1, Cili Sest stupill volnosti. Jasné vidime, Ze pro tuhé téleso plati
totéz, co pro tuhou soustavu hmotnych bod(:

Tuhé téleso ma Sest stupn(l volnosti.

’ Tedy pocet Cisel resp. parametrd, které je nutno zadat, abychom jednoznacné urcili polohu soustavy
hmotnych bod(.

8 ;v e , o . v o .
To znamena, Ze obecna soustava hmotnych bodd ma 3 N stupnl volnosti.

? \/(xz _xl)z +(, _yl)z +(z, _Z1)2 =1y,

10 Napfiklad polarni soufadnice osy & a ¢ . (Nazorné si to miizeme pFedstavit na glébusu: Smér osy prochazejici

stredem gldbusu urcuji zemépisna Sirka a zemépisna délka.)
11 . . veps s v ;. vers v e .
Na obrdzku jsme ho oznacili jako o, otoéeni jsme tam vyznacdili spiSe jen symbolicky.
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Translacni a rotacni pohyb

Obecny pohyb, at uZ tuhé soustavy hmotnych bodd nebo tuhého télesa, mizeme rozloZit na dva
druhy pohybu: translacni (tedy posuvny) a rotacni (tj. otacivy).

Translacni pohyb je takovy, pfi némz osy spojené s télesem neméni
sv(lj smér.” Prosté a jednoduse Feceno, translaéni pohyb je takovy,
pfi kterém se téleso neotadi. Jeho pohyb v tomto pfipadé mizeme
reprezentovat pohybem jediného bodu télesa — mlizeme si vybrat
tfeba hmotny stred. Vlastné tak téleso nahrazujeme jednim bodem,

vnémz si predstavujeme soustfedénou vSechny jeho hmotnost.

Kinematice a dynamice takového pohybu jsme se jiz vénovali
v prvnich tfech kapitolach, takze vlastné ,mame hotovo”.

< 13 14

Rotacni pohyb je pohyb, pfi némz je jeden bod télesa pevny. To znamen3, -
7e rotace je vidy rotaci kolem néjakého bodu.* ﬁz

Rotacni pohyb je pravé tim, co je na kinematice a dynamice pohybu tuhych

téles zajimavé. Obecny popis rotace téles je ovsem trochu ndaroc¢néjsi
zalezitosti. My se v proto této kapitole omezime na nejjednodussi situaci — na / 7777777
rotaci télesa kolem osy, ktera je pevna jak v prostoru, tak v{ci télesu.

Nejdrive se ale podivame, jak vibec popsat rozlozeni latky v tuhém télese a na to, jak pro tuhé téleso
pocitat veli¢iny jako celkova hybnost, celkovy moment hybnosti a dalsi.

2 Safra, takhle vyjadreno to zni hrozné formalné. A to jsme jesté nedodali ,,...neméni svij smér vici soustavé,

Vv niz pohyb popisujeme; soustavu pfitom volime inercialni.”

B To znamena, e se tento bod nepohybuje v soustavé, v niZ pracujeme — tfeba vici stolu, na némz délame
pokusy nebo vici Zemi apod.

" Jeste upresnéni: Ten pevny bod nemusi byt nutné bodem uvnitr télesa. Tfeba pneumatika se miZe otacet
kolem svého stfedu, kde ale Zadny material pneumatiky neni. (Jde ale o bod, od néhoZ maji body pneumatiky
neménné vzdalenosti, jako by k nému byly pfipevnény , pevnymi nehmotnymi tyckami.)

B Matematicky se dad dokdzat, Ze rotace kolem pevného bodu je v kazdém okamziku rotaci kolem néjaké osy —
jenZe ta osa se mlze pohybovat (tj. natacet) jak v prostoru, tak vici télesu. Je vidét, Ze obecné neni popis
rotace télesa Uplné jednoduchou zélezZitosti. My se proto zde budeme vénovat jen jeho jednodussim aspektim.
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5.2 Od soustavy hmotnych bodd k tuhému télesu

Zatimco v soustavé hmotnych bod( je hmotnost soustfedéna do mist, kde se nachazeji jednotlivé
body, v tuhém télese si ji predstavujeme , spojité rozprostfenou” v celém objemu télesa.*

Latka v télese ovsem nemusi byt rozprostfena vsude stejné. Podobné, jako v soustavé hmotnych

bod miZe byt jeden bod téZsi a jiny leh¢i”’, mlze byt i v télese soustfedéno na jednom misté vic
hmoty® neZ na jiném. To znamena, Ze v rliznych mistech maze mit téleso rdiznou hustotu.

Hustota

ZkusSeni ucitelé tvrdi, Ze pojem ,hustota” patfi na urovni zakladni Skoly ktém obtiznym a hire
pochopitelnym. Je to zfejmé dano tim, Ze slovo , husty” se v béZném Zivoté pouZiva k oznaceni kvalit,
které nemaiji s fyzikalni veli¢inou hustota nic spole¢ného.™

Sk . y hmotnost Cax
Fyzikalné je hustota ddna pomérem —————. Pro celé téleso takto
objem
uréime jeho prdmérnou hustotu. Neni-li téleso homogenni, miZeme se

ptat, jaka je jeho hustota lokalné, v okoli néjakého bodu. Pokud si V

)

v okoli daného bodu ,vyfizneme” maly objem AJ’, jak to ukazuje
obrazek, a hmotnost daného kousku materialu je Am, je primérna /
hustota tohoto kousku latky

e Am

r)=—. (5.1)

,0( ) AV
Chceme-li znat hustotu opravdu lokélng, ,v daném bodé“, musime zfejmé objem AV zmensovat,
teoreticky aZ k nule. Definici hustoty latky v daném bodé ¥ bychom tedy formdalné matematicky
mohli zapsat jako

p(7) = lim — . (5.2)

Musime si ovsem uvédomit, Ze zde nejde o limitu funkce jedné realné proménné, spiSe zde
symbolem limity oznacujeme zmensovani objemu AV tak, abychom se dostali ,k jedinému bodu”.

®volné bychom mohli fict, Ze je tam latka ,,rozmazdna“. Znamena to, Ze v ramci této abstrakce ignorujeme
skutecnou ¢asticovou strukturu latek.

v Spravné bychom méli fikat hmotnéjsi a méné hmotny, ale snad zde méné formalni jazyk nevadi a je ndm
jasné, o€ jde. Konec konct, kdybychom danou problematiku vysvétlovali laiktim, tak také budeme pouZivat spis
terminy bézného jazyka; slovim ,lehci” a ,,téZs8i“ kazdy porozumi. (Na druhou stranu je jasné, Ze dospét

k pouzivani pfesnéjsi terminologie ma smysl. V beztizném stavu rozhodné nepozndme hmotné;jsi predmét tak,
Ze by nam tlacil na ruku vétsi silou. V tomto textu zamérné pouzivame jak volné;jsi jazyk a styl vyjadiovani, tak
presnéjsi formulace — s nadéji, Zze laskavého ¢tenare neurazi ani jedna varianta.)

18 Opét zde termin (tentokrat termin ,,hmota“) pouzivame v trochu vagnim a nepresném smyslu, tak jak se to

v béZné feci Casto déje. Prislovecny laskavy ¢tendr si samoziejmé mize terminy ,latka“, ,hmota“ a ,,hmotnost”
a jejich souvislosti vyhledat v néjakém vykladovém slovniku. Precizovat zde v tomto ucebnim textu néjaky az
filosoficky vyklad danych pojm(, kdyZz ndm jde o zavedeni zndmého pojmu hustota, by bylo trochu jako jit

,»S kandénem na vrabce”. (Pokud si to ¢tenari tohoto textu vyzadaji, tfeba zde k tomuto tématu ¢asem pridame
néjaky dodatek.)

9 Kdyz pfi vareni kase ,houstne”, tak se nezvétsuje jeji hustota, ale viskozita. Podobné kdyz je med ,husty”,
znamena to, Ze se hlfe micha, ma tedy opét vétsi viskozitu. Na druhou stranu, v uréitém obdobi oblibeny vyraz
mladé generace ,to je husty” nemél souvislost ani s hustotou ani s viskozitou...
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Navic zde opravdu pracujeme s (idealizovanou) predstavou, Ze latka je v télese ,spojité rozmazana“.
Kdybychom danou limitu provadéli ve skute¢né latce, pak na rozmérech fadu 10™ m bychom se
dostali do situace, kdy bychom se bud strefili do vnitfku atomového jadra a naméfili bychom
jadernou hustotu adu 10" kg/m*® %, nebo nékam do elektronového obalu, kde by byla hustota
mnohem mensi, neZ hustota béinych litek™. Takto méfend hustota latky by se tedy v rdznych
bodech lisila aZ o dvacet fadl, coZ je hodné daleko od nasi predstavy ,spojité rozloZzené hmoty*.
Redlné tedy, pokud nam jde o makroskopicka télesa, misto formalni definice hustoty (5.2) pracujeme
s pramérnou hustotou a objem AV volime tak velky, aby zahrnoval ,, dostate¢né velky kousek latky”,
aby se neprojevovala &asticova struktura.”? A hustotu jako funkci polohy bereme ,vyhlazenou“ &i
»Vvystiedovanou”, aby Slo uvnitf télesa o spojitou funkci.

Pro dalsi Uvahy a odvozeni se nam bude hodit jasny disledek definice hustoty (5.1):

Am = p(F)AV 2 (5.3)

Jak pracovat se spojitym rozloZenim latky, aneb od souctt k integraliim

U soustavy hmotnych bodl jsme uméli vypocitat nejriznéjsi veliciny pomoci souctu pres vSechny
body soustavy.?* Jak tomu bude pro téleso, kde je litka rozlozena spojité?

Princip si odvodime na ptikladu.”® Pfedpokladejme, e mame ty¢ délky / , v ni# hustota materidlu

zavisi na tom, jak daleko jsme od jednoho konce.?® Podél tyée S [ p=p(X) |
budeme méfit souradnici x, takze hustota bude funkci této ; —> X
soufadnice: p = p(x). Pfiény prarez tyée bude S . 0 I
Jak spotitat naptiklad polohu hmotného stiedu ty¢e?? Kdyby $lo o soustavu hmotnych bodi, které
by byly rozloZeny na ose x v mistech x; a mély hmotnosti m,, ’.”1 ° ”:fi o
pak bychom prosté pouzili zndamy vzorec pro souradnici (’) ¥ } > X
hmotného stfedu: '
mx, +mx,+...+m,x 1 &
xg =2tz it NON _—Zmixl- (5.4)
m m =1

kde m je celkovd hmotnost soustavy hmotnych bodu.

2% Uvadi se, e hustota je priblizné stejna pro vSechna atomova jadra a Cini asi 2,3-107 kg/m3.
?! y&tgina hmotnosti atomu je totiz soustiedéna v jadre. Nukleony jsou skoro 2000x tézsi nez elektrony a az na
vodik je jich v jadfe nejméné dvakrat vic neZ elektronid v obalu. Z toho midzZeme odhadnout, Ze primérna

hustota v elektronovém obalu je vice nez o tfi fady nizsi nez prdmérna hustota latky.
2 Eili redlné, aby obsahoval tfeba nékolik desitek molekul.

> Hustotu latky zde jiz v souladu s predchozimi ivahami chapeme jako spojitou (a ,,vyhlazenou®) funkci polohy,
takZe v tomto modelu se v limité AV — 0 dana pfiblizna rovnost stane rovnosti pfesnou.

*3lo napriklad o celkovou hmotnost, hybnost, moment hybnosti apod. Suma pres vSsechny body se vyskytovala
i ve vztahu pro polohu hmotného stfedu.

2 A aby to bylo jednoduché, zvolime jednorozmérny priklad.

2 Ty¢ mlze byt tfeba ze slitiny, jejiz sloZzeni se méni, jak postupujeme podél tyce. Jinym prikladem by mohla byt
»Stangle” salamu, ktery by ve vyrobné délali tak, Zze na jednom konci by byl ,,uherdak” a plynule by pfechazel
tfeba v gothajsky salam na druhém konci. (Tohle urcité nikde nedélaji, ale jako , prastény priklad“ je to snad
dostatecné nazorné.)

 pro homogenni ty¢ by byl samoziejmé uprostied tyce, jenZe nase ty¢ neni homogenni.
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Jak ,vybudovat“ analogicky vzorec pro tuhé téleso? Zkusme ,rozsekat” ty¢ na malé kousky délky Ax .*®
Objem kousku materidlu je AV =S Ax, jeho hmotnost, viz (5.3), Am
S |

i |
0 Ax

V analogii se vztahem (5.4) pro soustavu hmotnych bod( tedy mlzZeme polohu hmotného stredu

Am = p(x)AV = p(x) S Ax (5.5)

> X

urdit jako®

I 1
Xy = Z (p(\ kousku ) S A\) Xkousku = Z p(xkousku)xkousku SAx . (56)
m "pies m "pies
vSechny viechny
kousky" kousky"

Na kazdém kousku konecné délky ale jesté neni hustota presné konstantni, proto piSeme vzorec jako
pfiblizny. Je ale jasné, jak ho zpfesnime: Ty¢ budeme krajet na stale tenci a tenci platky, tedy budeme
délat limitu Ax — 0. Jak uZ jsme to vidéli vyse, pfi tomto postupu pFejde suma v integral, takze
vysledek bude

1 ]
X = ;jp(x)xsczx . (5.7)
0

Jak tento vysledek zobecnit na jina télesa nez tyce?

Viimnéme si, Ze v integralu v (5.7) mame vyraz S dx. Ten mzeme chapat jako ,nekone¢né malou”

analogii vyrazu pro kousek objemu: S Ax = AV . Je tedy pfirozené oznacit S dx =dV a chapat tak
I

integral v (5.7) jako integral pfes cely objem tyce: J.p(x)x Sdx = I p(x)xdV
0 pres objem tyde

Dospéli jsme tedy k novému typu integralu. Mohli bychom mu fikat ,integral pfes objem”; ve
skutecnosti se pouziva ndzev objemovy integral.

V tuto chvili pro nas neni pfiliS podstatné, jak se objemovy integral spocte ,technicky”, tedy jak

vydislime jeho hodnotu.* Podstatné je, abychom méli alespofi pfibliznou nazornou predstavu, e

objemovy integral je , soucet pres viechny kousky objemu télesa“.*

Vztah (5.7) pro polohu hmotného stfedu tyce zapsany pomoci objemového integralu ma tvar
1
Xy =— [px)xdv . (5.8)
my

Misto toho, abychom u integralu psali ,,pfes objem tyce“, napiSe se prosté symbol objemu a mini se
tim celé téleso. Z kontextu ovsem musi byt jasné, o jaké téleso se jedna.

*® podobné jsme postupovali v kapitole 3 pfi odvozovani impulsu sily. Tam jsme délili na kousky ¢asovy interval,
tady délime délku /. (Tfeba ,Stangli“ saldmu na jednotliva kolecka.)

» Seds vyznacena Cast vzorce odpovida poradi, v némz jsou jednotlivé ¢leny ve vztahu (5.4), na konci je poradi
¢lenl prehozeno, aby odpovidalo nasledujici Gpravé.

%% Strugné informace o objemovém integralu uvadi Dodatek 5.A; pocitat objemové integraly se naudite

v predmétu Matematické metody fyziky, po matematické strance si pojeti objemového integralu upresnite

v matematické analyze.

*1 0 néco presnéji: ,,soucet hodnot néjaké funkce (zavisejici na misté) ndsobené kouskem objemu pres vsechny
kousky objemu télesa”.
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Ziskany vysledek jde pfirozené zobecnit na libovolna télesa. Ve vektorovém zapisu ma pak vzorec pro
polohu hmotného stfedu tvar:

3 =i [p®)Far . (5.9)
V

A jak spocitat hmotnost télesa? Staci secist ,kousky hmotnosti” p(?)AV, coz provedeme
objemovym integralem

m = j p(F)dV . (5.10)
4

Obecné je tedy pfechod od vztahll pro soustavu hmotnych bodl ke vzorcim platnym v pfipadé
tuhych téles jednoduchy: Misto sumy je integrdl pres objem a misto hmotnosti jednotlivych bodl
¢len p(¥)dV . Priklady:

Veli¢ina Soustava Téleso Teleso
hmotnych bodu (zkraceny zapis*)
— N — — — = —_
Hybnost P=Y m, P=[p(F) 0(F)dv BP=[pvar
i=1 v 4
Moment = T =7 x( 07\ (7 A
oment L=>7x(mb,) L=[Fx(pGyo@)dv | L=[Fx(pD)dV
hybnosti il o ’ v
. L. N - -
Kineticka 7= Lo p2 T:J%p(r) vF)dV T:J.%p vidv
energie 2 v %

Ve ,zkraceném zapisu” samoziejmé muizZeme napsat i vztahy (5.9) a (5.10) pro polohu hmotného
stfedu a celkovou hmotnost:

Ty = Ip?dV, mz_[pdV
v v

1
m

Pozndmka: Obcas se Ize setkat i s dalsim zplsobem zdpisu, kdy se misto pdV v integralu piSe symbol dm,”

ale ten v naSem ucebnim textu nebudeme pouzivat.

3 »Zkraceny zapis” neni Zadny oficidlni ndzev, jen naSe momentalni oznaéeni — prosté nevypisujeme u vsech

veli¢in jejich zavislost na misté, ta je jasna z kontextu. Bez téch opakujicich se zavorek (#) jsou vztahy pfece

jen prehlednéjsi a |épe se pamatuji.

3 Napfiklad vztah pro hybnost télesa ma v tomto zépise tvar P :jﬁ dm, vztah pro hmotnost m = Idm . Tento
m m

zapis mze mit velmi dobry matematicky smysl (vzpomerite si na néj, az budete v matematice brat Lebesguetv

integral), ale momentalné by pro nas asi byl pfilis formalni a ne Uplné srozumitelny.

A pfi vypoctech nam v nicem nepomUze. Pokud se s nim setkate, tak si jej prosté ,prelozte” tak, Ze misto dm

budete psat pdV a misto symbolu m pod integralem (ktery znaci, Ze mame projit veSkerou hmotu télesa)

napiste prosté V' (které znaci, Ze mame projit cely jeho objem).
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5.3 Rovnovaha tuhého télesa

Nez prejdeme k dynamice, tedy k pohybu tuhych téles, podivejme se na jejich statiku. Kdy je tuhé
téleso v rovnovaze?

Je-li v rovnovaze, zjevné musi byt v klidu. To znamen3, Ze jeho hybnost i moment hybnosti musi byt
rovny nule. Tim padem jsou rovny nule i jejich ¢asové derivace — a podle prvni a druhé véty
impulsové® tedy musi byt rovny nule i celkova vnéjsi sila a celkovy moment vnéjsich sil:

. dpP _
P=0 = 7 =0 = FE =0
Tuhé téleso je v rovnovaze = i (5.112)
I=0 = L_y o jir=o
dt

Naopak plati, e pokud jsou celkova vnéjsi sila a celkovy moment vnéjsich sil rovny nule, neméni se®
s casem hybnost a moment hybnosti télesa. Jestlize tedy téleso bylo na zacatku v klidu (a tedy mélo

P=0alL=0 ), v klidu i nadale zlstane. V tomto smyslu jsou podminky

Ff=0, M*=0 (5.12)

pro rovnovahu tuhého télesa nutné i postacuijici.

Priklad 1: Jak p¥iSroubovat policku
Predstavte si, Ze mate policku, kterd se spodnim koncem opira
o zed a jeji horni konec je $roubem?® prichycen ke zdi. Sroub je
ve vySce d nad mistem, kde se policka opird o zed. Ve
vzdélenosti [ od zdi je na poliéce polozen néjaky predmét,
ktery ji tlac¢i doll silou mg . (Hmotnost policky zanedbavame.)

Jak velkou silou je $roub driici poli¢ku vytrhovan ze zdi?*’ mgl
Z podminky, Ze celkova sila je nulova, plyne, Ze

-mg+F =0 = F=mg a -F+F,=0 = F=F,.
Moment sil budeme poditat vic¢i bodu, v némz se poli¢ka opira o zed (v obrazku je to bod 0).
Zajima nas pfitom jen slozka momentu mifici ,,ven z obrazku”. Velikost této slozky M je

mgl—F,d=0. (5.13)

* Prvni a druhou vétu impulsovou jsme odvodili pro soustavu hmotnych bodd, ale plati i pro tuhé téleso.

(Na nazorné urovni nam to potvrdi Uvaha, pfi niz bychom si tuhé téleso predstavili rozdélené na velmi mnoho
velmi malych kouskd, které by na sebe puUsobily silami stejné, jako body v soustavé hmotnych bod(.) Prvni a
druhou vétu impulsovou budeme pfi praci s tuhym télesem bézné vyuzivat.

» Diky prvni a druhé vété impulsové.

3 Resp. spise alespon dvéma Srouby ve stejné vysce; obrazek predstavuje ez polickou.

7 To je docela praktickd uloha, jak potvrdi kazdy, komu nékdy hmozdinka pfilis nedrzela ve zdi. Pfedstavte si, Zze
na policku date vzacnou ¢inskou vazu dynastie Ming. (Jak vime z literatury, to neni Uplné levna zélezitost; a
potvrdi to i internet. Ted jsem vygooglil, Ze nejdrazsi porcelanovy poharek dynastie Ming byl v roce 2014
vydraZzen za 36 milion( dolar(.) No dobrd, feknéme, Ze mate na poli¢ce néco o trochu levnéjsiho, ale i kdyby to
byl ply$ak za 36 korun, stejné nechcete, aby se vam policka i s timto skvostem zfitila.
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Vysledek, ktery potfebujeme, dostaneme pravé z podminky, Ze moment vnéjsich sil na policku
pUsobicich je nulovy. Z (5.13) okamZzité plyne

F, = mgé % (5.14)

Podobné muzZete pocitat dlouhou fadu dalSich uloh tykajicich se tfeba Zebfiki opfenych o zed a
dalsich situaci. OvSsem pozor, nemyslete si, Ze naznacenym postupem vyresite vie!
Varovani: kdyzZ rovnic neni dost (aneb pozor na staticky neurcité ulohy)

Podminky rovnovahy (5.12) jsou soustavou dvou vektorovych rovnic, tedy Sesti rovnic pro slozky sil.
Je-li slozek sil, které mame urdit, vic, pak to z danych rovnic prosté nejde.*

Pokud problém, ktery feSime, neni tfirozmérny, ale je omezen na dvé F,

nebo tfeba jen na jednu dimenzi, je pocet rovnic jesté mensi. Prikladem |

=
A
mze byt ty¢, kterd je podeprena ve dvou bodech, jak ukazuje obrazek. K d, d, =

Mg

Pro uréenisil £, a F, mame k dispozici dvé rovnice: pro celkovou slozku A
sily ve svislém sméru (F, +F,—mg=0) a pro moment sil (-d,F,+d,F, =0, kdyZz moment

poditdme vidi stfedu tyce). Z téchto rovnic mazeme obé sily jednoznaéné uréit.*

Ovsem kdyzZ stejnou ty¢ podepfeme ve tfech bodech, situace se radikalné zméni. Mame pouze dvé
rovnice pro t¥i sily — takovato soustava nema jednoznaéné fedeni.*

MUlZeme se o tom presvédcit pokusem, kdyZ tyC zavésime na tfi Fl:? Fi%_?
siloméry. Podle toho, jak o trochu zvedneme nebo sniZime zavésy | ‘ " AI
silomér(, ukazou rtizné hodnoty.

mg

InZenyti takové problémy nazyvaji staticky neurcité ulohy — a ty vyse
uvedenym zplsobem opravdu fesit nejdou.

Samoziejmé, ve skutecnych konstrukcich napfiklad mostd nebo konstrukcich stroji se vidy zatizeni
néjak konkrétné rozlozi. TakZe ve skute¢ném svété kazda takova uloha jednoznacné feseni ma. Jak je
to moZné? Prosté proto, Ze readlné konstrukce nejsou tuha télesa! Napfiklad vyse zminéna tyc
poloZena na tfi podpéry se redlné o kousek prohne. Je tedy potfeba pocitat s vlastnostmi materialu
tyCe, s jeji tloustkou, vzit v ivahu, zda jsou vSechny podpéry ve stejné vysce apod. Jiz z této Uvahy
vidime, Ze rovnic bude podstatné vic a e fedeni takové Ulohy bude vyrazné sloZitéjsi.**

® Vidime, Ze by nebylo moc praktické mit svisly dil policky hodné kratky a policku samotnou velmi dlouhou,
tedy mit /[J d.Velkasila F, by mohla $roub ze zdi snadno vypacit.

Uvédomte si, Ze tady jde opravdu o princip paky. Pokud naopak potfebujete ze dfeva vytahnout zatvrzele drzici
hrebik, vezmete si pravé dlouhé klesté stipacky a oprete jejich Celisti blizko hrebiku. (Vazy dynastie Ming a jiné
cenné predmeéty asi predem radéji odklidite stranou.)

** Pro uréeni n nezndmych potfebujeme n rovnic.

“* Dotazeni této tlohy do vyslednych vztah( pro sily zde ponechavame na laskavém Ctenafi. (Schvalné, zkuste
to z hlavy. Jen tak pro legraci... © )

* Jinak fe¢eno, ma nekonecny pocet feseni.
*7de na staticky neurcité ulohy upozornujeme proto, abychom nepodlehli pocitu, Ze pomoci podminek pro
rovnovahu tuhych téles dokazeme resit vSechny statické problémy.
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5.4 Otaceni télesa kolem pevné osy

UvaZujme téleso, které se todi kolem néjaké osy.* Jak miZeme uréit rychlost, s niz se pohybuje
néjaky bod télesa?*

Pokud jde o velikost rychlosti, je odpovéd jednoduchda. Dany bod se pohybuje kruhovym pohybem.
Uhlové rychlost pohybu je prosté Ghlova rychlost @ otaceni télesa, polomér kruznice R je
vzdalenost bodu od osy. Velikost rychlosti je dana znamym vztahem v = wR .

Nam ale puljde i o smér rychlosti bodu. Proto budeme muset situaci popsat podrobnéji a také trochu
zobecnit pojem Uhlové rychlosti.

Uhlova rychlost

Téleso se otdci kolem osy 0. Smér osy budeme charakterizovat jednotkovym
vektorem V, jak to ukazuje obrazek.” Pocatek soustavy soufadnic umistime
na osu; polohovy vektor ¥ ukazuje polohu , kousku télesa” o hmotnosti m .
(Tento kousek si mlZeme predstavit jako hmotny bod — v nasem odvozeni
budeme obcas plynule prechazet mezi modelem tuhé soustavy hmotnych
bod( a tuhého télesa.)

Jak ukazuje obrazek, dany bod se pfi otaceni télesa pohybuje po kruznici.  »
Velikost uhlové rychlosti otaceni budeme oznacovat @ .

Jaky je polomér R kruZnice, po niz dany bod obih3, je vidét na podrobnéjsim
obrdazku vlevo. Z pravouhlého trojuhelniku vyznaceného na obrazku je zifejmé,

ie R =|17|Sina. Sinus Ghlu «, ktery sviraji vektory vV a ¥ mZeme vyjadfit

pomoci jejich vektorového soucinu. Plati tedy*:
R:|F|sina :|l7| |7| sina = |17><17|
Velikost rychlosti naseho bodu je
U = oR = oV x7| = |0V xF| (5.15)

Jaky smér ma rychlost U ? Je kolmd jak na osu 0 (tedy na vektor V), tak na polohovy vektor 7 . Ale

presné timto smérem mifi vektorovy soucin v x7 | To znamena, ze mUzeme psat U = v x7 .

Ted' uz se pfimo nabizi, definovat vektor uhlové rychlosti jako

D= oV (5.16)

* Tteba détskou kacu, kolo od bicyklu nebo zemékouli.

o Tedy tfeba bod nakresleny na povrchu détské kaci (ale klidné i uvnitf ni), bod na pneumatice nebo , loukoti”
kola apod.

* Jen pro pfipomenuti: v je fecké pismeno ,ny“. (Tento symbol se pro vektor ve sméru osy pouziva, tak pro¢
bychom ho nepoutzili i my.) ProtoZe jde o jednotkovy vektor, plati |‘7’| =1. Orientace vektoru v odpovida
pravidlu pravé ruky: jestlize osu obejmeme pravou rukou tak, Ze prsty ukazuji smér otaceni, palec ukazuje smér
vektoru v .

e Vyuzivame toho, Ze v je jednotkovy vektor.

* Snadno se presvédcéime, Ze tento vztah dobre popisuje i orientaci vektoru rychlosti.
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Uhlova rychlost tedy odted pro nas bude vektorem. Smér tohoto vektoru

udava smér osy otaceni®®, velikost udava velikost Ghlové rychlosti: @ = |(T)| .

Rychlost bodu o polohovém vektoru 7 je (viz (5.15) a nasledujici odstavec):

U =@x7r (5.17)

Polohovy vektor pfitom zacina v néjakém bodé na ose rotace. 4

Moment hybnosti pfi rotaci kolem pevné osy

Veli¢ina, ktera je pro charakteristiku rotace télesa velmi uZitecnd, je moment hybnosti. Spocteme jej
pro rotujici tuhou soustavu hmotnych bodd.*

Polohovy vektor i-tého hmotného bodu budeme znatit 7, jeho rychlost 5i, hmotnost m;. Rychlost

tohoto bodu je U; = @x7,, jeho hybnost p, = m;U; = m; @x7. a moment hybnosti tedy

L = ij = imiﬁx(a_jx';), (5.18)

L =imi7ix(a7xf>=im,- & (7 1)~ 7, (7 - @) =wimi(17rf—?(2-17)) (5.19)

Vidime, Ze vysledek je docela sloZity, proto se jim vtéto obecnosti ted nebudeme zabyvat.>
Misto toho prozkoumame jednodussi véc — jaky je priimét momentu hybnosti do sméru rotacni osy.

Oznatime ho tfeba symbolem L .>

ProtoZe jde o primét do sméru V , dostaneme L, nasobenim vektoru L jednotkovym vektorem V :

N N
L=LV=0ym(Vi-iFE V)7 =oym| N5 -G 7)FE7) | =
i=l i=1 —_

1 (5.20)

*® A také orientaci otaéeni.

9 Vypocet provadime pro soustavu hmotnych bod( Cisté proto, Ze pro nés asi bude jednodussi a ndzornéjsi mit
ve vypoctech sumu pres vsechny hmotné body nez objemovy integral. (Jste-li uz na objemové integraly zvykli,
provedte si nasledujici odvozeni pfimo pro tuhé téleso, princip je samoziejmé naprosto stejny.)

>0 yyraz 7. x(@x7.) je tzv. dvojny souéin; strucnou informaci o ném najdete v Dodatku 5.B.

. vyuZitim pravidla ,,bac minus cab“, viz Dodatek 5.B.

52 . . P v v v . . . . v
Nechame si ho do druhého roc¢niku do predmétu Teoretickd mechanika. (Povede na krasnou véc zvanou
tenzor setrvacnosti, to si ale opravdu nechame az o ro¢nik pozdéji.)

53 . . , v v . o v v —
Index ,,0“ symbolizuje osu o. Také ho Ize oznadit L17 , protoze jde o pramét do sméru v .
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Vyrazu rl.z —(17;-17)2 na pravé strané (5.20) lze dat nazorny geometricky smysl, viz R

obrdazek vpravo.

,Rar |7Vl

.-V je totiz pramétem vektoru 7; do sméru v, takze Usecky délek |i7ll7

tvofi pravouhly trojuhelnik. Z Pythagorovy véty plyne, Ze )
i =F-v) = R?,

kde, jak vidno z obrazku, R; je vzdalenost bodu od osy o. Vztah (5.20) pro prdmét momentu hybnosti

do osy tedy mlzZeme zapsat velmi jednoduse:

N
L=0) mR’ (5.21)
i=1

Vidime, Ze v souctu na pravé strané jsou jen véci tykajici se samotného télesa, tj. hmotnosti jeho
bodu resp. Casti, a jeho geometrie, tedy toho, jak daleko jsou dané body od osy.

Je tedy rozumné ,celou tuto véc” vazici se k télesu a jeho polohy vici ose rotace néjak oznacit a
nazvat®. Oznacime ji

N
J, =D mR’ (5.22)
i=1

a budeme ji nazyvat moment setrvacnosti vzhledem k ose o.

Primét momentu hybnosti do sméru osy je pak dan jednoduchym vztahem

L =J o. (5.23)

*To je ostatné celkem bézny postup: ¢ast slozitého vzorecku oznacit néjakym symbolem a pracovat dal s timto
symbolem, s touto veli¢inou. Vzorecek se tim vétSinou vyrazné zjednodusi a zprehledni.

Ptitom, kdyzZ se to déla rozumné a s dostatecnym vhledem, nelze tento postup oznacit za néjaky ,, podfuk”.
Casto to pom(iZe ve vécech se lépe vyznat, souhrnné popsat jejich vlastnosti a vystihnout jejich vlastnosti a
chovani na hlubsi drovni.

Popravdé receno, stejny pristup vyuzivame dnes a denné i v bézném Zivoté. Kdyz tfeba v auté vybidneme fidice
zacatecnika ,prefad na trojku”, tak je to kratké, rychlé a je tomu rozumét. Kdybychom méli pokazdé
vysvétlovat ,seslapni spojku, pravou rukou dej fadici paku nejprve na neutrdl a potom na trojku [a jesté
vysvétlovat, kterym smérem ma fadici paku posunovat] a pak pust spojku [pfipadné vysvétlovat, co znamena
pustit spojku]”, tak pojede s motorem vyjicim na dvojku jesté hezky kus cesty.

Zkratka, nové nazvy ¢i pojmenovani, resp. obecnéji nové koncepty (ve fyzice mize jit i o nové a veliciny)
—jsou-li vhodné navrZené — nam pomahaji o svété a déjich v ném mluvit a pfemyslet jednoduseji, prehlednéji,
s vétsim nadhledem a pfispivaji k lepSimu pochopeni.
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5.5 Moment setrvacnosti

Moment setrvacnosti tuhé soustavy hmotnych bodl je dan vztahem (5.22). Pro tuhé téleso plati
analogicky™

J, = j PRV (5.24)
4

PFi vypoctu momentu setrvacnosti konkrétnich téles nemusime vidy pocitat objemovy integral jako
trojny integral, staci kdyz ,slozime” celkovy moment hybnosti z pfispévk( jednotlivych c¢asti télesa.

Pojdme si tento postup ukdzat na nékolika jednoduchych télesech.

Momenty setrvacnosti vybranych téles

Ve vSech dale uvedenych pfipadech pljde o télesa homogenni; moment setrvacnosti budeme
oznacdovat prosté J .*°

Hmotny bod

Jaky je moment setrva¢nosti hmotného bodu o hmotnosti 71, jeho? vzdalenost od osy

m
otaceni je R ?* Ve vztahu (5.22) zbude jen jediny ¢len, co? znamend, ze bude T’
J =mR*. (5.25)
Tenka obruc
Ted nam pljde o moment setrvacnosti tenké obruce o poloméru R a celkové 0 m
hmotnosti m . Z jakych pfispévkQ, tedy z jakych ¢asti mGZzeme celkovy moment “
setrvacnosti obruce slozit? Na jaké ¢asti mUZeme
Am obru¢ (myslenkové) rozdélit?

m

Am Obrazek vlevo ukazuje pohled ze sméru osy 0. Obru¢ rozdélime na malé

kousky o hmotnostech Am . Vzdalenost vSech kouskd od osy otaceni je
Am stejnd; je to polomér obruce R .*® Kousky obru¢e mézeme povaZovat za
hmotné body. Moment setrvacnosti kazdého kousku je tedy podle vztahu

(5.25)

AJ = AmR* .

Nyni uz zbyva jen secist viechny p¥ispévky>’:

2 2 2
J = E AJ = E AmR* = ( E Am) R’ = mR (5.26)
pfes vSechny pres viechny pies viechny
kousky obruce kousky obruc¢e kousky obruce

> Podrobnéji (s vyznacenim zavislosti na poloze) bychom psali J, = J-p(F)RZ(F) dav .

4
*® Budeme vypoustét index o.

>’ Redlné mize jit o malé téleso pripevnéné velmi lehkou tyckou (tj. tyckou zanedbatelné hmotnosti) k rotacni ose.
58 . . v . v , v . v , . . ..
Na obrazku jsou vyznaceny jen nékteré kousky obruce a jen o nékterych je napsdna jejich hmotnost.

> A ze souttu vytknout spolec¢ny Cinitel R? a setist hmotnosti véech kouskd — coz samoziejmé da celkovou
hmotnost obruce.

13



K prednasce NFUF101 Mechanika prozatimni ucebni text, verze 0
5 Kinematika a dynamika tuhého télesa Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2016-2020
5.5 Moment setrvacnosti

Tenky disk 0 ‘

Prejdéme k néemu nepatrné sloZitéjsimu®, a sice k homogennimu disku
o poloméru R a celkové hmotnosti m . Tloustku disku budeme zanedbavat.

Disk rozdélime na casti, jejichz momenty setrvacnosti uz zname — na tenké obruce. Na obrazku vlevo
m je vyznadena jedna takova ,obru¢“ o poloméru r a Sifce Ar. Obruc
A Am pfitom volime hodné tenkou, to znamen3, Ze je ArJ r. Plocha obruce

(nahlizeno shora, ze sméru osy) je

. AS = 27zrAr !

AS
Hmotnost dané obruce je ziejmé Am:?m, kde S =7R’ je plocha

celého disku.® Je tedy

_ 2mrAr 2m

Am —m = —err
7R R

a moment setrvacnosti obruce:

A = Amr* = ;_1421 > Ar

Celkovy moment setrvacnosti disku ziskame ,,poscitanim pre vSsechny obruce”, tedy integraci:

R
2m 2m| 2m R* 1
J=—’?Ir3dr=—n;r— =—n:—=—mR2
R 3 R | 4], R 4 2
Moment setrvacnosti tenkého homogenniho disku je tedy
| R
J = EmR (5.27)

Valec

Jak tomu bude s homogennim valcem o poloméru R, vysce h a celkové hmotnosti m ? Valec

mUZeme rozfezat na tenké disky, kazdy o hmotnosti Am . Moment ol m

setrvacnosti kazdého takového disku bude AJ = %AmRZ. Celkovy moment -
R
setrvaénosti ziskame poséitanim pies viechny disky — ale protoze R* je pro

vsechny disky stejné, miZeme je vytknout, a scitame tak vlastné hmotnosti
Am . Vysledkem je celkovd hmotnost valce m . Moment setrvaénosti vélce je
proto ddn stejnym vztahem (5.27) jako moment setrvacnosti disku.

% kde u# pfi vypoctu budeme muset integrovat.
* Jde o plochu mezikruzi: AS = 7(r + Ar)’ — 21 = 2(r* + 2rAr +(AF)?) — 71r° = 27rAr =27rAr.
Clen 7(Ar)* zanedbévame oproti 27z7Ar, protoze 2zrAr+ z(Ar)’ = 2zrAr (1+ L Ar/r) aje Ar/r( 1.

Rychlejsi, ale méné presné odvozeni plochy: Délka ,,pasku” (vnitfniho obvodu mezikruzi) je 277, Sitka tohoto
pasku je Ar. Plochu spocteme stejné jako plochu obdélnika (i kdyz tady je ,,zakrouceny”) jako délka krat Sitka,
tedy 277 - Ar. (Tato predstava je nazorna a dobre se pamatuje; pro tenké ,prouzky” dava dobré vysledky.)

% Jeto proto, e disk je homogenni; zkuste si rozmyslet, jak byste vztah pro Am podrobné zdiivodnili nékomu,
komu by to nebylo zfejmé. (MUZete pritom vyjit z objemu obruce a z hustoty disku; tu spoctete z celkové
hmotnosti a z celkového objemu disku.)
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Koule

Pro moment setrvacnosti homogenni koule o poloméru R a celkové hmotnosti 7 zde uvedeme
jenom vysledny vztah®:

J - % R (5.28)

Odvozeni najdete v Dodatku 5.C.

Tyc (kdyZ osa prochazi jejim koncem)

Mé&jme homogenni tenkou ty¢ délky / a hmotnosti m , kterd se otdéi kolem osy prochézejici koncem

tyCe. (Osa je pfitom kolma na ty¢.) Moment setrvacnosti kousku tyce 0 Am

délky Ax, ktery je vzdalen x od osy je* T

1
L

0 X Ax 1 X

A = Amx* = (%ijxz = ?szx

Celkovy moment setrvacnosti dostaneme opét integraci,

J=—ml (5.29)

Tyc (kdyz osa prochazi jejim stfedem)
A co kdyZz se uvedend ty¢ otdci kolem osy prochazejici jejim stfedem? Jeji moment setrvacnosti
mUlzZeme spocitat jako soucet momentl setrvacnosti jejich dvou polovin: tedy tyci délky l/2 a

hmotnosti m/2 . Vysledek je

J=—ml’ (5.30)

® Je zajimavé véimnout si, Ze ve vztazich pro moment setrvaénosti, které jsme dosud odvodili, je vidy mR? krat

néjaka konstanta. Ta zalezi na tvaru télesa. Jina by byla téz pro nehomogenni télesa. Napriklad pokud by
hustota pobliz stfedu koule byla vétsi, nez pobliz jejiho povrchu, byl by ve vztahu (5.28) koeficient o néco mensi
nez 2/5. (Tak je tomu napf. v ptfipadé zemékoule.) Rozmyslete si, proc tato kvalitativni Gvaha plati — tj. pro¢

v tomto pfipadé neni koeficient naopak vétsi nez 2/5.

* zde uz nezdlrazriujeme, Ze Am je hmotnost daného kousku tyce a ta Ze je Umérna délce tohoto kousku.
®Tedy J =2-1(m/2)-(1/2)*.
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5.6 Energie rotujiciho télesa

KdyZ se tuha soustava hmotnych bodU otaci kolem osy uhlovou rychlosti @, pak hmotny bod, jehoz

vzdalenost od osy je R,, se pohybuje rychlosti v, = @R, . Jeho kineticka energie je tedy®®

2 1 2 _ 1 2 2
= 3mi(a)Rl-) —EmiRi a .

1
2 M U;
Celkova kineticka energie rotujici soustavy hmotnych bodu je dana souétem

N

N N
_ 1 2 _ 1 2.2 _ 1 2 2 _ 1 2
T = E;mivl- —72 ml.Rl-a) —7(2 ml.Rl- ja) —7](0
i=1 i=1

i=1

Stejny vysledek plati i pro tuhé téleso.”’ Vidime, Ze pro tuhou soustavu i pro tuhé téleso je jejich
energie pfi otaceni kolem osy

T =1J&’ (5.31)

2

Roztoeny setrvaénik maze dodavat energii tieba détskému auticku®, ale i né¢emu ,festovnéjsimu®.
Naptiklad v tokamaku JET®, potiebuji ve $pitkach pFikon pfes 1000 MW, a tolik jim anglicka
elektricka sit neda. Tak tam maji dva setrvacniky, kazdy o priméru 9 m a hmotnosti 775 tun. Ty se
»malymi“ elektromotory (o pfikonu 8 MW) roztoci na 225 otadcek za minutu. Kazdy setrvacnik pak
miZe dodat 3,75 GJ energie’®; $pitkovy vykon je 400 MW. To neni zrovna malo...

Je uZite¢né porovnat vztahy pro hybnost, moment hybnosti a kinetickou energii pro translacni a
rotacni pohyb:

hybnost,

. kineticka energie
moment hybnosti &

translagni pohyb T = %mv2

<

m

&~ | ™ol
I

=J T =1J0?

rotacni pohyb 1

S

Je vidét, Ze roli, kterou hraje u translacniho pohybu ,obyéejna“ rychlost, hraje u rota¢niho pohybu
Uhlova rychlost. Roli, kterou ma u transla¢niho pohybu hmotnost, hraje u rota¢niho pohybu moment
setrvacnosti.”

60 m, je hmotnost daného hmotného bodu.
*” 0dvodili bychom ho podobné, s¢itanim kinetickych energii kousk( télesa:
T=[1pv’adV =1 p(Roy’dV =4([ pRdV) &’ =1J -
Vv Vv Vv

% Jak si snad pamatujete z détstvi, auticko na setrvacnik ma mnohé vyhody: dojede dal nez auticko bez
setrvaéniku a nepotiebuje baterie (a dokonce ani internet ©). Navic se da rozebrat, a je tam vidét ten
setrvacnik i prevod ozubenymi kolecky. (Chapu, Ze srdce budouci kosmeticky nad tim asi nezaplesa tolik jako
srdce budouciho mechanika nebo strojare, ale stejné je to krasa — pro déti a nejen pro né.)

® Joint European Torus v anglickém Culhamu.

® Ovétte si, Ze to odpovida vztahu (5.31). Nezname sice presné rozlozeni hmotnosti v setrvacniku, ale na
webovych strankach tokamaku je napsano, Ze vétsSina hmotnosti setrvacniku je soustfedéna na jeho obvodu.

" Navic se diky uvedené analogii vztahy Iépe pamatuji.
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5.7 Steinerova a Kénigova véta

V této casti kapitoly zjistime, jak se daji moment setrvacnosti a energie pohybujiciho se télesa pocitat
v obecnéjsich pfipadech, nez jsme to uméli dosud.

Steinerova véta

Momenty setrvacnosti téles jsme dosud aZ na jedinou vyjimku pocitali vici
osam prochazejicim stfedem télesa. Co kdybychom ale chtéli spocist moment
setrvacnosti naptiklad vici ose, ktera prochazi okrajem disku nebo vélce?

Nastésti uvidime, Ze staci zndt moment setrvacnosti vici ose prochazejici
hmotnym stfedem — a budeme umét uréit moment setrvacnosti vici libovolné ose s ni rovnobézné!

Vzdalenost obou o0s oznacime RS, moment setrvacnosti vi¢i ose
prochazejici hmotnym stfedem (osa o, na obrazku) budeme znacit Jg,

moment setrva¢nosti kolem osy o ozna¢ime prosté J .’

Moment setrvacnosti vzhledem kose o je dan vztahem (5.22), tedy

J = Zmi R? . Moment setrvagnosti vzhledem k ose o, bude
i=1

N ~
=>mR?, (5.32)

i=1

kde R; je vzdalenost bod(i od osy o . Vzdjemnou polohu bodu a obou os Ize dobfe vidét pfi pohledu
»shora“, ze sméru danych os. Pfi tomto pohledu vlastné vidime priamét do
roviny kolmé na osy. Na obrazku jsou pozice vyznaceny vektory — jde o vektory

kolmé k danym osam.”* Vektorem je vyznaéena i poloha hmotného stiedu .S
vici ose 0. Z obrazku je vidét, Ze pro dané vektory (tak jak jsme je definovali)

plati

>Uu

R =R, + (5.33)

v 2 > D oy v . o v. .
Protoze R =R,-R;, miieme vztah pro moment setrvacnosti vici ose o napsat jako

N N
J = Zmi Rl-2 = Zmi R; - R, . Dosadime do né&j (5.33) a budeme déle upravovat:

i=1 i=1

m R R Zm(R L R)- (R, +R)_Zm(R R 42B. R+ R-R) =

1
i=l1

<
I
,MZ

=
@
w
Ko

> mi (R’ +2Rs R+R)—ZmR +2Zm RSR+ZmR2
= i=1
M 2 3)

Il
Mz

I
LN

{

72 Chcete-li, znacte ho jako JO , ale zde uz budeme Setfit pismenka...

& Vypocty budeme opét provadét pro tuhou soustavu hmotnych bodud (sumy jsou pro nas asi stale jesté
nazornéjsi nez objemové integraly), vysledek samoziejmé bude platit i pro tuhé téleso.

" Znatime je velkymi pismeny, abychom je odlisili od polohovych vektor(. Fakticky jde o priméty polohovych
vektord do roviny kolmé na osy.
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Podivejme se na jednotlivé ¢leny na pravé strané (5.34). Prvni ¢len (vyznaceny zelenou barvou a
symbolem (1)) mGzeme upravit jako”
N N
D> mR = (Zm,)RSZ = mRg’, (5.35)
i=1

i=1

N
kde m = Zmi je celkova hmotnost soustavy hmotnych bodd.
i=1

Treti Clen (oznaCeny (3) a modrou barvou) je momentem setrvaCnosti Jg vzhledem kose

prochazejici hmotnym stfedem, viz (5.32):

N ~
> mR? =Jg (5.36)
i=1

Druhy ¢len (2) vypada nejvice komplikované’, ale i s nim si poradime. MdZeme z néj vytknout

spolecny faktor ES , tedy pfepsat (2) na tvar

— N
2> m;Rg-R, = 2Rg- > mR, (5.37)

Vyraz (*) ovéem pfipomind vztah pro polohu hmotného stiedu. Vskutku’’, poloha hmotného stfedu

1 N
je 7 :—Zm[?j, z ¢ehoz
m

N
i=1
me ‘

i

=
Il
3

wit

(5.38)

I
—_

V nasem pfipadé mame prdméty polohovych vektorl do roviny kolmé na osy; pro tyto priiméty musi

N
platit totéz, co pro polohové vektory, tedy Zml.Rl. = mRS.78A jesté si musime uvédomit, Ze ve

i=l1
vztahu (5.37) jde o ,vektory s vinkou”, tj. vektory, které vychazeji z bodu S (viz obrazek u vztahu (5.33)).
Je tedy

ol

= mR; (5.39)

N
Z m;
i=1

Vektor R urcuje polohu hmotného sttedu’ — oviem vi&i kterému vychozimu bodu®’? Prece vadi

bodu, v némi zacinaji vechny vektory R;, tedy vG¢i bodu S! MizZeme Fici, Ze vektor R, urcuje
polohu hmotného stfedu viéi hmotnému stfedu. To znamenad, Ze zacind i konéi ve stejném bodé,

— N —
jinymi slovy, Ze je Ry =0. Z (5.39) pak plyne, Ze Zml.Ri = 0 a z (5.37) potom, ze cely clen (2) v
i=1

(5.34) je roven nule!®

& Obsahuje totiz faktor RS2 spole¢ny pro vSechny body.
’® Mozna by se nam libilo, kdyby zde vibec nebyl nebo néjak zmizel... No, uvidime.

7 Poznamka Uplné nefyzikalni: Kdy jste naposledy rekli ,,vskutku“? A je to takové pékné, trochu uz starosvétsky
znéjici slovo. A na zacatek této véty se fakt (=vskutku) hodi. © (Pozn.: Tuto nefyzikdlni pozndmku mizete Gplné
ignorovat. Radéji sledujte, jak si poradime s tim ¢lenem (2).)

’® Tento vztah dostaneme primétem (5.38) do roviny kolmé na osy.
79 o v . .

V primeétu do roviny kolmé na osy.
% Tj. kde zatina vektor R ?

8 Tak prece! Hura!
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Ze vztahu (5.34) tedy dostavame vysledek v jednoduchém a elegantnim tvaru:

J =mRS+J (5.40)

Tento vztah je znam pod nazvem Steinerova véta.

Priklad 2: Moment setrvacnosti homogenniho valce vici ose prochazejici po jeho povrchu

Moment setrvacnosti valce vici ose prochazejici hmotnym stfedem je

(viz (5.27)) J¢4 = %mR2 . Moment setrvac¢nosti vici ose o (viz obrazek)

je podle Steinerovy véty

J=mR’+J;=mR’+imR’ = ZmR’ (5.41)

3
2
Tento moment setrvacnosti se uplatiiuje, napfiklad kdyZ se vélec vali po podloZce; vtomto
pfipadé se vdaném okamziku otaci kolem primky, v niz se dotyka podlozky.

Ko6nigova véta

Vyse jsme odvodili vztah (5.31) pro energii télesa rotujiciho kolem dané osy: 7' = %Ja)z. Co kdyzZ ale

282

téleso rotuje a soucasné se pohybuje v néjakém sméru?° Jaka je jeho celkova kineticka energie?

Kupodivu vysledny vztah bude docela jednoduchy. Potfebujeme pro néj
znat rychlost pohybu hmotného stfedu télesa (budeme ji oznacovat vy ) a
jeho moment setrvacnosti vici ose otaceni prochazejici hmotnym

stredem (ten v souladu s vy3e zavedenym znacenim bude oznacen Jy).

Uhlové rychlost otaceni bude @ . Hmotnost télesa znaéime m .

Kinetickou energii budeme opét pocitat pro tuhou soustavu hmotnych

bodd. Rychlost i-tého bodu bude déna souctem jeho rychlosti diky rotaci, v; ., =

a rychlosti hmotného stfedu U :

U

U, = Ug+ U, = Ug+ OXF, (5.42)
Celkova kineticka energie soustavy hmotnych bodl je
N s N N . _
T=)Imv =) im0, v, = Z%mi(vs + OXT)-(Ug+ @XF) = (5.43)

(O] (2) (3)
V prvnim ¢lenu na pravé strané vytkneme US2 a dostaneme %mvs2 . Tfeti ¢len je kineticka energie

odpovidajici rotaci. Jednodu3e je to vidét, kdyZ do (5.43) dosadime v = 0; v tom pfipadé téleso

%2 7o znamena, 7e se pohybuje soucasné transla¢nim a rotacnim pohybem.

% pozor! Polohové vektory ted bereme vic¢i hmotnému stfedu S. (Vztah (5.17) plati, kdyZ pocatek vektoru je na
ose rotace.) Proto, v souladu se zna¢enim uzitym v odvozeni Steinerovy véty, znacime polohové vektory

s vinkou.
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rotuje kolem nehybného bodu S a v (5.43) zbude pravé jen treti ¢len. Vzorec pro kinetickou energii
rotujiciho télesa ale uz zname (viz (5.31)), takze ¢len (3) v (5.43) mUzZzeme psat jako

N
Z m. (&%
i=1

Druhy ¢len v (5.43)% maZeme upravit tim, Ze vytkneme faktory, které jsou pro véechny body stejné®:

) =

o[~
<~
o=

N
Yot (5.44)
i=I

M-

N N
mUg (OXT.) = 5S~Zmi(67)x17i) = 5S-(a3x2mil7ij (5.45)
i=1

i=l1

N
Ovsem Zmlfl =m FS =0, protoze 74 =0 .2 To znamena, 7e cely ¢len (2) v (5.43) je roven nule.

i=1

Kineticka energie tuhého télesa, které kona jak translacni, tak rotacni pohyb, je tedy

T =Smug+2J @ (5.46)

Tento vysledek se nazyvd Konigova véta.

Priklad 3: Kineticka energie valiciho se valce

Jaka je kinetickd energie homogenniho valce, ktery se vali po podloZce, jak to

ukazuje obrazek? Predpoklddame, Ze se valec vali bez prokluzovani. To v
znamend, Ze mezi rychlosti pohybu valce v a udhlovou rychlosti @ plati W
vztah v = Rw . Rychlost pohybu hmotného stfedu vélce je pfimo rychlost v, 777777y

moment setrvac¢nosti vélce vici ose vélce je J = %mR2 . Dosazeni do Konigovy véty (5.46) dava

2
_ 1 21 2 _ 1 2 1(1 2\| V| _3 2
T = Emv + 3JC() = EmU + E(EmR )(E) = va . (5.47)

Jinym zplsobem muizZeme tento vysledek odvodit ze Steinerovy véty. Pri valeni se totiz vélec
v kazdém okamziku otaci kolem pFimky, v niz se dotyka podlozky. (Na obrazku je dotek vyznacen

bodem D.) Moment setrvacnosti vzhledem k této pfimce je Jp :%mRsz, viz (5.41). Kineticka

energie jetedy 7' = %JD @ = mv?.

1 3 2 2 _ 3 2
E'EmR w —Zm(Ra)) =

AW

Vidime, Ze kinetickou energii pfi valeni mizZeme vypocitat bud' z Kénigovy, nebo ze Steinerovy
véty.¥

Vysledek, ktery jsme odvodili, mGzeme vyuzZit napriklad pfi uréeni, jak rychle se vali védlec po
naklonéné roviné. Ukaze to nasledujici priklad.

8 Zase je takovy komplikovanéjsi... Bylo by pékné, kdyby také vysel roven nule, zZe?

® Na prednasce ze studentskych fad zaznél vystizny popis, jak to udélat: ,,vSechno, kde neni i [minéno index i],
vytkneme!”.

% Jde opét o ,polohu hmotného stfedu viié&i hmotnému stfedu*- viz diskuse v odstavci za vztahem (5.39).

¥ Jenom pozor, abyste nékdy napfr. ve stresu nepouzili obé véty naraz, tedy nedosadili do Kénigovy véty
moment setrvacnosti vici jiné ose, neZ té, kterd prochazi hmotnym stfedem. To by dalo nesmysl.
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Priklad 4: Valec, obruc a jojo, které se vali po naklonéné roviné

Predstavte si valec na naklonéné roviné. Na zacatku bude jeho

rychlost nulovd. Jakou rychlost valec dosahne, kdyZ jeho tézisté p

klesne o vysku A ?%

Re3eni je jednoduché. Potencidlni energie poklesne o mgh a

y v . . .. 3 . y P
tento pokles se preméni na kinetickou energii vaz, viz predchozi priklad. Je tedy

mgh = %mvz. Odtud
v = ggh (5.48)

To je sice mensi rychlost, neZ kdyby za ndmi bez tfeni klouzal kvadr (bylo by v, ., = /2gh),

ale prece jen, nemohlo by se jiné téleso valit jesté pomaleji?

Mohlo, piikladem takového télesa je obrué.® Jeji moment setrvaénosti je J =mR*, takie
kinetickd energie pfi valeni je T =mv’ .%® Z pfemény potencialni energie na kinetickou

(mgh = mv*) pak vyjde
Uobruée = \Y gh . (549)

Mohlo by se néco valit jesté pomaleji? Mohlo, ale ¢asti télesa by musely presahovat podlozku.
P¥ikladem je jojo.’! Pfedstavte si, e naklonénou rovinou jsou kolejnic¢ky, po nich? se vali tenkd
osicka (jeji polomér oznalime r ); ze strany jsou k osi¢ce
pfipevnény kotouce o velkém poloméru R, tedy o velkém

momentu setrvacnosti J:%mR2 . % Kineticka energie je pak

2 2
R
T=1mv’+3J@’ = mv’+ %(%mRZ)(zj = %m(H zjvz

r 2r
. Ze zakona zachovani energie pak rychlost joja vypocteme jako
2r° 2r
v.. = [286h——— = —./gh . (5.50)
ol SRy T RVE

Stejné tak je tomu v pfipadé, kdy osicka joja visi na provazku, ktery je na ni namotan.

% To by mohla byt navysost prakticka otazka, pokud na vas néjaky zlotfilec pusti po Sikmé silnici tfeba valec
z parniho valce. Stacite utéct? (Drsnéjsi varianta otazky je ,jak dlouho mu vydrZite utikat?“. NefeSme ted, Ze
nejlepsi by bylo prosté uhnout stranou, to by nebyl tak napinavy thriller...)
89 . .y .z . gz P EPRT v .. vavs
Ta ma co nejvic materialu co nejddle od osy, takze jeji moment setrvacnosti je vétsi.
% 0dvodte si, ze je tomu tak.
91 .
Jo, je.
2 m je hmotnost obou kotoucd dohromady, proto je J = %mR2 celkovy moment setrvac¢nosti obou kotoucu.

Moment setrvacnosti osicky zanedbdvame, jeji hmotnost také.
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5.8 Rovnice pro pohyb tuhého télesa kolem pevné osy

Tuhé téleso otacejici se kolem pevné osy muze byt tfeba kladka nebo kyvadlo hodin.” Pojdme se
podivat, jak se takové téleso pohybuje — tedy jak se roztaci, brzdi ¢i kyve — pod vlivem vnéjsich sil.
Odvozeni rovnice pro pohyb télesa kolem pevné osy

Rovnici popisujici pohyb tuhého télesa kolem pevné osy™ odvodime z druhé véty impulsové:

a _ i (5.51)
dt

Budeme pfitom brat jen slozku momentu hybnosti a momentu sily do sméru osy, oznacime je L, a M, 2

Fakticky to znamend, e vztah (5.51) vynasobime jednotkovym vektorem V' . Dostaneme

dL, _ M, . (5.52)
dt

Moment hybnosti do sméru osy oviéem umime vyjadfit pomoci momentu setrvacnosti: L, = J, .

d
Dosazenim do (5.52) dostaneme z(.fo a)) = M, apovytknuti J, * pak finalné
t

g do _ M, . (5.53)
dt

« do . RN C » . o :
Clen — na levé strané je uUhlové zrychleni, nékdy byvd oznacovano symbolem &. ZapiSeme-li

rovnici (5.53) s vyuZitim tohoto symbolu, ma tvar J & =M ¥, ktery pfipomina druhy NewtonGv
zdkon. Opét vidime, Ze analogii k hmotnosti je pro rotacni pohyb moment setrvaénosti J a analogii

k sile moment sily M .

Z rovnice (5.53) mGzeme napfiklad urcit, jak se roztaci kladka, pokud na ni plsobi zadany moment
sily.%® My si zde spocteme, jak se pohybuije fyzické kyvadlo.

ZA samoziejmé cokoli od miniaturnich kole¢ek v mechanickych hodinkach po rotor turbiny.

94 . . . .. % , P v P . v.

Také bychom mohli mluvit o rovnici pro otaceni tuhého télesa kolem pevné osy. ,Pevna osa“ pfitom
znamena, Ze je zafixovana v télese i v prostoru (v néjaké konstrukci kolem). Osa ma tedy staly smeér, téleso se
kolem ni mGZe bez tfeni otacet.

* Je L, L.V a M, :M-f/’, kde v je jednotkovy vektor ve sméru osy.
% T&leso je tuhé a osa je vici nému i vlci prostoru pevna, takze moment setrvacnosti J, je konstantni.

" Pro jednoduchost uz nepiSeme index vyznacujici osu otaceni, ze jde o rotaci kolem pevné osy, je jasné
z kontextu.
% Tento pfiklad nechame na iniciativé laskavého ctenare. (A na cviceni k prednasce.)
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Fyzické kyvadlo

Fyzické kyvadlo je libovolny predmét zavéseny tak, Ze se muiZe otacet kolem
vodorovné osy.” MUze to byt tfeba kyvadlo starych hodin, nebo kyj, ktery si
loupeznik povési na sténu jeskyné.'®

Nékteré parametry kyvadla a jeho polohy ukazuje obrazek. Vzdalenost hmotného

sttedu od osy otaceni znadime /, sila, kterou Zemé pfitahuje kyvadlo, je mg,

101

vychylka kyvadla ze svislého sméru je ¢ . Moment setrvacnosti vi¢i ose o

znacime prosté J .

Pro odvozeni rovnice pro pohyb kyvadla vyjdeme z rovnice (5.53)"%%

J— =M (5.54)
dt

Na pravé strané potifebujeme znat moment sily. Vystac¢ime zde se stfedoskolskym vzorcem ,rameno

krat sila“; je tedy |M|:dF:lsin¢)mg. Musime ovSem dat pozor na znaménko. Jednoducha

dvaha'® nas presvéddi, ze je
M =-Isinpmg (5.55)
d 2
ProtoZe uUhlovd rychlost je a):—(o, bude leva strana (5.54) rovna Jd—wzji(@jzj d ZD
dt dt dt\ dt dt
. . . . d’p . .
Vysledna rovnice pro pohyb kyvadla tedy je J % =—Isinpmg, Cili
t
d’ [ .
ZD + Esm(p =0. (5.56)
dt J

Poznamenejme, Ze Casto se tato rovnice zapisuje ve tvaru, kdy derivace podle ¢asu se znaci teckami
nad veli¢inou. Jde samoziejmé jen o jiny zp(isob zapisu, pfesto ho tu pro Gplnost uvedeme®:

. mgl .
—sing =0 .
® 7 ®

% Tedy, ona by osa mohla byt i Sikm3, ale tim zde situaci nebudeme komplikovat.

100y pripadé toho kyje bude nds model asi jen hodné pfiblizny. Budeme totiZ uvazovat, ze se kyvadlo kolem osy

otadi bez treni. (Zrovna tohle asi pfi zavéseni na sténu jeskyné nebude moc pravda; také by kyj nesmél do

ni¢eho narazZet, Soupat se po sténé jeskyné apod.)

% Uhel métime samoziejmé v radianech. (Nevim, jestli to tak délaji loupeznici, ale mlady Lotrando diky svému

vzdélani mozna radiany znal...)

102 | | . . sy . v oes s v _avr ,
Uz zde explicite nepiSeme indexy vyznacujici osu o; ,Setfime pismenka“.

% Uhel @ bereme kladny, kdyZ je kyvadlo vychyleno doprava, podobné dhlovou rychlost bereme >0, kdyZ se

kyvadlo otaci v kladném smyslu (tj. proti sméru hodinovych rudicek). Jak je vidét z obrazku, moment gravitacni
sily plsobici na kyvadlo brzdi pohyb smérem doprava (a snazi se vratit kyvadlo zpét k rovnovazné poloze). Aby
v rovnici (5.54) opravdu pohyb brzdil, tj. aby pro ¢ > 0 bylo d_a)< 0, musi byt v (5.55) opravdu minus.

dt
Pokud bychom vSe opravdu pocditali ,,poctivé” pomoci vektor(, spravné znaménko samoziejmé vyjde

automaticky.

104 Eiste proto, abyste se ,nezdésili“, kdyz na néj nékde narazite, zZe jde o néco jiného. Nejde, je to jen jiny zapis.
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Jak rovnici pro pohyb kyvadla fesit, to uz je ,jind povidka® — a je to fakticky stejné jako u rovnice pro

matematické kyvadlo. Pro malé rozkyvy (|go [ 1)vyuZijeme aproximaci sin@ = @ ; rovnice pak ziska

tvar

¢+m7gl(p =0 (5.57)

. -, Mgl . . vt L
Rovnice tedy ma tvar ¢ + a)zgo =0, kde &’ =7.1°5 O téhle rovnici uz zdruhé a treti kapitoly

vime, Ze ma feseni ¢ = ¢, cos(cbt + a) — tedy Ze jde o harmonické kmitani.

Z uvedeného je jasné, Ze Uhlova frekvence kmitl kyvadla (pfi malych rozkyvech) je

o= |ms (5.58)
J

1 27 / J
Tfyzickéhokyvadla :723 =2r m_gl (5.59)

Specialnim pfipadem je matematické kyvadlo. Jde o hmotny bod ve vzdélenosti / od osy (resp. bodu

Odpovidajici perioda kmitd je

zavésu); jeho moment setrvacnosti je J = ml*; po dosazeni do (5.59) tedy dostdvame pro periodu

malych kmitd matematického kyvadla znamy vzorec

[
7-:natem.kyvadla = 27[\/; (560)

Fyzické a matematické kyvadlo experimentalné

Zda uvedené vztahy plati pro skute¢na kyvadla, Ize to ovérovat i jednoduchymi pokusy. Napfriklad lze
zmé¥it periodu kmitl tyée zavédené na jednom konci'® a porovnat ji s periodou stejné dlouhého

matematického kyvadla’®. Pomér period obou kyvadel teoreticky vychazi roven «/2/3 =0,816 a

pokusem lze ovéfit, Ze v rdmci pfesnosti méfeni je tomu opravdu tak.'®

1% Uhlovou frekvenci kmitd zde oznalujeme @, abychom ji odligili od Ghlové rychlosti pohybu kyvadla w.

(w=¢,zatimco @=27xf =27/T, kde T je perioda kmitd kyvadla.)

Moment setrvacnosti tyCe je J :éml2 , takZe z (5.59) vychazi perioda 2, EL . (Pozor, ve jmenovateli
3g

v (5.59) musime za délku dosazovat [ /2 - potfebujeme tam dosadit vzddlenost hmotného stfedu od osy,

ataje [/2.Symbolem [ ted oznacujeme délku tyce, ale v (5.59) znamenal néco jiného — pardon, je jasné, Ze to

je trochu zmatecné, ale trénujme se, Ze znaceni se obc¢as meéni. Zkratka si s tim poradime podle hesla

Jinteligent zvladne chaos”. ©)
107

106

To mlzZeme realizovat pomoci vétsi maticky zavésené na niti.

108 v v . v v , v v , v v
Na prednasce ndm méreni vyslo s pfesnosti lepsi nez 1 %.
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5.9 Proc¢ nespadne roztoceny setrvacnik

Kdyz se détska kaca netoci, tak se na Spi¢ce samozifejmé neudrZi a padne na bok. KdyZ ji ale

rozto¢ime, drii se vzptimené, jen se jeji osa mirné otadi.'®

Podobné je tomu, kdyZ podrzime roztoceny setrvacnik za osu mimo hmotny stied. Také , nespadne”,
jeho osa zlstane vodorovn3, jen se otaci do strany. Jak je to mozné?

Odpovéd nam da druha véta impulsova.

Pro rychle se totici setrvaénik ma jeho moment hybnosti L prakticky smér osy.'*® Jak se s ¢asem
méni smér osy tedy pozndme z toho, jak se s éasem méni smér L . Ale pravé to nam fika druha véta

impulsova! Casova zména L je dana momentem sily:

a _ M . (5.61)
dt

A kam mifi moment sily? Nikoli dolli, ve sméru gravitacni sily!

v

Je M =7 x F, &li moment sily mifi kol/mo na smér F', tedy vodorovné.

To znamend, Ze koncovy bod vektoru L se s ¢asem posouva ve vodorovném
sméru — a stejné se tedy otadi i osa setrvaéniku.'"* o

1% Jako by opisovala plast kuzele.

19 Jak je tomu presnéji, to nebudeme resit v této prednasce; z¢asti to nastinime v druhém roc¢niku v prednasce

Teoretickd mechanika. Prozatim nam staci, kdyz si predstavime roztoCeny setrvacnik ve tvaru obruce, pocatek
polohovych vektord zvolime ve stfedu obruce a uvédomime si, kam mifi vektory m, 7; XU, . Zkuste si to
namalovat nebo néjak znazornit v prostoru — uvidite, Ze mifi ve sméru osy.

m To, ze setrvacnik nespadne, tedy neni Zzadna magie — je to fyzika!
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Shrnuti

Tuhd soustava hmotnych bod( i tuhé téleso maji Sest stupnti volnosti.

Pohyb tuhého télesa (a tuhé soustavy hmotnych bod) Ize sloZit z pohybu translaéniho a rotacniho.

Celkové veliciny se pro tuhé téleso pocitaji jako objemové integraly, napf. m = IpdV, P :Ip vdrv.
v v

Otaceni télesa kolem osy:

s

U = @X7 ..rychlost bodu, ¥ zadind na ose otaceni, ® = @V je thlova rychlost

L, = J,® .. moment hybnosti do sméru osy o

J

o m; R’ ev.J, = _[pRz dV .. moment setrvagnosti vzhledem k ose

i=l v (R; ev. R je vzdalenost od osy)

Momenty setrvacnosti (homogennich) téles:

bod, obru¢: J = mR?, disk, vélec: J = %mR2, koule: J = %mR2

ty¢ (osa na konci): J = %MRZ, ty¢ (osa uprostied): J = %mR2

Kineticka energie rotujiciho télesa:
1 2
T = EJO w
Steinerova véta:

J = mRS2 +Js (moment setrvacnosti vici ose rovnobézné s osou prochazejici hmotnym stfedem S;

Rs je vzdalenost obou os, Js moment setrvacnosti viici ose prochazejici S)

Ko6nigova véta:

T = %m US2 + %Js o’ (kineticka energie télesa, které kona soucasné translacni a rotacni pohyb)

Rovnice pro otaceni télesa kolem pevné osy:

a0 _
dt

Fyzické kyvadlo:
.. mgl . _ L Lo
Qo+ TSln(o = 0 ... rovnice pro pohyb kyvadla; pro malé vychylky se aproximuje sme=¢@

mgl . . J
w = T ... Uhlova frekvence kmitd pfi malych vychylkach, perioda kmitl je 27 | ——
mgl
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Dodatek 5.A: Objemovy integral

Objemovy integral,

[rear, (5.A.1) fir)
4 AV
je, nazorné feceno, soucet vsech prispévkl f(¥)AV pres vsechny 174

=4

v

¢asti objemu télesa; vektor 7 tedy pfi integraci probihd viemi body
vnitiku télesa.™?

PFi vypoctu konkrétnich integral(i v kartézskych souradnicich si miZzeme dané kousky predstavit jako
krychlicky resp. velmi malé kvadry o hranach Ax, AyaAz , objem takového kvadru je

AV = Ax Ay Az . ,Elementdrni objem* dV '** si analogicky mdzZeme rozepsat jako dV = dxdydz a

objemovy integral pocitat jako tzv. trojny integrdl.

Pfiklad: Objemovy integral z funkce f(7)= f(x,y,z)=x-y" pfes krychli o délce 2l
hrany 1:

%
Y

[1G)ar =[(J(Jv-v* dordy) = [([([22°3° ] ) e = x

¢

Objemovy integral nemusime pocitat jen v kartézskych souradnicich, ale napfiklad i ve valcovych
soufadnicich R,@,z . Element objemu je pak ,kvadfik” o hrandch AR, RA¢p a Az . 1

[ S——

1 1
y? dy)dz251([%)/3];)612:%Ildz:%[z]g =1
0 0

(Obrazek ukazuje , obdélnicek”, tedy prarfez ,kvadfiku” v roviné z = konst. ) Element
objemu, ktery zapiSeme do objemového integralu, je tedy dV =dR Rdp dz .

PFiklad: Vypocet hmotnosti homogenniho valce o poloméru R, vy3ce /i ahustoté p:

h Ry 27 h Ry
[pav=[([([ p-Rdp)dR)dz=p[( [[¢]." RdR)dz = h
Vv 0o 0 0 0 0 ~
= 27[,0}( RfRdR) dz = 27rpjl.([%R2 }:V)dz = ﬂpszjle =7R’hp
0 0 0 0

Vysledek samoziejmé vysel podle ocekavani (tj. objem valce krat hustota).

Objemovy integral mGzeme poditat i z vektorové funkce; pocitame ho po slozkach:

j a(F)dv = Jax(mcn/, j a,(F)dv, j a.(F)dv |, (5.A.2)

4 4

"2 Mazeme si predstavit, Ze téleso myslenkové rozfezeme na malé kousky a pos¢itame prispévky od téchto

kousku. Integral da tento postup v limité, kdy kousky budeme zmensovat tak, Ze objem kazdého kousku pujde

k nule.

' Tedy symbol dV , ktery se vyskytuje v objemovém integrélu (5.A.1).

114 Pravda, on to neni tak UpIné kvadr, bocni stény md zakulacené, ale pro Ap — 0 se kvadru limitné blizi.
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Dodatek 5.B: Dvojny soucin

Dvojny soucin d x (l;x ) je soutin tfi vektor(, vysledkem je opét vektor. Vypocitat se da pfesné tak,
jak naznaluje jeho zépis: nejprve vektorové vynasobime vektory b a ¢, vysledek b x¢ pak zleva

vektorové vyndsobime vektorem a .

115
.

Pro dvojny soucin plati jednoduché a snadno zapamatovatelné pravidlo e

dx(bx?)=b(d-c)—-c(@-b) (5.8.1)

Pokud jej chcete dokazat, stadi rozepsat pisluiné souciny po slozkach.

> Generace studentd si ho pamatuji jako pravidlo ,bac minus cab“.

"% Je to malinko zdlouhavé, ale vyjde to. Strucna ukazka, jak to Ize udélat pro z-ovou slozku dvojného soucinu:

[Eix(ExEﬂ =a, (BxE)y —ay(BxE)x =a,(b,c,~b,c,)-a,(bc,~bc, )=
=ab,c, —-abc,-abc,+abc, =Db, (axcx +aycy)—cz (axbx +ayby) =

=b, (axcx +ac, ) +b,a,c,—c, (axbx +a,b, ) —-c,ab, =

=b,(ac, +ac, +azcz)—cz(axbx +a,b,+a,b,) = bz(a-E)—cZ(El-B)

(Pozn.: Clen vyznadeny $edou barvou je tam pfidany, jednou s + a jednou s —, takie nezméni vysledek.)

Pro x-ovou a y-ovou slozku dostaneme vysledek bud’ analogickym vypoctem, nebo prosté cyklickou zaménou
index(: x =y, y =z, Z —=X.

PohodInéji se tento vysledek dokazuje, pokud vektorové souciny zapiSeme pomoci tzv. Levi-Civitova symbolu —
ale pro nase potreby ted tento formalismus neni nutny. Zmifiujeme ho zde jen proto, aby bylo jasné, Ze to jde
dokazat i chytreji.
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Dodatek 5.C: Moment setrvacnosti homogenni koule

Odvozeni ,roziezanim na disky“

Méjme homogenni kouli o poloméru R a hmotnosti m . Koule se otaci
kolem osy o prochazejici sttedem koule. Jaky je moment setrvacnosti
koule?

Kouli si mlZeme predstavit rozfezanu na tenké disky, jak to ukazuje
obrazek. ReZeme rovinami z = konst. ; osu z pfitom volime ve sméru osy o,
pocatek je ve stfedu koule.

Polomér disku, jeho? z-ova soufadnice je rovna z, je™’

Hmotnost tohoto disku je

kde p je hustota koule:

=" (5.C.1)
1R’

Moment setrvacnosti daného disku je

A =LAmR? = LzR*AzpR* = LzpR* Az =

5 B 5 (5.C.2)
= %7Z,O(R2 -2V Az = %7[,0(R4 —2R’Z*+zY) Az
Moment setrvacnosti koule ziskdme seCtenim vSech téchto prispévk, tedy integraci
R B 5 R 5 B
J = J.%ﬂp(R4—2R222+Z4)dZ = %ﬂ'pj. (R4 —2R*Z +z4)dz =
_R -R
—ap[Rz-2R 1] = lrp 2 (RR-2RR+1F) -
2 5 R 2 3 5
_ S (1.2, 1) _ m 55 1521043 _ M 52 8 _ 2 52
=7p-R (1 §+§)_ FE 5 -2 Rs=5mR
3 3
PFi Upravach jsme uZ dosadili za hustotu ze vztahu (5.C.1).
Oznacime-li polomér koule uz prosté R (bez vinovky), vidime, Ze vysledek je
J = %mR2 (5.C.3)

Stejny vysledek muiZzeme dostat i pfimym vypoctem podle vztahu J = ijde, kdy objemovy
4

integral pocitame jako tfirozmérny integral.

Wieto zfejmé z obrazku a z Pythagorovy véty.
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Odvozeni pomoci tfirozmérného integralu ve sférickych souradnicich

Element objemu ve sférickych soufadnicich je maly ,kvadrik” s délkami z"

stran Ar M8, rAQ " a rsind Ag 1200 Ng§ |, kvadiik“ ma sice nékteré

N

. A
strany mirné zakfivené, ale jsou-li délky stran mnohem mensi nez r, %>
6

muzeme vliv tohoto zakfiveni zanedbat.***

Objem ,kvadiiku“ je AV =Ar-rA@-rsin@Ap = r’sin@ ArAQAg.

V objemovém integralu budeme proto za dVv psat 1{/

P

e AG
dV = r*sin@ drdé d@ . Integrovat budeme ptes viechny t¥i soufadnice B
r, 6 a @, pijde tedy o trojny integral. V naSem pfipadé z néj viak nakonec vyjde prosté soucin tfi
integral( pres jednotlivé proménné.
Jesté je tfeba si uvédomit, ,odkud kam budeme integrovat”, tedy jaké jsou integracni meze pro
jednotlivé proménné. Je to jednoduché, musime ,projit” cely objem koule. To znamena, Ze » se musi

ménit od nuly do R (tedy do poloméru koule), & od nulydo 7 a ¢ od nulydo 27 .

A jaky vyraz resp. jakou funkci budeme integrovat? Jak vidno ze vztahu J = ijde, bude to
V

soudin pR2 , kde R je vzdalenost od osy rotace, cozZ je osa z; je tedy R =rsinf.

Integral vyjadfujici moment setrvacnosti koule tedy zapiSeme a nasledné budeme upravovat takto:

J = IpdeV = ]gjliTp(rsiné?)2 r’sin@drd@de :pf T zf r*sin’ @ drd@de =
V 00 0 00 0
- pfr‘*drfsinmcmzf dp = p'}rsﬁ T(l—cosz 0)sin0do |[p]" = (5.c.4) 2
0 0 0 0

1
~ ~ 1 ~ ~ ~
= p%R5 I (1-x*)dx |27 = 272,0%1?5 [x—%x311 =27Rp %Rz = %mR2

-1 — Vv
4
3

Dostali jsme, samoziejmé, stejny vysledek, jako (5.C.3)

118 v . . 4, . PN v v
Pfedstavte si na Zemi nebo na glébusu stranu o délce Ar v radidlnim sméru, tedy ve sméru kolmo na povrch

Zemé nebo glébusu.

" Tuto stranu si predstavte ve sméru poledniku — jde vlastné o maly kruhovy oblouk, jehoZ polomér je r
(polomér Zemé ¢i gldbusu) a Uhel A@ (tj. ,rozdil zemépisnych Sifek”, samoziejmé v radidnech).

2% Strana ve sméru rovnobézky, opét maly kruhovy oblouk. Polomér rovnobézky je 7 sin@ , thel Ag (,rozdil
zemépisnych délek”, opét v radianech).

2! Navic pfi integrovani se vlastné element objemu bere jako infinitesimdlni, takze z veskerych pfibliznych

vztahU nakonec budou presné, jako tomu bylo uz v fadé drivéjsich vypoctli a odvozeni.

122 pro nékoho bude mozn zapis trojného integralu prehlednéjsi ve tvaru, kdy jde explicite o ,tfi integraly

v sob&“: ff {T [Tpr“ sin’® @ d(o]dﬁ} dr= ,0]!i {]{ [zfd(pjsin3 Hdﬁ} ridr= ,ojg {T 27 sin’ Qde} rdr= ...
0 0 0 0 0

0 0 0
(Zbytek vypoctu nechavame laskavému ¢tenafi jako jednoduché cviceni, jde ostatné o stejné obraty, jako v (5.C.4).)
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