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Deterministicky chaos:
jak nas omezuje v predpovidani budoucnosti

Tato kapitola bude kratka, nékdy spiSe , povidava a obrazkova” (tedy trochu na populdrni drovni), a
muZete ji brat jako rozdifujici ucivo.! K problematice deterministického chaosu se (byt také jen
stru¢né) vratime v druhém rocniku v Teoretické mechanice. Pfesto ma smysl si jiz zde v dvodnim
kurzu klasické mechaniky udélat o tomto tématu alespon zakladni pfedstavu. PomGze nam napfiklad
pochopit, pro¢ se pocasi nedd presné predpovédét tfeba na mésic dopredu. A zCasti se také tyka
otazky, jestli by néjaka superinteligence nemohla vypocitat nasi budoucnost, nas budouci Zivot, vse,
co se ndm stane odted aZ tfeba za padesat let. Mohla nebo nemohla? A jak to souvisi s klasickou
mechanikou?

9.1 Determinismus klasické mechaniky

V klasické mechanice si svét mlUzeme predstavit jako soustavu hmotnych bodl plsobicich na sebe
navzajem silami. Pro pohyb kazdého z téchto hmotnych bodU plati druhy Newton(v zakon:
d’v - i
m—s-=F, i=1..N , (9.1)
dt

kde N je polet hmotnych bod(.2 Mame tedy 3N diferencidlnich rovnic. Konkrétni fedeni této
soustavy rovnic zdavisi na pocatecnich podminkach. Témi mohou byt polohy a rychlosti hmotnych
bodl v uréitém case:

) ="r,, U(t,)=0,, i=1...N. (9.2)

Po&ate¢nimi podminkami je Fe$eni diferencidlnich rovnic (9.1) jednoznaéné uréeno.?

To ale znamena3, Ze z poloh a rychlosti hmotnych bodU v urcity okamzik (tfeba pravé ted) a ze znalosti
sil, jimiZz na sebe tyto body plsobi, Ize v principu vypoditat jejich polohy a rychlosti v budoucnu.

Jinymi slovy, polohy a rychlosti bodl ted (a sily mezi body) jednoznacné urcuji jejich pohyb
v budoucnu. Vypada to, Ze budoucnost je jednoznacné urcéena, neboli determinovana. Proto mluvime
o determinismu klasické mechaniky.

Casto se uvadi, ze prvnim, kdo upozornil na tento rys klasické newtonovské mechaniky, byl Laplace.*

Konstatoval, Ze budouci vyvoj vesmiru je dan jeho soucasnym stavem, stejné jako soucasny stav
plyne ze stavu v minulosti. (Ze vyvoj samozfejmé zavisi i na silach mezi body, nemusel zdGraziovat.)
Argumentoval, Ze kdyby néjaka superinteligentni bytost znala sily a polohy a rychlosti vSech castic ve

1 Fakticky ani neni mezi povinnou latkou v sylabu pFednasky.

2 pokud bychom zahrnovali cely pozorovatelny vesmir a jako body brali tteba atomy, N by nebylo nijak malé,
odhady fikaji Fadové 10%° nebo i vice, ale nikdo po nds nastésti nechce, abychom v3echny tyto rovnice
vypisovali na papir... ©

3 Samoziejmé, kdyz jsou spinény pFedpoklady pfisludnych matematickych vét o existenci a jednoznaénosti
reSeni soustavy diferencialnich rovnic; to zde predpokladdame.

4 Pierre-Simon Laplace, 1749 —1827, francouzsky matematik a fyzik. (S jeho jménem se pfi studiu matematiky a
fyziky jeSté mnohokrat setkate. Anglicka Wikipedie nds navic poudi, Ze byl markyz.)
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vesmiru, mohla by vypocitat pohyb vieho od nejvétsich téles az po nejmensi ¢astice, a nic z minulosti
ani budoucnosti by pro ni nebylo skryto.®

Dana inteligence byva nékdy oznacovana jako ,Laplacelv démon®“, ale nic démonického na ni neni,
navic on sdm tento nazev nepoufil. Nékteré prameny® také upozorfiuji, Ze Laplace sdm ideu
absolutniho determinismu nezastdval, naopak zdlraznoval potfebu pravdépodobnostniho popisu,
ktery pocita i s nahodilosti.

Dnes bychom si pod Laplaceovym ,,démonem” mohli pfedstavit nesmirné velky pocitac, ktery by
umél integrovat pohybové rovnice. Opravdu by mu nebyla skryta budoucnost vesmiru, véetné vsech
detaill?

Takova myslenka je zajimava, ale pokud by byla pravdiva, znamenalo by to, Ze vse je predurceno. | to,
zda a kde zakopnete, aZ pljdete z pfednasky’, jaké bude pocasi zitra nebo za rok, jakou zndmku
dostanete u zkousky, koho si vezmete?, a cokoli dal3iho. Stacilo by to vypoditat ze souasného stavu
véci.®

Takovato predstava je ovsem jasné v rozporu s nasim presvédcéenim, Ze se mUZzeme sami rozhodnout,
co budeme délat, tedy Ze mame svobodnou vili. Minimalné nékteré véci prece mizeme ovlivnit
nasim rozhodnutim. MiZeme se tfeba rozhodnout, jestli se na zkousku budeme ucit, nebo viibec ne.
A muUzZeme si vybrat, koho si vezmeme. Kdyby bylo vSechno pfedurceno, nase svobodna vile by byla
jen iluzi.

Problematika determinismu a svobodné vile je obecné otazka spiSe filozofickd a zde ji urcité
nevyfe$ime.® Nebudeme ani uvaZovat, co k problému determinismu p¥inds$i kvantovd fyzika.!
Zistaneme v klasické mechanice — ale podivame se, co vSe by néjaka ta ,superinteligence” musela do
svych vypoctd zahrnout, aby opravdu mohla budoucnost detailné predpovédét.

5> PFislu§na pasaZ v anglickém p¥ekladu zni: ,,We may regard the present state of the universe as the effect of its
past and the cause of its future. An intellect which at a certain moment would know all forces that set nature in
motion, and all positions of all items of which nature is composed, if this intellect were also vast enough to
submit these data to analysis, it would embrace in a single formula the movements of the greatest bodies of
the universe and those of the tiniest atom; for such an intellect nothing would be uncertain and the future just
like the past would be present before its eyes.” (Prevzato ze stranky Wikipedie Laplace's demon - Wikipedia.)

6 Napfiklad https://cs.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon Laplace .

7V €asech online vyuky by mohlo jit o zadkobrtnuti, az budete vstévat od poéitace...

8 Mate-li jiz po svatbé, tak si sem dosadte jinou udalost z rodinného Zivota nebo néco jiného z budoucnosti,
tfeba jestli zbohatnete na burze a co si za to koupite...

° Tedy tfeba vypoditat, které kldvesy poéitace bude tisknout zkousejici, az vdm bude zaddvat zndmku do
studijniho informaéniho systému. ©

100 tomto problému existuje spousta &lankd a knih jak z oblasti filosofe, tak psychologie; kdyz si v anglické
Wikipedii vyhledate heslo ,,free will“, najdete na konci dlouhého ¢lanku odkazy na vice nez dvé sté dalSich
zdroju.

1V ni maji vysledky méfeni makroskopickymi méficimi pfistroji pravdépodobnostni charakter. Celd
problematika je ovSsem trochu slozitéjsi, protoze tfeba Schrédingerova rovnice jednoznacné predvida budouci
casovy vyvoj vinové funkce.


https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace%27s_demon
https://cs.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_Laplace
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9.2 Budoucnost ovlivni i malickosti

Pro nade Uvahy bude vhodné vybrat si situaci co nejjednodussi.’? Napfiklad soustavu molekul plynu,
které se vzajemné srazeji a mezi srazkami se pohybuji rovnomérné. Srazky jsou idedlné pruzné. Aby
to bylo jednodussi, budeme si molekuly predstavovat jako tuhé kulicky. V celém souboru molekul si
vybereme jednu a budeme sledovat jeji pohyb.

Chceme zjistit, jak pohyb nasi vybrané kulicky ovlivni i nepatrné vlivy. Pro tenhle ucel si mizeme nas
model zjednodusit jeSté vic: vSechny ostatni kulicky budeme brat vklidu, fixované na svych
pozicich.®®> Nd§ model si mGZeme predstavit jako ,kuleénik” (ve 3D), vnémzZ se pohybuje jedind
kuleénikova koule; vSechny ostatni jsou pripevnéné a predstavuji pevné prekazky.

Nade kulicka se tedy pohybuje stale stejné velkou rychlosti'4, od ostatnich kuli¢ek se odrai
jednoduse tak, Ze Uhel odrazu se rovna Uhlu dopadu.®

O

O O
o O o

Draha, kterou naSe kulicka urazi, nez narazi na dalsi prekdzku, je nékolikandsobkem poloméru
kuli¢ky. Pro jednoduchost feknéme, Ze v naSem modelu to bude stonasobek, at se nam to dobre
podita.t®

Pohyb nasi kulicky jsme zatim uvaZovali rovhomérny pfimocary. Realné ale na kulicku plsobi vné;jsi
sily (napfiklad gravitacni sily od ostatnich kuli¢ek), takze jeji trajektorie bude mirné zakfivena.
Uvazovana ,superinteligence” by ovsem mohla vSechny tyto vlivy zapocitat, vypocist presné bod, kde
nase kulicka narazi do prvni prekazky, urcit, kam se odrazi, a tak ddle, libovolné daleko do budoucna.
Co kdyz ale néjaky nepatrny vliv nezapocte? Omezi to néjak jeji predvidani budouciho vyvoje?

12 po¢itat, jak se pohybuji ¢astice v naSem mozku, abychom zjistili, zda nakonec sit nadich neuronl dospéje
k rozhodnuti ,ucit se na zkousku“ nebo ,vykaslu se na to, néjak to dopadne”, by bylo zjevné pfilis slozité.
(O mnoho a mnoho fadu sloZitéjsi, nez si detailné promyslet a propoditat celou latku z Mechaniky a dalsich
pfedmétd a jit na zkousky perfektné pfipraven. ©)

13 Takhle se samozifejmé molekuly v plynu nechovaji. S modelem plynu, v némz se viechny molekuly pohybuiji,
navic s riznymi rychlostmi, se seznamite v predmétu Molekulovd fyzika. My zde ale nepotfebujeme skutecny
model plynu (a to ani tzv. idedlniho plynu), staci nam situace vyrazné zjednodusena.

14 Srazky jsou idedlné pruzné, takze energie se zachovava; ostatni kuli¢ky jsou fixovany na svych mistech, takze
nemohou pohybujici se kuli¢ce Zadnou energii odebrat. Neuvazujeme rotaci nasi kulicky, bereme ji zkratka jako
hmotny bod.

5 povrch kuli¢ek uvazujeme ideédlné hladky, takze zde neplsobi z4dné sily te¢né k povrchu.

(Clovék by nefekl, co vie musime predpokladat, aby uvaZovana situace byla opravdu extrémné jednoducha...)
16 Ve skuteénosti je to jesté vic: molekuly dusiku maji primér necelé 0,4 nm, jejich stifedni volna dréha mezi
srazkami (za normalnich podminek, tedy atmosférického tlaku a pokojové teploty) je asi 100 nm; tohle vSe
budete podrobné brat v Molekulové fyzice.
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Zkusme odhadnout, jaky vliv by méla skute¢né velmi nepatrna sila. Py

Nejslabsi interakce je gravitacni, tak uvaziujme, Ze kulicku néco
pfitahuje gravitacné. A to néco bude mit velmi malou hmotnost —
takZe zvolime tfeba elektron. Ten kulicku ponékud vychyli z jeji drahy.

Vychylku jsme ovSem na obrazku pfehnali, gravitacni sila od elektronu

bude jen mala: O il I —— O

m,m, ..
F=G— % (9.3)
r

(Upresnujici poznamka.: Elektron budeme uvaZovat mnohondsobné dal, nez ¢ini vzdalenost kulicek,
takZe sila bude prakticky pofad kolmd na smér pohybu kulicky a vzdalenost r se pfilis neméni.)

Zrychleni kulicky je

g = _ g M (9.4)
Myiichy

Abychom vzali opravdu maly vliv, uvazujme, Ze elektron je velmi daleko, a to 14 miliard svételnych
let.'” Dosadime-li do (9.4) r = 1,4:10** m, m. = 10* kg a G =6,67-10"!* N-m?/kg?, dostaneme

a=310"m/s*. (9.5)
To opravdu neni moc velké zrychleni. © O kolik se kulicka odchyli (ve sméru kolmém na svou
rychlost)? Zrychleni je prakticky konstantni, takZe odchylka bude jednoduse

L

s = 2at2 . (9.6)

Cas t vezmeme jako stiedni dobu mezi ndrazy molekul v plynu, za normalnich podminek je fadové
107 s.2® Po dosazeni této hodnoty a zrychleni (9.5) do (9.6) dostaneme Fadové

s=10""m. (9.7)

To vypadd zcela a naprosto zanedbatelné, Ze? Kdyby bez vlivu
vzdaleného elektronu narazila nase kulicka do prekazky centralng, a
se zapoctenim vlivu o kousek jinde, coZ vyjadiime Uhlem a (viz
obrazek), bude s =2Rsina = 2R «, takie

a = % =107 rad . (9.8) \ /

Pokud by srazka bez vlivu elektronu nebyla centralni, mGze byt vliv elektronu na uhel, pod nimz nase

kulicka dopadne na prekazku, nékdy ponékud vétsi, ale jako typickou radovou hodnotu mlzeme vzit
(9.8). A méné nez 10 na minus sto snad miZeme jasné zanedbat — nebo ne?

Podivejme se, co se bude dit pfi dalSich odrazech.

17 Necelych 14 miliard let je soucasné stafi vesmiru. Se vzdalenostmi na kosmologickych $kélach je to sice
trochu sloZit&jsi, ale pro na$ odhad prosté vynasobime staFi vesmiru rychlosti svétla. Svételny rok je asi 101° m,
10 miliard svételnych let je tedy 1026 m.

18 Stfedni volna dradha molekul je zhruba 107 m, rychlosti molekul jsou faddu stovek m/s (to Ize odhadnout i
z rychlosti zvuku, tedy vzit asi 330 m/s).
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Jestlize I je vzdalenost, kterou musi kuli¢ka urazit k dalsi prekazce, a smér jejiho letu se zméni o Uhel a3,

pak zobrdzku niZze plyne, Ze /tga, =2Rsing,. Pfedpokladdme, Ze uhly jsou velmi malé®, takie

tga, =a, a sing, = ¢, . Je tedy

.| . . . [
¢1=ﬁ0‘1’ a zobrazkuddle: =9 +a,, «, =2(p—a1=2¢1+a1=(2-§+1j a, - (9.9)

/-
/ N
[/ @
S
B T e |
[
ProtoZze [ >> R, vidime z (9.9), Ze pfiblizné je®
!
“LERA (9.10)

Jak jsme uvedli vySe, v naSem modelu je I/R = 100. (Ve skutec¢ném plynu by byl za normalnich
podminek tento pomér jesté vétsi.) To znamenad, Ze odchylka (9.8) zplisobena vzdalenym elektronem
se po dalSim odrazu asi 100-krat zvétsi. Po dalSim odrazu zase 100-krat a tak dale. Po N odrazech se

tedy zvétsi (100)N-krat. To znamend, Ze vyslednd odchylka bude
a, = (100)" o, . (9.11)

Predpovéd, kterd by nebrala v ivahu uvedeny vliv elektronu, by jisté byla Spatnd, pokud vysledna
odchylka bude Feknéme 1 radidn nebo vice.?! KdyZ za a; dosadime 107 (viz (9.8)), vidime, Ze
predpovéd selze, kdyz

(100)" -107'* > 1, tj. (100)" >10'" . (9.12)
Z toho jiz mizeme vysledek urcit ivahou, nebo dany vztah zlogaritmovat. Dostaneme

N-log(100)>102 = N > 102/log(100) =102/2 =51 . (9.13)

To znamen3, Ze predpovéd selze uz po pouhych asi padesati odrazech!

19 Obrazek thly znaéné prehani.

20 Skuteénost, ze I >> R, jsme vyuZili jiz vy$e, kdyZ jsme nerozlidovali, jestli [ je vzdalenost mezi stfedy kuli¢ek
nebo mezi jejich okraji. Pfi nasem vypoctu jsme také uvazovali, Ze kulicka by v neodchyleném sméru mitila
pfimo na prekazku (tedy centralné). Pti presnéjsim odvozovani bychom méli brat srazku necentralni a ze zmény
Uhlu a1 vypocitat zménu Uhlu az. Pomér Aai/Aaz. by vysel jesté vétsi nez 2I/R. (Mate-li zajem, zkuste si to
odvodit.)

21 Ve skuteénosti se uz pfi mensi odchylce nase kuli¢ka netrefi do nékteré z prekazek, do které by se (bez vlivu
daného elektronu) strefila. Mohli bychom fici, Ze predpovéd selhava, uz kdyz bude odchylka tfeba jeden
stupen. Jak ale uvidime, na vysledek by to nemélo témér zadny vliv.
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Stfedni doba mezi narazy molekul je, jak jsme uZ uvedli, asi 10° s. To znamend, 7e pfedpovéd
budouciho vyvoje (vinou toho, Ze nebere v Uvahu gravitacni plsobeni jediného elektronu ,na samém
okraji“ pozorovaného vesmiru) selZe uz asi za padesat nanosekund!

Tento vysledek pfitom pfiliS nezavisi na zvolenych parametrech. Kdyby stfedni volnd drdha molekul
byla jen desetinasobkem jejich poloméru, predpovéd by selhala po N = 102/log(10) = 102 odrazech.
Kdyby elektron byl desetkrat dal a sila od néj byla tedy stokrat slabsi, selhani predpovédi by nastalo
jen o jeden odraz pozdéji.

Na&s model byl samoziejmé velmi zjednoduseny. Kreslili a pocitali jsme vlastné dvourozmérny pfipad
srazek a také jsme neuvazovali, Ze kdyz se kulicka strefi ,hodné necentralné”, tedy blizko okraje
prekazky, pak i mala zména v bodu narazu vede k vyrazné zméné Uhlu, pod kterym odleti. Ale to vSe
zméni vysledek jen o jednotky ¢i desitky odrazl. Nic to neméni na tom, Ze predpovéd selZze velmi
brzy.

Chovani molekul plynu, které se vzajemné srdzeji, je zjevné nahodilé a ma smysl ho popisovat jen
pravdépodobnostné. V kinetické teorii plynd se v této souvislosti mluvi o molekuldrnim chaosu.

Vratime-li se k problematice vypoctu budouciho chovani svéta z jeho soucasného stavu, je zfejmé, ze
takovy vypocet by musel brat v dvahu vSe ve vesmiru a pocitat nejspiS nekonecné presné. (Protoze,

jak jsme vidéli, jakkoli malé chyby se s &asem rychle nasobi.??)

V této souvislosti nds mohou napadnout Uvahy, jak velky pocita¢ bychom potrebovali, abychom ho
mohli ,,nakrmit” daty o celém vesmiru, i kdybychom je znali naprosto presné. A jak vykonny by ten
pocita¢ musel byt, aby pocital jeho vyvoj. Zfejmé by muselo jit o pocitac alespon tak velky a sloZity,
jako je nas vesmir...

Radéji jiz tyto Uvahy opustime — a opustime i sloZité systémy mnoha ¢astic. Ukazuje se totiz, ze
chaotické chovani mohou mit i systémy mnohem jednodussi.

22 TakZe zjistovat pfedem, jakou zndmku dostanete u zkousky, pomoci vypoctu, které kldvesy bude zkou3ejici
tisknout, az bude znamku zadavat, je nesmirné pracné a museli byste pfitom pocitat vyvoj celého vesmiru.
Pfipravit se pofadné na zkousku je opravdu mnohem jednodussi... ©
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9.3 Jednoduchy model vyvoje populace: , kralici na ostrové“

Chaos mUze nastat i v systémech, které k popisu nepotrebuji diferencialni rovnice. Podivame se proto
mimo klasickou mechaniku, na jednoduchy model vyvoje populace.? Rikejme tomuto modelu tfeba
,kralici na ostrové”.

Vees

se mnozi, takZe jejich pocet mliZze narustat. Jejich pocet oznacime kn, kde n Cisluje roky. Bude tedy
n=1, 2, .. Vyvoj poctu kraliki budeme modelovat na pocitaci, takZze nebude problém sledovat nasi
kolonii kralikd tfeba sto let i déle.

Nejjednodussi model vyvoje zfejmé bude mit tvar

=a-k , (9.14)

kde a je konstanta uddvajici, jak rychle se krélici mnoZi.?* (Zjevné musi byt a =0, zadporné pocty
kralikG nedavaji smysl.) Casovy vyvoj odpovidajici (9.14) mGzete jednodude vypoéitat analyticky, je
dan geometrickou posloupnosti

k, =a"-k, . (9.15)

n
Pro a < 1 je osud kolonie kralik(i smutny; postupné vymira. Pokud je pfesné a = 1, pocet zlstava staly;
takovy vyvoj je pro kraliky asi optimalni, ale pro nas ne pfilis zajimavy.

V pFipadé a > 1 podet kralikd roste, a to, jak se fika, , geometrickou fadou”.?> (Takto roste napf¥iklad
pocet bakterii v prostiedi, které jim poskytuje dost Zivin; ovsem ,sezéna“, béhem niz se namnoZi, je
podstatné kratsi neZ rok.?®) Takovy rlist ovéem nemdUZe pokrac¢ovat do nekoneéna: Pokud by bylo
a =2, kazdy rok by se pocet kralikQi zdvojnasobil. Za deset let by se tedy zvétsil 1024-krat, za 20 let
vice neZ milidnkrat... snadno si lze spoditat, Ze za 83 let by hmotnost kralikd prevysila hmotnost
Zemé.

Redlné je pocet kralikli omezen dostupnymi zdroji, v daném pfipadé tedy asi mnoZstvim travy, ktera
stihne za sezdnu narGst.?’ Vztah (9.14) tedy zjevné neni vhodny pro popis redlného vyvoje poctu
kralikd. Lze ho ale snadno modifikovat, aby vystihoval omezeni dané dostupnou potravou:

k., = a-kn-(1—ﬂj : (9.16)
K

Konstanta K urcuje maximalni pocet kralikl, které uz ale ostrov neuZivi: je-li k, = K, do dalsiho roku
vsichni kralici vymfou. V modelu vyvoje populaci se pocet kraliki vystihuje pomérem x, = kn/K, tato

hodnota zjevné mize byt jen v intervalu 0 < x, < 1.

B Tento pfiklad se ale uvadi i v modernich uéebnicich teoretické mechaniky. Vyhodou je, Ze na ném muzete
vysvétlovat deterministicky chaos i na stfredoskolské urovni.

24 Charakterizovala by ,pfirlistek obyvatelstva” dany rozdilem mezi tim, kolik kralik(i se v roce n narodi, a kolik umfe.
Tohle je asi vysvétlitelné i na drovni zakladni skoly: Pokud bylo v roce tfeba n=3 bylo na ostrové 200 kralik( a
do ¢tvrtého roku se 50 narodilo a 30 umfrelo, bude v roce n=4 na ostrové 220 kralikd; tomu odpovidd a=1,1
(k3 =200, ks = 220, takZe ks =1,1-k3).

% Ve skuteénosti jde samoziejmé o geometrickou posloupnost.

26 Bakterie se mnozi délenim, takZe zéleZi na dobé, za niZ se bakterie rozdé&li (tzv. generaéni doba). Na internetu
Ize dohledat, Ze tato doba byva rfadu i jen desitek minut.

27 Stejné je nastésti dostupnosti Zivin omezen rlst bakterii; ty by jinak hmotnost Zemé pfesahly za zhruba 130
nebo jen o néco vice generaci. (Ta geometrickd posloupnost, resp. exponencialni nardst, dokaze opravdu
stoupat hodné rychle.)
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Vysledny vztah uréujici ¢éasovy vyvoj populace tedy je?®

:a~xn-(1—xn) . (9.17)

n+l

Pro tento vyvoj neexistuje vzorec, ktery by pfimo udaval hodnotu x, z x, podobné, jako to délal

(9.15) pro iteraci (9.14).%° Pfesto ale vztah (9.17) jednoznaéné urluje vyvoj populace, jde tedy o vyvoj
presné urceny, tedy deterministicky. Jak uvidime za chvili, i tento vyvoj ale mlze vést k chaotickému
chovani.

Modelujeme vyvoj populace

Vyvoj populace podle modelu (9.17) miZeme lehce spocist na pocitaci jednoduchym programem
prakticky v libovolném programovacim jazyce, nebo treba v Excelu. Vyvoj pro nékolik hodnot
parametru a ukazuji nasledujici grafy:

1 1
X X
n a=1,1 n a=1,5
0.8t 08t
06} 06}
04+t 04+t 1
. - ® e @ & 9 @ 9 9 @ ° ° 0 »
02¢ , 02¢ °
free.s ® & o 0 0 0 90 0 0 &
0 0
0 5 10 15 n 0 10 15 n
1 1
X X
n a=2 n a=2.8
08¢+ 08¢+
0.6 0.6 ......"..b
e ® & & & & & & & & ¢ ¢ 0 ¢
. L ]
04+ 04t
.
02¢ 02¢
0 0
0 5 10 15 n 0 10 15 n

Jako ,,startovaci“ hodnota je zde zvolena xo = 0,2. MUzZete se ale presvédCit, Ze i pfi jiném xo vyvoj
konverguje ke stejné limitni hodnoté X, ta zavisi jen na konstanté a. Hodnotu x. dostaneme
jednoduse ze vztahu (9.17), kdyzZ se podivame, kdy uZ se x, neméni, tedy je X,+1 = Xn:
—ax,(1-x) = 1=a-(1-x,) = x,=1-+ 0.18

X, =a-x, X, —a( xn) X, =1==" (9.18)

Na grafech vidime, 7e k této hodnoté opravdu vyvoj konverguje.®* Pro niZ$i hodnoty konverguje
pomaleji, pro vyssi rychleji, ovsem jen do urcité velikosti a. Na poslednim grafu vidime cosi nového:

1
[

hodnota x nejdfiv ,prestreli“ a limitni hodnoté se blizi ,,zmensujicimi se kracky“ kolem ni.

28 Pouziva se pro né&j nazev logistické zobrazeni (logistic map, v angli¢tiné se uziva téZ quadratic iterator).
2 Vyjimkou jsou nékteré specidlni pfipady. Napfiklad pro a =2 a xo = 0,5 je x» = 0,5 pro véechna n.

30 Toto plati pro a = 1 (uvidime, do jak vysokych hodnot a); pro a < 1 hodnoty x. konverguji k nule.
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Pro a = 2,99 se ty kricky zmensuji jen pomalu a musime ¢ekat fadu sezén, nez se vyrazné utlumi:

1 . . . 1 . . .
X X
n a=2.99 n a=299
08¢t g 0.8 +
ht b . . . . - ™ b LTI
0.6 . . . . . L ? 0.6 [ geee***®
L ] L]
. o
04+t g 0.4+
0.2¢ g 0.2¢
0 L : L 0 : : L L L
0 5 10 15 n 0 20 40 60 80 100 n

,Oscilace” mezi dvéma hodnotami

Pro hodnotu vétsi neZ 3 u? se tyto oscilace neutlumi a x stdle pfekmitadva mezi dvéma hodnotami:3!

1 . . . . . 1 . . .
X X
n a=3,01 n a=3,01
08 1 0.8 1
"-..- A
0.6 | susese ! 0.6 L—
.
04 — 04
0.2¢ 1 0.2+
0 ‘ ‘ ‘ : - 0 - - ‘ - ‘
0 20 40 60 80 100 n 0 100 200 300 400 500 n

Vidime zde jasnou vyhodu pocitacovych simulaci, kterou uz jsme zminili vyse: fakt, Ze simulaci na
spoustu sezén udéldame vmiiku a na vysledky nemusime &ekat pét set let.3? MOZeme tedy
v pokusech sméle pokracovat a zvySovat hodnotu a. Maximem pro nas bude hodnota a = 4, pro vyssi
a totiz pti iteraci vychazeji zaporné hodnoty x (a zaporny pocet kralik(i opravdu nedava smysl).

Zkusime hodnotu a = 3,4. Oscilace se vyrazné zvétsily, x stale preskakuje mezi dvéma hodnotami:

¥ 1 . . . . . ¥ 1 . . .
n a=34 n a=34
08 S R RS R RN RRRETRERRERE
06} g 0.6
oal _ al
021 g 0.2}
0 : - : : : 0 : - ‘ : :
0 100 200 300 400 500 n 450 460 470 480 490 500 n

31 Fakticky to znamena, Ze v jednom roce se krélici pfemnoZi, seZerou pf¥ili$ trdvy a v daldim roce zas vinou
nedostatku potravy jejich pocet klesne. (Byt kralikem, uz se mi tato situace nejevi pfilis optimalni...)

32 Dal$i nezanedbatelnou vyhodou je skuteénost, Ze pfi nasich simulacich nezahynul ani neutrpél Gjmu jediny
kralik... ©
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Zdvojnasobovani periody

Oviem pFi daldim zvétdovani a, konkrétné nad hodnotu asi 3,45 (piesn&ji se uvadi 1+V6) se objevi
dalsi zajimavost: x bude oscilovat mezi ¢tyfmi hodnotami. Perioda tedy bude Ctyfti roky.

Na zacatku vyvoje jesté kolisani mezi ¢tyfmi hodnotami neni vidét Uplné jasné, ale kdyZz pockame
dostatecné dlouho, je uz vyrazné:

1 : : : 1 : : : :
X a=346 X a=346
L L . L ] . L ] L] . s T el sl sl sl stelvlolsl
0.8} ] 0.8 "
0.6} ] 0.6
L ]

04! . . . ° . . . 7 0.4 '
0.2e¢ 1 0.2}

0 - : - 0 - : - - -

0 5 10 15 n 450 460 470 430 490 500 n

Mohlo by nds napadnout, zda pfi dalSim zvySeni parametru a nezac¢ne x oscilovat mezi osmi
hodnotami (takZe perioda se zdvojnasobi na osm let). Opravdu je tomu tak, dokonce velmi brzy, kdyz
a presahne asi 3,54409. Lépe je to vidét, kdyz hodnoty zobrazime pro vice sezén:

1 : : . : . 1
X J X
n . . . . . . . n
ogbe il Dol T b T T DB Feeeeastsentosonntoeensdaserssosenssoonsssennsosevntosonnte)
0.6 1 0.6
04 | ! 1 ! 1 ! ] O e
02 a=3,55 1 0.2+ a=3,55
0 : ‘ - ‘ - 0 - - : - :
450 460 470 480 490 500 n 200 300 400 500 600 700 n

Pfi dal$im zvy$eni a (uZ staéi jen malé) x osciluje mezi $estnacti hodnotami, pak mezi 32, ...

... a nastup chaosu

Pro a vétsi neZ asi 3,56995 (s vyjimkami, k nimzZ se jesté dostaneme) uz nema vyvoj Zadnou zfejmou
periodicitu:3*

1
X
n

o8t b Db L Tl b Dl Fp el e Tl b Dol Tl d o b ded Trb Dl del Tk Tplsd drl
0'6_.- . . LI+ LIl e Lyl LV LTt . . T
04 - AR

0.2+ a=3,58 -

0 I I | | I | | I I |
300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500 n

33 Hodnoty a, kdy se perioda zdvojndsobi, Ize nalézt napf. na https://mathworld.wolfram.com/LogisticMap.html.

34 vimnéte si napfiklad, jak se hodnoty mezi asi n = 420 a7 430 opakuji, toto opakovéni u? jinde v grafu nevidime.
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Vyvoj uz opravdu vypadd chaoticky, i kdyz vztah, jimZ je generovan, je plné deterministicky. Pravé
proto se pro toto chovani pouzivd termin deterministicky chaos.

Abychom mohli chovani systému oznacit za chaotické, nestaci na to samoziejmé jen nds subjektivni
dojem. Matematika ma presnd kritéria, kdy jde o deterministicky chaos. Jednou z nejzakladnéjsich
vlastnosti deterministického chaosu je citliva zavislost na po¢atecnich podminkach.

Oc¢ jde, vidime z ndsledujiciho grafu. Je na ném znazornén vyvoj nasi krali¢i kolonie pro stejnou
hodnotu parametru a, ale pro nepatrné odliSnou pocatecni podminku. Po¢atecni hodnoty se lisi jen o
jednu stomilidntinu (!) — a pFesto, jak vidime, je vyvoj v obou pfipadech po &ase zcela odli$ny.3®

1 I
X
n

0817, ' . I 1 . . . , i
06 | ! | . ! |
04| . . -

0.2 - u
a=37 X, = 0,2 a 0,20000001

0 | I | I | | I I | I
400 405 410 415 420 425 430 435 440 445 450 455 pn

Bifurkacni diagram

Slo by chovani vyvoje populaci pro rGzné hodnoty parametru a vystihnout néjak prehledné a
souhrnné?

Dél3 se to pomoci diagramu, ktery zobrazuje hodnoty x pti vyvoji pro dané a. Hodnoty parametru a
pfitom vynasime na vodorovnou osu. Pfi vyvoji sdanym konkrétnim a samozfejmé dostdvame
mnoho hodnot x; kaZdou zakreslime do diagramu jako te¢ku ve ,sloupecku” nad danym a.%®

0.8 -

0.6 S

04 -

0.2 -

0 | I I I |
28 3 3.2 34 36 38 4 q

Jasné vidime, Ze pro a < 3 se pocet kralik(l pti ¢asovém vyvoji ustali na jediné hodnoté, pro a >3 az do
asi 3,4 ,,a kousek” osciluje mezi dvéma hodnotami, pak mezi ¢tyfmi, pak mezi osmi...

35 Neni to jen tim, Ze jsme &ekali tak dlouho; vyvoje se zatinaji pozorovatelné li$it uz asi od n = 60.
36 Hodnoty x kreslime aZz od n&jakého vy$siho n, aby se do digramu nepromitaly napfiklad po&ate¢ni oscilace
poctu kralikd v prvnich letech (jak jsme je vidéli napf. na grafech pro a = 2,8 nebo 2,99).
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ProtoZe se ¢ara v diagramu rozdéluje vidy do dvou, fikd se tomuto diagramu bifurkaéni diagram.®”
Pro jaké hodnoty a se ¢ary rozdéluji (a tedy perioda oscilaci poctu kralik(l zdvojnasobuje), vidime Iépe
v detailu. Na grafech niZe je na obrazku a) stejny diagram, jako na pfedchozi strance, na obrazcich b), c)
a d) pak vétsi a vétsi detaily.®

0.65

0.6

0.55

0.5

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25
2.8 3 3.2 34 3.6 3.8 4a 34 345 35 355 36 365 37a

a) b)

0.6 0.53
0.52+
0.55 0.51+

0.5r7
0.5¢ 0.49 -
0.48 -
0.45+ 0.47 -

0.46

0.4 0.45
3.52 3.54 3.56 3.58 36 a 3.56 3.565 3.57 3.575 3.58a

c) d)
Vidime, Ze detaily vypadaji podobné, jako celkovy digram. V tom se diagramy podobaiji fraktdlim.

Na diagramu si mlzZeme vSimnout i dalsich zajimavosti. Naptiklad i v oblasti, kde a > 3,57 jsou
nékteré hodnoty parametru a, pro néz pocet kralik(i osciluje jen mezi nékolika hodnotami. | zde se

37 Terminem bifurkace se v geografii oznaduje rozvétveni toku feky do dvou koryt.

38 Carkovanym obdélnikem je vyzna&ena oblast, kterou ukazuje nasledujici obrazek detailnégji.

,Technicka poznamka“: Diagramy jsou vykresleny tak, Ze se pro kazdou hodnotu a spocetlo nejdfiv tisic iteraci
podle (9.17) bez vykreslovani a pro dalSich tisic iteraci se kazda hodnota vyznacila teckou v grafu. Krok
parametru a byl na prvnim obrazku 0,001, pro dalsi detaily byl niZ$i; pro obrazek d) konkrétné 107.

39 Fraktély jsou geometrické objekty, které v libovolném méfitku vypadaji podobné (jsou tzv. sobépodobné). Asi
nejzndméjsi je Mandelbrotova mnozina; krasné obrazky mizete najit tfeba na
https://commons.wikimedia.org/wiki/Mandelbrot_set.
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v detailu opakuje stejny vzor, jaky je patrny na celém

diagramu. Priklad mGzeme vidét na obrazku vpravo.

Je prekvapujici, jak sloZité struktury mulZe generovat
jednoduchy vztah an:a-xn'(l—xn). Ale nejen on;
podobné vysledky bychom dostali i pro analogické iteracni

vzorce typu x, ., = f(x,).*

Ukazuje se, Ze deterministicky chaos neni jen nahodnym
»Sumem®, ale ma fadu zajimavych vlastnosti. Diky nékterym

Ize dokonce mluvit o ,,univerzalité v chaosu”.*

Pojdme se ale od téchto matematickych zajimavosti a kras
vratit k zakladnimu ponauceni, které ndm deterministicky

chaos prinasi pro fyziku. Strucné se zminime i o tom, jak lidé

na deterministicky chaos pfisli.

3.82 3.83 3.84 3.85 3.86 ¢

40 UvaZovali bychom pfitom spojité nezaporné funkce f{x) na intervalu <0, 1> takové, Zze fl0) =0, fll)=0a fma
na intervalu <0, 1> jedno globalni maximum. Pfikladem je tfeba x,,, = a-sin(zx,).
41 Naptiklad pomér rozdild mezi sousednimi hodnotami a, v nichZ dochézi k bifurkacim, se v limité blizi

k hodnoté, kterou lze oznacit za urcitou univerzalni konstantu. (Pro zdjemce: Vygooglete si terminy
,Feigenbaumova konstanta“ resp. ,,Feigenbaum constant”.)
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9.4 Zaver: deterministicky chaos a fyzika

Deterministicky chaos se neuplatiiuje jen v jednoduchych modelech typu vyvoje populaci. Mze
nastat i viadé fyzikdlnich systém(. Skutecnost, Ze i jednoduché mechanické systémy mohou
vykazovat velmi slozZité chovani, objevil uz v roce 1880 Henry Poincaré, kdyz studoval problém tri
téles.*

Ve dvacatém stoleti deterministicky chaos pfitahl pozornost fyzikl poté, co meteorolog Edward Lorenz
provadél v roce 1961 vypocty tykajici se modelovani vyvoje pocasi. Slo o numerické fe$eni soustavy
diferencialnich rovnic, pouzival pfitom jeden z prvnich malych pocitacd. Jeho model zahrnoval 12
proménnych a rovnice byly nelinearni. Pfi jednom zvypoctl Lorenz zadal do pocitate hodnoty
proménnych z pfedchoziho vypoltu®, ale pouZil pfitom hodnoty vytisténé na tiskarné pocitace. Ty
ale byly jen na tfi desetinnd mista, pocitaC pfitom interné pocital na 6 desetinnych mist. KdyZ pak
Lorenz porovnal vysledky obou vypoctQ, zjistil, Ze se vyrazné lisi. (My uz vime pro¢, bylo to pravé diky
zaokrouhleni na méné desetinnych mist. Projevila se zde citlivd zavislost na pocatecnich
podminkach.)

Lorenz pak zkusil soustavu danych rovnic zjednoduSovat. Nakonec skoncil u soustavy tfi nelinearnich
diferencialnich rovnic prvniho fadu - i jejich feseni vykazovalo chaotické chovani. Vysledné reseni je
znamo jako Lorenziiv atraktor. Jak ukazuje obrazek nize, z urlitého pohledu se jeho grafické
znazornéni podoba motylim kfidlim. Je to trochu symbolické, protoZe jedna prednaska E. Lorenze
nesla provokativni nazev ,Predvidatelnost: Vyvold mavnuti motylich kfidel v Brazilii tornado
v Texasu?“. Dany efekt se proto nékdy oznacuje jako , efekt motylich kfidel“. Nejde samozfejmé o to,
Ze jediny motyl by sdm zplsobil, Ze za par tydnl nékde bude nebo nebude tornado. Podstatné je, Ze
pocasi je citlivé na velmi malé zmény pocatecnich podminek.

Pravé proto mohou meteorologové vcelku spolehlivé predpovidat pocasi na nékolik dni dopredu —
ale predpovédét, jaké bude pocasi v urcity den dejme tomu za tfi tydny nebo za mésic, to uz nelze.
A to praveé proto, Ze vyvoj v delSim obdobi zaleZi na velmi mnoha drobnostech, které se déji dnes.

Deterministicky chaos se neprojevuje jen v meteorologii, vyskytuje se i vjinych oblastech fyziky.
S nékterymi dalSimi informacemi o tomto fenoménu a mozZnostech jeho popisu v klasické mechanice
se jesté seznamime v predmétu Teoretickd mechanika. Pokud si o chaosu a historii jeho zkoumani
chcete zatim pfecist néco na populdrni Urovni, zkuste tfeba knihu J. Gleicka.**

42 problém ti téles se tyka pohybu t¥ hmotnych bod(, které na sebe navzéjem pUsobi gravitaénimi silami.
43 Ne pfimo z poc¢ate&niho &asu, ale odnékud ,,z prostifedka“.

4 James Gleick: Chaos. Cesky preklad vysel v roce 1996. Zejmé je rozebran, ale snad bude k sehnani v nékteré
knihovné.
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