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Mechanika kontinua — ivodni poznamka pred vlastnim textem

Kapitola vénovana mechanice kontinua se nam ponékud natdhla, je delsi nez vSechny ostatni. Ono je
to na jednu stranu pfirozené, mechanika kontinua je rozsahla ¢ast klasické mechaniky a byvaji ji
vénovany samostatné ucebnice, ne pravé tenké. Ale pro vase uklidnéni:

Nedéste se rozsahu kapitoly!

Vétsi pocet stranek neznamena, Ze byste zde museli ,dostat do hlavy” enormni mnoZstvi znalosti.
Ostatné, podivejte se na ,Shrnuti“ na strané 40, tam je vzorecku vlastné jen par.

To, Ze je kapitola rozsahlejsi, je dano snahou dostate¢né podrobné — ale pritom pokud mozZno
nazorné a s pomoci obrazk(l — zavést hlavni veli¢iny, které se v mechanice kontinua pouZivaji,
a vysvétlit jejich vyznam a vzajemné vztahy.

Cilem tedy je, jednoduse feceno, abychom spolu prosli Gvod do mechaniky kontinua®
a ziskali zakladni predstavu, o€ v této oblasti jde.

Seznamime se pfitom i s typem veliéin, které jste asi dosud ve fyzice nepotkali: s tenzory. Coz s sebou
pfinese i trochu dalsi matematiky. Néco je vylozeno v hlavnim textu, podrobnosti jsou vSak vétSinou
soustfedény v Dodatcich. Pravé ty kapitolu vyrazné natdhly, zabiraji skoro tfetinu celkového poctu
stranek. Oviem dodatky pFedstavuji spiSe rozsifujici uéivo. Jsou proto oznaceny hvézdickou * 2
a minény hlavné pro zdjemce nebo pro pfipad, kdy se k problematice vratite a budete se chtit podivat
na odvozeni nékterych véci, které jsou v zakladnim textu jen konstatovdny, nebo na nékteré
matematické podrobnosti tykajici se vektorl a tenzor(.?

Pro zacatek se tedy mGZete dodatkéim vyhnout,* to hned udéla text o dost kratsi.

Takze, na dalsi strance uz za¢neme vlastnim nazvem kapitoly, a bez strachu a bazné, jdeme na to!

! Opravdu, navzdory rozsahu kapitoly je to jen uvod.

2y nékterych pripadech dvéma hvézdickami jako ,vice rozsitujici uc¢ivo”. Hvézdickou je, coby spiSe rozsifujici
partie, oznacen i jeden kousek v hlavnim textu kapitoly.

* K odvozenim a diikaziim v dodatcich se mizete vratit, a2 prislusnou tematiku proberete v prednaskach z
matematiky resp. v predmétu Matematické metody fyziky. Treba vam to, co v této kapitole v dodatcich
najdete, pomUze konkretizovat a ilustrovat nékteré matematické vysledky na fyzikalnim zakladé.

A proc zde je tolik véci, které Ize povazovat za rozsitujici? Inu, hlavné proto, aby zde byl popis a vyklad rozumné
uceleny (,,pékné v jednom balicku, prevazany maslickou”) a nemuseli jsme pfilis ¢asto pouZivat obraty typu

»2 matematiky vite/v matematice se naucite”, , pfi podrobnéjsim vykladu by $lo odvodit/dokazat”, nebo
»podrobnosti najdete v u¢ebnicich mechaniky kontinua“ — i kdyz se takovym vyjadienim zcela nevyhneme.

* Pfece sem nem(3u natvrdo napsat, Ze dodatky muzZete ignorovat... ©
No... mozna se podivejte alespor na Dodatek A, u toho je ta ,rozsifujici hvézdicka“ jen napul.
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Mechanika kontinua

Pfi nasem seznamovani s mechanikou jsme od hmotného bodu pres soustavu hmotnych bodl
dospéli k tuhym télesim. Umoznilo nam to popsat, vysvétlit a predpovidat fadu jevl. Spousta véci
kolem nas se oviem nechova jako hmotné body nebo tuha télesa: houbu na mazani tabule mizeme
zmacknout, gumovy svazek natdhnout nebo zkroutit, plastelinu zformovat do rlznych tvard...
Nemluvé o tekutinach: tekouci voda nebo proudici vzduch rozhodné nejsou tuha télesa.”

| chovani téchto objektd a latek umi mechanika popsat — vénuje se tomu jeji rozsahla c¢ast
oznacovana jako mechanika kontinua. Pojdme se podivat na jeji zaklady.

vrv

Chovani tekutin si nechame do pfisti kapitoly, v této se budeme zabyvat latkami, které netecou, takze
je miZeme oznadit jako pevné. Radu véci, které se pfitom nau¢ime, ale néasledné vyuZijeme i pfi
popisu tekutin.

10.1 Co je to kontinuum

ZdUraznéme hned na zacatku: kontinuum je zase idealizace. Materidl si v dané latce predstavujeme
»SPpojité rozmazany”, nepfihlizZime k jeho molekularni strukture. Redlné to znamen3, Ze vidy, kdyz
budeme uvaZovat kousek latky, pljde o kousek tak velky, Ze vném bude veliky pocet molekul.
Podobné jsme to vlastné délali uz u tuhého télesa, kdyZ jsme zavadéli hustotu. Jen se ted'latka bude
moci navic deformovat, tedy ménit velikost a tvar.

Kontinuum m0zZeme také oznadit jako spojité prostiedi. Napfiklad hustotu p budeme povaZovat za
spojitou funkci polohy,

p=p(r). (10.1)
Podobné to bude s ostatnimi veli¢inami®. Pokud by se prostiedi pohybovalo, pfibyla by v (10.1) a
v podobnych vztazich je$té zédvislost na Case, bylo by tedy p = p(F,t). To bude podstatné

v mechanice tekutin, viz nasledujici kapitolu. Zatim nam bude stacit zavislost veli¢in na poloze.”

V daldich ¢astech této kapitoly budeme rozebirat, jak se jednotlivé kousky latky® natahuiji, stlacuji
apod. a jaké v nich plsobi sily. A pravé silami zacheme.

> Ono vlastné #4dn4 realnd télesa nejsou absolutné tuha. | ocelové lano se pfi zatizeni mirné natahne, i tfeba
Zulu Ize nepatrné stlacit. (Ve specialni teorii relativity se dokonce ukazuje, Ze absolutné tuha télesa nemohou
existovat. V takovych télesech by totiz rychlost zvuku byla nekoneénd, takze by prevySovala rychlost svétla, a to
podle specialni teorie relativity neni mozné. Detaily si ale nechame na prednasku Specidini teorie relativity ve
tretim rocniku.)

6 Tedy s veli¢inami popisujicimi sily v dané latce Ci to, jak je stlacena, natazena ¢i jinak zdeformovana;
sezndmime se s nimi pravé v této kapitole.

7 Jak uz bylo fec¢eno, zavislost na soutadnicich bude dana spojitymi funkcemi, navic budeme predpokladat, ze
existuji derivace téchto funkci podle souradnic (vétSinou budou stacit prvni derivace). Nespojitost m(iZze nastat
jen na rozhrani raznych prostredi; napfiklad na rozhrani ocelové traverzy a vzduchu se hustota samozrejmé
méni skokem. ©

® Rikat ,kousek latky” zni mozna az pfilis neformalné, ale snad si to v tomto textu mazeme dovolit. V ucebnicich
se leckdy pouziva termin ¢dstice kontinua, ovsem nemysli se tim jednotlivé molekuly nebo atomy, ale pravé
urcité kousky latky, v nichZ je molekul mnoho. (Pozor, uz viibec nejde ,,¢astice kontinua“ plést s elementarnimi
Casticemi, byt by k tomu nékoho mohla podobnost nazvd svadét.) Jindy se pouZivaji nazvy reprezentativni
objemovy element nebo reprezentativni elementdrni objem. Ale fakticky si pod témito terminy mizeme porad
nazorné predstavovat napriklad malou krychlicku nebo maly kvadrik dané latky.
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10.2 Jak popsat sily v kontinuu

Jedna rada na zacatek: Aby pro nas nasledujici ivahy nebyly pfilis formalni, je dobte predstavovat si
pritom urcité konkrétni situace. Tedy misto abstraktniho kontinua tfeba kus difevéného tramu, spejli,
gumu do praku®, apod.

Sily objemové a plosné
Na kontinuum, napftiklad na kus tramu, pUsobi dva druhy sil:

e Sily, jimiz vnéjsi pole plsobi pfimo na kazdy kousek v objemu materialu. Jasnym pfikladem je
gravitacni sila: na kousek o objemu AV plsobi sila AF = Am g =AVp @ . Takovymto sildm
¥ikdme objemové sily.™

e Kromé toho miZeme piisobit silou na povrch materidlu.™ Sila se samoziejmé piendsi i
dovnitf materidlu — obecné viem takovym silam fikame plosné sily.

Déale budeme rozebirat, jak popsat plosné sily uvnitf materialu. Vyjdeme pfitom z jednoduché, byt
znacné umélé situace.

PloSné sily na povrchu a uvnitf télesa

v

P¥iklad: Dva kosi a Zizala

Reknéme, 7e se dva kosi tahaji o Zizalu, viz obrazek vpravo.
Kazdy kos tahne silou 3 N, Zizala vydrii silu maximalné 5 N.*"

Pretrhne se Zizala nebo ne?

Naivné by se zdalo, Ze se pretrhne, prece 3N+3 N=6N, atoje
vic, neZ Zizala vydrii. Nebo ne?

v vrv

Ve skuteénosti plsobi i uvnitf ZiZaly stejnd sila 3 N. A nezéleZi na tom, jestli na obou stranach tahaji

5

kosi, nebo se tfeba na jedné strané Zizala drzi, aby ji kos neodtahl.

Fakticky totiZ kolik, kterého se Zizala drZi, na ni plisobi silou také 3 N, ’Fr\_'_"f_:‘;jfiq

viz obrdzek vlevo. Jinak by totiz ,/ =
Zizala musela diky sile kosa Q
zrychlovat smérem doleva.

Skutecnost, Ze v Zizale pUsobi stejnd sila, si mlZeme ovéfit
pokusem se tfemi siloméry zapojenymi za sebou, viz nasledujici obrazek. Krajni siloméry ukazuji sily,
kterymi tdhnou ZiZalu z obou stran kosi (pfipadné silu, kterou na ZiZzalu plsobi kolik, jehoZ se drzi).

° Na webu se najde i pod ndzvem leteckd guma, napt. s profilem 5x5 mm i vétSim. Pfedstavit si samoziejmé
mdzZete i gumu na gumovani.

10 Fakticky se v ptikladech a konkrétnich situacich jako s objemovou silou setkdme prdvé jen s gravitacni resp.
tihovou silou. Kdyby Slo o nabité dielektrikum, plsobilo by v objemu také elektrické pole, ale ani v této ani

v nasledujici kapitole se takovymto pfipadem nebudeme zabyvat.

! p¥ikladem muze byt tram poloZeny pres potok opreny na koncich o kameny. Ty na jeho povrch plsobi silou.
KdyzZ si na trdm stoupneme, jde o dalsi silové plsobeni na jeho povrch.
12 . “ , . . vy . vvers , ..

Jde o hodnoty ,vycucané z prstu”. Silu vyvinutou kosy ani pevnost zizal jsme neméfili; cely pokus je jen
myslenkovy a zadny ZivocCich pti ném redlné nedosel k 4jmé ¢i zranéni.
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v vsv

Prostredni silomér ukaze silu, plsobici uvnitf Zizaly. Silomér( maze byt i vic, pak ukazuji silu v rdznych
mistech Zizaly, ta bude také ve vsech pfipadech stejna.

3N 3N 3N
—A e VAVAY e e [ IVAVAY o

Samoziejmé jde o model, siloméry ve skute¢nosti nespojujeme pomoci kus@ Zizaly.™ V dal$im

vykladu u? ostatné Zizalu opustime a budeme uvaZovat vale¢ek nebo tycinku.'

Sily v natahovaném valecku

Pfedstavme si, Ze natahujeme valecek z néjakého materidlu, _FO ) F
viz obrazek. Sily plsobici na podstavy L a P jsou stejné velké a

opatné, takze celkova sila plsobici na valecek je nulova.™ L P

Pfedstavme si ted néjakou plosku uvnitf valecku rovnobéznou s podstavami, na obrdzku je oznacena

jako A. Cast vale¢ku mezi plochami a L a A (na obrazku _F F F
zabarvena 3edé) je v klidu, takZe celkova sila na ni plsobici O ) }
musi byt nulova. To znamend, 7e na plochu A musi zprava L A P

pUsobit sila F , viz obrazek.™ Plochu A jsme p¥itom mohli zvolit kdekoli uvnit¥ vale¢ku. Vidime tedy,
Ze vélecek je opravdu vsude (tedy v kazdém svém prirezu) natahovan stejnou silou.

Analogicky miiZeme uvaZovat ¢ast vale¢ku mezi plochou A a plochou P na jeho pravém konci. Cast

valecku mezi A a P se nepohybuje, celkova sila na ni tedy také _F 7 N\ F
musi byt nulovd, a tudiz sila pGsobici zleva na plochu A musi O ) )

byt —F . L A P

Vidime, Ze na urcitou plochu v latce plsobi z obou stran sily stejné velikosti, ale opacného sméru:

== )

Mluvime-li o sile plsobici v materidlu na urcité ploSe, musime proto vidy fict, na kterou stranu

plochy sila plsobi.

BA jejich krajni konce mizeme tdhnout rukama, nepotifebujeme k tomu zvét kosy. ©

Vyzkousejte si tento pokus i ve varianté, kdy jeden z krajnich silomérl netdhnete rukou, ale privazete

k néjakému pevnému predmétu. Sily budou i v tomto pfipadé stejné. (Nejde tedy o to, Ze bychom museli oba
konce ,aktivné tahat”.)

" Budeme ji totiz rozfezavat na kousky, alespon myslenkové. A délat tohle Zivému tvorovi nechceme ani

v myslenkach... (TakZze opravdu Zadny Zivocich nedojde Uhony ani pti myslenkovém pokusu. A ochranci zvitat na
nas nebudou muset podavat Zalobu ani virtualné. ©)

B Valecek je proto jen natahovan a neni nikam urychlovan. Nadale budeme predpokladat, ze je v klidu.

'® Touto silou samozirejmé pUsobi materidl, ktery je vpravo od plochy A.

Sily plisobici zven&i na plochy L a A daji dohromady F + (—IE) =0.
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Od sily k napéti

O tom, jak moc se valecek natahne, i kdyZ pljde o stejny material, samoziejmé nerozhoduje jen sila.
Tenkou ocelovou strunu natdhneme (napfriklad na kytafe) mnohem snaz, nez kdybychom natahovali
tlustou ocelovou ty¢. Zjevné zaleZi na velikosti plochy ™.

DulezZity je proto pomeér sily a velikosti plochy S, na kterou sila plsobi:

F
—. 10.2
S (10.2)

Tato veli¢ina se nazyva napéti‘®. Oznaduje se symbolem T nebo té? ¢.*

PFfi natahovani valecku popsaném vyse je vném samoziejmé tahové napéti (také se lze setkat
s ndzvem napéti v tahu). Kdybychom valecek stlacovali, bude v ném tlakové napéti (napéti v tlaku);
¢asto jednoduse mluvime tfeba o tlaku na podlozku.

Jednotkou napéti je pascal (znacka Pa), je roven newtonu na metr ¢tverecni:

[7] = Pa = % . (10.3)

Je dobre uvédomit si, Ze tlak jednoho pascalu je velmi maly. KdyZz na desku stolu poloZime list
kancelafského papiru, pasobi na ni tlakem jen o néco mensim nez 1 Pa (!).%

Priklady tlaku (resp. napéti):

e Tabulka ¢okolady Studentska peéet ma 180 g a rozméry 9 cm x 18 cm, tedy plochu asi 1,6:10% m*.
Na podlozku proto vyviji tlak asi 110 Pa.**

e Plochu podrazky boty miZeme odhadnout na 200 az 300 cm?.?? Plocha podrazek obou bot je

tedy $=0,04 az 0,06 m”. Tihu ¢lovéka odhadneme na F = (5 aZ 10) - 10° N. Tlak, kterym clovék
pUsobi botami na podlahu, odtud vychazi v rozmezi zhruba 10 aZ 20 kPa.?

e Slon méa plochu nohy asi 0,18 m? vaZit mdze asi 4 tuny, na jednu nohu tedy pfipada tiha asi
10" N. Z toho vyjde tlak na zem asi 55 kP.

v Presnéji reCeno: na obsahu plochy. V tomto textu ale budeme obdas pouzivat trochu volnéjsi terminologii,
takze nebudeme vzdy fikat napf. ,dana plocha ma obsah 1 mmz”, ale tfeba jen ,velikost plochy je 1 mm>“ nebo
jednoduse tfeba ,trojuhelni¢ek ma plochu §“; z kontextu bude jasné, oc jde.

'8 Nebo téz mechanické napéti; jde samoziejmé o néco docela jiného nez elektrické napéti.

¥ Riizné ucebnice pouzivaji jeden nebo druhy symbol, tak se vidy podivejte, jaké oznaceni dana kniha pouziva.
Na Wikipedii Ize nalézt dokonce kombinaci obou symbol(, o pro normaélové napéti a T pro te¢né napéti;

k riznym sloZzkdm napéti se za chvili dostaneme. My budeme v tomto textu uZivat pro napéti symbol t.

20 Bézny kancelarsky papir je ,osmdesatigramovy”, to znamena, Ze metr ¢tvere¢ni ma hmotnost 80 g = 0,08 kg.
Jeho tiha je tedy asi 0,8 N (bereme g = 10 m/sz), Cili tlak, kterym pUsobi na podlozku, je asi 0,8 Pa.

(Redlné zde samoziejmé navic pisobi mnohem vétsi atmosféricky tlak, zde uvaZzujeme jen pfispévek dany

vahou papiru.)

1 7de nepfihlizime k tomu, Ze plocha ¢okoladdy neni Gplné rovna, jde tedy o priimérnou hodnotu tlaku.

Podobné je tomu i v dalSich ptikladech.

22 MéFeni plochy boty autora textu po obkresleni na ¢tvereckovany papir dalo asi 290 cm’. (Jde o botu velikosti 46.
Jsou i vétsi, ale i vyrazné mensi Cisla bot, také celd podrazka obvykle nedoléhd na podlozku, neSlapeme-li zrovna
do bazin. © TakZe odhad plochy 200 aZ 300 cm’ se jevi celkem redlny.)

23 . o iray /) vr v A vy .
Chcete-li plsobit tfeba na snih mensim tlakem, vezmeéte si lyZe nebo snéznice.
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e Plocha jehlového podpatku damskych stfevi¢kd moZze byt odhadem 1cm?=10" m? | kiehka
Popelka (mg =400 N), ktera by pfi tanci Slapla timto podpatkem princi na nohu, by na ni
vyvinula tlak 4-10% N/10™ m” = 4-10° Pa, tedy 4 MPa.*

e Prlimér Spicky jehly nebo ostrého Spendliku mizeme odhadnout na desetinu milimetru. Plocha
Spicky je tedy Fadové (10 m)*=10%m? Pokud danou jehlu (nebo $pendlik nebo $idlo)
zapichujeme do materialu silou feknéme 1 N, je tlak vyvijeny hrotem 10° Pa, tedy 100 MPa.”

Napéti nemusi byt jen tah nebo tlak

Dosud jsme se zabyvali jen natahovanim nebo stlaCovanim materialu,
tedy pfipady, kdy sila je kolma na plochu. Sila ale miZe pUsobit i ve
sméru tecny k povrchu télesa, viz obrazek.

V tomto pfipadé mluvime o smykovém napéti (nebo napéti ve smyku).

| uvnitf materidlu pak sila plisobi ve sméru tecném k pfislusné plose. SLLLLLL000707077077
Opét pfitom z obou stran plochy pusobi sily stejné velké a opacného sméru.

VsSechny tfi pfipady (tah, tlak a smyk) jednoduse vidime, kdyZ se na plochu uvnitf materialu podivame
v fezu:

tah tlak smyk

Ovsem to jsou stale jen specialni pripady. V obecném pripadé muiZe na plose pusobit jak tahové
(nebo tlakové), tak smykové napéti, a sila tedy mdze mifit obecnym smérem:

. VF
-F

Ovsem pozor. Na jinak orientované plose bude sila obecné jing, i kdyZz pljde o stejné misto v materialu.

\

Odtud bychom mohli ziskat dojem, Ze popsat napéti v latce, byt tfeba na jediném misté, by
znamenalo uréit napéti pro vSechna moznd natoceni plochy v daném misté. K tomu bychom ale

Sily mohou vypadat napriklad takto:

museli znat nekone¢né mnoho hodnot: rizné natocenych rovin je pfece nekonec¢né mnoho! Nastésti
se ukazuje, Ze neni potieba znat nekonec¢né mnoho cisel, postaci znat napéti pouze na trech kolmych
rovinach. UkaZeme si, jak na to — a navic se pfitom seznamime s novym typem fyzikalnich velicin,
s tenzory®®.

** Kam se na to hrabe slon... Je pravda, Ze v tomto odhadu nechdvame Popelku pUsobit celou tihou na jediny
jehlovy podpatek, realné budou pfi tanci tlaky mensi. Ale stejné, pokud by mél byt princ pfisSlapnut jehlovym
podpatkem, bylo by dobfe, kdyby mél okované boty. ©

> Je tedy jasné, proc jehlou snadno propichneme latku nebo Sidlo mizZeme zarazit do dreva. (Tlak na Spicce
Sidla je vétsi, nez pevnost dreva v tlaku, ta podle tabulek ¢ini desitky MPa.)

2 Nebojte se, to zvlddneme!



K prednasce NFUF101 Mechanika prozatimni ucebni text, verze 0
10. Mechanika kontinua Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2021
10.3 Tenzor napéti

10.3 Tenzor napéti

Podivejme se, jak popsat napéti vnéjakém bodé latky.?” V daném bodé si predstavime osy
kartézskych souradnic a ke kazdé ose malou plosku kolmou na pfislusnou osu soufadnic, viz obrazek.
Velikosti téchto plosek oznacime Sy, S5, Ss. 28

X5 4 X3 A X3 4

-F@ S
X, / Xy 5‘,; X,

X, X, X, / 7‘; 3)

Na jednotlivé plosky v materidlu plsobi plosné sily, ty oznacime If(l), F®a F®. Jak ui vime,

z obou stran plosky plsobi opa&né sily; dohodneme se, 7e jako F® budeme oznatovat silu, ptsobici

na stranu plodky, na kterou se divime z osy x;.>> Na opacnou stranu plosky (tedy ,zezadu“, viz

obrazek) ptsobi sila —F® .** Podobné je tomu u ostatnich plo3ek.

Zatim jsme mluvili o silach, zajimaji nas ovsem napéti. Budeme je oznacovat jako 'I:(l), T@QT®:

= (3) o = (i)
F tedy T® :FS—, i=123. (10.4)

TO :F_(l)’ T@ _ F® | TO _
S, S, S

A ted pfijde to podstatné:*!

TFi napéti (10.4) staci k plnému popisu napéti vdaném bodé kontinua.
Ukdzeme, Ze pomoci uvedenych tfi napéti mlzeme urcit napéti na
libovolné natocenou plosku S. Jeji natoceni je dano normalovym

vektorem V , viz obrazek.>* Pfipomerime, Ze normalovy vektor je
jednotkovy:

v|=1 (10.5)

7 Respektive v jeho malém okoli — kdyZ jde o sily plsobici na urcitych ploskach, tak ty plosky mohou byt sice
malé, ale nemUzZe jit jen o jediny bod. (Formalné nakonec budeme velikost téchto plosek limitovat k nule, ale
porad pljde o plosky.)

*® Na obrazku mame plosky nakresleny jako obdélnicky, ale na jejich tvaru nezalezi, mohly by to byt krouzky,
elipsy, nebo tfeba trojuhelnicky.

*° ptesnéji: z bod(i na ose x;, kde x;>0.

30 Pfipomerime jesté jednou: Nejde o né&jakou ,,abstraktni” silu, kterd se vzala bdhviodkud; je to sila, kterou
plsobi okolni material. V pfipadé sily ~F® jde prosté o silu, kterou pUsobi material za ploskou S;.

mel jsem chut napsat ,ted pfijde to kouzlo”. Ale to se jednak nehodi napsat do seridzniho uéebniho textu (©),

a jednak nejde o kouzlo, ale o péknou fyzikalni dvahu. OvSem stejné je to fascinujici, Ze napéti na nekonecné
mnoho libovolné natocenych plosek dokdzeme popsat pomoci napéti na tfi kolmé plosky.

32 Normalovy vektor je kolmy na plochu. Zde ho oznacujeme, ve shodé s nékterymi ucebnicemi, feckym pismenem
,ny“. (Pokud by se vdm ¢ nelibilo, klidné piSte tfeba i, na odvozeni to samoziejmé nic nezméni. ©)
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S trojhranem soufadnicovych os dostavame vlastné maly jehlan. Sily pisobici na plosky jehlanu®
ukazuje obrazek:

Plosky Si, S, a S3 jsou nyni trojuhelnicky, sily na né plsobici jsou dany vektory napéti TO T@RTO,
Ze (10.4) je:
FO_gTO FO_gTO EO_STO, tedy EV=sTO i-123,  (106)

pro sily pusobici na jehlan zvenku je ovSsem, jak ukazuje obrazek vyse, musime brat se zapornym

znaménkem.**
= (V)

" . =w_ F . o . y . .
Napéti na plochu Sje T") = , takZe sila, plsobici na této ploSe zvenku na jehlan je

EM_gT®™ 35 (10.7)
Celkova sila pUsobici na jehlan je sou¢tem plosnych a objemovych sil:

£, =—FO_FO_EO O ypg =

~ - - L , (10.8)
=-STW-5T@-5TO+STV +Vpg

kde V je objem jehlanu a p hustota materialu.>

Velikosti plosek S;, S, a S; mUZeme vyjadfit pomoci velikosti plochy S a sloZek
vektoru V . Pro plodku S; to ilustruje obrazek, ukazujici plochu S,z boku“. Plocha
Ssvird svodorovnou rovinou (rovinou x; x,) Uhel a. Prlmét plochy S do

vodorovné roviny je S COS« , ale to je pravé plocha S;. Je tedy S, =S oS .

Uhel « ale svira také normalovy vektor V se svislym smérem (tedy s osou Xs).
V. P Y . , v o

Je tedy cosa :ﬁ = V3.37 To znamena, Zze S, = Sv,. Obdobné je tomu pro ostatni plosky, takze:
v

S=Sv,S,=8v,,S,=Sv,, .5 =Sv,,i=123. (10.9)

3 Tedy sily, kterymi pdsobi na nas jehlan okolni material.

* protoze pUsobi z opaénych stran, nez které vidime z kladnych ¢asti soufadnicovych os, viz dohodu o znaceni
plosnych sil na predchozi strané.

% zde silu pUsobici zvenku bereme s timto znaménkem, protozZe pfislusnou stranu plochy S (vnéjsi vzhledem

k jehlanu) vidime z vrcholu vektoru v, viz obrazek na pfedchozi strané.

% Jako objemovou silu zde bereme konkrétné gravitacni silu; nasledujici odvozeni by platilo i pro pfipadné jiné
druhy objemovych sil.

* protoze v je jednotkovy vektor,

7l=1.
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Po dosazeni do (10.8) dostaneme

F

celk

= (1T -y, TO -1, TO4TO) 4 Vg . (10.10)

Objem jehlanu je V :%S h, kde h je vy$ka jehlanu®. Viysledny vztah pro celkovou silu na kontinuum
v jehlanu je tedy

—

F

celk

= §(-nTW -, TO -y, TOL T +1pgh). (10.11)

UvazZovany material je ale v klidu, na$ maly jehlan je v ném v rovnovaze. To znamena, Ze celkova sila
na jehlan pUsobici je rovna nule:

(1T -y, TO -y, TOLT" +1pgh) = 0.
Po vydéleni plochou S odtud okamzité plyne
2 TO -y, TO -y, TO+ TV +1pGh = 0. (10.12)

Nyni m@Zeme udinit posledni, ale dileZity krok: velikost jehlanu budeme limitné zmengovat k nule.*

K nule se tedy bude zmen3ovat i vyska jehlanu, h — 0, takZe ¢len odpovidajici objemovym sildm z

(10.12) vypadne a zbude jen —vlf(l) —sz(z) —st(g) +T% =0. Odtud okamjité

— — — — 3 — .
TO =y, TO 4y, TO 41, TO =3y TO, (10.13)
j=1

takZe vidime, Ze znalost napéti (10.4) opravdu staci k tomu, abychom urcili napéti na libovolné
orientované plosce.*

Od vektoru k tenzoru

Zatim jsme s napétimi na ploskach pracovali jako s vektory, a dospéli jsme ktomu, Ze pro uréeni
napéti vdaném bodé potirebujeme tfi vektory. Neslo by napéti vyjadrit néjakou jednou veli¢inou?

Slo — ale pGjde o novy typ veli¢iny, se kterym jsme se dosud v mechanice nepotkali. Zatim zname
skalary (tedy veli¢iny, vyjadiené jedinym cCislem, pfikladem je hmotnost nebo hustota) a vektory,
tedy veliciny, které maji velikost a smér a lze je také vyjadrit trojici jejich slozek. (Prikladd uz zname

® Vysku zde ovsem bereme ,,Sikmo*“, tedy jako vzdalenost vrcholu jehlanu (bodu, kde se stykaji osy x;, x; a X3,
tedy pocatku nasi kartézské soustavy souradnic) od plochy S.

** Tohle mazeme udélat v naem modelu kontinua, kde latku povazujeme za spojité rozloZzenou. Pro jehlan
kone¢né velikosti byla vlastné napéti T®, T® a daldi ve vztazich (10.4) a# (10.12) primérnd napéti na danych
ploskdach, limitou dostaneme hodnoty téchto napéti v jednom bodé. Realné samoziejmé musi nas jehlan stdle
obsahovat velké mnozstvi molekul. Pfesto model kontinua a v ném pocitana napéti a dalsi veli¢iny dobre
popisuji mechanické chovani latek. (Pfi vysvétleni, proc se latky chovaji tak, jak se chovaji, na ¢em zavisi jejich
pevnost a dalsi vlastnosti, jak se v nich $i¥i rGzné poruchy apod. je pfirozené nezbytné uvaZovat jejich strukturu.
Mikroskopickym popisem se zabyva fyzika pevnych Idtek resp. obecnéji, fyzika kondenzovaného stavu, s ni se ve
svém studiu potkate pozdéji.)

a0 Pozorny c¢tenar by mohl namitnout, Ze zde jsme to odvozovali jen v pfipadé, kdy normalovy vektor v mél
vsechny slozky kladné (tedy mifil ,,dopredu doprava nahoru”). Lze si ale rozmyslet, Ze i v ostatnich ptipadech da
vztah (10.13) spravné vysledky. Napfiklad kdyby vektor v mifil ,,dozadu”, proti sméru osy x;, tedy kdyby mél
slozky v = (~1,0,0), vyjde z (10.13) T® = —T®, co% je spravné napéti na takto orientované plosce.
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hodné: rychlost, zrychleni, sila, hybnost...) Vztah (10.13) ale ukazuje, Ze pro vystiZeni napéti jediny
vektor s jeho tfemi souradnicemi nestaci, potfebujeme vice cisel.

41
|

Pro seznameni s novou veli¢inou popisujici napéti™ bude vhodné zapsat vztah (10.13) ve slozkach.

Nejdrive si zapiSeme slozky vektor( f(l), T@QT® hezky pod sebe:*

TO = (711’7121713)
T® = (Tzlvfzz’fzs) : (10.14)

TO = (731' Ta21T33 )

Vztah (10.13) zapsany ve slozkach tedy bude
3
) _ @) (2) 3 _ _
T =TV +v, 7+ v, T =vi;, +v, 1, + V15 = erivj
j=1

Zapis pomoci sumy je jednodussi, takze vysledny vztah budeme obvykle psat ve tvaru

- 3
T =Y (10.15)
j=1

Devét Cisel 11, aZ T33 mUZeme spojit do jediné veliciny:
Tn T T3
Ty Toy T3 |- (10.16)
Ty T3 Ta

Tato veli¢ina nenf ani skalar, ani vektor. Jde o novy typ veli¢iny, kterému se ¥ika tenzor.”

V nasem ptipadé, protoze jde o veli¢inu charakterizujici napéti, jde o tenzor napéti. Jednotliva Tij

v (10.16) jsou sloZky tenzoru napéti.

Struéné pouceni o tenzorech najdete v Dodatku A, pro zacatek ndm bude stacit jednoduchd
informace, Ze jde (v pripadé tenzoru druhého fadu) o devét slozek, které lze usporadat do ,tabulky”,
jak to ukazuje (10.16).

Pfi pohledu na (10.16) nas asi pfirozené napadne otazka:

,T0 je sice hezké, Ze madme devét slozek, ale co vlastné znamenaiji. Jaky je jejich vyznam?“

Takze se na vyznam jednotlivych sloZek podivame.

*“ No ano, bude to tenzor napéti, vidyt uz se tenhle termin dvakrat objevil v nadpisech...

* Jak jsme se dohodli vyse, napéti budeme oznacovat symbolem 7, takZe tento symbol pouzijeme i pro slozky
danych tfech vektord napéti. Kazdé T ma u sebe dva indexy: prvni oznacduje, o ktery vektor napéti jde, druhy
index oznacuje slozku daného vektoru.

2V tomto pfipadé jde o tenzor druhého radu. Pozname to tak, Ze jeho slozky maji dva indexy. Ve fyzice se
pouZivaji i tenzory vyssich fadd; slozky tenzord tretiho Fadu maji tfi indexy, slozky tenzord ¢tvrtého Fadu Ctyfi
indexy, atd.

10
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Vyznam slozek tenzoru napéti X,
Vyznam slozek na diagonale (7, i =)
fm
Zatneme pripadem, kdy materidl natahujeme ve sméru osy x;, viz o
- = 2
obrazek.” Plosku S tdhneme doprava silou F® =(F,0,0).* Kterd SV X
slozka tenzoru napéti bude odpovidat pfislusnému napéti F/S ? X /
3
Vektor napéti je
f(l)zlf(l)/s — (F/S,0,0) (10.17)
a vime, Ze obecné je (viz (10.14)) T® = (z,;,7,,, 733 ) .* Nenulovd slozka tenzoru napéti je tedy
7, =F/S. (10.18)
To znamena, Ze Ty, je napéti v tahu ve sméru osy x;.
Podobné je tomu pfi natahovani ve sméru ostatnich os, napéti tam jsou T,, a T33. Vidime, Ze
diagonalni slozky tenzoru napéti jsou tahova napéti ve sméru pfislusnych os. ¥/
Zname uz tedy vyznam tfi sloZek tenzoru napéti:
n
Ty . (10.19)

A co kdyZ material nenatahujeme, ale stlacujeme?

Je to jednoduché: Pfislusné slozky napéti jsou pak zaporné, napf¥. t;;< 0. Kladné hodnoty sloZek T,
Ty, @ T33 Znamenaji tah (natahovani), zaporné hodnoty tlak (stlacovani).

Pro napéti ve sméru os x; a x, to ukazuje obrazek:*®
X2 XZ X2 XZ

7,,>0 S 7,,<0 S TT:z?)O S lr‘::z<0
> —> | _— -_

Xy Xy X X

44 . . v vers v . P v rvs
Na obrazku jsme pro prehlednost otocili soustavu soufadnicovych os tak, Ze osa x; miti doprava.

>\ obrazku neni nakreslena sila —~F® , kterou drzime levou stranu kvadru (resp. pfislusné napéti -T® ), rediné
tam takova sila samoziejmé je.

*® Tak jsme si slozky T® oznadili.
¥ co jsou diagonalni slozky, vidime o dva radky nize v zapisu (10.19).

*® Pro napéti ve sméru osy x3 by to samozitejmé bylo analogické, pro ndzornost zde ale tento a podobné obrdazky
kreslime jen dvourozmérné, v tomto pripadé jde tedy o pohled ze sméru osy x.

(Jsou-li pro vas nazornéjsi tfirozmérné obrazky, zkuste si je nakreslit sami. Coby autor tohoto studijniho textu pfiznavam, Ze
mi tfirozmeérné obrazky, které se snazim kreslit, obvykle moc nazorné nepfipadaji; ono se to kresleni musi umét a mit

k tomu vétsi talent... ®O)

11
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Vyznam nediagonalnich sloZek (7, i # j)

Sila plsobici na plosku v materidlu nemusi byt na tuto plosku kolm3, X A=
o\ P vy . . . . . , 1)
mUzZe s ni byt i rovnobéznd, viz obrazek. Ukazuje situaci, kdy sila T

pUsobici zprava na plosku S kolmou na osu x; ma nenulovou jen

= v
slozku do osy x,, F® =(0,F,0). Vmateridlu vtomto pfipadé — 5
pUsobi smykové napéti. S X
Vektor napéti je X, /
TO =F®/s = (0,F/S,0) (10.20)
a ztoho, Ze TO = (z'll, 2'12,2'13) (viz (10.14)), vidime, Ze nenulova je v tomto pripadé slozka 71;:
n, = F/S. (10.21)

To znamen3, Ze Ty, je napéti ve smyku ve sméru osy X, plsobici na plosku kolmou na osu x;.

Podobné je tomu pro ostatni Tij kde i # j.Vidime, Ze

nediagonalni slozky tenzoru napéti popisuji smykova napéti v materidlu.

Samoziejmé, Ze na opacné strané plosky plsobi sila opanym smérem. Situaci pro kladné i zaporné

hodnoty T12 a T21 ukazuje obrazek:

X, Xz

S
TT12>0 T Twz<0

'

Xy X

Zcela analogicky je to u sloZek T13, T31 a T23, T32. TakZe uz rozumime i vSem nediagonalnim slozkam
tenzoru napéti:

T2 T13
(Fi Toz | - (10.22)

T31 T3

Zatim jsme uvaZovali pouze tahové nebo pouze smykové napéti. Co kdyZ pljde o obecnéjsi pfipad a

vektor napéti bude mifit ,Sikmo k plose“? Zistane vyznam sloZek T; stejny, jak jsme ho poznali

vySe? Uvidime, Ze nastésti ano.

12
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Tahové a smykové napéti dohromady...

Pojdme se podivat na obecny pfipad, kdy v materialu plsobi na plosku S soucasné napéti v tahu i ve
smyku.

Prikladem muZe byt situace znazornéna na obrazku. Ploska S je kolma na osu

X1, pFislusny vektor napéti plsobici na tuto plosku (zprava) je TO, Napéti
v materidlu mlze byt zcela obecné (vSsechny slozky tenzoru napéti (10.16)

mohou byt nenulové).

. vr - v . v T
| v tomto obecném pfipadé jsou 7,,,7;, a 7;; slozkami vektoru napéti: T = (711,712,1'13).
To znamend, Ze pro libovolné sloZité napéti je 7,, stale napétim vtahu
y . Y . . L. X2 Skeo )
(ve sméru osy x;, tedy kolmo na nasi plosku S) a 7, je smykové napéti i

(te€né k plosce S; pfesnéji feCeno jde o slozku tohoto smykového napéti do T,
sméru osy x, *°), viz obrazek vpravo.

v

Takze slozkam tenzoru napéti snad uz docela rozumime. *° X,

Symetrie tenzoru napéti

Podivejme se na plosné sily plsobici na maly kvadfik v materiadlu. Konkrétné si vSimneme sil na jeho
stény kolmé na osu x4, viz nasledujici obrazky:>*

v

KdyZ jde o tahovou silu (viz levy obrazek), sily zleva a zprava se vyrovnaji. Celkova sila na kvadrik je
nulova a kvadiik neni plognymi silami nikam tazen.>

Ovéem kdy? jde o smykové sily (viz pravy obrazek), vidime, Ze sila na kvadfik je sice opét nulova™, ale
moment téchto sil je nenulovy: danad dvojice sil by zjevné kvadiik roztocilal®™ A dhlova rychlost

kvadriku by se stale zvétSovala... CoZ se v materialu samoziejmé nedéje. Jak to tedy je?

* Slozka tohoto smykového napéti do sméru osy x3 je 7;5.

*% prosim laskavého Ctenare, aby si vSechny uvedené Uvahy sam podrobné promyslel. | kdyz to na zacatku
mozna vypada trochu slozité, kdyz se s tim szijeme, neni problém odpovédét, kdyz na nas nékdo vybafne tfeba
otazku ,Které slozky tenzoru napéti popisuji te¢né napéti plisobici na plosku kolmou na osu x;? A ktera z téch
sloZek se tyka slozky daného napéti do osy x,?“ (Neni asi moc pravdépodobné, Ze by podobna otazka padla

v néjaké televizni soutézi, kdybyste se ji ndhodou ucastnili, ale ¢lovék nikdy nevi... ©)

> Na obréazcich kreslime vektory napéti. Silu dostaneme po vynasobeni plochou stény: E® =pcT®.

>2 podminku rovnovahy pro ¢ast materialu jsme ostatné vysSe uzivali, kdyz jsme urcovali napéti na libovolné
orientované plosce, viz odvozeni pred (10.13). Vyrovnani tahovych sil se tyka i plosek kolmych na osy x; a xs.

** Sila je souttem beT @+ be (-T@).

** Velikost momentu této dvojice sil by byla déna vztahem ,sila krat rameno”, tedy abc |T®].

13
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Materidl v l[atce musi byt v rovnovaze, takZze nejen celkova sila, ale i celkovy moment sil plsobici na
kazdy kousek materidlu musi byt roven nule.

XZ N T
Pro¢ se maly kvadrik materidlu neroztodi, je kvalitativné vidét na _2;
obrazku vpravo. Smykova napéti 7,, a -1, na pravé a levé sténé
kvadru se snaZi roztacet kvadr proti sméru hodinovych rucicek, _T12¢ TTIZ
napéti 7,1 a —T,1 ha horni a dolni sténé kvadru se ho snazi roztodit
ve sméru hodinovych rucicek. >> Pfislusné momenty sil se ‘__Tzn
vzajemné vyrovnaji. x>
Tak, a ted' uz to jen popsat kvantitativné. Uvazujme kvadrik délky a, vysky b a hloubky ¢ (tu ovsem na
X, 4 L, obrazku vlevo nevidime, protoZe jde o pohled ze sméru osy x;).
S;=ac _ Pravd sténa kvadfiku ma plochu S, =bc .** Sila, kterou smykové
a TT ’ napéti pdsobi na sténu, je tedy FP= Sz, =bcz,. Na levou
_lei b 12 Y o f oy . v v 57
S,=hc sténu plsobi stejné velka sila opaéného sméru.
-—
-T,, Moment dané dvojice sil spofteme podle vztahu ,sila krat

> rameno”, jeho velikost je tedy

M® =aF® =abcr, . (10.23)

Sila pUsobici na horni sténu je analogicky F@= S,7,, =acr, a moment dvojice sil plsobicich na
horni a dolni sténu je
M® =bF® = bacr,, . (10.24)

Oba momenty mifi ve sméru osy x3;, maji ovsem opacnou orientaci, takZe aby se vyrovnaly, museji se
jejich velikosti rovnat. Z (10.23) a (10.24) pak dostavame abcz,, =bacr,, aodtud okamzité

Ty =Ty - (10.25)

Analogicky Ize odvodit, Zze 7,;, =75, a 7,; =75,. To znamena, Ze plati

7j; = 7;; proviechnai,j=1,2,3. 8 (10.26)

Jinymi slovy,

tenzor napéti je symetricky.

Nezavislych slozek tenzoru napéti proto neni devét, ale jen Sest.

>> Omlouvam se &tenditim z generace milenialQ, ktefi jsou jiz zvykli jen na digitalky a oznaceni ,,po sméru
hodinovych rucicek” a ,proti sméru hodinovych ruci¢ek” povazuji za néco ptilis archaického, co mélo vymfit
nejspis s dinosaury. © Ale i pro odp(rce hodin s ru¢i¢kami je ze Sipek snad zfejmé, kam by kterd napéti kvadr
roztoCila. © ©

*® Znatime ji §4, protoze jde o plochu kolmou na osu x;.

> Smykové napéti bereme na pravé i levé sténé stejné velké, protoze kvadr predpokladdme velmi maly.
Fakticky na konci vypoctu miZeme limitovat rozméry kvadru k nule, pak je rovnost velikosti napéti na obou
sténdch jasna.

>% prave jsme to dokdzali pro i #j, pro i=j je platnost samoziejma.
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Dalsi poznamky k tenzoru napéti

Hlavni sméry tenzoru napéti

Napéti vdaném bodé materidlu jsme na zacatku této Casti kapitoly popsali vektory plisobicimi na
plogky Si, S5, S5 kolmé na osy soutadnic.> Napéti na téchto ploskach obecné méla jak slozku tahovou
(kolmou na plosku), tak slozku smykovou (tec¢nou na plosku). Napéti tedy celkové vypada jako docela
slozita veli¢ina.

Da se ale ukazat, Ze pro libovolné sloZité napéti vdaném bodé mizZeme najit plosku natocenou tak,
Ze vektor napéti na ni pUsobici je k ni kolmy. To znamena, Ze na takové ploSce neni smykové napéti,
pUsobi na ni jen cisty tah (nebo tlak).

Priklad ukazuje nasledujici obrazek. Na plosky kolmé kosdm x; a x, pUsobi tecna napéti. Na
nato¢enou plosku S, (kolmou k normélovému vektoru v ) plisobi pouze napéti v tahu.®

N N

Xz X

v
v

Xl Xl
Dokonce plati jesté vic: existuji tfi sméry v;, V,, v, takové, Ze na ploskach k nim kolmych je jen Cisty
tah nebo tlak, Zddna smykova napéti. Témto smérim se tika hlavni sméry tenzoru napéti. A navic:

tyto sméry jsou vzajemné kolmé.® Blize se o této problematice zminime (hlavné pro zdjemce)
v Dodatku D.

Tenzor napéti ,funguje” i pfi pohybu kontinua

Kdyz jsme vyse zavadéli tenzor napéti a ukazovali, Ze z néj lze urcit vektor napéti na libovolné
natocené plosce, délali jsme to pro kontinuum v klidu. Celkovou silu na kousek kontinua (10.10) resp.
(10.11) jsme proto brali rovnou nule — aby byl dany kousek kontinua v rovnovaze a nebyl nikam
»strkan“ i tazen. Co kdyzZ ale tfeba lokomotiva tahne rozjizdéjici se vagén nebo auto tdhne na lané
jiné auto a zrychluje? Pak se prece uvazovany kousek kontinua pohybuje se zrychlenim a sila na néj
pUsobici tedy neni nulova.®* Neni tedy nase odvozeni nepouzitelné?®

Nastésti tomu tak neni. Druhy Newton(v zakon pouZity na dany kousek materialu da

ma=F,

celk 7

(10.27)

>° pak jsme ze sloZek téchto vektord dali dohromady tenzor napéti, viz (10.14).

% vektor napéti T je rovnobéziny s vektorem v . Tento vysledek Ize odvodit pomoci vztahu (10.15), blize viz
Dodatek D.

o Dodejme, Ze tyto sméry nemusi byt urceny jednoznacné. Napfiklad pro ty¢, kterou natahujeme ve sméru osy
X, a jinak na ni nepUsobime, je jednim z hlavnich smérd pravé smér osy x;. Druhé dva hlavni sméry jsou
libovolné sméry na danou osu kolmé. (Je pak vhodné volit tyto dva sméry také vzajemné kolmé.)

%2 p¥ikladt mGzeme najit mnohem vic. Jasnym ,Skolnim“ prikladem je treba zavazi kmitajici na pruziné nebo
gumicce, tam se €asti pruziny nebo gumicky pohybuji se zrychlenim prakticky porad.

®To by byl prGsvih, znamenalo by to, Ze tenzor napéti je pro vypocet napéti na libovolnych ploskach pouZitelny
jen ve statickém pripadé, coz by bylo dost omezuijici.
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kde F

i j& dano vztahem (10.10) ev. (10.11) a m je hmotnost daného kousku materialu:

m=Vp =3hSp

Z (10.27) po dosazeni dostavame

ihSpa=F

= S TP, TO _y, TOLTO L Lo gh)
a odtud

S(—vlf(l) —vzf(z) —st(3)+f(ﬁ)+%pgh—%pﬁh) =0. (10.28)

Po vydéleni S a limité h — 0 k ,nekone¢né malému kousku kontinua“ pak uz opét dostavame (10.13).%*
TakZe vztah mezi tenzorem napéti a vektory napéti na libovolné natoCenych ploskach funguje i
v kontinuu, které se pohybuije se zrychlenim.®

Rovnice rovnovahy kontinua

Vratme se jesté k rovnovaze v kontinuu. Pfedstavme si tfeba ocelové /

lano® povédené od stropu. A uvazujme v ném valecéek vyiky Ax, viz |

N
obrazek vpravo. Jeho horni podstava je tazena nahoru silou i
S 7,,(X+AX), spodni doli silou S 7,,(X). Samotny vale¢ek ma
hmotnost M = p SAX, takZe je tazen dol tihovou silou p SAXQ . TTII(X+AX) A
Celkova sila plsobici na dany valecek ve sméru osy x; je tedy % Tl :::::::1: X

> -T},.(X)
F, =S 7,(Xx+Ax)-S 7,,(X)— pSAXQ. (10.29) lg 0

+

V rovnovaze je tato sila nulova, S(7,,(x+Ax)—7,,(X)— pAxg)=0, S

Upravou odsud dostavame
7, (X +AX) — 74(X) _
AX

04 . (10.30)

Jak ur¢ité uz ocekdvate, budeme uvazovat limitu AX — 0, ¢im? levd strana (10.30) prejde v derivaci:

* Poznamka na okraj: V (10.28) vidime, Ze €len se zrychlenim & se zde vyskytuje, az na znaménko, stejné jako
¢len s tthovym zrychlenim (. Proto se v nékterych ucebnicich jako pfiklad objemovych sil pisobicich v kontinuu

uvadéji i setrvacné sily. Ty md smysl uvazovat, pokud situaci popisujeme v neinercidlnim systému. V této
kapitole vsak predpokladame, Ze vse popisujeme v inercialnim systému (v némz zadné setrvacné sily nejsou),
proto jsme vychazeli z druhého Newtonova zdkona (10.27).

K tomu jesté jedna poznamka pro opravdu pozorné a kritické ¢tenare: Mozna namitate, Ze druhy Newton(v
zakon plati pro hmotné body, tak jak to, Ze ho zde najednou pouzivdme pro kousek kontinua? Nastésti to jde:
KdyZ jsme se v kapitole 4 seznamovali s prvni impulzovou vétou, odvodili jsme jako jeji disledek vztah (4.20),

dv = - . . y , N
tedy m—= = FF.To znamen4, ze pro zrychleni hmotného stfedu soustavy hmotnych bodd plati vztah

dt
,hmotnost krat zrychleni = celkové sile plsobici na soustavu”. A ted' je tou soustavou hmotnych bodu
uvazovany kousek kontinua. (Pro jesté kriti¢téjsi ctenare: Ano, kontinuum neni z jednotlivych bod(, takZze zde
vysledek z kapitoly 4 zobecriujeme na spojité prostfedi. Jste vy to ale ,Stourové”, ze do toho tak vrtate...
Coz je samoziejmé v naprostém poradku, tak to ma byt, jen Stourejte a vrtejte! Fyzika neni o slepém prejimani
nékde napsaného Ci reCeného, je potieba se s ni ,,poprat”, pravé tim ji Iépe poznate. Ostatné, coby autor
tohoto textu bez mudeni pfiznavam, Zze mam mezi kolegy také povést ,toury”. TakZe vitejte v klubu. © )

65 P
Hura!

*® Nebo spis tlusty ocelovy drat, aby Slo o jednolity material a ne o mnoho spletenych pramenu.
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drz,

= . 10.31
w L ( )

Fyzikalni vyznam je jasny: smérem nahoru tahové napéti stoupd, protoze lano v daném misté musi
unést i ¢asti lana pod nim.

Bude uZite¢né zapsat vysledek (10.31) pomoci slozek vektoru tihového zrychleni § =(g,,d,,ds)."
Je 9,=-0, 9,=0, g,=0. Misto obycejné derivace také bude vhodné psdt parcidlni derivaci,
abychom vystihli i obecné&;jsi situaci, kdy by 71; mohlo zéviset i na soufadnicich x, a x5.% Dostaneme
tak % = — pQ,, coZ byva zvykem psat jako

%,

o7,

+ =0. 10.32
o, P9 ( )

" . . - 01y . ‘. .
Obecnéji bychom mohli tento vysledek pséat jako —+ pg; = 0, i=1,2,3. % To uz je ,skoro celd”
Xl
rovnice rovnovahy kontinua. V obecném pfipadé ovSsem plsobi jesté smykova napéti; obecna

rovnice rovnovahy kontinua je pak

2 az-ji : 70
Z—+ pgi =0, i=123. (10.33)
= OX:

Nazorné i trochu formalnéjsi odvozeni jsou pro zajemce uvedena v Dodatku E.

Napéti obecné zavisi na misté

Jak jsme uz vidéli v predchozim prikladu, napéti nemusi byt v celém télese stejné. To znamen3, Ze
slozky tenzoru napéti obecné zaviseji na misté. (Jsou funkcemi souradnic resp. polohového vektoru.)
To znamen3, Ze abychom znali rozloZeni napéti v néjakém télese, musime znat slozky tenzoru napéti
v kazdém bodé télesa.

Casto se v této souvislosti pouZiva nazev tenzorové pole. Napoprvé nas tento nazev mdze zarazit, ale
v zasadé nejde o nic slozZitého.

Pom(iZe nam analogie s vektorovymi poli, které uz vlastné zname: Kdyz napftiklad zndme gravitacni
pole v okoli Zemé, vime, jak gravitaéni zrychleni zavisi na poloze, tedy jakd je zavislost § = G(F).

Vyjadreno ve slozkdch, zname zavislosti g; = 9;(X,, X,, %;), 1 =1,2,3. Abychom znali rozloZeni napéti

v . P s, . P 71 roov 72
v télese, musime znat zavislosti Gj = rij(xl, Xy, X%3), 1, J=12,3." Tot v3e.

67 . v , . . . v e v
Osy x; a x3 v obrazku na predchozi strance nejsou nakresleny; jsou samozitejmé vodorovné, kolmo na osu x;.
68 ey . . P v ; , . . . v v
Parcialni derivaci budeme psat podle proménné x;, zatim jsme u x index nepsali, coz bylo vlastné trochu
,heporadné”, ted uz zapis zpresnime.
69 . . . . . . v . . v
Pro i=2 a 3 je prava strana nulova a leva také, protoze v lanu nejsou smykova napéti 71, a T13.
70 v . .y , 4 . . Y — ) . . Y . . Y ~
V ucebnicich je Casto misto tihové objemové sily pg v této rovnici uvadéna obecnd objemovasila G .
71 Y . .y v, s ) v
Pravé ty popisuji pole tenzoru napéti v daném télese.
72 v v , v ;. .
Takze zadny strach pred tenzorovymi poli...
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10.4 Jak popsat deformaci kontinua

Kontinuum, tedy néjaky material, miZzeme deformovat rlzné. MUZe jit o nataZeni, stlaceni, smyk a
krouceni (neboli torzi), viz obrazek nize. A samozfejmé o kombinaci téchto dil¢ich typC deformace.”
Jak popsat vsechny tyto deformace?

—> -

Vil

,

Zacneme nejjednodussim pripadem, natazenim télesa. MUZe jit tfeba o natahovani gumového
vldkna.

Pfi popisu deformace budeme vidy porovnavat deformovany stav se stavem pred deformaci. PFi
natahovani gumy si na ni tfeba vyzna¢ime dva body, A a B. Pak budeme sledovat, kam se posunou

po natazeni; jejich nové polohy oznacdime AaB.

Gumové vldkno uvazujeme rovné (jako rovny valecek), v jeho sméru I:?:?:

budeme brat osu x.”* Soujadrlice bodl A a B budeme oznacovat o 'A )'(B ;
X, , Xg, soufadnice bodl A a B pak X, a X; . E;

Rozdily soufadnic obou bodl AX = X; — X, (pfed natazenim gumy) A B

a AX=X; —X, (po nataZeni) jsou délky téhoZ kousku materidlu | ‘ ‘ >
pred deformaci a po deformaci. 0 X Xy X
Pfi popisu deformace vyjdeme z posunuti bodu A a bodu B. Posunuti AX

budeme brat jako vektor; U, je vektor z bodu A do bodu A, podobné pro vektor U, viz obrazek:

L~ -
A U, A B
 — | |
[ — | ! S
5 | = S g
B i,

Zde potiebujeme jen x-ové slozky vektord posunuti U,, a U,g. Ty jsou samozfejmé U,, = Xp— Xy,
Uyg = Xg — X3. Zarover oviem mUlzeme fici, e posunuti zavisi na misté, z néhoz se posunujeme”, je
tedy funkci x:

U = U, (Xa), Ug=U,(X)."° (10.34)
Souradnice bodud A a B po deformaci jsou tedy

Ko = X+ U (X)), X5 =Xg+U,(x5)." (10.35)

7 Tteba Ekolni houbu miZete soutasné natahovat a kroutit. Materidl také mazeme v jednom sméru natahovat
a v kolmém sméru stlaCovat... moznosti je nepreberné. Navic jsme v nasem vyctu neuvedli ohyb.

" Natahovani gumy budeme brat jako jednorozmérny problém, co se déje ve smérech kolmych na osu x nas
zatim nezajima.

7 Je to vidét i na obrazku, bod B se posunul vice, nez bod A. Na nasi natahované gumeé je zifejmé, pro¢ posunuti
zavisi na misté: body u levého konce gumy (ktery drzime pevné) se posunou jen malo, body u pravého konce
gumy, za ktery tahdme, se posunou hodné.

7® Funkci urcujici jak velké je posunuti bodu v zavislosti na jeho poloze na (nenatazené) gumé jsme si zde
oznatili uy. Kdybychom si ji oznagili £, byl by vztah (10.34) Uy, = f(X,), podobné pro bod B.
7 Podrobnéji: Je X, = X, + U,,, odtud po dosazeni (10.34) dostaneme (10.35); analogicky pro bod B.
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Samotné polohy bodt po deformaci ani samotna posunuti nas ale vlastné nezajimaji.”® Pro zjiténi,
jak moc je guma v daném Useku natazend, tedy deformovang, je dilezZité, jak se zménila délka kousku
mezi body A a B. Ta byla pred deformaci

AX = Xg =X, (10.36)
a po deformaci

=X = X+ Uy (%) — (XA+ ux(XA)) = Xg = Xp + Uy (Xg) — U, (Xs) =

+ Uy (%) — Uy (Xa) . (10.37)

AR = %,
X

KdyZz chceme deformaci popsat lokalné, v okoli urcitého bodu, zvolime body A a B blizko sebe.
Ve vysledku (10.37) pak mame rozdil funkce uy ve dvou blizkych bodech a mdZeme ho aproximovat
pomoci derivace:

du
U, (Xg) —Uy (X)) = Uy (X +AX) — U, (X,) = r L AX . (10.38)
X
Po dosazeni do (10.37) dostaneme
- du du
AR =AX+ —X Ax = [1+—2 | Ax . ¥ (10.39)
dx dx
Abychom stéle nemuseli vypisovat symbol derivace, oznacime
du .
x Te o (10.40)
dx
takZe vztah (10.39) ziska podobu
AX = (1+e,) AX . (10.41)

Jak uvidime dale, deformace se obecné vystihuji pomoci druhych mocnin délek mezi body
v materiélu, tedy pomoci (AX)* a (A%)?. Umocné&nim (10.41) dostavéme

(A%)? = (1+e,)" (AX)® = (1+2e, +6,7) (AX)’ . (10.42)

Toto plati obecné. A pokud jde tfeba o gumu, kterou mizeme natdhnout az na nékolikanasobek
pvodni délky, ¢ili jde o velké deformace, musime uZivat pravé tento vztah. Casto se oviem
setkdvame s pripady, kdy prodlouZeni je jen velmi malé. Napfiklad pfi natahovani oceli je relativni

8 prot by také mély? Jak jsme vidéli, nékteré body se posunuji malo, nékteré hodné. A kdybychom natahovali

opravdu dlouhy gumovy vlasec a zjistili jsme, Ze se body na konci posunuly tfeba o dva metry, tak o tom, jak je

velka deformace, nam to vlastné nic nerekne.

7 Zde jsme pFi Upravach vyuzili (10.35).

80 Poznamenejme, Ze zde uZ nepiSeme pribliznou rovnost, i kdyz v (10.38) priblizna byla. Predpokladame totiz,

Ze body A a B k sobé ,limitné blizime“, tedy fakticky délame limitu AX — 0. Samozfejmé byste mohli namitat,

Ze v tomto pripadé da (10.39) trividlni vztah 0 = 0. Matematicky korektni by bylo psat (10.39) s uZitim

diferenciald, tedy ve tvaru dg = dx+cilidx, ovsem leckdo asi jesté nejste zvykli na praci s diferencialy, a tak
X

radéji zGstaneme u koneénych , kousk(“ AX a AX stim, Ze jde o ,kousky” tak malé, Ze nepresnost dana

aproximaci v (10.38) je prakticky zanedbatelna.

8 Zatim to berte jako zkratku nebo pracovni oznaceni. V dalsi ¢asti kapitoly uvidime, jak to souvisi se zna¢enim
bézné pouzivanym pro deformaci.
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prodlouZeni maximalné zlomek procenta.® To znamena, e jde o malé deformace. V tomto pfipadé

je ¢len eXXz v (10.42) maly oproti ¢lenu 2e,, a mGZeme ho zanedbat.

Pozndmka: Dané zanedbani samoziejmé musime umét zdGivodnit.® Nastésti to jde snadno. Z (10.41) po upravé
dostaneme e, = (AX—AX)/AX , takze vidime, Ze 4y je rovno relativnimu prodlouzeni daného kousku

materialu. A jestlize relativni prodlouzeni je napftiklad 10‘3, pak exx2 je rovno 10‘6, takze zanedbani oproti 2:10°
je skute¢né opravnéné.

Pro malé deformace tedy plati
(AR)? = (1+2e,) (AX)*. (10.43)

Jestlize budeme natahovat homogenni ty¢ (kvadiik nebo valecek, napf. ocelovou strunu) z pocatecni
délky 1, na délku I, bude ziejmé

ax_ 1 B (10.44)
Ax |,
To znamena, Ze pro nataZeni celého vélecku plati vztah analogicky k (10.43):
1 = (1+2e4,) 1, (10.45)
Odtud po upravé:
=12 = 2e,17. (10.46)

Levou stranu (10.46) miZeme upravit (kdyZ navic oznaéime protazeni jako | -1, = Al a uvazime, Ze

jde o malou deformaci):
1 - |02 = (I + IO)(I — |0) = (2|O + Al )AI = 2l, (1+ AI/(ZIO))AI = 2, Al (10.47)

az(10.46) po vydéleni 2|02 dostaneme

(10.48)

Odtud je zfejmy vyznam veliciny €,,, je to relativni prodlouZeni ve sméru osy x®

Tak, a ted'to celé zobecnit, abychom uméli popsat i jiné deformace, nezZ jen natazZeni...

8 Kdyz natahujete ocelovou strunu na kytaru, tak od chvile, kdy je prakticky rovna, rozhodné na ladici kolik
nenavinete desitky centimetrd struny. Maximalni prodlouzeni mlZete spocitat z Hookova zdkona, Youngova
modulu pruznosti a meze pruznosti oceli. (K témto veli¢inam se jesté dostaneme.) Vyjde vam relativni
prodlouZeni asi dvé desetiny procenta, pti vyssim by uz deformace nebyla pruzna. Pokud bychom strunu
napinali jesté vice, samoziejmé nakonec prekro¢ime mez pevnosti a struna se pretrhne.

% prece se nespokojime s tim, Ze v pfedchozim odstavci je sugestivné napsano ,,¢len ... je maly oproti ¢lenu ... a
muZeme ho zanedbat”. Musime se zeptat ,A proc je maly?“, ,,0dkud to vime?“, ,,0dkud to plyne?“. Pfipadné
(protoze jsme ve studijnim programu Fyzika se zamérenim na vzdéldvani): ,Jak bychom to nékomu vysvétlili?“

¥ Formalné bychom to mohli ukazat tfeba tak, ze bychom myslenkové rozdélili valecek na n ¢asti délky AX .
Bylo by tedy Ax = Io/n. Po natazeni pak AX = I/n, protoze vSechny ¢asti valecku se natahuji stejné.

& Fakticky uz jsme to vySe mohli vidét ze vztahu (10.41). Ted jsme si ale predvedli, jak se to da odvodit ze
vztahti pro velitiny (Ax)? a (AX)?, které se poutzivaji pfi popisu obecnéjsich deformaci; viz déle.
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10.5 Tenzor deformace

Uvazujme ted obecny pfipad deformace. Postup pfi jejim popisu bude v zasadé stejny, jako jsme to
vySe délali pfi natahovani tyce, jen ted misto jedné souradnice x budou vSude vektory resp. jejich
souradnice.

Body A a B jsou dva libovolné blizké body v kontinuu pred Xy

deformaci. Jejich polohové vektory jsou I, a Iy. (V obrazku jsou B

kresleny jen slabé, aby se nestal nepfehlednym.) Vektor spojujici AT A%
oba body pred deformaci je AT . Za chvili ho budeme pottebovat i
ve slozkach, je AT = (AX;, AX,,AX;).

~ o~ X
P¥i deformaci se body posunou do novych poloh A a B, vektory %3 .

posunuti jsou U, , Uy . Posunuti je opét funkci polohy plvodniho bodu, takze U, =U(r,), U =U(T).
Vektor spojujici body po deformaci je AT . Jak je vidét uz z obrdazku, plati
AF = AF + 0, —0, = AF + G(R)—(T) . (10.49)

Opét zde mame rozdil funkénich hodnot ve dvou blizkych bodech. Vyjadiime jej opét s pomoci
derivaci. ProtoZe ale ted’ mame tfi soufadnice x;, Xx,, X3, budou ve vysledku parcialni derivace podle
vSech souradnic:

N - o ou ou ou 3. ou
U(F)—(F,) = U(F, +AF)—U(F,) = —AX +——AX, +—AX, = D" —AX; .* (10.50)
oX 0X%, 0%, i OX;
- 3, ad
Dosazeni do (10.49) da AF = AF + z —AX; - Pro i-tou slozku odtud dostaneme
=1 OX;
s 3 oy,
A% = A% + D —LAX; (10.51)
coZ jesté mUZeme prepsat s vyuZitim Kroneckerova delta na tvar
T <l U D 10.52
%= 'j+§ Xj - (10.52)

= ]

Takze zndme slozky vektoru AT .2 Pro popis deformace se uziva druhd mocnina jeho velikosti, tedy
|A?|2, tedy druhd mocnina vzdalenosti bodu AaB, tedy bodl po deformaci. Vyjadieno pomoci
souradnic, je

(10.53)

% pokud jste se v matematice jesté nesetkali s aproximaci pfirdstku funkce vice proménnych pomoci
parcialnich derivaci, vezméte prosté (10.50) jako pfirozené zobecnéni vztahu (10.38) z jedné proménné na tfi
proménné. (Mirné nevazné nékdy rikam, Ze cleny pro x, a x; museji byt analogické ¢lenu pro prvni proménnou,
»aby to tém dalSim proménnym nebylo lito“. A ¢len pro prvni proménnou vypada stejné, jako v pripadé funkce

jedné proménné, jen ta derivace je tam parcialni.)
¥ 3 . , Ly .
¥ Je totiz Zi=15leXj = AX;, protoze 5”. ponechd ze sumy jen ¢len, kde j=i.

88 Pfipomernime, Ze to je vektor spojujici dané blizké body A a B po deformaci.
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Po dosazeni (10.52) do (10.53) si pak uzijeme fadu matematickych dprav:®

|A?|2 = iAii AR, =
i=1

Il
M
e
M
=

+

O N Ne)}
X2
—
;_%

o)}
=
~—

B
X

>
X

|

—
Il
LN
=~
1
N
Il
iN
—

3 3
2515”( +Y.8; %+Z%§k + 4 0u; AX;j AX, =

Il
.Mw
Mw

=1 k=1 | i1 i1 N X o an Y 5XJ 8Xk
H—J \—W_J
ik ouj au,
i X o |
3 & [ ou; ou, <& ou, ou
=2 Sy +—r+—¢ +> — L AX AX =
j:]_ k=1 L an aXJ i=1 8XJ an (1054)
S S, |0U; du ou; ou
= DAXGAX; + ) D) | KD L AX AX,
j= j=1 k=1 8Xk OXJ i=1 CXj (ka
2
AT

V dalSim se omezime na malé deformace. Pro né, podobné jako jsme to poznali vyse v pfipadé

natahovdni tyCe, jsou derivace posunuti malé, tedy |—2X| « 1 (pro vSechny kombinace j a k) a ¢len ve

Xk
vysledku (10.54) obsahujici jejich souciny (je vyznacen barevné) bude je$té mnohem mensi®, takze
ho budeme moci zanedbat. Z (10.54) pak dostavame

|A?|2— |AF[* = ii ai' +% AX; AX, (10.55)

=1 k=1 X

Ted' uzZ jsme s Upravami prakticky hotovi, zbyva vysledek interpretovat.

8 Nebojte se jich, i kdyZz mozna na prvni pohled vypada tahle ,houstina vzorcG“ trochu hrlizostrasné. Ale

fakticky jde jen o rozndsobovani, vyuZiti toho, Ze sumy miZeme napsat v libovolném poradi (protoze se stejné
nakonec s¢itd pres vSsechny kombinace indexu) a vyuZiti uz znamého obratu typu Z 15“ g =2a;.A navic na

zaCitku musime za A%; dosadit (10.52) dvakrat, jednou pfitom zménime scitaci index z j na k, tedy dosazujeme

3

o ou;

AX; = kzé[d"ﬁ@_xl} AX, , abychom nené&sobili dvé sumy se stejnymi s&itacimi indexy, to by byl zmatek.
= K

j Uy

<
xké‘x &

ou
% Formalngé bychom zanedbdni mohli zdlvodnit tak, Ze kdyz <é&<«1,pak |— <

ou;
— <& <l | Ol
29

i i

a zanedbavame ¢len fadu &2 oproti ¢lentim fadu ¢.
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Pro clen v hranaté zavorce v (10.55) (resp. jeho polovinu) si pro dalsi Uvahy zavedeme zvlastni oznaceni:

e, = T
K2 ox o ox,

(10.56)

Jde vlastné o novou veli¢inu, presnéji feceno o slozky nové veli¢iny. Maji dva indexy, takZe to
naznacuje, Ze by mohlo jit o slozky tenzoru.

A opravdu je tomu tak: e dané (10.56) jsou slozky tenzoru malych deformaci.” °* Jde o tenzor
druhého radu,

ell e12 e13

€, €, €xs |, (10.57)

eSl e32 e33
az(10.56) ihned vidime, Ze je symetricky, tedy Ze &j =€k (pro viechnaj a k).
Vztah (10.55) md pak pfi zapisu se slozkami daného tenzoru tvar

=|? =2 N 93
|Ar| — |AF[" = Zl:z; 26 AX; AX; . (10.58)
1=l J=

Dobre, mohli byste fici, zavedli jsme dalsi tenzor. Definice (10.56) ale vypada dost formalné. Co si pod
ni vlastné mame predstavit? Pojdme se proto podivat, jak slozky tenzoru deformace interpretovat.

Vyznam slozek tenzoru deformace

Diagonalni slozky tenzoru malych deformaci

Vyznam diagonalnich sloZek zjistime jednoduse, postupem, ktery jsme uZ poznali vySe v Casti 10.3
vénované natahovani tyce.

Vektor AT zvolime ve sméru osy x;; bude tedy AX, = AX, AX, =0, AX, =0. Na pravé strané (10.58)

3 3
tedy zbyde ze sum jen jediny clen: zz 2eij AX; AX; = 2e, AX, AX =2¢, (AX)®. Na levé strané je

=

2
|AF|2 = (AX)? a analogicky po deformaci |AF| = (AX)?. Vztah (10.58) tedy d4
(AR)? = (AX)? = 2g,, (AX)* . (10.59)

A to uZ je vlastné vztah (10.43), z néhoz jsme vysSe odvodili, Ze ey, je relativni prodlouZeni ve sméru
osy x..”* Podobné je tomu u os x; a Xa.

°! pozndmka: Uvédomte si, Ze na tom, jakymi pismeny oznacujeme indexy, nijak nezélezi; vztahy (10.56) jsme

ou;  0u; . e . -
mobhli psat jako ¢; = %[6—'+6—1] Tak nebudte prekvapeni, az se pismena v indexech zméni.
X: %
j
%2 Pro velké deformace se analogicky zavadi tenzor velkych deformaci, v némz se ¢len obsahujici souciny 9u; oy nezanedbava.
OX; 0%,
j

 Vidite, tady jsme od indexd j, k ptesli k indextdim i, j. To abychom si zvykali... ©

* Ve vztahu (10.43) jsme ho ovsem znacili ex a osa byla prosté osa x.
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Takze mGzZeme uzavrit konstatovanim:

Diagonalni slozky €;; tenzoru deformace jsou relativni prodlouZeni ve sméru pfislusnych 0s.”

Jesté bychom to méli trochu upfesnit: o prodlouZeni jde, kdyz €; >0; pokud je €; <0, jde o

relativni zkraceni.’®

Skutecénost, Ze napf. ey, je relativnim prodlouZenim ve sméru osy x;, odvodime pro jistotu jesté jinym
~2
zpUsobem. Pozorny ¢tenar by totiz mohl namitnout, Ze kdyZz jsme vySe napsali, Ze ‘AF‘ =(A)?)2,

nemusi to platit presné.®” Proto zde nabizime alternativni odvozeni:

Ze vztahu (10.51) proi=1a AX, #0, AX, =0, AX; =0 plyne

ou
A% = AX +—LAX, . (10.60)
X X %, X
Po jednoduché upravé odtud dostaneme
A)zl;“l = % ) (10.61)
AX, 0%

Leva strana (10.61) je relativni prodlouZeni ve sméru osy x;. A prava strana je rovna e,;, protoze
z definice sloZek tenzoru deformace (10.56) je

=L Ouy Ouy) _ ou; (10.62)
2{ 0x, 0% 0%,

Takze jsme se ujistili, Ze e,4 je relativnim prodlouzenim ve sméru osy x;.

Poznamenejme, 7e toto plati pfi obecné (malé) deformaci,

N
posunuti materidlu nemusi byt ve sméru osy x;, jak jsme ho Xz A A}:
uvazovali vySe, kdyZ jsme se s deformacemi zacali seznamovat —_
v predchozi ¢asti této kapitoly. Deformace mulze byt opravdu
obecnd a posunuti U muaZe mifit libovolnym smérem, tfeba tak, A Ar
jak to ukazuje obrazek vpravo.*® >

% Zdliraznéme, Ze toto plati pro tenzor malych deformaci. (Poznamka pro zajemce: Pro velké deformace by se
analogické tvrzeni muselo formulovat ponékud ,opatrnéji“ a presnéji, viz nasledujici diskusi a poznamku

k alternativnimu odvozeni vyznamu ey.)

% Cili kdyz g;; =—0,01, je material ve sméru osy x; zkradcen na 99 % plvodni délky.

Upozornéni pro ¢tenare, ktefi znaji a pouZivaji Einsteinovu sumacni konvenci (zminili jsme ji v poznamce v kap. 1),
podle niZ se sc¢ita pres indexy, které se ve vyrazu opakuji: Zde, kdyZ piSeme napf. e; > 0, tak nescitdme pfes i,

mame tedy na mysli napf. €;; >0 nebo e,, >0, nikoli soucet e, +e;+es3.

7 A dluzno Fici, Ze pozorny ¢tenaf mé pravdu. | kdy? vektor AF pied deformaci mél smér osy x;, vektor AF po
deformaci uz mize byt trochu natoceny. Uvidime to za chvili, aZz budeme popisovat smykovou deformaci.

V ucebnicich se proto setkdvame s opatrnou formulaci typu, Ze e;4 je relativni zména délky elementu, ktery byl
puvodné rovnobéziny s osou x;. Pro malé deformace vSak opravdu (aZ na ¢leny druhého fadu, které
zanedbavame) jde o relativni prodlouzeni ve sméru x;.

98 . . v v , v P v P ve s . v
Na obrazku je oviem protazeni ve sméru osy x; pro nazornost dost prehnano, Cini asi 33 %, to uz by nebyla
mald deformace...
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Nediagonalni slozky tenzoru malych deformaci

Diagonalnim slozkdm uz rozumime, zbyva zjistit vyznam nediagonalnich, tj. &ij i # ] . Prozkoumejme

konkrétné vyznam slozky €, .27 (10.56) vime, 7e

ou, ou
e, Y LA (10.63)
2{0x, 0X
. ou;  ou,
Potrebujeme tedy zjistit, jakou deformaci popisuji parciadlni derivace 6_ a 8_
Xa X

Ze vztahu (10.51) pro slozky vektoru AT po posunuti,

g 3, oy,
A% = A + . —LAX (10.64)
j:]_ aXJ

J' 7

L v . _.ou v ” . . . =
vidime, Ze derivaci 8_2 zde dostaneme, kdyz budeme pocitat slozku AX, (tedy sloZku vektoru AF
X

do sméru osy X, ) a pfitom bude Ax # 0, AX,=0, Ax,=0 (tedy Ar =(Ax;,0,0)). Pak totiz (10.64) da

A%, = Mz py , @ (10.65)
0%
Prislusné vektory ukazuje levy z nasledujicich obrazkd. Vyznam derivace % podobné uvidime ze
Xy
slozky AX,, kdyZz Ax,=0, AX,# 0, AX,=0.Pak totiZ z (10.64) je
ou
A%, = —LAX, . (10.66)
X ox, 2
Tuto situaci ukazuje pravy obrazek.™
X2 N X2 N

>
N'\
o
@)

—

Ar

>
[
o

w
>

v
v

A tedy také e
100

,,» diky symetrii tenzoru deformace je e, =¢,, -

Kdybyste to nékomu vysvétlovali, tak mozna pro zacatek rozepiste podrobnéji:
- ou ou ou ou
ARy = AXy + —2AX + —2AX, + —2AX, = —2AX, -

= 0% 0%, = 0%, = 4

% Na ném jsou oviem vektory mezi dvéma blizkymi body znateny AF* (pted deformaci) a AF* (po deformaci).

Je to proto, Ze oba obrazky budeme spojovat, tak abychom v nich rizné vektory neméli oznaceny stejné.
(Hvézdicka slouzi jen k rozliseni vektort, nema zde Zadny specialni matematicky vyznam.) Vztah (10.66) bychom

. . . -« OU "
tedy, ,aby ladil s obrdzkem*®, mohli psat ve tvaru AX = —1AX2 .
2
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Zatim jsme uvazovali zvlast posun a natoceni dvojice bodi A, B X, N
a dvojice A, C. Vyznam deformace, o niz tady jde, bude jasnéjsi,
kdyZ do jednoho obrdazku zakreslime obé dvojice bodd, jak to

I

ukazuje obrazek vpravo.'®

Vidime, Ze vektory Ar a Ar*, které byly pfed deformaci
kolmé, uz po deformaci (kdy je znacime svinkami) obecné
kolmé nejsou.

—»  Pravé tohle nastava pti smykové deformaci,

S
7

jak nam ji ptipomind obrazek vlevo. Vidime X

srrrrrrrrrrrrrrrr tedy, ie slozka €, tenzoru malych deformaci popisuje smykovou deformaci

v roviné x; X,. Podobné tomu je i pro ostatni nediagonalni slozky tohoto tenzoru.

Tuto tvahu mizeme dotdhnout i kvantitativné. Obrazek vpravo x4
ukazuje slozky vektor( AF a AF* @ g uhly, o které jsou
natogeny oproti pavodnim smértim.'®* Z obrazku je vidét, 7e
AX A% ¢
tga = 2% tgp = 2 (10.67)
AX AX, .
Ar
Ve jmenovatelich obou zlomkd ale miZeme psat plvodni délky A A= B
~ ~k r b
vektord, tedy Ax, a AX,.'* Je tedy: tgar = &, tg 8= A—Xi* . >
AX, AX, Xy

AX, _ ou, 5 AX =%.106
AX,  OX%  AX, 0%,

Z (10.65) a (10.66) ovsem vidime, Ze Po dosazeni vidime, Ze tga = %

a tgB= % Navic pro malé deformace je | |< 1, | f|< 1 apromalé thlyje tga =a,tgf=f.
2
Celkem tedy
a+pf = %+% . (10.68)
o0X, 0%

Z obrézku je ziejmé, Ze ar + [ je Uhel, o ktery se zméni plvodné pravy Uhel obou vektord. Nazyva se

zkoseni. Z (10.63) pfitom vidime, 7e %4—% = 2e,,, po dosazeni (10.68) tedy a + 3 = 2¢;,.'”
X, 0%
102 . ¥ , . . . v s PR . ou ou
Poznamenejme, Ze dany obrazek i oba obrazky pfedchazejici odpovidaji situaci, kdy =22 v g a ==t 5 .
0%,

Zkuste si sami nakreslit, jak by situace vypadala, kdyby néktera z derivaci byla zaporna (nebo byly zaporné obé).

1% Tedy vektort po deformaci.

104 v o . v . TR , , v v ;
Tedy smérlim os x; a X,. Poznamenejme, ze velikosti Uhll jsou v obrazku pro nazornost voleny znacné velké,

v nakresleném ptipadé by rozhodné uz neslo o malou deformaci.

. 0 0
105 Chyba, kterd touto zdménou vznikne, bude velmi mala. Je totiZ (viz (10.60)) AX, = AX1+a—u1AX1 =( +a—ulj AX a
X X

jak jsme vyse ukazali, pro malé deformace je velikost derivace aul/ax1 mala (fadu promile nebo mensi).

106y (10.66) jsme u oznaceni slozek vektoru neméli hvézdicky, protoZe Slo o obecny vztah, ted ho aplikujeme na

slozky vektort Ar* a AF*, proto zde hvézdicky pisSeme. (Nejde tedy o zadny , podfuk”.)

107 X

Zde uz prestavame psat ,,rovna se priblizné” a piSeme prosté rovnitko. (Drobné odchylky tedy zanedbavame.)
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Ted' uz vidime vyznam nediagonalni slozky i kvantitativné:

e, = (a+h) . (10.69)

X-1:.108
Cili:

nediagonalni slozky tenzoru malych deformaci jsou rovny poloviné thlu zkoseni pfislusnych os.

Poznamenejme, Ze Uhel zkoseni se ¢asto oznacuje jako y. (Tj. bere se a+fS=y.)

Dalsi druhy deformaci

Zjistili jsme, Ze slozky tenzoru malych deformaci vystihuji prodlouZeni (resp. zkraceni) a smykovou
deformaci. Co ale ostatni typy deformaci — torze a ohyb? Znamena to, Ze je tenzorem deformace
nepostihneme? A Ze by byl potfeba néjaky dalsi tenzor? Nastésti ne. | dal$i druhy deformaci lze
popsat pomoci prodlouzeni (resp. zkraceni) a smyku.

Naptiklad torze, tedy zkrouceni: Vezméme si tfeba pfriklad
valecku, jehoZz horni podstavu budeme pootacet, pficemz
spodni strana je fixovana. KdyzZ si v materidlu predstavime uzky
hranolek ze spodni k horni podstavé (viz obrazek), vidime, Ze
pfi pootoceni horni podstavy se hranolek ,zeSikmi“, jeho

deformace je tedy deformace smykovd. Chovani vélecku (ale i
jinych téles) pfi zkrouceni Ize tedy popsat pomoci smykové deformace.'®

Pokud jde o ohyb, uvazujme napfiklad néjaky nosnik, tfeba ve tvaru

;;;;;;;;;;;;;;;;:;;;;;| hranolu, vetknuty do pevné zdi. (Obrazek vlevo ukazuje situaci v fezu.)

SANNANNNS

Kdyz ho na konci zatizime, horni strana hranolu se prodlouzi, spodni zase
zkrati. Analogicky se prodlouzi, resp. zkrati casti materidlu uvnit¥
hranolu.'*

Deformace pti ohybu je tedy hlavné prodlouzeni a zkraceni; vzorce pro

AANANNNNS

vypocet ohybu vychazeji pravé z tohoto pohledu.

Na ptikladech vidime, Ze deformaci Ize lokalné popsat vidy prodlouzenim resp. zkradcenim a smykem.
K popisu deformace v daném bodé a jeho okoli proto vidy dostacuje tenzor deformace.™!

Dalsi poznamky k tenzoru deformace
Dodejme uz jen dvé drobné poznamky, spiSe pro zajemce.

1) Deformace materidlu v rlznych Castech mlZe byt samoziejmé rlzna, takZe slozky tenzoru
deformaci jsou funkci mista.™?

108 . e ers o v v v .y e , . P v
To, co jsme zjistili pro e;, miZzeme samoziejmé zobecnit i na ostatni nediagonalni slozky.

1% K tomuto pfikladu se jeété vratime v dal¥i &asti kapitoly.

110 ¥/, 2 v v o . , v v e v o . v , /
Rika se, Ze se prodlouZi ev. zkrati jednotliva vidkna uvnitf hranolu; samoziejmé je zde jedno stfedni vlakno,

které délku nezméni.

111 . . ) v ., ;
A jsou-li deformace malé, staci tenzor malych deformaci.

112 . .
Miluvi se pak o poli tenzoru deformace.

27




K prednasce NFUF101 Mechanika prozatimni ucebni text, verze 0
10. Mechanika kontinua Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2021
10.5 Tenzor deformace

2) Protoze je tenzor deformace symetricky, Ize (podobné jako tomu bylo u tenzoru napéti) najit tfi
hlavni sméry, v nichZ jde Cisté o prodlouZeni nebo zkraceni. V soustavé soufadnic dané témito sméry
jsou pak nediagonalni slozky tenzoru deformace rovny nule.

Ale jesté na jednu duleZitou véc nesmime zapomenout:

Pomoci mechaniky kontinua popisujeme také materialy, které teCou. V tom pripadé se slozky tenzoru
deformace, jak jsme ho zavedli vyse, méni s ¢asem. A k popisu chovani napfiklad tekutin by nam
samotny tenzor deformace moc nepomohl. U tekutin je totiz podstatné, jak rychle se deformuiji.
Potfebujeme tedy zavést jesté jednu velicinu:

Tenzor rychlosti deformace

Formdlné lze tenzor rychlosti deformace zavést velmi jednoduse, prosté jako casovou derivaci
tenzoru deformace. Ve slozkach tedy:

0§;;
D; = = (10.70)

Po dosazeni vztahu (10.56) pro & odtud dostaneme™*®

Voot 2 ox 0% 2\ otox otox ) 2|05 ot ox ot
Ui UJ'
kde v; a U; jsou sloZky rychlosti daného kontinua™*.
Vysledny vztah pro slozky rychlosti tenzoru deformace je tedy
ov, 0v;
D. =+ i 27 (10.72)

o2 a OX.

S tenzorem rychlosti deformace se setkdme v pfisti kapitole v ¢asti vénované proudéni tekutin.

Veli¢iny popisujici napéti a deformaci uz mame, mGzeme se tedy podivat, jaky je jejich vztah.

113 v. - v ves s v . , TP . ,
Pfi Upravé vyuzijeme zdménnosti druhych parcialnich derivaci.

1 Tedy tekutiny, tfeba tekouci vody, oleje nebo medu.
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10.6 Vztah napéti a deformace, pruznost

Natahujeme-li ty¢ (ocelovou strunu apod.), vime, Ze pro jeji | 1 S
v , o ’ s s ’ o e \_—‘V’—J
protazeni z plvodni délky |0 na délku | plati Hookiv zakon: I
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 4 0 S
-, 1F <« .
=——, | (10.73) 4 — — F
, ES :

kde F je sila, kterou ty¢ natahujeme, S jeji p¥icny priifez a E Youngtiv modul pruznosti.'"

T ) P o ey
Pomér o je relativni prodlouZeni ty¢e.''®
0
tenzoru deformace.™’ Pomér sily a priifezu tyce je napéti v tahu, to je popsano slozkou 7,, tenzoru

Jak vime, relativni prodlouZeni je popsano slozkou €;

napéti.’® Hookdv zékon (10.73) tedy miZeme psat ve tvaru

1
€ = E Ty - (10.74)
Castdji se ovéem suzitim slofek uvedenych tenzord zapisuje ve tvaru, kdy se napéti uréuje

z deformace:

,=Ee;. (10.75)

Analogicky vztah mezi napétim a deformaci plati pro smyk. Jestlize

napfiklad na horni sténu hranolu plsobi tecné sila F a plocha stény je S,

119
(

je smykové napéti F/S. Zkoseni Uhel mezi plvodnim smérem svislé

stény hranolu a smérem stény po deformaci) oznacime y, viz obrazek.
Zkoseni je pfimo umérné smykovému napéti:

s - x
y = ii, B (10.76) !

kde G je modul pruznosti ve smyku. Vime, Ze zkoseni se vyjadfuje nediagondlnimi sloZzkami tenzoru

deformace, v naSem pfipadé slozkou €,,, pfiCemz plati (viz (10.69)) €,, = %(a +ﬂ) ==y. 121 Tegné

1
2
napéti je sloZkou 7;, tenzoru napéti. Vztah (10.76) Ize tedy zapsat jako 2¢€,, = (ZI/G)T12 , respektive

r, =2Ge, . (10.77)

163 nazyvany modul pruZnosti v tahu.

116 Fasto se také zapisuje jako A_I, kde Al =1 - |0 .

0

117 — Io

Je jirovno, tedy €, = o Osu x; pfitom orientujeme podél délky tyce.
0

118 T PRET:
Také je jirovno, 7,, = F/S .
9 ze se setkat také s nazvy relativni zkoseni, pomérné zkoseni nebo zkos, vidy jde o stejnou velicinu.

120 Nékdy se pro tento vztah pouziva nazev Hookiv zdkon pro smyk.

2 yvédomte si, Ze soulet Ghld a+f3, které jsme v ¢asti 10.5 této kapitoly pouZivali pfi interpretaci slozky e;,

tenzoru deformace, je opravdu zkoseni y, které je na obrazku na této strénce.
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Slusi se pfipomenout, Ze pfima umérnost mezi napétim a deformaci vyjadrena vztahy (10.74) az
(10.77) ma své meze. Napfriklad pti natahovani gumy je pfi vétSim protazeni zavislost mezi napétim a
prodlouzenim nelinearni.’?* U jinych materiald p¥i prekroteni meze pruZnosti zaéne byt deformace
plastickd. Napriklad médény drat se pfi vétsim zatiZzeni zaCne protahovat tak, Ze i kdyZ zatiZeni
odstranime, zlstane protaZeny. Téchto jev( si stru¢né vsSimneme v dalsi ¢asti kapitoly — zatim
budeme predpokladat, Zze material je idealné pruzny a napéti a deformace jsou si pfimo Umérné.

Jednoduché vztahy mezi napétim a deformaci — kdyzZ Slo o Cisty tah nebo cisty smyk - uz jsme si
pfipomnéli. Pojdme se podivat, jak je tomu v obecném pfipadé.

Zobecnény Hooktiv zakon

Deformace je charakterizovéna tenzorem deformace'® €, napéti tenzorem napéti Tij - Nejobecnéji

ij
Ize jejich pfimou Umérnost (cozZ je podstata Hookova zdkona) vyjadfit takto:

3 3
124
7 = 2.2 Cijr € - (10.78)

Veli¢ina CijkI je tenzor'®, a to tenzor ¢tvrtého fadu (protoze ma Ctyii indexy).'?® Slozky Cijkl se

nazyvaji elastické koeficienty. Do dvourozmérné tabulky u? je nezapiseme.'”’ Také je téch slozek dost,

128

celkem 81.7°° Ne vSechny jsou ovSem nezdvislé. KdyZ se zapocitaji vSechny symetrie (dané i

symetriemi tenzor( napéti a deformace), je nezavislych slozek dvacet jedna.™*

Tenzor Cijkl vystihuje mechanické vlastnosti latky, co se pruznosti ty€e. 21 nezdvislych sloZzek oviem

130

ma jen v pripadé obecné anizotropni latky. ™ Pro latky, které maji néjakou vnitfni symetrii, je pocet

nezavislych slozek nizsi.

My si dale véimneme nejjednodussiho ptipadu, a to Idtek izotropnich.***

122 Hezky namét, jak pfislusny pokus vyuZit ve vyuce fyziky, je v pfispévku Z. Drozda , Fyzika materidli ... a co

s ni na gymndziu?“ dostupném na http://vnuf.cz/sbornik old/rozsirene/Drozd/deformace.html.
123

Stdle pracujeme s tenzorem malych deformaci.

2 Tohle u? se opravdu pohodInéji piSe s vyuzitim Einsteinova sumacniho pravidla jako 5 =C

e .
ijkl ©ki
(PFipomenme, Ze s vyuZitim daného pravidla je jasné, Ze se sCita pres indexy k a I, protoZe se ve vyrazu opakuji.)
12 Presnéji receno, CijkI jsou slozky tenzoru.

126 Nadhera! No neméte radost, Ze jsme se potkali s dalsim tenzorem, dokonce ¢étvrtého Fadu? ©

" Todlov pfipadé tenzord druhého rfadu. Pro kazdy index je ovSsem v tabulce potfeba samostatny rozmér,
takZe bychom potfebovali ¢tyfrozmérnou tabulku. To nejde udélat moc nazorné — byt tfeba deklarovat
v pocitaCovém programu Ctyfrozmeérné pole neni zadny problém. Ale nazornou excelovskou tabulku z toho

neudélate...

128 Kazdy index miZe mit tfi hodnoty, takZe sloZek je 3x3x3x3 = 81. (U dvourozmérné tabulky je sloZek 3x3 =9,

tam je to vidét hned, pro ¢tyfrozmérnou tabulku je to analogické.)

%76 zde dokazovat nebudeme; zajemci dikaz najdou napf. v ucebnici Brdi¢ka M., Samek L., Sopko B.:

Mechanika kontinua, Academia, Praha, 2000. (V této skoro osmisetstrankové knize ostatné zajemci najdou

nejspis ve ,co chtéli védét o mechanice kontinua, ale béli se zeptat”... © )

B30y3 bych si v této souvislosti vzpomnél na skolni znalosti z pfirodopisu, kdyz nas ucili o trojklonné

(= triklinické) krystalové soustavé. Ta je nejméné symetricka. Zjevné v ni sméry napéti a deformaci mohou byt

obecné rizné; pravé to je vystizeno vztahem (10.78).

Bt To jsou napriklad amorfni latky, ale na makroskopické urovni také tfeba kovy. (Ty jsou polykrystalické, Cili

skladaji se z mnoha mikroskopickych rizné orientovanych krystalk(; jinak by tomu samoziejmé bylo v pfipadé
makroskopickych krystal(l kovd.)
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Naivné bychom mozna predpokladali, Ze pro izotropni latky bude kazda slozka T Umérna pfislusné

sloZce g; a Ze koeficient umérnosti bude pro vsechny slozky stejny. Pak by pruZnost izotropniho

132

materidlu charakterizovala jedind konstanta. Tak to ovSsem neni.”>” Jedna konstanta nestaci, jsou

potfeba dveé.

Ukazalo se, 7e zobecnény Hookav zdkon pro izotropni latky ma tvar'®

Tij = A0 (6 ey tey) + 218, (10.79)

Koeficienty A a u se nazyvaji Laméovy koeficienty.

No pockat, rfeknete si ted moZna. Vyse jsme pruznost materidlu charakterizovali Youngovym
modulem pruznosti E a modulem pruznosti ve smyku G. Najednou tu mame dva dalsi koeficienty. To
uz by byly dohromady ctyfi koeficienty. Tak jsou potfeba dva nebo Ctyfi?

Odpovéd zni, Ze jak E, tak G mGzeme vyjadfit pomoci Laméovych koeficientl. UkaZzeme, jak na to.

Jak vyjadfit Younglv modul pruznosti pomoci A a y: natahovani tyce

Uvazujme ty¢ natahovanou ve sméru osy Xx;. Nenulova sloZzka tenzoru S
«—{ " F—>»
napéti tedy bude 7, = F/S . Ostatni slozky tenzoru napéti jsou nulové: . F
Ty =7T3=0, 7,=17;3="7,,=0.Z Hookova zdkona (10.79) plyne pro i # j: Xy
0=r,=2ue, = e,=0 aanalogicky e;=0,¢€,=0, (10.80)
takZe tenzor deformace ma nenulové jen diagonalni sloZky €, ,€,, ,€55. Z(10.79) pro i = j dostavame:
T = A8y +8y +65) + 2u€, (a)
0= A(e+8y;+e5) +2uey;  (b) (10.81)

0= A(ey+8y;+e5) +2ue;; (o)
To jsou tfi rovnice pro tfi neznamé €;;,€,,,€;5. Odectenim rovnic (b) a (c) dostaneme 0 =2 (e,,—€;3),
cili
€20 = €33 - (10.82)
Z rovnic (10.81) (a) a (b) pak po dosazeni (10.82) plyne
(A+2u)e, +226y =1, @)

. (10.83)
Ae,+2(A+u)e,, =0 ("
Z(10.83) (b’) pak dostaneme vztah mezi €, a €,,:
A
6. = ——~ @ (10.84)
a po dosazeni do (10.83) (a'):
2
A+2u— z e =Ty = Ty = #BA+21) e, - (10.85)
A+u A+u

132 Ostatné u? z toho, Ze jsme vySe pripomnéli Younglv modul pruznosti E a modul pruznosti ve smyku G, je

vidét, Ze asi budou potireba konstanty dvé.

133 Dokazovat to zde nebudeme, zajemce odkazujeme na ucebnice mechaniky kontinua.
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Porovnanim s ,béznym“ Hookovym zdkonem (10.75), tedy 7, = Een, ihned vidime, Ze Younglv

modul pruznosti je

g 4BA+2)
A+u

(10.86)

Smykova deformace a Laméovy koeficienty

Uvazujme uz vySe popsany pfipad smykové deformace, viz obrazek. Napéti je
charakterizovano sloZkou 7;, tenzoru napéti. Ze zobecnéného Hookova

zakona (10.79) proi=1aj =2 dostaneme

Ty = 21 €, . (10.87)
Vyse jsme vSak odvodili (viz (10.77)), ze
7, =2G e, .
Z porovnani s (10.87) vidime, ze
G=yu, (10.88)

takZe Lamétiv koeficient u je roven modulu pruznosti ve smyku.

Z Laméovych koeficientl jde tedy urcit moduly pruznosti. Jde to samozifejmé i obracené: z (10.86) a
(10.88) vyjde G (E-2G)
N (1089)

Zobecnény Hooktiv zakon: dalsi diisledky *

Ze zobecnéného Hookova zdkona pro izotropni latky lze vyvodit vic nez jen souvislost Laméovych
koeficientll s moduly pruznosti v tahu a smyku.

1) Souvislost modulti pruznosti v tahu a ve smyku

Kdyz vydélime vztahy (10.86) a (10.88), dostaneme
E _34+2u _ 3+2(p/A)

= = . (10.90)
G A+u 1+(u/2)
Tento pomér musi byt vét$i ne7 2 a mensi nez 3."** Plati tedy 2G < E <3G, neboli
E E

TakZe modul pruZznosti ve smyku musi byt mezi tfetinou a polovinou Youngova modulu pruznosti.
V tabulkach si mizeme ovéfit, 7e tomu tak pro konkrétni materialy opravdu je.**

B4 Clen (y//l) musi byt v mezich 0 aZ c. Pro u/A = 0 da prava strana (10.90) hodnotu 3, pro u/A — o hodnotu 2.

A snadno Ize ukazat (napfriklad zderivovanim), ze funkce f(x)= 31+ 2x
+X

135

na pravé strané (10.90) je pro x>0 klesajici.

Naptriklad (dle Matematickych, fyzikdlnich a chemickych tabulek pro stredni skoly, Prometheus, 2003) pro ocel
je E =210 GPa, G = 80 GPa, takZe G/E = 0,38. Pro hlinik je E = 80 GPa, G = 30 GPa, takZe G/E = 0,43.

Pro titan tabulky uvadéji E = 120 GPa, G = 40 GPa, coz by davalo G/E = 1/3, Cili pfesné hraniéni hodnotu. To je aZ
trochu podezrelé... Ovsem treba na anglické Wikipedii Ize dohledat pfesnéjsi hodnoty E = 116 GPa, G = 41,4 GPa,
coz da G/E = 0,357, tedy bezpecné uvnitf rozsahu <1/3, 1/2>.
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2) Pomér prodlouZeni a pficného zkraceni

vsv

Vztah (10.84) ukazuje, Ze pfi prodlouzeni v jednom sméru se ty¢ zkracuje v pficnych smérech. To

samoziejmé neni pfili§ prekvapivé, zde vSak dostavame vysledek kvantitativné. Pomér pri¢ného

zkraceni k prodlouzeni vychazi**

922 ﬂa ozn. IL[
— | T 5, N T M 10.92
€ 2(A+u) ( )
_E_
. y . v, 137 e s gves s , 138 . P 2G v
Tento pomér se nazyva Poissonovo Cislo.”’ Lze jej vyjadfit i pomoci E a G ~>° jako . Takze

z méfeni modull pruznosti vtahu a smyku mGZeme odvodit, jak moc se materidl pfi natahovani

vrv

zkrati v pficném sméru.*

3) Objemova stlacitelnost

Co kdyz budeme na néjaké téleso z homogenniho izotropniho materidlu tlacit ze vsSech stran

2% Kdyz mélo téleso na pocatku objem V,, jaky bude jeho objem V po stlaceni?

stejné
Tlak plsobici ze vSech stran stejné znamen3, Ze stejné jsou vsechny diagonalni slozky tenzoru napéti,
T =Ty =Tgg = 7 M (10.93)
Ve vsech smérech budou zifejmé stejna i relativni prodlouZeni, tedy diagonalini slozky tenzoru deformace:
€ =€y =€y = €. (10.94)
Pro jednoduchost uvazujme krychlicku o pocate¢ni délce strany I, po stlateni pak .'** Po stlaceni
bude | =1, (1+e)."* Objem po stlaeni bude
V=1 =(1,) (1+e) =V, (1+3e+3e* +&°) =V, (1+3e) . ™ (10.95)

Zména objemu je AV =V -V, takZe z (10.95) vidime, Ze relativni zména objemu je

v _

3e . (10.96)
V

136 % . v , , v v . . v
TyC se natahuje ve sméru osy x;, zkraceni zde bereme ve sméru osy x, (ve sméru osy x; je stejné). Pomér

e,/e1; bereme v absolutni hodnoté, protoze je e,,<0.

17 Nékdy také Poissontv pomér nebo Poissonova konstanta. (Ale pozor, neplést s Poissonovou konstantou k

z termodynamiky.) Podle normy se znaci u (tak je také znaceno ve vyse zminénych stfedoskolskych tabulkach),
ovsem to by se pletlo s Laméovym koeficientem, tak dle vzoru uéebnice Kvasnica a kol.: Mechanika pouzivdme
znaceni up. Ve vyse zminéné ucebnici Brdic¢ka a kol.: Mechanika kontinua se oviem oznacuje o. (Pak se v tom

vyznejte... Jasna a uz drive uvedend rada: Vzdy se podivejte, jak autor ve své knize, u€ebnici ¢i praci co znaci.)

3% Nap¥. dosazenim za A a i nebo Gpravou (10.90).

10 je zajimavé, ¢lovéka by asi bez uvedenych vypoctd nenapadlo, Ze tohle plQjde. Samoziejmé uvedeny
vysledek plati jen pro izotropni material. Navic v uvedenych Uvahach o prodlouzeni tyce a jejim zkraceni

v priéném sméru predpokladame, Zze material je homogenni.
10 T¥eba kdybychom kosti¢ku z takového materidlu ponofili na dno Maridnského prikopu nebo stlacili
v néjakém specialnim lisu, kde by tlak plsobil ze viech stran.

! protoze stejna jsou napéti ve sméru vsech os. Protoze jde o tlak, nikoli tah, bude 7 < 0.

2 yysledky budou platit i pro kvadr, kouli & jina télesa. (Rozmyslete si, pro¢.)

3 protoze jde o stlaceni, bude e < 0.

144 v . P . v v 2 3 o v
ProtoZe jde o malé deformace, tj. |e| << 1, takZe ¢leny s e” a e mlUZeme zanedbat.
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Ze zobecnéného Hookova zédkona (10.79) dostavame proi=j=1:

=1y =6 +ey+ey) +2ue, =A3e+2ue=(31+2u)e . '® (10.97)
Po dosazeni € = %(AV/V ) , coz plyne z (10.96), dostaneme z (10.97) 7= @ AV—V, tedy
31+2
r= KA g K = 24K (10.98)
Vv 3
Koeficient K se nazyva modul objemové pruznosti.**®
Modul objemové pruznosti se da vyjadFit i pomoci modul(l pruznosti v tahu a ve smyku**’:
GE
- 2= (10.99)
3(3G-E)

Vidime, Ze pro G = E/3 je K=00."® To by znamenalo, 7e pro libovolné malé stlaeni AV/V by
napéti T muselo byt nekone¢né — takZe takovy materidl by byl nestlatitelny.** Poznamenejme, e
Poissonovo &islo pro takovy material by bylo rovno jedné poloving.™®

Ufff! To jsme si zaodvozovali a seznamili se s fadou veli¢in a vztahd... A pfitom jsme do mechaniky
kontinua jen nepatrné nakoukli.

Na druhou stranu se nedéste, Ze byste vSechny uvedené vztahy museli znat nazpamét ,jako kdyz
bicem mrska“. Pokud byste pomoci mechaniky kontinua néco aktivné vice resili a pocitali, pak ano,
bez pracovni znalosti téchto vztahl byste se neobesli. A nepochybné byste znali i mnohem vic.

Redlné nam ale v Uvodnim kurzu mechaniky bude stacit, kdyZ budeme mit o vécech zakladni prehled,
nevydési nas veliiny typu tenzor a budeme rozumét vyznamu jejich sloZek (tedy slozek tenzoru
napéti a deformace). A budeme védét, Ze pruznost se da popsat Sifeji a detailnéji, neZ jen Hookovym
zakonem ve tvaru znamém ze stredoskolskych ucebnic.

151

Radu vztahd jsme si tady ale odvodili**, abyste méli predstavu, ze jsou réizné velic¢iny tykajici se tieba

pruznosti vzajemné spjaty, a abyste méli zakladni vztahy pohromadé, aZ je nékdy budete potrebovat.

.....

krouceni valcové tyce.

s Naprosto stejny vztah vyjde proi=j=2ai=j=3; ve viech smérech jsou napéti i stlaceni stejna.

146 AV

V alternativnim vyjadreni 2V _ 1 7 se koeficient % nazyva koeficient objemové stlacitelnosti. To je vcelku
vV K

logické: Vyssi hodnota 1 zZnamena, Ze pfi stejném napéti T je vétsi relativni stlaceni AV

, latka je tedy stlacitelngjsi.

7 Sta&i do (10.98) dosadit z (10.88) a (10.89).
8 Matematici ndm snad odpusti, Ze zde volime nazornou byt nepfesnou formulaci a nepideme G —>E/3 = K— .

(Ostatné i to by bylo nepresné resp. formalné chybné, protoze jsme nenapsali, Ze jde o limitu zleva...)

10 je davod, pro¢ pro redlné materidly musi byt G > E/3.

010 plyne z dosazeni do vztahu u, = E/(2G) -1 odvozeného vy3e. Pro redlné materialy je 1, <]/2.

151 . v v v v v, . v
... doufam, Ze dostatecné podrobné a pritom snad srozumitelné...
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Torze valcové tyce

UvaZujme viélec o vyice I. Jeho spodni podstavu drzime pevné, horni N
pootocime o uhel ¢, viz obrazek. Vdlec je zhomogenniho izotropniho
materialu.

Jak uz jsme diskutovali vyse, pti pootoceni se maly hranolek materialu

deformuje smykem. Zkoseni hranolku oznacime y. KdyZ je vzdalenost

hranolku od osy valce r,**je posunuti horni stény hranolku r-¢. ™

Zaroven ale, jak vidime z obrazku, je toto posunuti rovno Itgy =1 7/.154

Je tedy

r
I

Jestlize ma horni sténa hranolku plochu AS a pdsobime na ni v te¢ném AS AF

ly=rp = y=—¢p 15 (10.100)

sméru silou A4F, je tecné napéti podle Hookova zakona pro smyk (10.77)

E:Gy:GL

. 10.101
AS ¢ ( )

Budeme chtit spocitat, ,,jak moc musime horni okraj valce kroutit”, aby se horni podstava pootocila

pravé o thel ¢."*°

Za¢neme nécim jednodu$sim neZz plnym valcem: tenkou trubkou. Jeji

(vnitfni) polomér bude r, tloustka stény Ar. Pfi pohledu shora vypada vrsek A,
trubky tak, jak to ukazuje obrazek. Uhlem a vystihujeme pozici na obvodu

trubky. Na obrazku je vyznacena i ploska, kterd odpovida vrchni sténé

hranolku uvazovaného vyse. Dvé strany této plosky sice nejsou Uplné rovné,

ale pro |Aa| <1 mizZeme jejich zakfiveni zanedbat; ploska je prakticky

obdélnik o stranach Ar a rAa. Jeji plosny obsah je tedy e

L AF

AS = Ar-rAa . (10.102) :
Ao

—_—

Z (10.101) dostaneme silu, ktera musi plisobit na plosku AS: ' '

AF = GTrgoAS - ?—gp 2 Ar Aa (10.103)

Chceme-li spocitat celkové silové pulsobeni na horni sténu trubky, musime

g

<)

selist prispévky pres vSechny , kousky” horni stény. Nema ovsem smysl scitat

sily (jako vektory), to bychom dostali nulu. Musime sc¢itat momenty sil.

e

152 . . , svav v . . sy
Na obrazku hranolek pro ndzornost kreslime u plasté valecku, zakresleny jsou jen hrany na plasti.

>3 Je rovno délce kruhového oblouku, po kterém se body horni stény posunuly. (Pokud mate problém

predstavit si, Ze hranolek je jen zkosen a namitali byste, Ze tfeba pti otoCeni horni podstavy vélce ,,dokola”,
tedy o 360°=2m radiand, je sam hranolek néjak , prekroucen”, predstavte si situaci jen na malém kousku vysky
valecku, tfeba na jedné setiné vysky, tam by bylo pootoceni v daném pfipadé jen 3,6°, tedy asi jen 0,06 radidnu
a horni podstava ¢asti hranolku o dané malé vysce by se opravdu posunula jen o maly kousek prakticky

v jednom sméru.)

154 v . . , v . v . ;
ProtoZe y je malé, |y|<<1. (Jde o malé deformace, uvazujeme zde napfiklad zkrouceni ocelové struny, ne

tfeba krouceni valcového gumového vlakna mnohokrat dokola.)

155 v v s Vel sy v . e
Zde uZ nepiSeme ,,rovna se pfiblizné”, malou odchylku mezi y a tg y zanedbdvame.

156 s . , . o v p v v ,
Co to znamend ,jak moc musime kroutit“, v pribéhu vypoctu upfesnime.
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Protoze sila je na kazdém ,kousku horni stény“ kolmd na spojnici s osou trubky, Ize moment sily
jednoduse urcit podle stredoskolského vzorce ,sila krat rameno”. Po dosazeni (10.103) dostavame

AM = rAF = r~%¢r2ArAa = (|3—¢r3ArAa . (10.104)

Celkovy moment dostaneme ,sectenim pres véechny kousky“, tedy integraci pres « od 0 do 2m.™’
Fakticky se integrace redukuje na nasobeni 2, takZe

G 3
... a konecné valec...

Ted uz muzZeme lehce spocist moment, kterym musime kroutit horni sténu plného valce o poloméru R,
aby se otocila o uhel ¢. Valec si myslenkové rozdélime na trubky
o poloméru r, ktery se méni od 0 do R, a tloustce stény Ar, viz obrazek.
Celkovy moment je sou¢tem momentl sil (10.105) pro jednotlivé myslené
trubky.

S¢itani budeme samoziejmé délat integralem. Celkovy moment je

R R 4R
G G G |r 7 G
M 2-[27Z-|_¢ r?’dr = 27Z'T(0J.r3dr= 27Z'|—¢|:7:| = EI—(DR4 .
0 0

Vysledkem tedy je:

4
M = _”CZBIR . (10.106)

Stoji za to, povsimnout si dvou véci:

1) Moment sily je umérny ¢étvrté mocniné poloméru tyce. To znamena, Zze kdyz mame dvakrat tlustsi
ty¢, musime ji kroutit Sestndctkrat vétSim momentem, abychom ji zkroutili o stejny Uhel. Desetkrat
tlustsi ty¢ bychom museli kroutit desetitisic krdt (!) vétsim momentem.® Naopak ke stejnému
zkrouceni vldkna o prméru 0,1 mm staci desetitisic krat mensi moment, nez pro strunu ze stejného
materialu o prdméru 1 mm. Proto jsou tak citlivym pfistrojem torzni vahy, v nichZ rameno visi na
tenkém vlakné.

2) Moment sily je pfimo umérny Uhlu zkrouceni ¢. To znameng, Ze torzni kyvadlo, kde na vidkné je
zavé$eno téleso a otadi se ,tam a zpatky” kolem svislé osy, kmita harmonicky™; perioda jeho kmit

160

tedy nezalezi na amplitudé vychylky.”™ Zndme-li moment setrvacnosti takového télesa, mlizeme

z periody kmitd urcit modul pruznosti ve smyku G.

Sice nejde pfimo o problém z mechaniky kontinua, jen o aplikaci vysledku (10.106), ale stoji za to
udélat malou odbocku a kmity torzniho kyvadla spodist.

7 Miubka = J‘OM%(/) r* Ar da:%(p r3Ar_[02”da :%¢ r*Ar2rz

8 Tlustou ty¢ prosté rukou nezkroutite...

159 o v vs e ov . . P v . , a1z
Mduzeme fici, Ze je krasnym prikladem harmonického oscilatoru.

B ) je rozdil oproti matematickému nebo fyzickému kyvadlu, tam toto plati jen pro malé vychylky.
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Torzni kyvadlo

Torzni kyvadlo je téleso o momentu setrvaénosti J,'*! zavé$ené na vldkné délky I a -
poloméru R. Téleso se otali kolem svislé osy’® tam a zpét, protoze ho k rovnovazné
poloze vraci moment sily vyvolany vldaknem pfi jeho zkrouceni. [
Uhel vychylky zrovnovéiné polohy ozna&ime ¢. Uhlova rychlost je tedy d—(pz(/’) 163
. t a™ )
Svisla slozka momentu hybnosti télesajetedy L, =J ¢. —
, , , o , v . . G R4 164 ..
Moment sily, kterym vldkno plsobi na téleso, je (viz (10.106)) M :T @ .~ Pohybovou rovnici
pro téleso dostaneme z druhé véty impulzové. Je
4
di3g)= —ZCR e (10.107)
dt 21
Po Upravé dostaneme
. [ 7GR*
+| —— =0, (10.108)
7 )?

A to u? je rovnice zndmého tvaru X+ @?Xx =0 pro harmonicky oscilator. Vidime, 7e Ghlova frekvence
torznich kmit0 torzniho kyvadla je

4
» = % , (10.109)
cili perioda T =1/f =27/ w je
_on 26';14. (10.110)
T

Jestlize je télesem vahadlo, na které miZeme davat do znamych vzdalenosti od osy malé privazky
znamé hmotnosti, budeme znat, jak se s pridavanim privazki méni moment setrvacnosti a z méreni
periody T a vztahu (10.110) **® mZeme uréit modul pruznosti ve smyku G materialu vlakna.'®’

161 v . . 1z
Jde o moment setrvacnosti kolem svislé osy.

%2 Vldkno je stdle svisle, nekyva se, nejde o matematické kyvadlo.

163 v v . v P , . .1z v
Presné vzato je to slozka uhlové rychlosti do svislého sméru.

164 v o. . v s v s , v . s
Opét jde o svislou slozku momentu sily. V tomto struéném odvozeni se slozkami zachdzime trochu

nepofadné a pfili$ se nestardme o znaménka. (Poctivé feceno, nestarame se o né vibec. ®) Spravné znaménko
ve vysledné rovnici nakonec uréime ze samoziejmého faktu, Ze moment sil se snazi vratit téleso do rovnovaziné

polohy, tedy do polohy ¢ = 0.

165 1w v . , vere , v , . v . v v o v v
Pravé tady uz jsme znaménko urcili z Uvahy v pfedchozi pozndmce. Samoziejmé vie mlizeme udélat

»poctivé”, zakreslit si do obrazku soustavu souradnic (tfeba s osou z mifici svisle vzhlru), urcit, pfi natoceni
kterym smérem bude vychylka ¢ kladn3, spocitat z-ové slozky momentu hybnosti i momentu sily...
(Doporucujeme ctenafi, aby si to alespon jednou opravdu udélal a rozmyslel.)

, 211

7R* G

Presnost bude zifejmé nejvic zaviset na presnosti méreni poloméru vldkna. (Rozmyslete si, proc.)

166 Resp. ,pohodInéji“ asi z jeho druhé mocniny T?=4rx

167
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10.7 Reologie, reologicka klasifikace latek

Dostali jsme se k posledni ¢asti kapitoly vénované mechanice kontinua.'®® Tato &ast uz bude pouze
kvalitativni, hodné , povidava a obrazkova“ a bude jen Uplné ivodnim nastinénim problematiky.

Reologie je ¢ast mechaniky kontinua, kterd se zabyva vztahem napéti, deformace a rychlosti
deformace u rdznych materidll, predevsim u materidll, které podléhaji plastické deformaci nebo
vice & méné te¢ou.'®” 17°

RGzné chovani latek pfi deformaci lze dobfe znazornit grafy vystihujicimi zavislost napéti na

deformaci.'’

MuzZe pfitom jit jak o chovani v tahu ¢i tlaku, tak pfi smyku. V grafech budeme dale
napéti znacit T a deformaci e. (Nebudeme zvlast vypisovat, o které slozky tenzoru napéti a tenzoru

deformace se jedna, pljde nam spis o kvalitativni popis.)

Zacneme pfipadem, ktery uz jsme probirali v predchozi ¢asti kapitoly. Tedy -
situaci, kdy napéti a deformace jsou si pfimo Umérné.
Latkam, které vykazuji toto chovani, fikame latky linedrné elastické nebo také

klasicky elastické. (Lze se setkat i s terminem hookovské Idtky.)

Pripomenme, Ze tato linedrni zavislost mlzZe byt omezena jen do urcité velikosti e
napéti. Pfi vyssich hodnotach napéti mize dojit tfeba k plastické deformaci. Pfi pfekrodeni meze
pevnosti pak material praskne.

. v o v , A . 172 .
Material ovsem muze byt pruzny (= elasticky)™, ale mezi T
napétim a deformaci nemusi platit pfimd uUmérnost.

Takové latky se nazyvaji nelinedrné elastické.

Pro nékteré materialy se pti vy$sim napéti material snaze

e, e,
se chova napfiklad méd.) Naopak u jinych materialt po a) b)

protahuje, jak to ukazuje obrdzek a). (Uvadi se, Ze takto

nataZeni potfebné napéti prudce stoupa, viz obrazek b). Tak se chova napfiklad guma (pryz); i kdyz
jeji chovani maze byt jesté slozitéjsi. Prudky nardst napéti po nataZeni Ize pochopit,'”* ovéem v tomto
pfipadé uZ jde o velké deformace. (Uvadi se, Ze gumu lze natdhnout az na sedminasobek pUvodni
délky.)

%8 No, ona pristi kapitola vénovana chovani tekutin vlastné do mechaniky kontinua také spad3, takze se

kontinua jesté nezbavime...

1 Uvadi se, ze jméno reologie (anglicky rheology) bylo inspirovdano znamym starovékym vyrokem , panta rhei

(vSechno plyne) pfipisovanym Herakleitovi. (MoZna pry v Platonové podani; anglicka stranka Wikipedie o
reologii https://en.wikipedia.org/wiki/Rheology ho ptipisuje Simpliciovi. Pfislusna stranka Wikipedie o tomto
starovékém filosofovi ale zase stran tohoto ¢i podobnych vyrok( odkazuje na Platona a Aristotela. Pak se vtom

vyznejte... Na kazdy pad, vSechno plyne a reologie je zajimava a dilezita disciplina.)
170

Ucebnice Kvasnica a kol.: Mechanika (Academia, Praha, 2004) i skripta Havrdnek A.: Klasickd mechanika Il.
Kontinuum (Karolinum, Praha, 2003) zarazuje k reologii a reologickym model(m i chovani latek pti pruzné

deformaci (kdy nijak netecou), a tak je sem zahrneme i my.

! Nebo obracené, deformace na napéti. V rlznych pramenech byvaji uvddény jeden nebo druhy z téchto typl

grafl; podivejte se vidy, kterd veli¢ina je na které ose.

172 ;v v s v e o , .
To znamen3, Ze po odstranéni napéti se vrati do pavodniho nedeformovaného stavu.

173 . P o v ; sy v ., . Y vy
V materialu se natahnou plivodné zkroucené polymerni fetézce a dale je uz témér nelze natahovat.

38


https://en.wikipedia.org/wiki/Rheology

K prednasce NFUF101 Mechanika prozatimni ucebni text, verze 0
10. Mechanika kontinua Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2021
10.7 Reologie, reologicka klasifikace latek

Nékteré materialy se vSak po prekroceni urcité meze napéti prestavaji chovat pruzné. (Této mezi se

174 175

fika mez pruznosti.”’") Po odstranéni napéti se pak uz nevrati na pavodni délku.”"” Takové deformaci

fikdme plasticka deformace.

Pfi plastické deformaci se mize material natahovat, aniz -
by se napéti ménilo, viz vpravo obrazek a). Pak ovSem
z grafu zavislosti 7=1(u) Zadné informace o chovani

materidlu pfi plastické deformaci neziskame. Pomuze

vynést graf zdvislosti napéti na rychlosti deformace, viz

obrazek b). Vidime, Ze do urcitého napéti (tj. pod mezi ) e b) D
a

pruznosti) je rychlost deformace nulova. Pak mize napéti
rast s rychlosti deformace linearné — takovym latkam se fika latky linedrné plastické, nebo nelinearné
(jak na obrazku ukazuji ¢arkované pribéhy) — pak jde o latky nelinedrné plastické.

Tekutiny

U tekutin Zadna ,,mez pruZnosti“ samoziejmé neni, tekutiny tecou uz od libovolné malého napéti.
V tomto pfipadé jsou podstatnd smykova napéti, protoze fakticky jde o klouzani jednotlivych vrstev
tekutiny po sobé.

Vice se tekutinam budeme vénovat v ndsledujici kapitole. Ted jen [
konstatujeme, Ze tekutindm, u nichZ jsou rychlost deformace a napéti prfimo

7

umérné, fikdme newtonovské tekutiny (nebo téz idediné viskozni tekutiny).

Latky, kde je zavislost mezi rychlosti deformace a napétim nelinearni, se pak D
pfirozené nazyvaji nenewtonovské tekutiny. Casto jde pfitom o kapaliny, takze

se setkdvame s ndzvem nenewtonovské kapaliny. Prikladem jsou r(izné laky, asfalty, ropa, kaly a
dalsi latky.'”®

Obecné je ovsem chovani latek Casto slozitéjsi, nez jsme naznacili uvedenymi jednoduchymi ptiklady.
Reologie pro popis takového chovani vytvari rizné reologické modely. Nazorné byvaji popisovany
jako kombinace pruzin, tlumicd (pist ve valci s viskdzni kapalinou) a prvkd, v nichZ je smykové treni.
Takovych modell je cela rfada, zajemci se o nich mohou poucit v jiz vyse zminénych uéebnicich.

Y4 165 mez elasticity.

175 5 0 , v ,
Zustanou vice natazené.

178 pro efektni pokusy pro popularizaci fyziky je oblibenou latkou Skrob, resp. suspenze Skrobu ve vodé. Videi

s touto tematikou mizZete najit na webu dost a dost, viz nap¥. https://www.youtube.com/watch?v=M90DGURgVHY.
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Shrnuti

Shrnuti

Napéti
T= F/S , jednotka pascal, Pa = N/m?, napéti v tahu, tlaku, smykové
T T T3

Tenzor napéti: slozky 7;j Jsou slozky vektoru napéti na ploskach kolmych
Ta T 7o

k osdm x4, x5, X3, napr. TO= (rll, Tips 113) ; je symetricky (z.=7:.)

heon T3 T3 T3
3
Napéti na plode s normalovym vektorem v : Ti(v): Z iV transformace slozek tenzor(
=1 viz Dodatek A

Vyznam: diag. slozky: tahova napéti ve sméru os (pro tlak napf. 7,; < 0), nediag. slozky: smykova napéti

V hlavnich smérech tenzoru napéti (jsou 3, na sebe kolmé) je Cisty tah nebo tlak.

3 O
Rovnice rovnovahy kontinua: Z_J' + pg; =0, pg; jsou objemové sily
=1 0%

Deformace
ou. Ou; - e, €
Tenzor malych deformaci: slozky €ij ~1 —L+—1 | kde U je vektor posunuti % G
2| OXj 0% e, e, e
21 22 23
le symetrlcky(eij =€j ). &, €y €4
Vyznam: diag. slozky: relativni prodlouzeni ve sméru os (napt. e, = (I - IO)/I0 ),
nediag. slozky: urcuji zkoseni (nap¥. 2e,, =y )
. ov. Ov;
Tenzor rychlosti deformace: Dij Y I Rt |
ox;  0X
PruZnost
3 3
Hookilv zékon: obecné: z;; =" >"C, | €, , Pro izotropni latky: 7; = 1.3;; €)1+ €+ €33) + 2148
k=113

A a u jsou Laméovy koeficienty

. 1z -1, 1F 1F
pro izotropni latky: tah: 0=——, smyki y=——

I ES GS

0

X (3A+2u)

Modul pruznosti ve smyku G = zz, Younglv modul pruznosti , dalsi vztahy viz hlavni text

A+u
, ey 7GR* (spise pro Uplnost a zdjemce,
Torze valcové tyce: M = 0 . . ..
21 napf. vztah pro objemovou stlacitelnost)

Reologicka klasifikace latek

latky linearné elastické, nelinearné elastické (oboje do meze pruznosti)
plasticka deformace

newtonovské tekutiny (= idealné viskézni tekutiny, 7~D )

nenewtonovské kapaliny
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Dodatek 10.A: Skalary, vektory a tenzory *)

Ve fyzice se setkdvame srlznymi druhy veli¢in. BéZné pouzivdme skaldry a vektory. Jednoduse
feceno:

e Skaldry jsou veli¢iny, k jejichz urceni staci jedind hodnota. (Jesté jednoduseji feceno, jedno

&islo.)"”’
178\ zapisu pomoci slozek

179

e Vektory jsou veli¢iny urcené tremi Cisly, tedy sloZzkami vektoru.
pozname, ze jde o vektor, jednoduse tak, Ze slozky maji jeden index, napf. v, .

V pripadé napéti jsme narazili na priklad veliCiny, kterou nejde popsat ani skaldrem, ani vektorem.
Vidime, Ze existuje dalsi typ veliin:

e Tenzory. Ty maji vice sloZek ne? tfi. V ptipadé tenzoril druhého Fddu je slozek devét.’®® Ze jde

o tenzor druhého fadu, pozname tak, Ze slozky maji dva indexy, napt. pravé Tjj -

Tenzory mohou mit i vyssi fad; slozky tenzoru tretiho radu maji tfi indexy, slozky tenzoru ¢tvrtého
Fadu CtyFi indexy ®* &

(Poznamka pro zvidavé ¢tenare: Pokud vam vrta hlavou, jestli ve fyzice potfebujeme jesté jiné typy velicin nez
skalary, vektory a tenzory, pak odpovéd zni ano. Jesté existuji veli¢iny zvané spinory. UzZiva je tfeba kvantova
fyzika. Zde se jim blize vénovat nebudeme; omezime se na konstatovani, Ze skalary, vektory, tenzory a spinory
. v eve , . v . . . . 183 184

jsou vsechny typy velicin, které fyzika potfebuje, da se to dokazat matematicky. )

77 Znamymi priklady jsou hmotnost, elektricky naboj, teplota, hustota, index lomu... a fada dalSich. Nemusime

asi dodavat, Ze hodnotu vidy vyjadfujeme v urcitych jednotkach, takze nestaci pouhé Cislo. (Kromé pfipadu,
kdy veli¢ina je bezrozmérna, jako je tfeba index lomu.)

V nékterych pripadech se pfitom ,jednim cislem” mysli hodnota v jednom bodé. Treba hustota nebo teplota
totiz mohou byt v rGznych mistech télesa rlizné. (Pak nékdy mluvime o poli hustoty, poli teploty apod.)

Pro urceni, jak je tfeba teplota rozloZena v télese, které na jednom konci zahtivdme a na jiném konci chladime,
tedy fakticky potfebujeme nekonecné cisel, tj. hodnot teploty v kazdém bodé. (A bodu je v télese nekonecné
mnoho.) Ovsem pfi rozliSovani mezi skalary, vektory a tenzory jde o pocet hodnot charakterizujicich veli¢inu

v jednom urcitém bodé.

17 p¥ikladem je tfeba polohovy vektor, rychlost, zrychleni, sila, hybnost, ... Takze tfeba slozky sily jsou F;, F,, F;.

Jak uz dobte vime, vektor pak zapisujeme jako F =(F,F,,F,) = F§ + F,, + F.§,, kde &,€,,€, jsou vektory baze.
(Jde o slozky a vektory baze v kartézskych souradnicich, kfivocarymi souradnicemi zde popis nebudeme

komplikovat.)

7% To by naptiklad mohly byt slozky vektoru rychlosti, 7 = Zf:lui €.

180 Viz tteba pravé tenzor napéti (10.16). Jeho slozky jsou 7;;, i=1,2,3, j=1,2,3. Veli¢in tenzorového

ij?
charakteru je pfirozené vic. V této kapitole je dalsi takovou veli¢inou, kterou poznavame, napfriklad tenzor

deformace, v druhém rocniku se v Teoretické mechanice sezndmite s tenzorem setrvacnosti.

8l ye fyzice nam v naprosté vétsiné staci tenzory maximalné ctvrtého radu. Zde v ivodnich partiich mechaniky

se prakticky vZdy setkame nejvyse s tenzory druhého radu.

182 Pozorny ¢tenar by se mohl zeptat, jestli kdyZ slozky vektor( maji jeden index, jde vlastné o tenzory prvniho

fadu. Ano, je tomu tak; dokonce skalary mGzZeme brat jako tenzory nultého radu, ale to uz je spise formalita.

'8 pro zajemce: Tenzory (vietné skalar( a vektord) a spinory jsou totiz veskeré tzv. reprezentace grupy rotaci.

Ale to uzZ je matematicky vyrazné nad urovni Uvodniho kurzu mechaniky. Takze toto berte jen jako poznamku

zcela na okraj, jen abychom mohli ocenit, jak je matematika krasné mocna.

184 A jesté jednu poznamku na okraj: Matematika popisuje vektory i v prostorech o obecném poctu rozméru.

Vice rozméru ne? tfi se nékdy hodi i ve fyzice. Napfiklad v teorii relativity se ke tfem prostorovym rozmériim

pridava i Casovy, takzZe tzv. Ctyrvektory maji ¢tyti slozky. Analogicky pak tenzory druhého fadu v prostorocase
(nékdy nazyvané ctyrtenzory) maji 4 krat 4, Cili 16 slozek. Tyhle véci oviem zde v mechanice zcela pomineme.
(Abychom se z toho véeho nepominuli... ©)
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TakZe to vse vypada vlastné hrozné jednoduse. Ovsem pozor! Ne kazda ,jen tak napsana“ trojice cisel

tvofi vektor!*®

Podstatné totiz je, jak se slozky vektoru chovaji pfi natoceni soustavy soufadnic. Vektor je totiz
geometricky objekt, ostatné si ho nazorné také zobrazujeme jako ¢ Xf S
usecku se Sipkou. A ta usecka se Sipkou je v prostoru pevna. Kdyz ;

nato¢ime soustavu souradnic, tedy prejdeme napf. od soustavy S . v,
k natocené soustavé S’, budou slozky vektoru v soustavé S’, jiné, nez i

byly v soustavé S, viz obrazek. V Vi

Podivejme se na slozky vektoru V .** Jeho slozky v soustavé S jsou >

Vi, V,, slozky v soustavé S’ jsou V’;, V’,. Slozky vektoru v natocené
soustavé miZeme spoéitat ze slozek v plivodni soustavé S a z uhlu otoceni o:*®’

Vi

cosa V, +sina V, (10A1)

V, =-sina V, + cosa V,

Casto se o tomto prepoctu mluvi jako o transformaci slozek vektoru. Transformaci (10.A.1) mGzeme
také zapsat ve tvaru

Vi =a,V,+a,V
1 11 %1 12 72 ) (10A2)
Vy =a,Vi+a,V,
kde koeficienty aj; jsou a,=C0Sa, a,=Sina, a,=-Sina, a,=C0Sa . Vztahy (10.A.2) lze zapsat i
strucnéji:

2
V! = Zaijvj L i=12. (10.A.3)
j=1

Zatim jsme vSe délali ve dvourozmérném ptipadé. Vztahy (10.A.1) az (10.A.3) tedy plati pro
dvourozmérné vektory pfi otoceni soustavy soufadnic v roviné. Vse lze ale zobecnit na tfirozmérné
vektory. Analogicky k (10.A.3) pak vztah pro transformaci slozek vektor( je

3
Vi=Ya;V,, i=123. (10.A.4)
j=1

Jak vypadaji koeficienty aj; zde specifikovat nebudeme, museli bychom nejdfive diskutovat, jak

popsat libovolné otoceni soustavy soutfadnic kolem pocatku.'® Nebudeme zde ani odvozovat, jaké
podminky museji koeficienty 8; splnovat, aby Slo opravdu o otoéeni. Budeme predpokladat, Ze jejich

189
l.

hodnoty zname, tfreba Ze ndm je néjaky program pro urcité otoceni spocet Pro zdjemce ovsem

néco o transformacich pfi otoceni soustavy souradnic uvadime v Dodatku B.

185 A ne kazda napsana tabulka deviti Cisel tvofi tenzor.

188 kdyz ho znacime V , nemusi mit nic spole¢ného s rychlosti. Je to prosté néjaky vektor pevny v prostoru.

MuZe jit tfeba i o polohovy vektor.

187 | ze to odvodit geometricky z obrazku nebo rozpisem vektoru V' do vektort baze.

188 v v . ; . , v s . v v ™~ v
Toho se dotkneme v prednasce Teoretickd mechanika ve druhém roc¢niku; tam si stru¢né ukazeme, Ze se

takové otoceni da parametrizovat tfemi tzv. Eulerovymi Ghly.
189y opravdu jednoduchych pfipadech je mizeme urcit sami. Treba pro otoceni kolem osy x; bude zjevné
(viz vy3e otodeni soutadnic v roviné) a,,= a,,=C0Sa, &, =—a, =SiNa, az=18a,=a,=a,=2a,=0.
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Podstatné je, Ze transformacni vztahy (10.A.4) plati pro slozky vsech vektor(, at uz jde o slozky
polohového vektoru T = (X, X,, X;) , vektoru rychlosti 0 = (v,,v,,v,), vektorusily F = (F,,F,,F,), ¢

jakychkoli dalsich vektord.**

A jak je tomu s tenzory?

7

Vlastné hrozné jednoduse. Pfi otoceni soustavy souradnic pro transformaci slozek tenzord uzivame

stejné koeficienty &; jako v (10.A.4) pfi transformaci sloZzek vektor(. Jen se musi, zhruba receno,

,pro kazdy index pouzit zvlast”.

Naptiklad slozky tenzoru druhého fadu Tij se pfi oto¢eni soustavy souradnic transformuji takto:
3

3
T =22 ey T - ™ (10.A.5)
1

k=1 I=

v

Mozind to bude jesSté jasnéjsi, kdyz indexy a k nim pfislusné transformacni koeficienty odlisime
barevné:
3

T = Zzaikalekl :

k=1 I1=1

Poznamenejme, e analogicky by se transformovaly slozky tenzort wysdich #adi. **? Takze
transformovat slozky tenzorl umime. Vime tedy, jak se transformuji napfiklad slozky tenzoru napéti.

V souladu s (10.A.5) je to podle vztahi
3 3

% = Zzaikajl T - (10.A.6)

k=1 I=1

Tenzor nejsou jenom slozky!

DuleZité je uvédomit si, Ze podobné jako vektory jsou i tenzory geometrické objekty, existuji
v prostoru nezavisle na systému souradnic, ktery si zvolime. Napfiklad v néjakém bodé télesa je
prosté urcité napéti. Slozky tenzoru napéti zavisi na tom, v jak natoceném systému souradnic je
budeme vyjadfovat — ale to napéti v télese je porad stejné! Tedy i tenzor jako takovy je porad stejny,
nezavisle na natoceni soustavy souradnic.
Ono je to méné nazorné nez v pripadé vektord, kde jsme méli jednoduchy nazorny objekt, Usecku se
Sipkou. Mohli bychom fFici, e Usetka se Sipkou je modelem vektoru.'®V pfipadé tenzord zadny
takovyto jednoduchy ndzorny model nemame. | kdyz, mozna...
V pfipadé tenzorll druhého Fadu nam jistou nazornost mulze nabidnout vztah (10.15):
% 3 “ " e i . e ~
Ti(v) = ijlrjivj . Ukazuje, Ze tenzor napéti je vlastné urcity ,stroj“, ktery z normalového vektoru v
plosky vyrobi vektor napéti plsobici na tuto plosku.

190 . v v v . v v o v , v v, v
Nazorné receno je to proto, Ze vSechny tyto vektory miizeme reprezentovat useckou se Sipkou — a slozky

vsech Usecek se Sipkou se musi transformovat stejné.

1 p¥itom i = 1,2,3, j=1,2,3, to uz ve vztahu (10.A.5) pro stru¢nost nevypisujeme, je to jasné z kontextu.

3 3 3
192 Naptriklad slozky tenzoru T tretiho fadu by se transformovaly jako T,;k = Zzza” Ajm Ay Tinn -

1=1 m=1 n=1
Vétsinou to takhle formalné nefikdme a spise si predstavujeme, Ze vektor fakticky je Usecka se Sipkou —
i kdyz redlné tfreba z hozeného kamene Zadna uUsecka se Sipkou coby rychlost netrdi.

193
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Podobné se mlizeme divat na kazdy tenzor druhého fadu: jako na ,stroj“, ktery z jednoho vektoru

. 194
[

,vyrabi“ dalsi.*** Obecné tedy tenzor druhého Fadu T; **° déld z vektoru vV vysledny vektor U:

3
Ui=>T,V,, i=123 (10.A.7)
j=1

Ze je vysledek sumy na pravé strané (10.A.7) vektor, je vlastné vidét z daného zapisu hned: je v ném
jediny ,volny“ index i *° — a veli¢ina, kterd ma jeden index, je vektor.

Tohle pfi praci s tenzory funguje v daném formalismu obecné, staci se podivat , kolik volnych indexd

zbylo”. Napftiklad kdyZ mame tenzor Tj a vektory AaB , pak vysledek souctu
3
Z;Ti A B; (10.A.8)
J:

neobsahuje #adny volny index, musi to tedy byt skaldr. A skute¢né je!™ Ve skute¢nosti se takhle

198

nékdy tenzor matematicky pfimo zavadi.”" V této kapitole jsme se svyrazem typu (10.A.8) také

setkali: Vztah (10.58) délal z tenzoru malych deformaci a vektor& AF rozdil druhych mocnin délek

=2 12 - . v s v Y . (s
‘Ar‘ - |Ar , cozZ je skaldr (protoZe délka na natoceni soustavy soufadnic nezaleZi).

Pozorného ctenafe by mohlo napadnout, Ze tenzor bychom mohli ,pfipravit o indexy” také
nasledujici operaci: 2
ZTii (10.A.9)
. . (199 i=1

Vysledkem je opravdu skalar.

A co Kroneckerovo delta?

A jesté jedna véc nas mulZe napadnout. Kroneckerovo delta é'ij ma dva indexy. Je to tedy tenzor?

Ano, je, a jako s tenzorem s nim mUZeme bez obav pracovat. Dokonce ma jednu specialni vlastnost:
V jakkoli nato¢ené kartézské soustavé souradnic ma porad stejné hodnoty (1 pro i=j, O pro i#j).

Ale tim uZ nase stru¢né seznamovani s tenzory skoncime.

194 Fakticky je to zobrazeni, které vektoru pfirazuje jiny vektor; navic je toto zobrazeni linearni.

Poznamka na okraj: Pojeti tenzoru jako ,stroje” (,machine”) najdeme treba v klasické ucebnici obecné teorie
relativity Misnera, Thorna a Wheelera Gravitation. Pfitom Kip Thorne (jeden z autor() je ten Kip Thorne, ktery
v roce 2017 ziskal Nobelovu cenu za prace souvisejici s objevem gravitacnich vin. (Takze tohle pojeti, jak vidno,
berou jako rozumné i lidé, ktefi ve fyzice rozhodné nejsou Zadna ,ofezavatka“... ©)

% pardon, e zde pismenem T znacime obecny tenzor, kdyZ v pfipadé napéti jsme méli vektory napéti T,

Pismen je malo (©) a v literatufe je zvykem obecné tenzory znacit pismenem T, a ty vektory napéti také...

Snad se vam to nesplete.

196 Volny index je index, pres ktery se nescita.

%7 Nebudeme to zde dokazovat, pro bliz§i sezndmeni s tenzory odkdzeme na prednasku Matematické metody

fyziky ve druhém semestru.

% pro zajemce: Tenzor druhého radu lze zavést jako bilinedrni zobrazeni z vektorového prostoru do realnych
Cisel. (Nebo do komplexnich Cisel kdyby $lo o komplexni tenzory. Nebo obecnéji... ale to uz bychom zabihali az
prilis do algebry.)

% pro zajemce: Této operaci s tenzorem se fika kontrakce (Cesky nékdy téz uZeni) a vyslednému skaldru stopa
tenzoru, znaciva se Tr (z anglického trace), napt. Tr(T).
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Dodatek 10.B: Otoceni systému souradnic *

Toto je dodatek k Dodatku A.?® Viimneme si toho, jak se da dospét k transformaénim vztahtim pro
slozky vektorl a tenzor( a uvidime také, proc tfeba soucin tenzoru druhého fadu a vektoru da

opravdu vektor, jak to ukazuje vztah (10.A.7).
Uvazujme otoceni kartézské soustavy souradnic kolem pocatku O. g Xt S

Obrdzek to ukazuje pro jednoduchost dvourozmérné, oviem obecné X,
pUjde o otoceni, kde se mliZze zménit i smér osy Xa.

A X
- - = L, — 1
Vektory baze v plvodni soustavé S jsou €,€,,€, ,% vektory baze — e,
-y =y = el') e'
v otocené soustavé S’ oznacujeme €/,€),€! . Pfitom samoziejmé plati, - !
) 1052153 Jme p —>—>
Ze vektory baze jsou jednotkové, |€|=1a jsou na sebe vzdjemné 0 €, Xy
kolmé. Toto mlizeme obecné vyjadfit zapisem
= = 202
Totéz plati v otocené soustaveé souradnic:
&€ =0 - (10.B.2)
Vektory baze soustavy S’ musi byt linedrni kombinaci vektorl baze soustavy S:
Y = 203
& = ;€ . (10.B.3)

Einsteinovu sumacni konvenci, tedy nepiSeme explicite znak sumace ). To, Ze se v (10.B.3) s¢itd pres j,
pozname podle toho, Ze se index j v soucinu &; éj opakuje, tedy vyskytuje dvakrat. Z kontextu je jasné, ze

se pres j scita od jedné do . 2%

MuizZeme fici, Ze vztah (10.B.3) popisuje transformaci vektorl baze z S do S’. Vénujme se ted této
transformaci a jejim vlastnostem.

Pro¢ vlastné plati (10.B.3)? Prosté proto, Ze kazdy vektor lze vyjadfit jako linedrni kombinaci

vektori baze, takze to musi platit i pro vektory € .2% Je ovéem otazkou, jaké musi byt koeficienty aj

aby slo o otoceni soustavy soufadnic.

Zdaleka ne kazda transformace (10.B.3) je totiZ otocenim.?*® Ma-li byt transformace otocenim,
nové vektory baze € musi byt vzajemné opét kolmé a musi to byt jednotkové vektory;
&ili musi platit (10.B.2).2%

2% podatek k dodatku, to jsme to dopracovali... Ale stoji za to, doplnit zde nékteré informace, aby to

nevypadalo, Ze tfeba transformacni vlastnosti vektorl a tenzorl néjak zazracné ,spadly z nebe”.

201 v/ obrazku jsou zakresleny jen prvni dva.

Pro vSechny hodnoty iajod 1 do 3, to uz v podobnych vztazich budeme predpokladat, i kdyz to nebudeme
zvlast vypisovat.

B proj= 1, 2, 3; zde jsme to jesté pfipomnéli, v nasledujicich vztazich uz to psat nebudeme.

202

3
204 yztah (10.B.3) tedy znamend €i'=2aij €.
=

2% Naptiklad & =b§ +b,E, +bE, = b;€;, kde b; jsou slozky tohoto vektoru v soustavé S; ted jen misto b; piseme aj;.

206

Napriklad kdyz vSechna 8 = 0, pak bychom dostali nulové vektory. Nebo kdyby &= 20;: , to by se vektory

ij
baze prosté protahly na dvojnasobek.
%7 pozna menejme, zZe takové transformaci se rika ortogondini. (Tento dodatek by tedy mohl nést i nazev

Ortogondini transformace soustav soufadnic, ale takovy formalni nazev by, obavam se, odradil dost ¢tenard. ©)
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Abychom gzjistili, jaké podminky musi splfiovat koeficienty 8/ dosadime do (10.B.2) vektory dané

transformaci (10.B.3). Ovéem pozor: aby se nam nepletly indexy, budeme dosazovat € =a,, €, a

6 =a;§ .27 (10.B.2) dostaneme
Gj = €& = (a, &)-(a;, &) = &, &€ = a,a; - (10.B.4)
Sy

Je-li tedy transformace (10.B.3) otoceni, musi platit

agay = 0. | (10.8.5)

Da se ukazat, Ze podminky (10.B.5) zaruduji, Ze transformace (10.B.5) zachovava velikosti vektora a
Ghly mezi nimi.*"

Transformace soufadnic vektorti pfi otoCeni soustavy souradnic

Jak se pfri otoceni soustavy soufadnic transformuiji slozky vektor(? g XA S

’

Jak naznacuje obrazek, jde o to, Ze mame stéle stejny vektor v prostoru. 2

Tento vektor V. m@zeme rozepsat do sloZek jak v plvodni soustavé S, A % X’
tak v otogené soustavé S Al 1
- _ 6") =
V=V, (10.8.6) 2 S .
o &= ;
7 'z e X
V =V/g . (10.8.7) ! !
Do (10.B.7) dosadime (10.B.3), tedy &/ =q;; éj . Dostaneme
a v kombinaci s (10.B.6) pak
VJ é] = V = Vi, —'i; = Vi’ a” é] . (10.8.9)
Vektor na levé strané se rovna vektoru na pravé strané, musi se tedy rovnat i jeho slozky:

Vlastné jsme ted zjistili, jak slozky z S’ transformovat zpatky do S. KdyZ ale (10.B.10) vynasobime 8 a

vyuzijeme (10.B.5), dostaneme , ,
vee ( ) i O =V

a;V; = Va;a; =V,

tedy kyZenou transformaci slozek z S do S”: k' = aijj . (10.B.11)

% Jde jen o prejmenovani indext. (Mélo by vdm byt jasné, Ze opravdu jde o tutéZ transformaci a zZe jsme
museli indexy prejmenovat, abychom neméli néktery index ve vysledném vztahu vic nez dvakrat, protoze pak
by z toho bylo ,,zmateni index(”. Pokud to jasné neni, zamyslete se nad tim poradné, abyste to méli rozmysleno.)

209

3
Pro jistotu zde tento vztah zapiSeme i ve tvaru s explicitnim vyznacenim scitani: zaik aj = S .
k=1

210 Upozornéme, Ze tento vztah neni postacujici pro to, aby Slo o otoceni. Spliiuje ho téz zrcadleni, napf.

transformace, kdy a,,=-1, ay,=2a;=1 ;=0 pro i # j, a obecné libovolnd kombinace oto¢eni a zrcadlen.

Transformace kombinované se zrcadlenim prevadéji pravotocivé soustavy souradnic na levotocivé; zde se jim
dale nebudeme vénovat.

' Ukdzeme to na konci tohoto Dodatku, ted by nas to odvadélo od zakladniho sméru nasich avah.
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Ato je pfesné vztah (10.A.4), ktery jsme pouzivali v Dodatku A pro transformaci slozek vektord.?*

Nasobeni tenzoru vektorem da opravdu vektor

V Dodatku A jsme uvedli, Ze nasobime-li tenzor druhého fadu vektorem,
je vysledek U; také vektor.

Ale jak vime, Ze to je opravdu vektor? V Dodatku A jsme fekli, Ze to vidime z toho, Ze ma jediny
index. Ale to je vlastné jen takova nazorna pomlcka. Opravdu se pfi otoceni soustavy souradnic
slozky U; transformuiji tak, jak se transformovat maji?
Jestlize je u opravdu vektorem, musi se jeho slozky transformovat podle vztahu

Ui=2a;U; . (10..13)
To musime ovéfit.

Vyjdeme ze vztahu (10.B.12) a dosadime do néj (10.B.10) ve tvaru VJ- :Vk' 8y - Dostaneme

Ui =T;;Vi & (10.B.14)
Tento vysledek vynasobime @,,; a upravime. Dostaneme:
aniU; = amiTiij, a'kj = amiaijij k' :Tn,1k k’ = Ur,n , (10.B.15)
—_——
ka

tedy U =a,;U;, coZ je vztah (10.B.13), jen sjinymi indexy. TakZe jsme dokazali, Ze U dany

soucinem tenzoru druhého rfadu a vektoru, je skutecné vektor.

A co nasobeni tenzoru druhého f¥adu dvéma vektory?

V Dodatku A jsme konstatovali, Ze ndsobeni tenzoru druhého fadu dvéma vektory,

T;AB;, (10.B.16)
da skalar. Pojdme to ové&fit. Je-li to skalar, mél by souéin Tijf NB; dét stejnou hodnotu jako (10.B.16).
Podle (10.B.10) plati pro slozky vektort A, = A, a,;, B; = B/ a; - Dosazeni do (10.B.16) da

TakzZe skutecné, dany soucin da v Si S’ stejnou hodnotu, je to tedy skalar.

22 jen tam byl s jinym indexem (i misto k), s explicitnim vyznacenim scitani a explicitnim uvedenim, Ze plati pro

i=1,2,3.
B Jde o vztah (10.A.7), jen ted uZ nepiSeme znak sumy.
214 U,=T.V., protoZe jde o nasobeni tenzoru vektorem v soustavé S’.
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A jesté jedna drobnost: ortogonalni transformace zachovava délky vektord a uhly.

Struéné se vratime k tvrzeni, Ze transformace (10.B.3), ktera splfiuje (10.B.5), nejen zachovava
kolmost vektord baze a jejich délku, ale zachovava i délky viech ostatnich vektord a Ghly mezi nimi.”*®
Doplnime tim otaceni soustav soufradnic o trochu novy pohled na véc.

Tvrzeni se totiz tyka situace, kdy nejde o vektory pevné v prostoru,
ale o vektory, které se otaceji spolu se soustavou soufadnic.”*® g

Po otoceni jde tedy o novy otoceny vektor, jak to ukazuje obrazek.
Takto se mlZe spolu se soustavou souradnic otacet vice vektord,

A B, ... Po ototeni pijde o nové vektory, oznatime je A, B’, ...

Otdzka je, jestli po transformaci (10.B.3) splriujici (10.B.5) zlstanou

zachovany ahly a velikosti vektord. K tomu staci ukazat, Ze budou

zachovany skalarni souciny vektorq, tedy Ze pro libovolné vektory AaB plati
A-B'=A-B.% (10.8.17)

Jde to jednoduse. Staci si uvédomit, Ze kdyZ se vektory otaceji spolu se soustavou soufadnic, zlstavaji
jejich slozky stejné jako v plvodni soustavé. Je-li tedy

A=Ag, B=B§, (10.B.18)
je po otoceni
A'=Ag, B'=B;E .2 (10..19)
Z(10.B.18) je
A-B = Ag -(B;E) = AB;& € = AB,; 5, =AB . (10.8.20)
Naprosto stejné z (10.B.19) dostaneme
A'-B'= A -(B;&]) = AB; &€ = AB;5; =AB, .** (10.8.21)

Okamzité vidime, Ze skaldrni soucin pred transformaci a po transformaci je stejny.

Takze transformace (10.B.3) splfiujici (10.B.5) opravdu zachovava uhly a velikosti vektorda.

1 S|ibili jsme si, Ze se k tomuto tvrzeni vratime, a sliby se maji plnit.

216 Kdybychom méli vektory baze ,zapichnuté” v néjakém malém télese v pocatku souradnic a otaceli télesem
spolu s nimi, pak vektor, o ktery nam pajde, by byl také ,,zapichnut“v tomto télese.

?17 zachovani velikosti vektoru odsud dostaneme snadno, staii si uvédomit, ze |A|2= A-A. Ze se zachovavaji
dhly, je zFejmé ze vztahu pro skalarni soucin A-B =|A| |B| cose .

218 Slozky A, B; jsou tu bez ¢arek, to neni preklep.

219 T v . g / , , v . e v, v
To neni nijak ptekvapivé, je to zndmy vzorec pro vypocet skaldrniho soucinu ze slozek.

20 7de jsme vyuZili toho, Ze (10.B.3), ktera spliiuje (10.B.5), zachovava kolmost vektorl baze a jejich délku,

takze plati (10.B.2).
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Dodatek 10.C: Pro¢ jsou tenzory napéti a deformace opravdu tenzory ** !

Jak vlastné vime, Ze veli€iny 7jj a §; jsou tenzory? Jisté, maji dva indexy — ale transformuji se

opravdu podle pravidel pro tenzory? Pojdme se na to podivat.

Transformace sloZek tenzoru napéti

Diky tomu, jak byl tenzor napéti zaveden, vime, Ze vektor napéti T na plose s normalovym vektorem v
ma slozky

T =1v;. ™ (10.C.1)
Stejny vztah ovSem musi platit i v soustavé S”:

T'= Ti'jVJ (10.C.2)
Pro slozky vektoru v plati, viz (10.B.10):

Vi= & V. (10.C.3)
Dosazeni do (10.C.1) da

Ti = 735845 (10.C.4)

a kdyZ tento vysledek vyndsobime a,,; a vyuZijeme vztahu pro transformaci sloZek vektoru T:

Ovsem plati, ze T, =7/, V¢ .2 Po dosazeni do (10.C.5) dostavame
TokVk = 8midTij vk = (Tpk—anid %) v =0. (10.C.6)

A protoZe toto plati pro libovolny vektor v **, musi byt (7., —an; A Tij) =0, ¢ili
4 —
Thk = 8nidTij - (10.C.7)
A to je transformacni vztah pro slozky tenzoru. Vidime, Ze tenzor napéti se transformuje ,jak se na
tenzor druhého fadu slusi a patfi“, takze je to opravdu tenzor.
Transformace slozek tenzoru deformace

Pro tenzor malych deformaci miZeme vyjit z jeho definice (10.56), tedy

e, =1 Ouy , OU | s (10.C.8)
2\ ox  OX
' oU;
Podobné je tomu v soustavé S e = 1 %+_J . (10.C.9)

o2{ox; ox

> Toto je druhy dodatek k Dodatku A, opét spis pro zajemce. (Nebojte, vic dodatkl k Dodatku A nebude.)

Pripominame, Ze zde opét, stejné jako v Dodatku B, vyuzivame Einsteinovu sumacni konvenci.

2 Jde o vztah (10.15) z hlavniho textu kapitoly, jen zde uZ pro stru¢nost nepiseme k vektoru T ani jeho

slozkam symbol (V).

223 To je vztah (10.C.2), jen s pfejmenovanymi indexy.

2% Striktné vzato: pro libovolny, pro ktery je || =1, ale to na nasledujici Gvaze nic nemeéni.

225 v . . v . . ,
Proc volime zrovna tyto indexy, bude zifejmé na konci odvozeni.

49



K prednasce NFUF101 Mechanika prozatimni ucebni text, verze 0
10. Mechanika kontinua Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2021
Dodatek 10.C: Proc jsou tenzory napéti a deformace opravdu tenzory

Potfebujeme tedy vlastné zjistit, jak se transformuji parcialni derivace v téchto vztazich. Pro slozku
vektoru U plati

ui =&, U, . (10.€.10)
Dale jesté vyuZijeme vztah pro transformaci souradnic (tedy sloZek polohového vektoru, viz
(10.B.10)): o
X, = X a . 10.C.11
| m “ml /6X3 ( )
Z néj naznacenou derivaci ziskame
ox, 0x;
—=a,—2=a_,0.; =a, (10.C.12)
8X} ml 6X} ml “mj jl
Derivaci (10.C.10) a naslednymi Upravami vyuZivajicimi (10.C.11) a (10.C.12) dostaneme
ou; Ouy OX, Ouy ouy
OX; OX; OXj 0X, X,
Analogicky dostaneme
ou; ou
_{ = a4, —1 2 (10.C.14)
0X; OX,
Dosazenim (10.C.13) a (10.C.14) do (10.C.9) a vyuzitim (10.C.8) pak uz ihned mame

tedy spravny transformacni vztah pro tenzor druhého radu. TakZe i tenzor malych deformaci je
opravdu tenzor.

226 Fakticky staci v (10.C.13) vzajemné zaménit indexy iaja indexy ka l.
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Dodatek 10.D: Hlavni sméry tenzoru napéti *

Méjme néjaky kus latky, ktery je zdeformovan (vselijak zkroucen, stlacen rGzné v rlznych smérech
atd.), takZze v ném pusobi néjaka dost slozita napéti. Napéti v uréitém bodé je popsano tenzorem

napéti Tij» tedy

T T T3
10.D.1
Ty T Tn ( )

T Ty Ta3
O jeho slozkach nic specidlniho nevime (tfeba Ze by nékteré byly nulové apod.), kromé obecného

faktu, ze ©

ji

Chceme zjistit, jestli vdaném bodé mlzeme najit plosku natocenou tak, aby napéti na ni bylo

&istym tahem nebo tlakem, tedy aby na ni nebylo 7adné smykové napéti. >’

Natoceni plosky je ddno jejim normalovym vektorem v . Ma-li na plo3ce byt

. - X
jen Cisty tah nebo tlak, musi mit vektor napéti T stejny smér jako v, viz : i
obrazek. Musi tedy byt
TO=kv, (10.D.2) ;’
kde K je néjaké realné Cislo. Zapsano ve slozkach je to: X>
1
- 3 3
Vektor napéti vyjadiime pomoci tenzoru napéti (viz (10.15)): Ti("): iji‘/j = Zfijvj 28
Z (10.D.3) dostaneme 3 = =
DGV KV (10.D.4)
j=1
Pomoci matic*® se to dd zapsat ve tvaru
T T T3 ||V Vi
Ty Top Toa || Vo | = K|V, | (10.D.5)
Ta1 T3 T3 J\V3 V3

kde vektor v je zapsan ve tvaru sloupcového vektoru.

Vektor v , ktery spliiuje (10.D.5)**° se nazyva vlastni vektor dané matice (v nasem pfipadé matice 7 ),

&islo & je vlastni &islo této matice (pfisluiné k danému vlastnimu vektoru®?).

227 . . s . v . v . , . . v o v
Snad je tahle formulace srozumiteln3, i kdyz je vlastné po matematické strance nesmysinda: v bodé nemuze

byt Zadna ploska. (Na to je moc maly. ©) Prosté jde o plosku prochazejici tim bodem, pfi¢emz nam jde o vektor
napéti k dané plosce pravé vtom bodé.

*%8 poFadi indext mizeme prehodit, protoZe tenzor napéti je symetricky.

Predpokladam, Ze s maticemi jste se uz setkali. Pokud zatim ne, nebo pokud jste se nepotkali s nékterymi
souvisejicimi vécmi (za chvili budeme potfebovat determinant matice), nevéste hlavu. Bud'si zatim vystacite

s vyjadrenim pfislusnych operaci ve slozkach (napt. (10.D.4)), nebo mUzZete cely tento dodatek projit jen zbézné

nebo Uplné ignorovat a vratit se k nému, aZ se tfeba v predmétu Linedrni algebra s danou tematikou seznamite.
230

229

Respektive (10.D.4), jde o totéz, jen zapsané jinou formou.
Nebo naopak fikame, Ze dany vlastni vektor pfislusi k danému vlastnimu cislu, prosté vlastni Cislo a vlastni
vektor si prislusi navzajem.

231
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S vlastnimi vektory a vlastnimi Cisly se budete potkavat i v jinych oblastech fyziky, zejména v kvantové
fyzice.”

... od fyziky k matematice...

s v

Problém, zda k dané matici existuji vlastni vektory a vlastni Cisla, kolik jich je a jak je najit, je problém

233 pojdme se na néj tedy struéné podivat z hlediska matematiky. Zménime proto,

Cisté matematicky.
alespori na chvili, trochu i oznageni. Vétsinou se toti? vlastni &isla oznacuji symbolem A ,* to jsme

vysSe v (10.D.4 a 5) nepoutili, aby se nam to nepletlo s jednim z Laméovych koeficientd.

TakZe vlastni Cislo ted oznadime jako A, koeficienty matice budeme oznacovat a;;, a slozky

ij’
hledaného vlastniho vektoru X; . Rovnici pro vlastni Cisla a vlastni vektory tedy zapiseme ve tvaru

8 &, 3| (X% X
Ay By Ay || Xy | = A% | (10.D.6)
a31 a32 a33 X3 X3

Jednoduchou uUpravou odsud dostaneme

an_ﬂ“ a, I
a, a,-A4 a, X,| =0 236 (10.D.7)

a5 a, Q33— A X3

Tento vztah predstavuje tfi linedrni rovnice o tfech nezndmych x;, x, a x3. OvSem pokud matice na

levé strané (10.D.7) je reguldrni®®’, je jedinym fedenim (10.D.7) trividlni fedeni x,=0, x,=0, x;=0. To nds
ale nezajima.” TakZe potiebujeme, aby matice nebyla regularni, ale singuldrni. To se pozna tak, ze

jeji determinant je roven nule:

all_/1 a, A
a,, a,, -1 a, |=0 39 (10.D.8)

a5 a5 Ay — A

Tento determinant dé po vy&isleni polynom tietiho fadu v proménné A . (Viz pozndmku pod ¢arou®.)

Rika se mu charakteristicky polynom. (Rovnici (10.D.8) se ¥ika charakteristickd rovnice.)

PR A TU U T S T SIS’ DI T PR SN PRt FN PSS T 5o

zobecnén na operdtory pUlsobici na dost obecnych vektorovych prostorech. Ale v zasadé to je podobné, jako zde u
matic. Treba tak dllezita véc jako Schrodingerova rovnice (presnéji feCeno bez¢asova Schrodingerova rovnice) ma

var H = ; v tom pozndvame vlastni vektor (to je to | ) ) a vlastni Cislo, to je E.
tvar H|y)=E|y); vt lastni vektor (to je t lastni &islo, to je E

33 pokud uZ jej znate treba z algebry, mlZete nasledujici ¢ast textu vypustit nebo jen pro kontrolu zbézné prelétnout.

234 v . v P ol . / v . , o , vs |o
Treba i na Ceské Wikipedii na strdnce vénované vlastnim vektoriim a vlastnim ¢islim

https://cs.wikipedia.org/wiki/VIastn%C3%AD_vektory a vlastn%C3%AD %C4%8D%C3%ADsla.

3
> Nebo ve slozkach: Zaij Xp=4X .

j=1
3
236 vz . v . ., v . v . s .
Ve slozkach: Z(aij —x‘t&ij)xj = 0. Nula na pravé strané znamena sloupcovy vektor se viemi slozkami rovnymi nule.
=

237 v v . e g ;v , . . . . ,
Coz napriklad mimo jiné znamen3, Ze k ni existuje matice inverzni.

3% Takovéto Fedeni se ani nebere jako vlastni vektor. A nezajima nas ani fyzikalné. Napftiklad z (10.D.5) chceme

dostat normalovy vektor k plosce, tedy urcit smér — a nulovy vektor Zadny smér neurci.

3% Nevite-li zatim, co je determinant, netrapte se. Pro danou matici 3x3 je determinant v (10.D.8) roven

(au_l)(azz _ﬂ)(ass_/l) T 888y + 8138585 — aia(azz _ﬂ’)a31 - 612a21(833—/1) - (a11_/1)a23a32 , ale jeho konkrétni
tvar stejné nebudeme potrebovat.
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To znamena, Ze determinant v (10.D.8) je roven nule jen pro néjaké urcité hodnoty A — a pravé tyto

hodnoty jsou hledanymi vlastnimi &isly.?*

ProtoZe determinant dd polynom v proménné A, potfebujeme najit jeho kofeny. Matematika nas
poudi, e kazdy polynom stupné n ma n korent.?*! Nékteré koreny ovéem mohou byt totozné, to
nevadi. Ovéem kofeny obecné mohou byt komplexni*** — a to uz by ndm pfi nasem hledani hlavnich
smérl tenzoru napéti vadilo, protoZe slozky vektoru napéti urcité nemohou byt komplexni ¢isla.

7 vrs

Nastésti se ukazuje, Ze vlastni Cisla redlné symetrické matice jsou redlna. A redlné pak mohou byt i
vsechny slozky vlastnich vektor(.

Jak to dokazeme?

Je-li A vlastni Cislo matice a;j a X; jsou slozky jejiho vlastniho vektoru, pak plati (10.D.6), ve
slozkach tedy 3
Dagx =A% . (10.D.9)
j=1
O vlastnim ¢isle A a sloZkdch X; oviem nevime, jestli jsou redlné nebo komplexni. Pfedpokladejme
tedy, Ze jsou komplexni. V odvozeni budeme potifebovat jejich komplexné sdruzené hodnoty, ty
budeme oznaovat A a X:. Slozky matice jsou redlné, plati tedy ai*j = ajj.

Komplexnim sdruzenim (10.D.9) dostaneme
3

Daxj=4"x . (10.D.10)
j=1
Nyni vynasobime (10.D.9) Xi* a seéteme pFes i:
ZZa XX = ﬂZx X (10.D.11)
i=1 j=1
Analogicky vynasobime (10.D.10) X; a seéteme pres i:
ZZa Xjxj=A Zx X . (10.D.12)
i=1 j=1

Ovsem diky symetrii matice tedy diky tomu, ie a- .=a:., mlZeme levou stranu (10.D.12) pfepsat na

ji’

ZZa X[ X; _ZZa X[ Xi _ZZa XX (10.D.13)

i-1 j=1 i-1 j= j=1i=1

a porovnanim s (10.D.11) vidime, Ze se levé strany (10.D.11) a (10.D.12) rovnaji.*** Rovnaji se tedy i

3 3
AD XX = A DKK
i=1 i=1

a protoze se rovnaji sumy, plyne z (10.D.14) okamzité, ze

jejich pravé strany,

(10.D.14)

A =1. (10.D.15)

% Takze u# vime, jak hledat vlastni ¢isla! Navic tenhle postup plati nejen pro matice 3x3, ale pro libovolné
matice nxn.

I Tohle tvrzeni souvisi se zdkladni vétou algebry. Ta tvrdi, Ze kazdy (nekonstantni) polynom jedné proménné
s komplexnimi koeficienty ma alespon jeden komplexni kofen. Z toho Ize odvodit, Ze kofend je n; nékteré

koreny ovsem mohou splyvat.

242 v e v vy s . , .
To ostatné zname uz z bézné kvadratické rovnice.

243 v ; , PR v v v v . . o . .
Na porfadi sumaci nezalezi, protoze se celkem s¢ita pres vSechny kombinace indext i a j.
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To znamena, 7e vlastni &islo A je redlné.”** A protoze jsme Gvahu vedli obecné (A bylo prosté néjaké
vlastni Cislo dané matice), plati vysledek pro vSechna vlastni Cisla. Dokazali jsme tedy, Ze vSechna

s vs

vlastni Cisla realné symetrické matice jsou redlna.
A co vlastni vektory?

Vzhledem k tomu, Ze libovolny nasobek vlastniho vektoru je opét vlastni vektor (prislusny stejnému

> mohou byt samozfejmé viechny slozky vlastniho vektoru komplexni. (Sta&i, kdyz

vlastnimu cislu)
vektor vyndsobime treba dCislem (1+i).) TakZe spravny dotaz zni, jestli — kdyZ mdame realnou
symetrickou matici a jeji néjaké vlastni ¢islo A (o kterém uz vime, Ze je reélné) — jde pfislusny vlastni

vektor najit tak, Ze vSechny jeho sloZky jsou redlné. A ono to jde!

Kdyz si vedle sebe zapi$eme (10.D.9) a (10.D.10), v ném? uz vezmeme A’ = A4,
3 3
Dagx; =A%, DagXj=4x, (10.D.16)
j=t =
vidime, Ze tyto vztahy mUzZeme sedist a dostat

3
Zau(xﬁx?) = A (Xi+%) - (10.D.17)
j=t

To znamena, Ze vektor (xj + Xj) je také vlastnim vektorem matice 8 pFislusnym vlastnimu Cislu A .

A tento vektor uz je redliny!
Cili uz vime, ze

realna symetricka matice ma tfi realna vlastni Cisla (ne nutné rlizna)
a k nim pfislusné vlastni vektory jsou realné (presnéji feceno lze je vzit jako redlné).

Pozorny Ctenaf si oviem muzZe polozit otazku:
Co kdyz jsou vlastni Cisla stejna?

Neni to vtomto pripadé tak, Ze i vlastni vektory musi byt stejné resp. alespon mifit stejnym

smérem?%%

Neni tomu tak. Linearni algebra nas poudi, Zze pokud je A dvojnasobnym kofenem charakteristického
polynomu, existuji dva linedrné nezavislé vlastni vektory, pokud je trojndsobnym kofenem, existuji tfi

7 Obecné to zde ukazovat nebudeme, jen to ilustrujeme na

nezavislé vlastni vektory.
nejjednodussim pfikladu jednotkové matice. Pro ni je charakteristicka rovnice (10.D.8)
-2 0 0
0 1-24 0 (=0, (10.D.18)

0 0 1-4

2** Kdy? se komplexni ¢islo a+bi rovna témuz Cislu komplexné sdruzenému, (a+bi)" =a—bi, je nutné b=0,

takze Cislo je redlné. (Ne Ze byste tohle nevédéli, ale pokud uz jste predchozimi ivahami a odvozenimi trochu
»uondani“, zaslouZite si, aby se tu radéji explicite vypsala i takhle jednoducha véc. ©)

245 Podivejte se tfeba na (10.D.9), kdyZ tam misto X, dosadite tfeba 100 X;, bude vztah stale platit. TakZe 100 X;
je opét vlastni vektor prislusny ke stejnému A .

® Jde tu opravdu o smér vlastnich vektoru. Jak uz jsme vidéli, kazdy nasobek vlastniho vektoru je zase vlastnim
vektorem pfislusnym stejnému vlastnimu cislu.

*7 Ona linearni algebra nas pouci, Ze toto plati obecné, ve vektorovém prostoru o n dimenzich: Kdyz je 1
vlastni Cislo, které je m-nasobnym korfenem charakteristického polynomu, tak existuje m linearné nezavislych
vlastnich vektor( pfislusnych tomuto vlastnimu Eislu.
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tedy
(1-2) =0, (10.D.19)

¢ili charakteristicky polynom (1—/1)3 ma zjevné trojnasobny kofen A =1. Rovnice (10.D.7) pro

vlastni vektory pfislusné tomuto vlastnimu Cislu je

1-2 0 0 X 000)(x
0 1-2 0 X, | =0,Cli j0O0O0||x,| =0 (10.D.20)
0 0 1-2)\x 0 00)(x

a je vidét, Ze jejim feSenim jsou libovolna Cisla x4, x,, X3, tedy libovolny vektor. TakZe opravdu mame

tFi nezavislé vlastni vektory.**®

Kdyz jsou vlastni cisla rGzna...

Podivejme se, jak je tomu s vlastnimi vektory, kdyz jsou vlastni Cisla rlizna.

7 vs

Necht matice ajj ma vlastni ¢isla 4 a A, pfitom A = A . PFislugné vlastni vektory oznatime X; a X; 2

Rovnice (10.D.9) pro vlastni ¢isla a vlastni vektory jsou tedy
zaijxj =A%, Zaij X; = A X - (10.D.21)

Prvni rovnici vynasobime X; a seCteme pfesiod 1 do 3. Druhou vyndsobime X; a také seCteme pres i.
Dostaneme

3 3 3 3 3 3
PP AR TRDIPW- YW (10.D.22)

250

Diky symetrii matice jsou levé strany vyslednych vztahl stejné.”” Musi se proto rovnat i jejich pravé

3 .3
strany, 4 Z X% =4 Z X;X; - Odtud dostaneme
i-1

i=1

3
(A-2) Y. %% =0, (10.D.23)

3 3

a protozZe vlastni Cisla jsou rGzna, tj. A—4 #0, musi byt inf(i =0. Oviem inf(i je skalarni
i=1 i=1

soucin obou vlastnich vektorl — a protoZe je nulovy, musi byt vektory na sebe kolmé. Dokazali jsme, Ze

vlastni vektory odpovidajici riiznym vlastnim Cislim jsou na sebe kolmé.

248 . v . o v . v v o v . ,
Klidné je mlzeme zvolit tfeba do smérl souradnicovych os.

9 Asi bych se mél omluvit pozornému ¢tendfi, ktery nejspis jiz dlouho namitd, zZe zde formulujeme trochu

»hepofddné”. Samoziejmé, X; jsou sloZky daného vektoru, stejné tak &; jsou sloZky matice. Formulace typu
»vektor X; “ a podobné zde pouzivame pro strucnost misto delSich vyjadfeni typu ,vektor se slozkami X; “,

»matice se slozkami &; “, & misto zavadéni samostatnych symbol0 pro matice a sloupcové vektory. Snad to

neplsobi nedorozuméni nebo néjaké trauma... (Kdybych chtél argumentovat, Ze vyse uvedené ,zkratkovité”
vyjadfovani neni zas azZ tak zavrzenihodné, tak bych se mohl vymlouvat, Ze zde vlastné pouzivame takzvany
formalismus abstraktnich indexu, nazyvany téz abstraktni indexovad notace, ktery je spojovan se jménem Rogera
Penrose — ale snad mi laskavy ¢tenar strucné znaceni odpusti i bez této vymluvy a zastitovani se jménem
nositele Nobelovy ceny za rok 2017...)

3 3 3 3 3 3
250 Zl“JZ;a”xeI _Zl:éa” (X . Je totiz ;JZ; i %% Z;JZ;‘ $ %X Zga” ;:Z:; %X
Pfi Upraveé jsme vyuzili symetrii matice, pfehozeni poradi sumaci a nakonec prejmenovéniindexl, zinajazjnai.
(Rozmyslete si, Ze vSechno to jsou korektni Gpravy.)

55



K prednasce NFUF101 Mechanika prozatimni ucebni text, verze 0
10. Mechanika kontinua Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2021
Dodatek 10.D: Hlavni sméry tenzoru napéti

Pokud dva vektory odpovidaji stejnému vlastnimu ¢islu A, pak jejich libovolna lineadrni kombinace je
opét vlastnim vektorem odpovidajicim témuz vlastnimu &islu A .%" Lze tedy uréité zvolit takové
linedrni kombinace, které jsou na sebe kolmé. (TotézZ bude platit i v pfipadé tfi vektort odpovidajicich

stejnému A .) Vidime tedy, ze

vlastni vektory rediné symetrické matice jsou realné a vSechny na sebe kolmé
(nebo je alespon Ize zvolit tak, Ze jsou na sebe kolmé).

... a zpét k fyzice ...

Vys$e jsme odvodili, Ze na plo3ce, jejiz normalovy vektor v splfiuje rovnici (10.D.5), je Cisty tah ev.
Cisty tlak, tedy Zddné smykové napéti. Sméru danému takovym vektorem v fikdme hlavni smér
tenzoru napéti.

Jen jsme vlastné nevédéli, jestli néjaky takovy smér existuje, pripadné jestli jich maze byt vic. Diky
nasemu exkurzu do problematiky vlastnich vektord a vlastnich ¢isel uz to vime. ProtoZe tenzor napéti
je symetricky (a samoziejmé vSechny jeho slozky jsou redlné) existuji tfi vlastni Cisla a tfi vektory
Fesici rovnici (10.D.5).”2 A dokonce vime, Ze tyto t¥i vektory jsou kolmé, respektive e je mazeme
kolmé volit. Dokdzali jsme tedy, Ze

v kazdém bodé kontinua existuji tfi vzajemné kolmé hlavni sméry tenzoru napéti.”>*

3
1 | ehce to ovéfite, kdyZ do vztahl Zai

j=1
vlastnimu ¢islu A, dosadite libovolnou linedrni kombinaci X; =bx; +b¥; . Uvidite, Ze spliiuje tenty?Z vztah.
252

3
iXi=4X%, zaij X; = A % vystihujicich, Ze jde o vlastni vektory odpovidajici
=

Pokud by néktera vlastni Cisla byla stejna, je vektorl vic, protoZze mame libovlli volit jejich linedrni

kombinace, jak bylo diskutovdno vyse.

>3 pfitems v nékterych pripadech tyto sméry nemusi byt uréeny jednoznacné, viz poznémku61 na strané 15.
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Dodatek 10.E: Rovnice rovnovahy kontinua *

KdyZ jsme zavadéli tenzor napéti, pocitali jsme sily plsobici na maly kousek materidlu (ve tvaru
jehlanu) a uvaZovali jsme, Ze celkova sila na néj plsobici musi byt nula, aby byl v rovnovaze. Diky
limitovani na ,,nekonecné maly kousek” pak vypadly objemové sily a mohli jsme odvodit vztah (10.13).
Plosné sily se v tomto pfipadé zcela vyrovnaly.

Ovsem kdyZ kousek materidlu neni ,uUplné nekonecné maly“,

XZ
objemové sily na néj plsobi. Naptiklad na maly kvadfik o objemu R
V =abc na obrazku plsobi objemova sila .
_ _ F()b. h
F® =GV =Gabc, Pt i
kde G je hustota objemové sily.”* Obvykle je objemovou silou X/ X,

sila gravitacni, resp. tihova, takze
G=pg,
kde p je hustotaa § tihové zrychleni.”
Pokud by se plosné sily na kvadrik zcela vyrovnaly, jak jsme to uvaZovali vySe, musela by objemova

sila kvadrik urychlovat. Proc€ se tak nedéje?

28 podivejme se

Inu proto, Zze plosné sily plsobici na stény kvadfiku nejsou zcela v rovnovaze.
napfiklad na sily plsobici na pravou a levou sténu kvadru. Zamérime se pfitom na slozku sil do sméru
osy x;. %’
Slozka sily do sméru x; plsobici na pravou sténu je dana soucinem D
napéti 7;; a plochy stény S, =bc. Napéti ovSem musime brat na < b >

dané sténg, tedy v bodé (X +a, X,,X,;).*** Slozka sily na pravou a 1

sténu tedy je i X/ X, X+a X,
F=1y(x+a, X, %)bc.

Na levé sténé bereme napéti v bodé (X, X,,X;), takze slozka sily je
F-=—74(X, X, X%)bc . >

Celkova sila ve sméru osy x; plsobici na pravou a levou sténu tedy je

254 % .. . . ~ vs o4 v . . s s v
V ucebnici Kvasnica a kol.: Mechanika se pro G pouziva prosté nazev objemovd sila, o hustoté se tam

nemluvi, i kdy?Z fakticky o hustotu jde: silu (v newtonech) dostaneme, az kdyz G vynasobime objemem.

255 . . = ™ , v v .
V obrazku jsme ale F o nakreslili obecnym smérem, ne nutné svisle.

Nejde o to, Ze pfi odvozovani (10.13) jsme uvazovali jehlan a nyni kvadr, ale o malé rozdily v plosnych silach
tfeba na levou a pravou sténu kvadru, kdyz nejsou zcela u sebe, tedy kdyZ nejde o jednu plochu. Tedy kdyz se
nejedna o napéti plsobici v témZe bodé.

7 Nakonec nage Uvahy zobecnime i na ostatni sloZky sil, ale pro jednoduchost zatneme slozkami F,.

256

8 Pozorny ¢tendr by se mohl zeptat, jaké jsou hodnoty x, a x3. Tady musime pfiznat, Ze nase odvozeni neni

Uplné precizni. Jednoduse bychom mohli fici, Ze hodnoty x, a x; bereme tak, aby slo o bod ve stfedu pravé
stény. Ale fakticky je potfeba brat primérnou hodnotu napéti 7,, na celé pravé sténé. Tuto hodnotu bychom
mohli napsat pomoci plosného integralu a celé odvozeni formalizovat a ,,vycizelovat”. Ale pro ndzornost zde
pracujeme trochu zjednodusené (no, pfiznejme, Ze ,neporadné”) a prezentujeme hlavné zakladni myslenku
daného odvozeni a ne formalni detaily. Nastésti diky tomu, Ze rozméry kvadru budeme nakonec limitovat

k nule, fakticky nebude zaleZet na tom, zda je bod x,, x3 ve stfedu stény nebo v rohu a vysledny vztah
dostaneme stejny, jako by vySel po formalné presném odvozeni.

29 Rozmyslete si, pro¢ je zde znaménko minus. (Napovéda: Viz (10.15), v = (-1,0,0) .)
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R = Tll(x1+a, X27X3)bC_Tll(X1’ XZ'X3)bC B

= (7 (X% +a % %) =731 (X %, %) ) be = %abc . (10.E.1)
1

. Oomy
_Wa

PFi Upravé jsme nahradili rozdil funkce rll(xl, szxs) ve dvou blizkych bodech souc¢inem derivace a

rozdilu soufadnic téchto blizkych bod(l. Body se lisi jen v soufadnici x,, proto je zde parcialni derivace
podle této souradnice.

Ve sméru osy x; ovsem pUsobi i sily na dalSich sténach kvadru. X,

Napfiklad na horni a dolni sténé, viz obrazek. Tam ve sméru x; pUsobi X,+b — "
te¢na sloZka sil, pfislusné tecné napéti je 7,,. Velikost plochy kazdé ol GEL”" b 1”
z téchto stén je S,=ac, takie sily ve sméru x; jsou ’ a ¢

R =1, (%, X,+b,x;)ac,

<
YX
<
R

F° = -7, (X, X%, %) ac,
Celkova sila ve sméru osy x; plsobici na horni a dolni sténu tedy je (analogicky k (10.E.1))
F° =17, (X, %,+b, X;)ac—7, (X, X,, X;) ac =

= (75 (X X#+b, %) =750 (X, X,,%;) ) ac = %abc : (10.E.2)
2

L0ty
T 0% b

Zcela analogicky by vysla celkova sila ve sméru osy x; na predni a zadni sténu:

|:1F’Z - 0ty abc . (10.E.3)
X3
Celkova plosna sila ve sméru osy x; pUsobici na vSechny stény je sou¢tem:
) 3 Ot;
N Y (At WL WL TR PSR Sl LIV (10.E.4)
oX 0% 0% 171 OX;

Analogicky je tomu pro sily do smér( os x, a x5.°° Obecné je tedy i-ta slozka sily:

) 3 az'..
Fros N M ape . (10.E.5)
' 12-‘1 0X;

. ;L v . v+ _a.  ploé . s — ob. .
V rovnovaze musi byt soucet celkové plosné sily F PS4 objemové sily F™ roven nule. Pro i-tou
slozku tedy

los ob 3, 07j 3, 07j
0=FR"™+F"=>Y_—Labc+Gabc =| > —L+G |abc . (10.E.6)
— OX; — OX:
=1 R j=1 UAj
Odtud okamzit&*®*
3 aTji i
> —24G =0 proi=123. (10.E.7)
=1 0%

A pravé toto je rovnice rovnovahy kontinua. Je-li objemovou silou sila gravitac¢ni, ma tato rovnice tvar

3 aTji + . .
E —+p0; =0 proi=123. (10.E.8)
= OX:

2% Ostatné kterou z os jsme pojmenovali x;, bylo véci volby. TakZe to, co jsme odvodili pro slozku sily do sméru x,

musi platit i pro slozky do sméru dalSich os.
261 (10.E.6) vydélime abc a potom rozméry kvadru limitujeme k nule, tim se pfiblizné rovnosti stanou pfesnymi.
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Podstatné kratsi odvozeni pro &tenare, ktefi uz znaji Gaussovu vétu ** 2%

Gaussova véta fika, Ze plosny integral z vektoru @ pres uzavienou plochu S, kterd je hranici objemu V,
se rovna objemovému integralu z divergence vektoru a pres objem V:

@a-ﬁds =jdiva dv
s v L8 (10.E.9)

Zapsano ve slozkdach a s vyuZitim Einsteinovy sumacni konvence:
oa;
OX;
s vr . (10.E.10)
A ted jak sem zapracovat plosné sily:
i- t4 slozka vektoru napéti na plose s norméalovym vektorem 1 je (viz (10.15)) Ti(ﬁ): Tin;. Celkovou plosnou

plo$

silu FP° (resp. jeji i-tou slozku F; ”**) na plochu S tedy spocteme integralem Cﬁrii n; dS . S vyuzitim (10.E.10)
S
je:
3 0T
l03. J1
FPe = CJ;T“ nde = |—dVv

OX;
8 v . (10.E.11)

Celkové objemova sila je F™*™ = .[Gi dV , takZe celkova sila (plo3nd i objemovad) na latku ve Vje
\%

F= 9% 46, |av
OX:
v ) . (10.E.12)

Ma-li byt material v rovnovaze, musi byt tato sila nulova pro libovolny kousek objemu. Musi tedy platit

0Tji .
8_+Gi =0 (proi=1,23). (10.E.13)

Xj

A to u? je rovnice rovnovahy kontinua.”®*

262 v v . ., s a2y ) v v
Je minéna Gaussova véta z matematiky (nazyvana téz Gaussova-Ostrogradského véta), ne Gaussova véta

elektrostatiky. KdyZ ji neznate, nevéste hlavu a klidné tuto stranku ignorujte. Na odvozeni se mizZete podivat,
aZ se asem s Gaussovou vétou seznamite.
263 v v v - . . P v

Pfipomenme, Ze i je normalovy vektor k ploSe.
%% 0dvozena rychle a elegantné... No neni ta matematika Uzasné efektivni?
Na druhou stranu z pfedchoziho jednoduchého odvozeni bylo nazornéji vidét, jak ty plosné sily kousek
materidlu tlaci a tdhnou.
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