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Hydrostatika a hydrodynamika

V této kapitole se budeme zabyvat mechanikou tekutin, tedy kapalin a plyni. Budeme je pfitom
popisovat jako kontinuum, tedy spojité rozloZzenou latku; nebudeme si vSimat toho, Ze jsou slozeny
z molekul. Jde tedy opét o idealizaci — nepopiSeme jevy jako difuze a fakticky se nebudeme vénovat
tfeba ani povrchovému napéti.* Ale i tak jsme zase o kus blize realité, nez kdy? nasi idealizaci bylo
napfiklad tuhé téleso. A veli¢iny jako hustota, tlak a rychlost ndm umozni fici o pohybu tekutin leccos
uzitecného.

Budeme zde navazovat na mechaniku kontinua, které jsme se vénovali v minulé kapitole. Pfi popisu
napéti v tekutiné proto obcas dojde na tenzor napéti a pfi popisu, jak teCou redlné tekutiny, i na
tenzor rychlosti deformace. Vét$inou se ale obejdeme se bez tenzor(i’ a jevy souvisejici s tekutinami
budeme popisovat pomoci co moina jednoduchych veli¢in a vztah(; nékdy dokonce jen
jednoduchych Udvah. Vtéto kapitole se tedy bude prolinat stfedoSkolsky (nékdy dokonce
zakladoskolsky) a vysokoskolsky pfistup.® Pfiu¢ime se zde také leccos nového z matematiky, co se
bude hodit i v dalSich partiich fyziky.

11.1 Uvod

Tekutiny

Jako tekutiny oznacujeme kapaliny a plyny. Rada jejich vlastnosti je podobnych, v mechanice tekutin
je proto budeme popisovat dohromady, byt tfeba stladitelnosti se vétdinou vyrazné lisi.*

V ptedchozi kapitole jsme vidéli, Ze v kontinuu obecné existuji napéti tahova, resp. tlakova, a
smykova. V tekutinach jsou ve statické situaci’ smykova napéti rovna nule. Musi to tak byt: pokud
by byla smykova napéti nenulovd, tekutina by nemohla byt v klidu, vrstvy tekutiny by se po sobé
posouvaly. (Prosté, tekutina by tekla tak dlouho, dokud by se neobnovila rovnovaha.)

V proudici tekutiné jsou ale smykova napéti obecné rzna od nuly. Pokud se vrstvy kapaliny pohybuji
rdznymi rychlosti, tfou se o sebe a v disledku vnitfniho tfeni vznika napéti ve smyku.

Velikost vnitfniho tfeni charakterizuje viskozita, a ta je u rGznych tekutin r(iznd. Napftiklad voda ma
viskozitu vyrazné niz$i, nez med.® Pokud nebudeme popisovat zrovna te¢eni medu, mdzeme tedy
doufat, Ze alespon v nékterych situacich budeme moci vnitfni tfeni a smykova napéti zanedbat —
miZeme Cekat, Ze rovnice pro proudéni tekutin budou v tomto pfipadé jednodussi.”

Idedlni tekutina

Hodi se proto zavést pojem idedlIni tekutina — to je tekutina, v niZ neexistuje vnitini tfeni. Napéti
v idedlni tekutiné proto nema smykové slozky. Formalné bude takové napéti popsdano tenzorem
napéti, ktery ma nenulové jen diagonalni sloZzky. Trochu si ho pfipomeneme, neZ prejdeme
k jednodussim vyjadrenim.

! Byt to je nezbytné pfi vysvétlovani jevl jako kapildrni elevace nebo tvaru malych kapicek vody a tfeba i toho,
proc se proud vody rozsttikuje na malé kapicky. Prosté, v mechanice tekutin nevysvétlime vSechno. (S danymi
jevy si pockejte na prednasku Molekulova fyzika.)

2 . . . .
Uklidnilo vas to, nebo rozesmutnilo?

? Co do strankového rozsahu je tato kapitola o néco delsi, vérim vsak, Ze dostatecné podrobna odvozeni
v kombinaci se stfedoskolskym pristupem umozni probiranym tématim z mechaniky tekutin |épe porozumét.

*Ne vzdy, nad kritickou teplotou plyn a kapalinu nerozlisSime. To uz ale opravdu patti do molekulové fyziky.
> Napfiklad ve vodé v nddobé (polévce v talifi, mineralni vodé v |ahvi nebo pivu v plllitru).

® Navic tfeba viskozita vody klesa s teplotou, viskozita medu ostatné také.

'y ony opravdu jsou — pozname to dale ke konci této kapitoly.
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Tenzor napéti idealni tekutiny ma tedy slozky 7, =7,, =7;; =—p, 7, =0 pro i # j, Cili

7, =-p9, , (11.1)
coz mlzZeme alternativné zapsat jako
-p 0 O
7,=| 0 —-p 0. (11.2)
0O 0 -p

Napéti v idedIni tekutiné je charakterizovano jedinou skalarni veli¢inou p, co? je tlak.®
Samoziejmé, tlak obecné zavisi na misté: p = p(r).
| kdyZ s tenzory v této kapitole dal nebudeme pfilis pracovat, stoji za zminku, Ze tenzor napéti ma

uvedeny tvar (11.2) v libovolné natoené kartézské soustavé soufadnic.’ Z toho také plyne dilezity
fakt:

V daném bodé idealni tekutiny plsobi na libovolné natoenou plosku stejny tlak.*°
Ve statické situaci toto plati i pro realnou tekutinu (tedy tekutinu, v niz existuje vnitfni tfeni). Tuto
skute¢nost mlGzZeme ovéfit pokusem.

Idealni kapalina

Kapaliny jsou velmi malo stlacitelné. V fadé pripadd mlzeme jejich stlacitelnost zanedbat. Hodi se
proto zavést dalSi pojem: idedlIni kapalina — to je kapalina, kterd je zcela nestlacitelnd a navic ma
nulové vnitini tfeni (je tedy zaroven idedlni tekutinou). Jasnym dusledkem této definice je:

Idealni kapalina ma konstantni hustotu, p = konst.

Podstatné je, 7e hustota ideélni kapaliny nezavisi na tlaku.*

Terminologické pozndmky:

Misto ,idedlni tekutina” a ,,idedlIni kapalina“ se ¢asto uzivaji terminy , dokonald tekutina“, resp. kapalina.

V souvislosti s rozdélenim tekutin na kapaliny a plyny se Casto pouziva nazev hydromechanika pro
mechaniku kapalin a aeromechanika pro mechaniku plynd. My zde v této kapitole budeme pouZzivat
termin hydrostatika pro ¢ast mechaniky tekutin popisujici statické chovani tekutin (jak kapalin, tak
plynl) a podobné termin hydrodynamika pro ¢ast mechaniky tekutin studujici jejich proudéni.
(,Hydro“ se tedy nebude vztahovat jen k vodé, ale ke vSsem tekutinam.)

8 , . v , v , , . v , , v . v,
Nemusime asi pfipominat, Ze znaménko minus je v téchto vztazich diky tomu, Ze 741, T,; @ T33 jsou napéti
v tahu ve sméru jednotlivych os.

® ForméIné bychom to odvodili, kdyz bychom pretransformovali tento tenzor z jedné kartézské soustavy do
jiné, natoCené. S tim souvisi dalsi véc: Skutecnost, Ze tlak ve smérech vSech tfi os je stejny, tedy zZe T11= T5,= T33,
Ize odvodit z pozadavku, Ze smykova napéti musi byt nulova v libovolné natocené soustavé souradnic.

10 Nékdy se to vyjadfuje formulaci , Tlak plsobi vSéemi sméry stejné.”

u Kdyz je kapalina nestladitelnd, tak ji libovolné velkym tlakem nestla¢ime, tedy nezménime jeji hustotu. Realné
samoziejmé zadna kapalina neni idedlni a pro popis nékterych jev( tato idealizace neni vhodna: v idedlni
kapaliné by se napfriklad zvuk sitil nekonecné rychle. V fadé pfipadt jde vsak o idealizaci uzitecnou.
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11.2 Hydrostatika

V hydrostatice jde o popis tekutiny v klidu — o to, jaky je v ni v rlznych mistech tlak a jak tento tlak
pUsobi na télesa, kterd jsou v ni ponofena nebo na hladiné kapaliny plavou. Samoziejmé, prislusné
zakony a mnohé vysledky uz zname ze stfedni & dokonce zakladni $koly,** ale zde je odvodime od
zaCatku, mozna trochu zpresnime a aplikujeme i na nékteré nové situace.

Rovnovaha v tekutiné

Budeme uvaZovat tekutinu, na niZ pUsobi gravitace; gravitacni pole popiseme gravitacnim zrychlenim g .
Z uvodu uZ vime, Ze napéti v tekutiné je ve statickém pfripadé charakterizovano jedinou skalarni
veli¢inou, tlakem p. V gravitatnim poli bude hrat roli také hustota tekutiny p. Hustota i tlak mohou
byt obecné zavislé na misté:*

p=pr), p=pr). (11.3)
Pokud pujde o kapalinu, bude ovSsem hustota prakticky konstantni, pro idedlni kapalinu pak bude
presné p = konst.

Situaci, které odpovidaji uvedenému abstraktnimu popisu, je samoziejmé mnoho: limonada nebo jiny
napoj ve sklenici'®, voda v pfehradni nadrzi, mofe v ... no vtom, co ohrani¢uje more, tedy dno a
pobrezi. Ale treba také plyn v tlakové nadobé nebo celd zemska atmosféra.

Ve statické situaci je tekutina v klidu, kazdy kousek tekutiny tedy musi byt v rovnovaze.

Pro vypocet rovnovahy budeme v nadobé svodou uvazovat maly VA
valecek vody o plose podstavy S a vysce Az, viz obrazek. Tlak ve vodé
zavisi na svislé soufadnici z: na spodni podstavé valecku je p(z), na

horni podstavé p(z+Az). Tlakova sila pUsobici na valecek zespoda je S F‘;
e . . Z+Az |- DD
F, =p(z)-§, sila pisobici seshora je F, = p(z+Az)-S. Tohle jsou “

. C . y . zZ +
velikosti sil, jejich slozky do sméru osy z jsou

F;z:p(z)'Ss F;z:_p(z-i-AZ)'S' gl

0__

Na dany véle¢ek vody plsobi jesté tihova sila ﬁg =mg . Hmotnost
valecku vody je m = pV = p S Az, z-ova slozka gravitacniho zrychleni je —-g. z-ova slozka tihové sily
je tedy

F.=-pgSAz.
V rovnovéze musi byt celkova sila na kousek vody nulova®™, je tedy

F.+F.+F, = p(2)-S—p(z+A2)-S—pgSAz =0

Vydélenim S a Upravou dostaneme

p(z+Az)-p(z) =-pg Az

a po vydéleni Az pak konec¢né

12 o . o P . Y .
Pascaltv nebo Archimeduv zakon vas urcité neminuly.
13 v .. P IR P N Vv, v v . ep v
Na misté by v principu mohlo byt zavislé i g, vétSinou viak budeme uvaZovat homogenni gravitacni pole.

1 Napftiklad Martini s vodkou, protfepat, nemichat...
 Jinak by v okolni vodé padal nebo naopak byl ,vystfelovdan” nahoru — to se zjevné ve sklenici s vodou nedéje...
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p(z+Az)-p(2) _
Az

—pg . (11.4)

Tento vztah uzZ vyjadfuje, jak se musi s vysSkou z ménit tlak, aby tekutina byla v rovnovaze. Na drovni
stfedni skoly bychom ho asi ponechali v tomto tvaru; jinak samoziejmé mizeme provést limitu Az — 0
a leva strana prejde v derivaci
dp _
E =

Vzhledem k tomu, Ze tlak je obecné funkci mista, tedy t¥i soufadnic, p = p(x, y,z), je vhodnéjsi psat

-pg . (11.5)

zde parcialni derivaci, tedy

op
—=-pg. (11.6)
0z
Tlaky ze stran na valecek se vyrovnavaji, tlak zjevné nezdvisi na soufadnicich x a y ve vodorovném
sméru.’® Je tedy %:O,Z—pzo. ProtoZe gravitacni zrychleni ma slozky g =(0,0,—g), mlZeme
X V
vztahy pro zavislost tlaku na soufadnicich zapsat jako
0 0 0 0 .
P _ PE, > PL_ Py L 2 pg. , tedy L pg, proi=123, (11.7)
Ox oy 0Oz Ox;
coz ve vektorovém zapisu je
gradp=pg. (11.8)

Tento vztah plati zcela obecné, pro gravitacni zrychleni mifici libovolnym smérem. Lze ho
samoziejmé odvodit i formalné, z rovnice rovnovahy kontinua.'” Naopak lze velmi neformélné a
jednoduse chépat jeho vyznam:

Tlak roste tim smérem, kterym mifi gravitacni zrychleni.
Jeho narUst pfi posunu v tomto sméru je imérny hustoté tekutiny a gravitacnimu zrychleni.

Poznamka: p g je hustota objemové sily. Tak oznacujeme silu pusobici na tekutinu v jejim objemu;

to je rozdil napfiklad proti sile, kterou na tekutinu ve valci plsobime pistem, té fikdame tlakova sila.
Objemovou silou nemusi byt jen sila gravitaéni, resp. tihova; v celém objemu pUsobi i setrvacné sily
(v neinercialnich soustavach). Ve zrychlené nebo rotujici soustavé tedy musime na pravou stranu
(11.8) pridat jesté setrvacné sily, setkame se s tim v jednom z nasledujicich prikladd.

Pojdme se podivat, co se da z rovnice (11.8) vypocitat.

'® Nakreslete si v nddobé s vodou misto vale¢ku kvad¥ik a provedte analogickou Uvahu, jako vySe. Vyjde vam, Ze
parcialni derivace tlaku podle x a y jsou nulové.

ot;; T 0 19/
Y pro zajemce: Rovnice rovnovahy kontinua je —~+ pg, =0. Protoze z,, =—p ¢, , viz (11.1), je—j=——pﬁ,-j = __p,
ox; / / ox; ox; Ox;

takZe z rovnice rovnovahy kontinua plyne _§_p+fogz =0, atouije(11.7).

i
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Hydrostaticky tlak v kapaliné a Pascalliv zakon

Budeme uvaZovat idedlni kapalinu, jeji hustota tedy bude konstantni: p = konst.
Soustavu souradnic zvolime tak, Ze osa z mifi svisle vzhlru, viz obrazek. Tihové

Qy
D —

zrychleni ma tedy slozky g =(0,0,—g). Tlak zavisi na misté: p = p(x, y, z). Pravé

tuto zavislost chceme urdit.

Samoziejmé by tlak $el uréit rovnou z Gvahy, kterou jsme provedli na strané 3.™

Pojdme si ale ilustrovat, jak ho Ize urcit feSenim rovnice (11.8), tedy gradp = pg .
RozepiSeme si tuto rovnici do slozek:

Py, Py, P,y (11.9)
ox oy 0z

Z prvnich dvou rovnic plyne, Ze tlak nezavisi na x ani y. Musi tedy byt p = p(z) . Posledni rovnici z (11.9)

proto mizZeme napsat pomoci obycéejné derivace:
dp /
- = dz (11.10)
- =re /]

Jak uZ je naznadeno, tlak odsud ziskame integrovanim pfes z. ProtoZe p i g jsou konstantni, je
integrace velmi jednoducha:

p = —ngdz=—pg z + konst. (11.12)

Nezndmou integracni konstantu urcéime z poZadavku, Ze v urcitém misté se souradnici z =z,
(napfiklad na hladiné) ma tlak znamou hodnotu p,, tedy ze p(z,) = p,.

Dosazenido (11.11) d& p, =—pg z, +konst., odtud konst.= p, + pg z, a (11.11) pak je
pP=Dp,t+pg (ZO —z) . (11.12)
Pokud z,—z oznac¢ime jako hloubku h, tj. = z,—z, dostaneme z (11.12) znamy vzorec pro

hydrostaticky tlak:
p=p,tpgh (11.13)

Jako hydrostaticky tlak (tj. tlak, ktery je dany tihou kapaliny nad danym mistem) se ¢asto oznacuje
jen €len pgh. Clen po je ddn vnéj$im tlakem plsobicim na hladinu. To maze byt atmosféricky tlak,
nebo napfiklad tlak, jimz na kapalinu v néjakém valci pisobime pistem.

Zvétsime-li tlak po o Ap, napfiklad zatlacenim na hladinu, zvétsi se o stejnou hodnotu Ap tlak ve viech
mistech kapaliny. Odvodili jsme tedy Pascalliv zakon. Ten Ize formulovat napfiklad takto:

Zména tlaku v jednom misté kapaliny vyvolana vnéjsi tlakovou silou
zpUsobi stejnou zménu tlaku v celém objemu kapaliny.*

Pascalllv zakon plati pfesné pro nestlacitelnou kapalinu, neni podstatné, zda ma nebo nema vnitfni
treni.

'® Tak se ostatné hydrostaticky tlak odvozuje ve stfedoskolské fyzice.
19 v v v s R v v v v . . .
Nékdy se pro uptfesnéni doddava, ze pfed zménou a po zméné tlaku je kapalina v rovnovaze.
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v

Pozndmka: Lze narazit na rGzné formulace Pascalova zakona, nékteré presnéjsi, nékteré méné
presné. Pfidejme proto drobné komentare k nékterym formulacim:

Ve stredoskolskych ucebnicich se napfiklad u Pascalova zdkona mluvi o kapaliné v uzaviené nadobé. To je vzasadé
v poradku, ovsem puntickar miZe poznamenat, Ze v pfipadé more, na jehoz hladinu plsobi shora atmosféricky tlak, se také
pFi zvy$eni atmosférického tlaku zvysi tlak i v hlubindch mofe (byt samoziejmé pajde o zmény vaéi hydrostatickému tlaku
v hloubce nepatrné). A pfitom mofre neni v uzaviené nadobé...

V nékterych VS ugebnicich se naopak (na rozdil od SS formulaci) mluvi obecné o ,,zméné tlaku v jenom misté kapaliny“, aniz
by se explicite feklo, Ze jde o tlak vyvolany vnéjsi tlakovou silou. Kriticky student by mohl vznést namitku: A co kdyzZ je

takZe nenaroste ve viech mistech stejné. (Gravitacni zrychleni jako takové se ziejmé podstatnéji neméni, ale efekt by se
mobhl diky setrvaénym sildm projevit ve zrychlenych systémech.)

Lze narazit na tvrzeni, Ze Pascalliv zdkon plati i pro plyny. Zde uZ je tfeba byt trochu opatrny. Naptiklad kdyZz ve valci
s pistem posunutim pistu stlacime plyn, zvétsi se jeho hustota. Diky tomu bude tlak s hloubkou rlst rychleji, nez tomu bylo
pred stlacenim, takZe v rlznych mistech vzroste rézné.

Je ovsem treba podotknout, Ze u plynl bude pfispévek dany hydrostatickym tlakem vétSinou zanedbatelny oproti
celkovému tlaku plynu. TakZe kdyz tfeba nafoukneme pneumatiku, bude tlak plynu na jeji vnitini stény ve vSech mistech
prakticky stejny — to, Ze ve spodni ¢asti pneumatiky je o par pascalll vyssi, nez v horni ¢asti pneumatiky, mizeme proti tlaku
v pneumatice (fadu nékolika atmosfér, tj. 10° Pa) opravdu zanedbat.

Na nékterych internetovych strankach se lze setkat stvrzenim, Ze Pascallv zdkon se matematicky vyjadfuje vzorcem
p = F/S. To uZ je dost mimo; jde prosté o vzorec pro vypocet tlaku z tlakové sily, ne o vyjadieni Pascalova zakona.

A konecné, nékdy byva pouzita formulace ,tlak vyvolany vnéjsi silou se $ifi...“. Je-li tekutina v rovnovaze, tak se tlak nesiti,
tak v tekutiné prosté je. Sifi se zména tlaku, kdy? se néco zméni, napfiklad kdy? zatla¢ime na pist. Zména tlaku se pak iFi
rychlosti zvuku v daném prostredi. (A néjakou dobu potom trvd, nez se ustavi rovnovdha. Napfiklad kdyz prasknete dvermi
v uzaviené mistnosti, zvuk jesté chvili dozniva. Ale to uz je mimo téma této kapitoly.)

Aby zde nebyly jen kritické pfipominky: Nékdy se zdlrazriuje, Ze stejné, jako se zméni tlak v objemu tekutiny, se zméni i tlak
na stény nadoby. To je pravda. Tlak, kterym treba plyn v tlakové lahvi plsobi na jeji sténu, je v rovnovaze stejny jako tlak
v tomto plynu kousek od stény.

Abychom to shrnuli:

e Pascallv zdkon plati presné pro nestlacitelnou kapalinu.

e Pokud na tekutinu neptsobi objemové sily, pak tlak je stejny v celém objemu tekutiny. (Tedy
opét Pascalllv zakon plati presné.)

e Kapaliny jsou velmi malo stlacitelné, takZze Pascalllv zakon v nich plati témér presné; prakticky
ho mlzeme pouZivat bez problém.

e Pokud jsou rozdily dané hydrostatickym tlakem (tj. ¢lenem hpg) zanedbatelné vici
celkovému tlaku, pak miZeme Pascallv zakon pouZivat i pro stladitelné tekutiny, tedy i pro
20
plyny.
e Tlak v tekutiné (kousek od stény nadoby) je stejny, jako tlak, kterym tekutina plsobi na sténu
nadoby. Ve formulaci Pascalova zakona tedy miZeme mluvit i o tlaku na stény nadoby.

Navic je vidét, Ze presné formulovat i tak jednoduchou véc, jako je Pascalllv zakon, je docela sloZité.
Jednoduché formulace nemohou byt zcela presné a Ize je tedy kritizovat. Na druhou stranu, vychytat
vsechny detaily a ,jemnosti“, abychom se obrnili proti kritice, mGze vést ke komplikovanym a Spatné
srozumitelnym formulacim. Ve vyuce je zjevné trfeba zvolit vhodnou strfedni cestu a vyhnout se

% Ono to vypada skoro jako tautologie: Kdyz jsou rozdily tlaku dané hydrostatickym tlakem zanedbatelné, je
tlak v celém objemu tekutiny prakticky stejny. Fyzikalni obsah zde ale porad je: Kdyz mame valec se dvéma
pisty, tak tlak na jeden i druhy pist jsou stejné (pomineme-li pfipadny vliv hydrostatického tlaku). Nemduze se
stat, Ze by tlak na jeden pist byl tfeba dvakrat vyssi, nez na druhy pist.
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obéma extrémlm: Pfehnanému zjednoduseni, které vede k pfilisnému zkresleni az k fyzikalnim
chybam. A na druhé strané pfili$ slozité, byt formalné spravné formulaci, kterou ale skoro nikdo
nepochopi a mize se ji maximalné naudit zpaméti.*!

Pojdme se ale od trochu didaktickych uvah vratit k hydrostatice.

Aplikace Pascalova zakona: hydraulicky lis

F,
Znamou aplikaci je hydraulicky lis (a podobné fada dalSich hydraulickych l F,
zafizeni). Jestlize dva valce s pisty jsou propojeny a naplnény kapalinou,
pUsobi na oba pisty stejny tlak. Jsou-li plochy pistl S1 a Sz a sily na pisty t
pUsobici F1 a F2, musi byt F1/S1 = p = F2/S2 a odtud F, = F; S2/S1. Na mensi S S,
pist tedy staci pUsobit mensi silou, na vétsi pist pak kapalina plsobi vétsi

silou.? (Tato sila je v rovnovaze se silou, kterou na pist zvenku pasobi

napfiklad zvedana zatéz nebo material, ktery lisujeme.)
Hydrostaticky paradox®

Kdyz do nadoby, jejiz dno ma plochu S, nalijeme kapalinu do vysky h, sila F, kterou kapalina plisobi na
dno, bude stejna nezavisle na tom, jaky je tvar nadoby. Pfitom v nadobé, ktera se smérem nahoru
rozsituje, je vic kapaliny, neZ v nddobé, ktera se zuzuje. (V nddobé, ktera by nahoru pokracovala jen
Uzkou trubici, mdZe byt kapaliny jen malo.)

vs o7

To mize plsobit paradoxné: Jak to, Ze vic vody nevytvori na dno vétsi silu?

F

S S S S

Silu na dno miZeme samoziejmé snadno spocist. Je F=p S, kde p je hydrostaticky tlak; ten je
rovny hpg. Pfi stejné vysce je tlak ve vSech nadobach stejny a pfi stejné plose dna je tedy stejna i sila.
Nazorny dlivod, proc vic vody v rozsifujici se naddobé neplsobi na dno vétsi silou, také vymyslime —
rozmyslete si to, nez otocite na dalsi stranku...

7o se lehko Fekne, Ze... Raznym Zaklm navic vyhovuje rlizna mira pfesnosti, preciznosti a formalnosti. Jak si s tim
poradit, je jednou z uloh didaktiky fyziky.

V této souvislosti pfipojim jednu mozna samoziejmou poznamku k vam, ¢tenariim tohoto textu:

I vy si prosim pfi studiu ucebnic, zapisk( z pfednések a studijnich text( (véetné tohoto) snaZte co nejvic propojovat
zakladni jednoduché popisy a vyjadreni fyzikalnich pojm, jevll a zakon( s popisy a formulacemi formalnéjsimi,
podrobnéjsimi a preciznéjsimi. S tim souvisi i propojeni vzorc(, rovnic a vypoctl s ndzornymi predstavami a
»fyzikdlni intuici“. Ucebnice, texty, pfednasejici a cvicici vdm v tom mohou pomoci, ale findlné to nakonec za vas
nikdo neudéla. Vysledné znalosti si ve své vlastni hlavé musite ,zkonstruovat” sami.

(Jak uz bylo feceno, tato poznamka mozna konstatuje véci, které jsou uz pro vas samoziejmé. Je-li tomu tak, tim
Iépe. Dodam uz jenom to, Ze tohle promysleni souvislosti a toho, jak véci co nejlépe pochopit, vyloZit, ukazat
pomoci pokusl atd. — to neni néco, co by ¢lovék jednou udélal, sloZil treba zkousku, zaklapl uéebnici a své
poznamky a mél hotovo. Je to spi$ aktivita na cely zZivot. Coz je moc dobfe: S fyzikou a jeji vyukou fakt neni nuda.)

2 7a poznamku stoji, Ze Blaise Pascal (1624-1662, francouzsky matematik, fyzik a filosof), po némz se jmenuje
vyse uvedeny zédkon, svou myslenku vyslovil pravé pro pfipad nddoby se dvéma pisty o rlizné plose. Myslenky,
které vedly az k dnesni formulaci tohoto zdkona, pak rozvijeli dalsi fyzikové.

> Setkat se miizeme i s krasné starobylym nazvem hydrostatické paradoxon.
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Mate to rozmyslené? A mate rozmyslené, pro¢ ve zuzujici se nadobé je sila na dno stejna, i kdyzZ je
tam vody méné? Tak si to zkontrolujte v poznamce pod ¢arou.”*

Spojité nadoby

V nddobdch, které jsou propojené, vystoupi kapalina do stejné
vysSky. Tohle je znamy fakt a md také zndmé a jednoduché

vysvétleni: pokud by byla vyska rGzna, byl by rGzny i hydrostaticky
tlak u dna, kde jsou nadoby spojeny trubkou. Rozdil tlaku by zpUsobil tok vody mezi nddobami, dokud
by se hladiny nevyrovnaly.

Nadoby pfitom nemuseji byt spojeny vodorovnou trubkou, ale libovolné.
P¥ikladem takového spojeni je nasoska.’” Pokud zvedneme jednu z nadob (viz
obrazek), bude z ni kapalina pretékat tak dlouho, dokud se hladiny nevyrovnaji.
(Rozmyslete si, jaky je tlak v hadi¢ce nad hladinou vody v nadobach v porovnani
s atmosférickym tlakem. %)

Podrobnéji zdGvodnit, Ze hladiny jsou stejné vysoko, miZeme pomoci

vyse odvozeného vztahu (11.12), tj. p(z) = p,+ pg (z,—z).

Plyne z néj, Ze tlak zavisi jen na vysce z. Jestlize v bodech A a B pUsobi na

hladinu stejny tlak (v obou mistech atmosféricky tlak), musi byt oba body

stejné vysoko.

—

Odvozeni stejné vysky hladin bychom mohli provést i mnohem

formaln&ji. ” Ale na druhou strany Ize dany vysledek odvodit i zcela jednoduse, pomoci energie.
Pokud je v jedné nadobé hladina vyse neZ v druhé nadobé, s ni spojené,
je potencidlni energie vody urcité vétsi nez v pripadé, Ze jsou hladiny

vyrovnané. Je to vidét na obrazku: vyrovnani hladin mizeme dosahnout i

tak, Ze ,prebytek” vody vlevé nadobé preneseme do nadoby vpravo.
Vodu prenasime do mensi vysky, takZze energie tim poklesne.

Stejna vyska hladin ve spojitych nadobach ovsem plati jen v pfipadé, Ze je ve vSech nadobach
kapalina stejné hustoty. Pokud by ve spojenych nadobach byla rtut a pak bychom do jedné nadoby
pfilili vodu, ur¢ité by jeji hladina byla vy§ nez hladina vody v druhé nadobé.*®

24 . v P v vey . o , . . . v s v

V nddobé, ktera se smérem nahoru rozsifuje, pasobi na kapalinu silou nahoru i boc¢ni stény. Naopak
v nadobé, ktera se nahoru zuzuje, pisobi boéni stény silou dol(; proto i méné kapaliny vyvola na dno stejnou
silu jako je tomu ve vdlcové nadobé.

%> Neminime tim lidové oznaceni pro opilce ©, ale hadi¢ku &i trubicku pro pfeéerpavani kapalin.

2 Spravné, je nizsi nez atmosféricky. Proto pro nasosku nemlzeme pouZzit hadic¢ku, ktera by se snadno smackla.

%" Pro tlak v misté B plati p(7,)= p(?A)+_|‘jB (grad p)-dr , od A k B mGzeme jit napftiklad po kfivce vyznacené na
7y

obrazku. Za gradient v integrélu dosadime (11.8), tj. pg, integrél pak da vysledek pg.(FB —FA), takze

p(7)—p(7,) = pg-(7y —F,). KdyZ se oba tlaky rovnaji, musi byt g-(7, —7,)=0. Spojnice bodd A a B je tedy

kolma na g , oba body musi byt stejné vysoko. (To by clovék nefekl, Ze na vysku hladin ve spojenych nadobach se da

jiti s pomoci gradientd a kiivkovych integrald, ze? ©)

%% pokud bychom takovy pokus délali ve Skole, pouzijeme radéji vodu a fidsi ole;j.
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lzotermicka atmosféra

Pojdme se podivat, jak se s vySkou méni tlak vzduchu v atmosfére — a to v nejjednodussim moziném
pfipadé, kdy teplota v atmosfére je vSude stejna. Pro takovou situaci se pouziva nazev izotermickad
atmosféra.

Vzduch budeme brét jako idealni plyn. Bude tedy pro néj platit stavova rovnice?®
pV = %RT . (11.14)

Zde p je tlak plynu, V jeho objem, m jeho hmotnost, u jeho molarni hmotnost, R univerzalni plynovd
konstanta a T absolutni teplota plynu. Vydélime-li (11.14) objemem V, dostaneme vztah mezi tlakem
a hustotou plynu p:

m RT RT
p=MEL_ LR o sy (11.15)
Vo H H RT
Tlak i hustota zavisi pouze na svislé soutadnici z.*° To, jak tlak klesa s vy$kou, popisuje z
rovnice pro hydrostatickou rovnovahu (11.6). ProtoZe p = p(z), mdZeme v rovnici pro p=p(2)
rovnovahu psat obycejnou derivaci misto parcialni: - p=plz)
J g l T = konst.
PL__he. (11.16)

dz
Dosadime za hustotu z (11.15) a dostaneme diferencialni rovnici, tu pak vyresime*":

d__, +, /.ldz

dz RT P
a__H g
p RT
1n|p|=J@=_j£d2=_£z+c.
p RT RT
Po odlogaritmovani pak®

= S iy

p:eRT —eC.o RT

Konstanta C je libovolna, takZe je libovolné téz e . Je urteno podminkou, jaky je tlak v urcité
vysce, napfiklad z=0. Je-li p(0)=po, bude e’C:pO. Pro zdvislost tlaku na vysce tedy nakonec
dostavame

g
p(z) = p,e RT . (11.17)

Tlak s vyskou klesa exponencialné, proto se nékdy pouZziva nazev exponencidlni atmosféra.

Je dobré uvédomit si, Ze kvalitativni chovani poklesu tlaku s vyskou podle vztahu (11.17) je ,,rozumné*“:
PFi vétsi molarni hmotnosti nebo pfi vétSim tihovém zrychleni tlak klesa rychleji, pfi vyssi teploté
naopak pomaleji.

A jesté jedna véc: Blizko zemé, kde hustotu mlZeme povaZovat za konstantni (p = p,), klesd tlak jako
P =D, — P,&z-(0Odvodte si, Ze tohle plyne z (11.17) a (11.15); ndpovéda je na dalsi strance, viz 3)

» Znate ji ze stfedoskolské fyziky; blize se stavovym rovnicim plyn( budete vénovat v predmétu Molekulovd fyzika.
0 yvédomte si, proc.

*' Metodou separace proménnych.
2 )e p >0, takZze nemusime psdat absolutni hodnotu.
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Poznamka k atmosférickému tlaku (a jak ho jednoduse zméfit)
Atmosféricky tlak ma hodnotu asi 100 kPa, tedy 10° Pa.**

Ze ma zhruba tuto hodnotu, miZeme zméfit jednoduchym pokusem pomoci obycejné plastové
stfikacky. Jeji pist nejprve stlacime (takZe z ni vytla¢ime skoro vSechen vzduch), otvor pro jehlu pak
zacpeme prstem a pist zase tahneme. Uvnitf stiikacky je velmi maly tlak a atmosféricky tlak zvenku
pUsobi proti tazeni pistu. Ze sily, kterou tdhneme pist, a z plochy pistu uz atmosféricky tlak lehce
vypocteme.®

Podobné mlzZeme fradovou hodnotu atmosférického tlaku urcit ze sily, kterou odtrhneme od
podkladu plastovou prisavku — staci zmérit priimér , bubliny”, kterd se pod pfisavkou déla, kdyz ji
odtrhavame.>®

Hladina vody v rotujici nadobé @

V nadobé, kterd je v klidu, je hladina samoziejmé vodorovna. V nadobé, kterd /;_\

K

rotuje — a kapalina rotuje s ni — je hladina u stény vyse, nez ve sttedu.*” Jaky je

tvar hladiny? B

[ [
| |
I |
| |
“\‘ /
N/

Budeme uvaZovat situaci, kdy nadoba i kapalina v ni rotuji stejnou Uhlovou
rychlosti w kolem svislé osy. Soustavu souradnic, v niZ budeme vSe popisovat,

spojime s nadobou; jde tedy o rotujici soustavu souradnic. V ni na kapalinu

pUsobi odstfediva sila. Na maly kousek kapaliny o objemu AV a tedy hmotnosti I
Am = p AV plsobi sila “x 7
AF, = AmR* = p &’RAV , (11.18)
5, | R L, Mg HE _ P8 s
Pro |28 | «1jee *T =1-£25;.7(11.15) plyne == =222 takie , RT - 1_Po& .
RT S rr LIS Rhvne Gr = e =l

** Jde o hodnotu v béznych podminkach na Zemi. NormdlIni atmosféricky tlak je stanoven na 101,325 kPa, ¢asto
se zapisuje jako 1013,25 hPa. Ma jit o prdmérny tlak na hladiné more na 45 stupnich severni sitky pti teploté
15 °C. Na hordch je tlak nizsi, navic se tlak méni v zavislosti na pocasi.

Normalni atmosféricky tlak se dobie pamatoval ve starsich jednotkach: mél hodnotu jedna atmosféra. Ale
pozor, to byla jednotka fyzikdini atmosféra, kromé toho existovala jednotka technickd atmosféra, ta byla o néco
mensi. Navic se uzivala jednotka torr, to byl hydrostaticky tlak rtutového sloupce o vy$ce 1 mm. (Normalni tlak
je 760 torr.) Novéjsi jednotkou (ale také mimo soustavu Sl) je bar: 1 bar = 100 kPa. Je téch jednotek skoro az
prilis, Ze? A to jesté nemame anglosaskou jednotku libra na ¢tverecni palec! (Pfevadét navzajem anglosaské
jednotky musela byt lahtdka; zlata SIt)

Jesté pozor na jednu véc: Leckdy, kdyz se v praxi mluvi o tlaku, mysli se tim pretlak vicéi atmosférickému tlaku.
Napfiklad kdyZ nahustime pneumatiku na dva a pal atmosféry, bude v ni tlak asi o 2,5-10° Pa = 0,25 MPa vyssi
neZ atmosféricky, tedy tlak asi 0,35 MPa.

» Samoziejmé to bude jen ptiblizné, vadi nam tieni pistu o stény stiikacky. Ale fddovou hodnotu uréime velmi
dobre. A i kvalitativné je pokus poucny: pist z uzsi sttikacky lze vytadhnout sndz nez pist Sirsi stfikacky.

*® Navic tim zjistime, jakou maximalni silu pfisavka udrzi. Fakticky je prisavka drzici na podkladu malou analogii
magdeburskych polokouli. Pfisavku na povrchu opravdu drzi atmosféricky tlak. (Zkuste si ji na néjaky povrch
pritlacit ve vakuu, drzet nebude...)

¥ To zndme u3 ze situace, kdy si tfeba v hrnku michdme Izickou ¢aj. V tom pripadé se ovsem hrnek netodi a
stény rotaci vody zpomaluji, takze profil hladiny bude trochu jiny nez v pfipadé, Ze nadoba i kapalina rotuji
stejnou rychlosti.

10
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kde R =(x,y,0) je vektor mifici od osy rotace (tedy od osy z) k danému kousku kapaliny. Kromé

odstredivé sily navic na kousek kapaliny pUsobi gravitacni sila Aﬁ'g =Amg=pgAV.
Celkova sila plsobici na dany kousek kapaliny je tedy
AF = p@’RAV + pgAV

Vydélenim AV dostaneme objemovou hustotu sily f pUsobici na kapalinu:

-~ AF - -
=" = pw’R+ . (11.19)
S A o¥s

Podivdme-li se na rovnici rovnovahy tekutiny (11.8), grad p = pg, vidime, Ze v ni na pravé strané

vystupovala hustota objemové sily. To ovSsem jedinou objemovou silou byla sila gravitacni. Nyni,
v rotujici nddobé, musime na pravou stranu napsat celkovou objemovou silu. Rovnice rovnovahy tedy
bude

gradp = p*R+pg . (11.20)
Zapsano ve slozkach®, je to

0
&P _ PO’ X, (11.21)
ox
9 _ pa’y , (11.22)
y
0
P __pg. (11.23)
0z

Jak resit rovnice (11.21) — (11.23)?

Zacneme rovnici (11.21). Potfebujeme najit funkci p = p(x, y,z) takovou, Ze kdyZ ji parcidlné

zderivujeme podle x, dostaneme pa)zx. Soufadnice y a z mlZeme na chvili brat za konstantni a
soustfedime se na zavislost tlaku na x . Rovnice (11.21) dava hodnotu derivace p podle x, tlak p
tedy ziskame integraci

p= Ipwzxdx =1pa’x* + p(y,2). (11.24)

Integra¢ni konstantu jsme oznadili p . Tato konstanta samozfejmé nezavisi na x, ale mize zdviset na
y a z. Dosazenim (11.24) se miZeme presvédcit, Ze rovnice (11.21) je splnéna.

Potfebujeme splnit dalsi dvé rovnice. Derivaci (11.24) podle y ziskdme ? = Z_p.” Dosazeni do
y V
(11.22) da
o5
P pwy. (11.25)
oy
Integraci pres y odtud dostaneme

B =[pa’ydy = Lpa’y’ + p(z). (11.26)

Derivaci (11.26) podle z pak z (11.23) vyplyne rovnice pro 13 :

*Je g=(0,0,-g) atedy [ =(pw’x, pa’y,- pg)-

0
* protoze x nay nezavisi, takze 5(%;}(02#) =0,

11
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a _ -pg .° (11.27)

Jeji feSeni uz je jednoduché:
P =-pgz+p, (11.28)
kde po je zatim nezndma konstanta. (Ted' uz opravdu konstanta, nezdvisi ani na x, ani na y, ani na z.)

Kdyz tento vysledek dosadime zpatky do (11.26) a to pak do (11.24), dostaneme vysledny vztah pro
tlak:

p(x,3,2) = $pa’ (¥ +y*) —pgz + p, (11.29)
x*+y’ jeale R, kde R je vzdalenost od osy otageni. Vztah pro tlak v kapaliné tedy mdzeme psét jako

_ 1

p= 2pa)zR2 —-pgz + p, . (11.30)

Stacili jste postup reseni sledovat? Véfim, Ze ano, a tak mGzu blahopfrat:

Pravé jste vyresili svou prvni soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic!*' Pravé to totiz jsou rovnice
(11.21) — (11.23). Formu parcialnich diferencialnich rovnic ma fada fyzikalnich zakond.*? Resit takové
rovnice je ¢asto narocné (neni divu, kdyZ vystihuji bohatost jevl ve svété kolem nas) a pfrislusné
problémy byly inspirujici i pro matematiku. Teorie parcidlnich diferencialnich rovnic tvofi daleZitou
¢ast matematické analyzy.®

Vratme se k uréeni tvaru hladiny kapaliny v rotujici nddobé. Z (11.30) uz ho uréime lehce. Hladina je
tam, kde tlak je roven atmosférickému tlaku pq:

Do =3PO° R —pgz+p, = pgz=5p0d’ R +p,—p,

Po vydéleni pg aoznaceni (p,—p,)/(pg) =z, dostaneme

2
r=2 R4z, (11.31)
28

Hladina vody ma tedy tvar rotacniho paraboloidu. (Jinak feceno, jeji prafez svislou rovinou, ktera
obsahuje osu rotace, je parabola.) Tvar hladiny pfitom nezdvisi na hustoté kapaliny; pfi stejné
rychlosti otaéeni ma stejny tvar hladina vody, oleje a tieba rtuti.*

0 7de jizZ mGZeme psat obycejnou derivaci (nikoli parcialni), protoze fy zavisi jen na z.
* pokud uz jste parcialni diferencialni rovnice fesili uz drive, tak pardon, Ze jsem vas podcenil. Tak to neni vase
prvni vyfeSend soustava, ale druha, tfeti nebo tfeba sto osmdesata pata...

2 Napfriklad Maxwellovy rovnice, vinova rovnice, rovnice pro vedeni tepla, Einsteinovy rovnice v obecné teorii
relativity a mnoho dalsSich. S nékterymi se ostatné potkdme za chvili v hydrodynamice.

43 My jsme se zde na pfikladu kapaliny v rotujici nadobé téchto rovnic zatim jen zlehka dotkli — a snad jsme se
presvédcili, ze nejde o nic zahadného, ceho bychom se méli bat. Parcialni diferencialni rovnice jsou zkratka pro
fyziku uzite¢nym nastrojem.

* Poznamka pro ,S$touraly”: Nebereme zde v Gvahu efekty dané povrchovym napétim.

12
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Archimeduv zakon

Archimedlv zdkon patfi asi k nejznaméjsim fyzikadlnim zdkondm a snad kazdy umi néjakou jeho

formulaci ,,odrecitovat®.*®
Archimedlv zakon urcuje vztlak, tedy silu, kterou je téleso v kapaliné Z
tlaceno smérem vzhUru. Stfedoskolsky se obvykle odvozuje ze sil, kterymi 0+
kapalina plsobi na valecek splochou podstav S, viz obrazek. ProtoZe s |E=p(h)S
hydrostaticky tlak v hloubce h je p = hpg, je sila smérem nahoru h 1 — 3
h+Ah 4 '
Fopa = F—F, =(h+Ah)pgS—hpgS = ’ (1132) F=p(h+Ah)S
=SAhpg=AVpg =Am,,.. &

kde AV je objem vélecku a Ay iny hmotnost kapaliny, ktera by se vesla do daného valecku. Sila je

tedy opravdu rovna tize kapaliny, ktera se vejde do daného vale¢ku.*®

Jak je tomu ale pro téleso obecného tvaru — naptiklad pro bramboru ponofenou do vody?*’

| obecné téleso bude nadlehcovano vztlakovou silou — prosté proto, Ze na jeho
spodni ¢ast plsobi vétsi tlak, nez na horni, jak to ukazuje obrazek.

Celkovou vztlakovou silu bychom mohli vypocitat integraci prispévki tlakovych sil \N-*'Vf(_
pfes povrch télesa. To by ale dalo trochu pridce a rozhodné bychom takové ’7 \‘\
odvozeni nemohli prezentovat na Urovni stiedni $koly.*® Nastésti Ize vztlak odvodit T

pomoci velmi jednoduché Gvahy srozumitelné uz na trovni ZS.

Predstavme si, Ze jsme nasi ponofenou bramboru vydlabali a nechali z ni jen tenkou
slupku, ale stéle s tvarem plvodni brambory. Slupku naplnime vodou — stejnou
vodou, jako bude kolem v nadobé. Mame tedy ,vodni bramboru® stejného tvaru
jako plvodni brambora. Tlakové sily, kterymi na nasi vodni bramboru plsobi okolni
voda, jsou stejné jako sily, kterymi pasobila na pGivodni bramboru.* To znamen3, \/}
Ze vztlakova sila na plvodni bramboru i ,vodni bramboru” jsou stejné. /1

Ovsem na ,vodni bramboru“ pusobi i tihova sila mg. Pfitom celkova sila na ,vodni

bramboru” musi byt nulova — jde o kus vody ve vodé, a ten je v rovnovaze, nepada
ke dnu ani neni urychlovan smérem k hladiné. To znamena, e vztlakova sila a tihova sila se vyrovnaiji. Cili:

Vztlakova sila na téleso (pUvodni bramboru) se rovna tize kapaliny, ktera se vejde do prostoru,
ktery toto téleso v kapaliné zaujima. A pravé tohle je Archimeduv zakon.

** Klasicka $kolni formulace znéla: , Téleso ponofené do kapaliny je nadlehcovano silou, ktera se rovna vaze

kapaliny télesem vytlacené.” V tomto znéni ho dokonce v jedné pisni pred lety zpivali Jiti Grossmann a Miroslav
Simek, viz 1969 Jifi Grossmann a Miloslav Simek - Archimediv zékon - YouTube. Oni tedy misto , nadlehéovano”
zpivali ,nadnaseno”, asi to Iépe sedlo rytmicky. V trochu novéjsich formulacich se misto o ,,vaze” mluvi o ,tize”.

“ Ve stargi formulaci: ,tize kapaliny valeckem vytlacené”. Valecek ovsem nemusi kapalinu nékam ,vytlacovat”,
mohl byt v nadobé tfeba zavésen a kapalinu jsme tam mohli lit az potom. K moZznym nejasnostem kolem
»VvytlaCovani kapaliny” se jesté dostaneme.

* Nebo pro ponorku, velrybu ¢ potapéce; zadny z téchto objektl neni valec. ©

*®Snad's vyjimkou néjakého specialniho seminare pro zajemce, kteti resi pokrocilé ulohy fyzikalni olympiady a
plosné integraly jsou pro né vitanou lahldkou.

* Tlak vody ve stejné hloubce zUstal stejny a stejné jsou velikosti i natoceni kouskt plochy, na které tlak pUsobi.
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Poznamky k Archimedovu zakonu

o Archimedlv zakon jsme formulovali pro kapaliny, ale plati obecné pro tekutiny. Diky nému se
vznaseji treba baldny a vzducholodé.”

e V pripadé télesa, které neni zcela ponoreno, je vztlakova sila rovna tize kapaliny, ktera by se
vesla do prostoru, jeZz zapliuje ponofena cast télesa. (V pripadé lodi jde o ¢ast pod carou
ponoru.)

e Plisobistém vztlakové sily je bod, v némz by kapalina, kterd by vyplnila prostor zaplnény télesem
(resp. jeho ponofenou ¢asti) méla hmotny stied.” Tomuto bodu se Fikd metacentrum.
Pokud je téleso ponoreno jen z¢asti, pak poloha metacentra obecné zavisi na tom, jak se téleso
na hladiné natodi. Vzajemna poloha tézisté télesa a metacentra ma vliv na stabilitu plovouciho
télesa.”

‘

e Formalni poznamka: Spravné bychom méli fikat ne ,vztlakova sila se rovna...“, ale , velikost
vztlakové sily se rovna tize kapaliny...“, protoZe obé sily maji opacnou orientaci. TakZe to, co se
rovna, nejsou samotné sily, ale jejich velikosti.>* Ale tim bychom formulaci Archimedova zékona
prodlouzili — a postupnym dalSim precizovanim bychom mohli dospét k vyjadreni
komplikovanému a obtizné srozumitelnému.>* Pfitom i z krat$i formulace je jasné, o¢ jde; takze
se s ni zde spokojime. (V pfipadé potfeby mizeme naSe vyjadreni zpfesnovat a vysvétlovat, o
v Archimedové zakoné jde a jak ho aplikovat.)

Neni asi nutno zde pripominat, Ze z Archimedova zakona plyne, Ze téleso, jehoZ primérna hustota je
niz$i, ne# hustota kapaliny, v ni stoupa vzhiru (ptikladem je kus dfeva® nebo bublina ve vodé),
zatimco téleso, jeho? hustota je vy33i nez hustota kapaliny, v ni klesa ke dnu (tfeba kdmen ve vodé>®).
Pomoci Archimedova zdkona muZeme fesit kvantitativni problémy, napriklad to, jak velkd c¢ast
ledovce vycniva nad hladinu. Pojdme se vSak podivat na nékolik zndmych, ale trochu , Istivych”
kvalitativnich otazek a problémi tykajicich se aplikaci Archimedova zdkona. Bylo by skoda o nich
nevédét — mlzZete je dat jako zajimavé otazky zak(m, nebo s nimi na vas mohou pfijit oni.

>0 Rozmyslete si, jak to je: Baldn se opravdu vznasi diky tomu, Ze na jeho spodni ¢ast plsobi okolni vzduch
vétsim tlakem, nez na jeho horni ¢ast. Rozdil je dan rozdilem hydrostatického tlaku (zde bychom asi méli mluvit
spiSe o aerostatickém tlaku) v rGznych vyskach.

> Rozmyslete si, Ze to je pravda: Kdyby vztlakova sila a tihova sila na nasi ,vodni bramboru“ plsobily v rliznych
bodech, pak by mély nenulovy moment sily, takze by nasi ,vodni bramboru“ roztocily. To se zjevné nedéje.
Jinak re¢eno: Nase ,,vodni brambora“ je v okolni vodé v rovnovaze. Musi na ni tedy pusobit nulova celkova sila
(z toho jsme odvodili Archimeduv zakon) a nulovy musi byt i celkovy moment vnéjsich sil. Proto musi tihova sila
na vodu i vztlakova sila plsobit ve stejném bodé.

>? Zkuste t¥eba dlouhy dfevény hranolek ,zapichnout” do vody tak, aby jeho dlouha strana byla svisle.
Samoziejmé, Ze se v této pozici neudrzi. Horsi je, kdyZz dostatecnou stabilitu nema lod. To byl pfipad Svédské
lodé Vasa, ktera se potopila na své prvni plavbé v roce 1628 poté, co ujela necelé dva kilometry. (V roce 1961
byla vyzdvizena ze dna a je k vidéni v Museu Vasa ve Stockholmu.)

>3 Striktné vzato, kdyZ fekneme ,,sila 1 se rovna sile 2“, tak kdyz sily chapeme vektorové, tak by to znamenalo,
Ze maji stejny smér (i orientaci).

> Napriklad: , Velikost vztlakové sily, kterou na téleso plsobi okolni kapalina v tthovém poli, je rovna velikosti
tihové sily, kterou by stejné tihové pole pusobilo na tutéz kapalinu, kterd by vyplnila prostor, jez v kapaliné
zaujima dané téleso.” (Uff! UzZ je to skoro presné, ale predstavte si, Ze by se to zaci méli takhle ucit. Pomohlo by
to porozumeéni?)

> Hmm... vidy se najde vyjimka. TakZe pro tento pokus neberte kus ebenu.

*® Nebo sekera; ostatné se tika ,jde jak sekera ke dnu”.
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Zajimavé kvalitativni problémy tykajici se Archimedova zakona
Zkuste se zamyslet nad nasledujicimi problémy:

e MuZe plavat lod ve vané?
Presnéji freCeno, muZe plavat v nadobé, kde kolem ni je jen malo mista, takZze vody
je tam celkové mnohem méné, nez lod' vazi?
Vzdyt nemuze vytladit tolik vody, kolik je jeji vaha. Tolik vody ani v nadobé nebylo,
neZ jsme tam lod spustili. TakZe: mlze plavat tak, jak je znazornéno na obrazku,
nebo nem(ze? A proc?

e Postavte na digitalni vahy kadinku s vodou a podivejte se, jakou vahu ukazuji. Pak str¢te do vody
prst. Zméni se Udaj na digitalnich vahach? Stoupne, klesne nebo zlistane stejny? A proc?

e Ve sklenici s vodou plave kus ledu, hladina je pfesné po okraj. Co se stane, kdyz led / ‘
roztaje? PreteCe voda ze sklenice, nebo hladina klesne, nebo zlstane, jak byla? Ny,
A pro¢?®’

e Podobny problém, jenZe tentokrdt je vledu zamrzla bublina vzduchu. A opét se “'/‘E:?\I
ptame, co se stane, aZ led roztaje: Pfetece voda, nebo hladina klesne, nebo zlstane, .

jak byla? A proc?

e A jesté jeden podobny problém:
Opét led plave na hlading, ale tentokrat je v ném zamrzlé néco tézkého, tfeba kus I‘,/' Y
kovu nebo kdmen. (Ale ne tak tézky, Ze by led klesl na dno.) A stejna otazka: Co se \ =~/

stane po roztani ledu? Pretece voda, nebo hladina klesne, nebo zlstane, jak byla?
A proc?

e A pfidame jesté jeden problém tentokrat bez ledu:
V nadobé, v nizZ je hladina po okraj, plave kelimek a na dné ma zatéz, tfeba kus kovu.
Co se stane, kdyz zatéz vyndame z kelimku a hodime na dno nadoby? Pretece voda,

nebo hladina klesne, nebo zlistane, jak byla? A proc¢?

e A proty, kdo jesté nemaji dost:
Pfes udoli vede akvadukt (most, na némz vede vodni kanal). Akvadukt je uz stary a stéZi unese
vodu v kanale. Je bezpecné, aby na kanal akvaduktu priplula tézka lod? Nemuze akvadukt
spadnout?
Méné dramaticka verze otazky: V pilifich akvaduktu jsou zabudovany sondy méfici silu, kterou
pilite nesou. KdyZ na kanal akvaduktu pfipluje tézkda lod, naméfi sondy vétsi silu, nez kdyZ tam
lod nebyla?

V feseni téchto problém( nam tenzor napéti ani parcialni diferencidlni rovnice pfilis nepomohou.
Chce to zamyslet se (a myslet spravné)...>®

>’ Tohle je zndma otazka, takZe na ni nejspis znate odpovéd. Ale stoji za to si zdGvodnéni promyslet.
*% Strugné odpovédi jsou pro kontrolu uvedeny v Dodatku A této kapitoly.
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11.3 Hydrodynamika: jak popsat proudéni

Prejdéme od statického pfipadu k situacim, v nichz tekutina proudi. Jak jeji proudéni popsat?

Jednou mozZnosti je jit na to podobné, jako u soustavy hmotnych bodl: popsat pohyb kazdého
malého kousku tekutiny. To znamen3, predstavit si tekutinu jako soubor ,¢astecek”; u kazdé bychom
sledovali jeji polohu v zavislosti na Case, 7. =7(f). Takovému popisu proudéni tekutiny se fikd
Lagrangetv.® Tento popis by viak byl a7 pfilié podrobny a znaéné komplikovany. Vétsinou totiz
nepotrebujeme védét, kudy presné ktera ¢astecka vody putuje od pramen( feky do more nebo kudy
ktera ¢astecka vzduchu cestuje ve vanoucim vétru nebo v hubici vysavace. SpiSe nds zajima, jak rychle
kde voda nebo vzduch proudi a jaky ma v daném misté tlak.

Takovyto popis proudéni se nazyva Eulerdv. V ném vyjadfujeme rychlost proudici tekutiny a jeji
vlastnosti v zavislosti na misté a case:

U =0(F,1)
p = ,0(77,1) (11.33)
p = p(7.1)

Zde 7 nezavisi na Case; sedime tedy tfeba na bfehu feku a méfime, jak se rychlost vody v urcitém

,

misté méni s casem. Nebo napriklad méfime rychlost vétru v daném misté v zavislosti na Case.

Proudnice
V daném pevném Case mUZeme vykreslit vektory rychlosti v jednotlivych //, — .,
bodech, jak to ukazuje obrazek.®® Zobrazime tak vlastné pole rychlosti. ) /’,: gy
Pokud nam jde jen o sméry rychlosti, je pfehlednéjsi zakreslit kfivky, které . ’ T
smér ukazuiji. Tedy kfivky, k nimZ je rychlost v kazdém bodé te¢na. ® F o “"', s ' —

Takovym kiivkam ¥ikdéme proudnice.®” Vektory rychlosti u? do obrazku
kreslit nemusime, proudnice jsou prosté orientované kfivky.

Nesmime si ale predstavovat, Ze se dana ¢astecka tekutiny vidy pohybuje
podél jedné proudnice. (Napfiklad Ze zacne na obrazku na horni
nakreslené proudnici vlevo a za chvili je na stejné proudnici vpravo.) V obecném nestacionarnim

> Nebo Lagrangeova metoda popisu. ,Castice” tekutiny pfi ném nemusime nutné &islovat, stadi si Fici, ze
budeme sledovat v ¢ase pohyb kouskl tekutiny, které maji v néjakém Case to soufadnice xo, o, Zo. Pohyb
tekutiny v ¢ase je pak popsdn vztahy x; = xi(xo, Vo, Zo, to).

%0 v obrazku samoziejmé kreslime vektory rychlosti jen v nékterych bodech, jinak bychom si zcela zacernili
papir. ©

ot Matematicky feceno, jsou proudnice integralni ktivky vektorového pole rychlosti.

®2 pouziva se i nazev proudové cdry.
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proudéni totiZz rychlosti zavisi na case, takZe proudnice se s asem méni. (NeZ Castice na nasem
obrazku doputuje doprava, tvar proudnic mize byt jiny.) Pfedstavte si tfeba vodu vifici pod jezem,
tam urcité proudnice nezUstavaji stejné.

Stacionarni proudéni

Jednodussi pro popis a rozbor je staciondrni proudéni. V ném rychlost proudéni vdaném misté
nezavisi na Case:

ov

—=0. (11.34)

ot
Ve stacionarnim proudéni v daném misté nezavisi na ¢ase ani dalsi veliciny popisujici tekutinu, tedy
hustota a tlak:

P _y, 2y,

=0, (11.35)
ot ot
To znamena3, Ze rychlost, hustota i tlak jsou funkcemi jenom polohy:
v=u0(F), p=p(F), p=p(F). (11.36)

,

Ve stacionarnim proudéni se proudnice s casem neméni a castecky tekutiny se tedy pohybuji podél nich.

Vifivé a nevifivé proudéni

To, zda tekutina pti svém pohybu viti nebo ne, pozname z rotace rychlosti. Jde o velicinu

Q = rotv (11.37)

kde rot je operdtor rotace. Rotaci rychlosti mizeme vyjadfrit ve slozkach

rotv = [avz _ov, ou, _ov, v, ov, j ) (11.38)

oy &z &z ox ox oy
nebo také vektorovym zapisem
rotv =Vxu . (11.39)

O operdtoru rotace a dalsich diferencialnich operatorech, véetné operatoru V (ten se nazyva nabla),
najdete zakladni informace v Dodatku B.

Proudéni se nazyva nevifivé, jestlize plati
rotv =0 . (11.40)

Pozndmka: D4 se dokazat, Ze kdyz je proudéni nevifivé, existuje veliCina @ takovd, Ze plati 17:grachU.
@, je potencidl rychlosti. % Nevifivému proudéni se proto také rika potencidlové. (Dodejme, Ze kdyZ existuje
potencidl rychlosti, urcité plati rotv =0, takie proudéni je nevifivé; podminky (11.40) a U = grad @, jsou
ekvivalentni; viz Dodatek B.)

Pokud je rotv#0, jde o proudéni vifivé. Nazorné lze fici, 7e kdy? do takto proudici kapaliny

vhodime malé téleso (tfeba maly listek ze stromu), bude plout s proudem a zaroven se otacet.

63 Pripomernte si, Ze potencidlem jsme charakterizovali silova pole. Gradientem potencidlu tam byla (az na
znaménko) intenzita pole. Zde je gradientem potencialu rychlosti samotna rychlost.
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11.4 Rovnice kontinuity

Na stfedni Skole se obvykle rovnice oznacovana jako rovnice kontinuity odvozuje pro kapalinu tekouci
trubici. Jestlize plocha prifezu trubice na jednom misté je S1 a kapalina tam proudi rychlosti vy
(stejnou v celém prarezu), pak za dobu At vtede danym priiezem kapalina o objemu S1 v1 At. *
O kus dale prifezem o plose Sz, kde se kapalina pohybuje rychlosti v,, vyteCe za At kapalina o
objemu Sz v, At.

KdyZ kapalinu povaZujeme za nestladitelnou, nemUzZe se v ¢asti trubice mezi obéma prirezy nijak
méstnat ani zfedovat. To znamena3, Ze stejné velky objem kapaliny, ktery za At vtekl, musi také vytéct:

S, v, At = S,v,At,
a po zkraceni At:
Sy =850, . (11.41)

Toto je nejjednodussi tvar rovnice kontinuity, plati pro nestlacitelnou kapalinu proudici trubici.

Pokud trubici proudi tekutina, ktera se mize stlacovat, bude obecné hustota v riznych mistech rlizna
a nemUzZeme fici, Ze vtece a vytece stejny objem. Ovsem pokud proudéni bude stacionarni, za stejny
¢as vtele a vytede stejna hmotnost.®

Hmotnost, ktera za At vtece vprvnim prifezu je Am, = p AV, =pS v,At, kde p, je hustota
v daném misté®. Analogicky je tomu pro druhy prafez. Vteée a vytede stejna hmotnost, je tedy

pS VAL = p, S, v,AL,
a odtud

oSV =p,S,0,. (11.42)

Z Uvah, kterymi jsme k tomuto vysledku dospéli, vidime, Ze

rovnice kontinuity vyjadiuje zadkon zachovani hmotnosti.

Hmotnost tekutiny se v trubici neztraci, ani tam zadna nevznika.®’

Vztah (11.42) se také probird na stfedni skole. Jak uz bylo feceno, plati pro proudéni trubici, které je
stacionarni. Pojdme se ted podivat na obecny pfipad, kdy se situace mize v ¢ase ménit. (Napfiklad
kdyZ z pneumatiky vpoustime vzduch nebo z plynojemu odebirdme plyn.)

* Jde o véletek o plose podstavy S1 a vySce v1 At, viz obrazek.

& Kdyby napfiklad za urcity Cas priteklo o 1 kg vice tekutiny, nez vyteklo, musela by se tekutina v dané ¢asti
trubice hromadit, a situace by urcité nebyla stacionarni.

66 T . ) o v .
Opét ji bereme stejnou v celém prirezu trubice.

67 v . v v v v, . . , v s v v
Prosté a jednoduse feceno, pfi stacionarnim proudéni ,co vtece, to vytece”.
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Tok hmotnosti, hustota toku hmotnosti
Pro odvozeni rovnice kontinuity v obecné situaci se nejprve podivame, kolik tekutiny protece malou
ploskou AS za dobu Af, kdyZz rychlost tekutiny o md obecny smér. Normdlovy vektor k plosce
budeme znait 7 .®® Casto se také pise AS =AS 7 , V tomto zapise je ,,schovana” jek velikost plosky,
tak jeji smér a orientace.

Za dobu At projde ploskou tekutina v $ikmém valci®, jeho? podstavou je
ploska AS, délka jeho povrchové Usecky je v At.”° Vyska daného valce je

P
vAfcosa, jeho objem jetedy AV = ASvAtcosa =ASvcosa At , Cili = e
%/_J
Ui VAt
AV = ASv-n At .
Hmotnost proteklé tekutiny dostaneme vynasobenim hustotou o , Ampmtekk,1 =pAV , dili po
preusporadani soucinitel(:
Am o = (PU)-1 AS AL (11.43)
Po vydéleni At dostaneme tok plochou AS:”*
Am_ i - =
%te“ = (pV)-n AS = (p¥)-AS . (11.44)
t

Veligcina pU je hustota toku (pfesnéji fe¢eno hustota toku hmotnosti) tekutiny v daném misté. Jde o

plosnou hustotu toku (jednotkou je kg/(s'm?) ), jak je vidét ze zapisu

( Arnproteklé j

At
~ 2 =(pU)n. 11.45
S (pD) (11.45)

Vztah (11.44) dava tok hmotnosti malou ploskou.”

Spocitat celkovou hmotnost velkou plochou S znamend ,,secist vSechny kousky Am“, tedy integrovat

An/lprotekléx = J.pﬁﬁ dS At = j‘pﬁdg At . (1146) ﬁ;ﬁ/-. 7
S s - e
V

Am ;
Po vydéleni At alimité Ar — 0 dostaneme z = protekdd.

derivaci a z (11.46) tedy \

dm rotekla — o vV
# - J'pv-dS . (11.47)
S

Jde o celkovy tok (hmotnosti) plochou S.

% Jde o jednotkovy vektor kolmy k plosce.

% Také se fikd , kosy valec”.

70 astecka tekutiny, ktera byla v Case t na plosce AS, se za At posune o vzdalenost v At.
& Pfesnéji bychom mohli fici: tok hmotnosti plochou.

72 Jak AS, tak At musi byt dostate¢né malé, abychom hustotu i rychlost v Sikmém vdle¢ku mohli povazovat za
konstantni. Pfesné by vztah (11.45) platil, kdybychom misto koneénych Am, AS a At méli diferencidly.
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Rovnice kontinuity v integralnim tvaru

Uvazujme nyni objem V, jeho? hranici tvofi (uzaviend) plocha S, viz obrazek.”® Tok
z objemu V smérem ven je

dm, .. I
el ?pv-dS 74 (11.48)
dt
s
Hmotnost uvnitf objemu V je
m =deV. (11.49)

14
Kdyz tekutina vytéka z objemu, hmotnost uvnitf se musi zmensovat, je tedy

dm. =~
dm _ _ OMyes _ _§p5.d5 , (11.50)
dt dt

N

Derivaci (11.49) podle ¢asu a dosazenim do (11.50) dostaneme

—3€pl7-d§=d_m_ dpar

dt  dt
S 14
a odtud:
d R
EdeV + 3€pv-d =0 (11.51)
% s

Tohle je rovnice kontinuity v integralnim tvaru.

| vtomto tvaru samoziejmé vyjadiuje zakon zachovani hmotnosti: kolik hmotnosti vyteée smérem
ven, o tolik se snizi hmotnost tekutiny vevnitf. A oviem i naopak:

Pokud je tok smérem ven zaporny, quﬁ- dS < 0, hmotnost uvnitt pfirozené vzrista, dijpdV >0.
t
s v

Pro nestlacitelnou kapalinu je p =konst., takze dijpdV =( ; totéz plati v pfipadé stacionarniho
t
V

proudéni. Z rovnice kontinuity pak plyne jpa.a@:o, cili: ,kolik hmotnosti vtece, tolik vytece”.

3
Z toho jiz mlZeme odvodit jednoduché ,stfedoskolské” tvary rovnice kontinuity (11.42) ev. (11.41).

dm s
dt

Zatim jsme rovnici kontinuity formulovali ,,ve velkém®: pro celou ¢ast trubice nebo pro cely objem a
jeho hranici. D4 se ale formulovat i lokalné, pro urcity bod a jeho tésné okoli.

3 Objem V a jeho hranice jsou pevné, tj. s asem se neméni.
" Mazeme fici, Ze to je rychlost, kterou hmotnost m ubyvd z objemu V.
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Rovnice kontinuity v diferencialnim tvaru

Rovnici kontinuity (11.51) lze upravit s vyuZitim Gaussovy véty matematiky (viz Dodatek C). Integral
pres plochu S s pomoci Gaussovy véty prepiSeme na

3€pz§~d§ = jdiv(pﬁ)dV. (11.52)

vV

(O operatoru divergence, znaceném div, informuje Dodatek B.)

V rovnici kontinuity (11.51) upravime také clen dijpdV. Objem V je totiz pevny, takZze hmotnost se
t
muzZe ménit, jen kdyZ se méni hustota. Je tedy”

d op

Ll poav = | ZEar. 11.53

dt p Jaz ( )
14

Vv

Kdyz (11.52) a (11.53) dosadime do (11.51), dostaneme

op PR op ., -

0= |—dV+ |div(pv)dV = || —+div(pv) |dV . (11.54)
ot Ot
4 v v

A ted prijde dllezita dvaha:
Integral na pravé strané (11.54) se rovna nule. A tohle plati pro libovolny objem V. Aby toto platilo,
nutné musi byt to, co integrujeme, rovno nule. Musi tedy byt

2—";+div(p17) =0. (11.55)

A pravé tohle je rovnice kontinuity v diferencialnim tvaru.
(Lze ji odvodit i méné exaktné, ale nazornéji, bez pouziti Gaussovy véty — viz Dodatek D.)

Vidime, Ze divergence pU rozhoduje o tom, jestli hustota v daném bodé s ¢asem roste, klesd, nebo

zGstava konstantni. S rovnici kontinuity se setkate ve fyzice jesté mnohokrat, naptiklad v oblasti
elektfiny, tam vyjadfuje zakon zachovani naboje.

Dodejme, Ze pokud se tyCe proudéni tekutin, byva rovnice kontinuity psana i v trochu odliSném tvaru, jako

dp .~
——+ pdivo =0 . 11.56
r P ( )

Proc je zde obycejna derivace podle ¢asu misto derivace parcialni a co to fyzikalné znamena, uvadi
(spiSe pro zajemce) druhd ¢ast Dodatku D.

" Pro zajemce dodejme ndznak podrobnéjsiho odvozeni:
d 1 Y 1 [y pUE+FAD)=p() . Op
dtlpdr/_m ~ Up(t+At)dV—£p(t)dV}—BE%IJ:AI (p(t+At)—p(t))dV—_’[l}210 v dV—.V[ v

Krok, ktery neni Uplné samoziejmy, a matematika ho musi detailné zdGvodnit a dat k nému potrebné
predpoklady, je zdména poradi limity a integralu. Podrobnosti nechame na matematické analyze; v situacich,
které uvazujeme ve fyzice, jsou pottebné predpoklady prislusné matematické véty spinény.
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Zavérecné poznamky k rovnici kontinuity
e Pro stacionarni proudéni plyne z (11.55), ze div(pv)=0.

e Pro proudéni nestlacitelné kapaliny plyne z (11.56) (a ostatné i z predchoziho radku)
divo =0.

e ,Stfedoskolsky tvar rovnice kontinuity (11.42) pro staciondrni proudéni, p, S,v, = p, S, v,,

plati nejen pro proudéni tekutiny v trubici, pro které jsme ho uvedli vyse.

Plati i v libovolné proudové trubici, tedy myslené trubici, jejiz stény tvofi proudnice.

4

Rychlost tekutiny je totiz tecna k proudnicim, takze ,plastém*
proudové trubice Zzadna tekutina neprotéka, podobné jako ? o _Q'j;';'L';';'::’;*; _i)
sténami pevné trubice, pro niz jsme rovnici kontinuity odvozovali. U .

Poznamenejme, Ze velmi tenké proudové trubici se nékdy Fika
proudové vidkno.
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11.5 Proudéni idealni tekutiny

V této Casti kapitoly odvodime zakladni vztahy pro proudéni idedlni kapaliny: pohybovou rovnici (fika
se ji Eulerova hydrodynamicka rovnice) a z ni pak Bernoulliovu rovnici.

Eulerova hydrodynamicka rovnice

Eulerova hydrodynamicka rovnice je pohybova rovnice idealni tekutiny. Popisuje, jak pohyb tekutiny
ovliviuji tlakové sily, tedy napéti v tekutiné, a objemové sily.

V idedlni tekutiné neexistuje vnitfni tfeni, nejsou zde tedy ani za pohybu smykova napéti, a napéti
v tekutiné tedy popisuje jedind skaldrni veli¢ina: tlak p pusobici vidy kolmo na plochu. Jako

objemovou silu budeme uvaZovat gravitacni, resp. tihovou silu.

Uvazujme pohyb urcitého kousku tekutiny o hmotnosti Am a budeme
sledovat, jak se pohybuje. Hmotnost tohoto kousku je konstantni, protoze jde

o stale stejny kousek tekutiny. Dany kousek samoziejmé mizZe ménit tvar, /A /Uv
m

a pokud je tekutina stlacCitelnd, tak i objem, ten budeme oznacovat AV .

Nékdy se fika, Ze jde o ,tekuty objem®; opravdu je tekuty a plyne s okolni tekutinou.
Pro pohyb daného kousku tekutiny musi platit druhy Newton(v zakon

Am@Y AR (11.57)
dt

kde AF je celkova sila plsobici na dany kousek tekutiny. Ta je dana jednak tihovou silou
Amg=pgAV (kde p je hustota tekutiny a g tihové zrychleni) a jednak tlakovym pUsobenim

okolni tekutiny.

V hydrostatice jsme uvaZovali rovnovahu kousku tekutiny a dospéli jsme k rovnici rovnovahy (11.8):
grad p = p g . Kdy? ji vyndsobime AV a prevedeme vie na jednu stranu rovnice, dostaneme

—gradp AV + pg AV = 0.
Druhy clen je tihova sila plsobici na dany kousek tekutiny, prvni ¢len je tedy zjevné sila dana
tlakovym plsobenim. Ve statickém pripadé da jejich soucet nulu, obecné je ale celkova sila

AF = —gradp AV+ pg AV . (11.58)
nenulovd; pravé ona udili kousku tekutiny zrychleni. Dosazenim (11.58) do (11.57) dostaneme uz

prakticky vyslednou pohybovou rovnici: Amcjl—vz—gradp AV + pg AV . Jen ji jesté vydélime AV a
t

Am
vezmeme ING = p . Vysledkem je Eulerova hydrodynamicka rovnice:

pfl—l: =—gradp+pg . (11.59)

Jde o jednu vektorovou rovnici, Cili o tfi rovnice pro slozky rychlosti.
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Clen pg je objemova hustota tihové sily; misto né&j se v ulebnicich &asto pise obecné hustota

objemovych sil G .”® Na co ale v literatufe narazime skoro vidy, je prepis rovnice (11.59) do slozZek.
Navic se od obycejné derivace rychlosti podle ¢asu prechazi k parcialnim derivacim.

Prechod k vyjadfeni ve sloikach a k parcialni derivaci rychlosti podle ¢asu”’

Mezi derivacemi i a 82 je vyznamny rozdil. Pfi , obyCejné” derivaci rychlosti aafl_v ve druhém
t t t

Newtonové zakoné pocitdme rozdil rychlosti urcitého kousku tekutiny v ¢asech ¢ a 1+ A¢. V téchto
Casech je dany kousek tekutiny na rGznych mistech. Kdyz napiSeme zavislost rychlosti na misté a ¢asu
jako U = U(7,1), je tedy

dv . U(F(+An, t+At)—-0(F(1), 1)

— = lim . (11.60)
dt At—0 At

Naproti tomu pfi parciadlni derivaci rychlosti podle ¢asu sledujeme, jak se rychlost s casem méni na
zvoleném pevném misté:

D _ g OD 1+ A)O(R 1) (11.61)
ot At—0 At

Pfi ,obycejné” derivaci (11.60) ,plujeme s proudem®, fika se ji proto také derivace konvektivni.
Pocitat ji nemusime limitou, staci derivovat rychlost

U =0(F(1),1) = U(x,(0), x, (1), x; (), 1) (11.62)
jako sloZzenou funkci vice proménnych:
Y D U D U < 0v dx, 3]
d_vzi,j(xl(t),xz(t),%(t)’t)za_vﬁJra_v@Jra_v%Jra_U: 6_v_/+8_v
dt dt Ox, dt 0Ox, dt Ox, dt ot G5 0x; dt Ot

dv & ov ov
— =) —v +—. (11.63)
dt “Hox, ' ot

dx,
A protoze izv,,je
dt /

Eulerovu hydrodynamickou rovnici (11.59) tedy mliZzeme prepsat na tvar
% -
P —v.+—t =-gradp+pg . (11.64)

Po vydéleni p a zapisu i-té slozky vektorl dostaneme konec¢né

2, O, ov, 1 op
— U, = ————+ g, (11.65)
73 Ox, ot p Ox,

Jde o tfi rovnice (proi=1,2,3), proto se jim fikd v mnozném cisle Eulerovy hydrodynamické rovnice.

Y objemovych silach by se kromé tihové sily mohly projevovat i setrvacné sily, pokud bychom situaci
popisovali napfiklad v rotujici soustavé, jako jsme to délali vySe pfi popisu kapaliny v rotujici nddobé.

7 Rozdil mezi tim, jaky vyznam ma obycejnd a jaky parcidlni derivace podle Casu, je véc, kterou je tifeba si dobre
rozmyslet — kdyz se s tim ¢lovék seznamuje poprvé, leckdy se to zda trochu zapeklité. V této kapitole dany
rozdil komentujeme také v Dodatku D. Ten jsme ale zmirfiovali spiSe jako dodatek pro zdjemce; proto se dané
problematice vénujeme i zde.
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Neznamych, které je tfeba pfi vypocCtu proudéni nalézt, je pét: tfi slozky rychlosti, tlak a hustota.
K dispozici mame tfi rovnice (11.65) a rovnici kontinuity (11.55). Potfebujeme tedy jesté jednu
rovnici, abychom méli stejny pocet rovnic, jako pocet nezndmych. Takovou rovnici byva vztah mezi
tlakem a hustotou: p = p(p). KdyZ je hustota opravdu jen funkci tlaku, oznacuje se dana tekutina

jako barotropni. Ptikladem je nestladitelnd kapalina, kdy p =konst. 78 pokud ale obecné vztah mezi

tlakem a hustotou zavisi na teploté, je tfeba pocitat i rozloZeni teploty a vypocet je sloZitéjsi.

Redeni Eulerovych hydrodynamickych rovnic oviem neni jednoduché ani v pfipadé barotropni
tekutiny. Rovnice (11.65), jak vidime zjejich tvaru, jsou totiZ nelinedrni.”® To znamend, e ani
v pfipadé, kdy by tekutina nebyla v tihovém poli (tj. bylo by g =0) by pro néjaké reseni jeho ndsobek

uz nebyl fesenim rovnic. Podobné, kdybychom méli dvé reseni, jejich soucet by nebyl fesenim.

Presto vsak jeden dulezZity krok v popisu proudéni mizeme udélat. Najdeme velic¢inu, ktera je alespon
podél dané proudnice konstantni (a nékdy je konstantni v celé tekutiné). Vystihuje to znama
Bernoulliova rovnice.

. o 80
Bernoulliova rovnice

Budeme uvaZovat stacionarni proudéni idealni tekutiny. (Pro jednoduchost vétsinou plijde o ideaini
kapalinu, takZe jeji hustota bude konstantni, ale neni to nezbytné.) Vyjdeme z Eulerovy
hydrodynamické rovnice (11.59),
dv -
pd— =—gradp+pg, (11.66)
t

a budeme sledovat, jak se velic¢iny v ni méni, kdyZ se budeme posouvat podél proudnice.

Rychlost tekutiny v daném misté je U.Je v =v T, kde v je velikost rychlosti _
=

a 7 jednotkovy vektor ve sméru rychlosti.®! Za kratkou dobu Af¢ se kousek f"’*’<:\

. RN A
tekutiny z daného mista presune o
AF = UAL.® (11.67)
Chceme-li zjistit, jak se veli¢iny méni pfi posunu podél proudnice, vynasobime tedy (11.66)
(vydélenou p) posunutim (11.67):

dv

— = ——gradp + -Ar

di gradp + g /
ﬂ-ﬁAt = —i(gradp)-Aiﬂ— g-Ar (11.68)
dt P

Levou stranu upravime jako d—v-ﬁzli(ﬁ-ﬁ)zi lv2 . Na pravé strané (11.68) napiseme
dt 2dt de\ 2

8 Jinym pfikladem je zavislost mezi tlakem a hustotou ve tvaru polytropy, p=kp"*.
79 . v v . . e . ,
Je v nich soucin sloZzek rychlosti a jejich derivaci.
80 Nékdy se jeji ndzev pouziva ve tvaru Bernoulliho rovnice.
81 . . v . .
7 je vektor te¢ny k proudnici.

8 Takhle zapsano to samoziejmé neni presné. Z obrazku vidime, Ze pti velkém At by se kousek tekutiny
presunul mimo danou proudnici. My ale volime At velmi malé a nakonec budeme limitovat Ar — 0 (z At se tak
fakticky stane diferencial dt), takZe opravdu pljde o posunuti po jedné a téZze proudnici.

% podobnou Upravu jsme délali pfi zavadéni kinetické energie hmotného bodu.
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P . P P Lz ey . = 84 - v ;
tihové zrychleni g pomoci potencialu gravita¢niho pole ?, jako g = gradgog. Pfi dalSim odvozeni
budeme navic pro jednoduchost pfedpoklddat, Ze jde o nestlacitelnou kapalinu, tedy Zze p = konst. &
Pravou stranu tedy mliZzeme prepsat na

— grad (£+(pgj “AF . (11.69)
Yo
Rovnice (11.68) bude mit po téchto Upravach tvar
i(lvzjm = —grad £+¢) -AF (11.70)
dt\ 2 p E

KdyZ chceme zjistit, jak se veli¢iny méni pfi posunu z mista (1) na proudnici =
Ar=vAt .

do mista (2), musime ,selist malé zmény“ na levé i pravé strané (11.70) — (_mz)

jinak feceno, integrovat levou i pravou stranu této rovnice. Pfitom nevadi, Ze //_» N /
na levé strané budeme integrovat pres €as (protoze kousku tekutiny to chvili /r=rlt) F,=H(t,)
trvd, neZ dopluje z (1) do (2)) a na pravé strané pujde o kfivkovy integral e

podél useku proudnice od (1) do (2). (Tuto kfivku oznacujeme c, viz obrazek.)

UvaZujeme totiz staciondrni proudéni, takze proudnice z(stava stale tataz a neméni se ani rychlosti,

tlaky a hustoty v bodech (1) a (2).

d(1 , p -
—| =v” |dt = - d| =+o¢, |-d (11.72)
[il3e)o= [l o0}

) 7
|1 _| P
{EUZL _{ﬁﬂﬂg:l

7y

Integrovani (11.70) da®

Kdyz hodnoty veli¢in v mistech (1) a (2) oznac¢ime pfislusnymi indexy, ma vysledek tvar

1 1
5(02)2—5(v1)2 = - [%Jr(pgzj{%ﬂoglj , (11.72)
Cili po upravé
1 1
5(1)2)2 + %+(pg2 - E(vl)z + %Hpgl . (11.73)

Vidime, Ze vyraz %v2+ p/p+g0g ma stejnou hodnotu v bodech (1) a (2) — a protoze $lo o libovolné

body na dané proudnici, plati

lv2+£+go = konst. (11.74)
2 p ¢

A pravé to je Bernoulliova rovnice (pro stacionarni proudéni nestlacitelné kapaliny).
Obecné tato rovnice plati podél proudnice;
v pripadé nevirivého proudéni plati v celém objemu kapaliny. (Odvozeni viz Dodatek E.)

# pozn.: Pokud g Je tihové zrychleni, tak do o, zapocitame i potencial odstredivé sily dany rotaci Zemé.

% Jak je tomu v obecnéjSim pripadé, je pro zdjemce naznaceno v Dodatku E.

® Na levé strané je to jasné, tam integrujeme derivaci. Na pravé strané vyuzivame toho, 7e J.:Z (grad f)-dr =f(,))—f(7}) .
Blize viz Dodatek F.
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Interpretace Bernoulliovy rovnice

V homogennim gravitacnim poli je potencial ¢, =8z, kde z je vyska. Bernoulliova rovnice se pak

¢asto (po vyndsobeni p) prepisuje do tvaru
1
Epv2+p+pgz = konst. (11.75)

Prvni ¢len pfipomind vyraz pro kinetickou energii — opravdu jde o objemovou hustotu kinetické
energie proudici tekutiny. Posledni ¢len je analogicky hustota gravitacni potencialni energie tekutiny
(ve vnéjsim homogennim gravitacnim poli).

Analogicky byva &asto prostiedni ¢len (tlak p) interpretovan jako ,hustota tlakové energie“.®” Oviem

neni to tak jednoduché! Takze pozor:

Rozhodné neplati, Zze kdyz ma tekutina v néjakém objemu V tlak p, Ze by tam méla
»tlakovou energii“ p V' . Pfesvéd¢i nas o tom jednoduchy protipfiklad:

UvaZujme valec s pistem, ve valci je nestladitelna kapalina o tlaku p1.% Kdy?

na pist zatla¢ime vnéjsi silou F, tlak vzroste na hodnotu p,. Objem zustal PR

stejny (protoZe kapalina je nestlaCitelnd), je tedy p,V >p, V. Kdyby bylo

pV Casti celkové energie, musela by celkova energie kapaliny vzrast.® P P
, y . _— o - . . 4

Pist se ovsem vlbec nepohnul (vZdyt kapalina je nestlacitelnd), takze sila F

nevykonala na kapalinu Zadnou praci. Jak by tedy mohla energie vzrist? To p.>

by bylo proti zdkonu zachovani energie! Z toho plyne, Ze p /' nemdiZe byt ¢asti celkové energie kapaliny.

Jaky je tedy vyznam tlakového ¢lenu v Bernoulliové rovnici?

PFi proudéni tekutiny obecné tlakové sily konaji prdci a tim mohou urcity kousek tekutiny zrychlovat
nebo tlacit do vysky. Popsat to mizeme i

kvantitativné, opét pro nestlacitelnou AV, S AV,
kapalinu: F P s ———— P2
UvaZujme proudovou trubici, jejiz prafez AS}:} —— AS, E
vmisté 1 je AS, a vmisté 2 je AS,. Al Al

Rychlosti v danych mistech jsou v, a v,, tlaky p, a p, . Tlakova sila, kterou okolni kapalina pdsobi na
plochu AS, je F, = p,AS,, analogicky v misté 2 je sila plsobici zprava F, = p,AS, .

Za kratkou dobu Af se kapalina v misté 1 posune o A/, =v,At. Prace, kterou vykonala sila F; je
AW, = F Al = pAS|Al, = p/AV,, protoze AV, = AS|Al,. Prace sily F2 je AW, =-F,Al, =—p,AV,.
(Je zapornd, protoze sila plsobi proti pohybu kapaliny.) Pro nestladitelnou kapalinu je AV, =AV.

Celkova préace tlakovych sil na kapalinu ve vnitfku proudové trubice je tedy AW = (p1 -D, ) AV P

¥ po vynasobeni (11.76) objemem AV kousku tekutiny dostaneme %(pAV)U2+ pAV +(pAV) gz =C.Viechny

¢leny maji rozmér energie. Prvni ¢len je zjevné kineticka energie daného kousku, posledni ¢len gravitacni
potencialni energie tohoto kousku. Svadi to tedy k tomu, fici, Ze prostfedni ¢len pAV je ,tlakova energie”
daného kousku a konstanta C je jeho celkova energie.

% Tento ,pocatecni” tlak mlZe byt zplsoben tfeba tihou pistu; rozdily tlaku diky hydrostatickému tlaku pro
jednoduchost zanedbavame. (Odvozeni lze udélat i pro pripad, kdy hydrostaticky tlak nezanedbame.)

% Neni zde 74dn4 &ast energie, kterd poklesla, aby vzrist pV kompenzovala.
%0 KdyZz se AV, a AV, nelisi, znacime je prosté jedinym symbolem A} .
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Jak se za At zméni kineticka energie kusu kapaliny, ktery byl na zaatku uvnitf daného useku

proudové trubice? Kinetickd energie se zmen3i o kousek v misté 1, AT, = -1 pAV (v, )*, a naopak
zvétsi o kousek v misté 2, AT, =%pAV(vz)2. Celkové se tedy zména kinetické energie rovna
AT =L pAV (v,)* -1 pAV (v,)* . Gravitatni potencialni energie se zméni o AV = pAVg(z,—z,).

Zména souctu kinetické energie a gravitacni potencialni energie se musi rovnat praci, kterou vykonaly
tlakové sily, AT + AV = AW , tedy

1 1
SPAV W,) =~ pAV (V) +pAVg 2= pAVg 2 = (p=py) AV -
Po vykraceni AV a prevedeni ¢lend odpovidajicich stejnému mistu k sobé dostavame
1 1
5,0(1)2)2+,ogzz+p2 :Ep(vl)2+pgzl+p1 , (11.76)

a to uz je fakticky Bernoulliova rovnice (11.75).

Kdyz tekutina proudi trubici, jejiz prlifez se méni, v ziZeném misté
musi mit v duasledku rovnice kontinuity vyssi rychlost. Podle

Bernoulliovy rovnice zde proto musi mit niZsi tlak. 17,—!:]__ -
Ze vzorce je to jasné, presto se vsak na prvni pohled tento vysledek —— B,
mzZe zdat divny a paradoxni. Intuitivné ndam mze pfipadat, Ze:

V uzsim misté se proudéni tekutiny ,zahustuje”, tak by tam prece mél byt vyssi tlak, no ne?
JenZe on je tam tlak niZsi. Tento paradox ma dokonce svij nazev, fikd se mu hydrodynamicky paradox.

evyvs

Vysvétlit i bez rovnic, proc je ve zizeném misté nizsi tlak, a pro¢ se po opétovném rozsifeni trubice
tlak zase zvysi, ale neni slozZité:

V zUZeném misté se tekutina pohybuje rychleji. Néco ji muselo zrychlit. A to néco je rozdil tlakl pred
zUZenim (na obrazku vyse tlak p1 v levé ¢asti trubice) a ve zGZeném misté (tlak p2). Proto musi byt tlak
v samotném zlzeni nizsi nez pred nim.”*

Po prichodu zGZenim se v rozsifené casti trubice tekutina opét zpomali. Néco ji tedy muselo zpomalit
— opét to je rozdil tlakl plsobici proti pohybu tekutiny. Tlak za ziZenim tedy musi byt vyssi.

Poznamka k uziti Bernoulliovy rovnice pro stlacitelné tekutiny

Zatim jsme Bernoulliovu rovnici formulovali jen pro nestladitelné kapaliny. U¢ebnice mechaniky
kontinua nas ale pouci, Ze pokud rychlost proudéni tekutiny je mnohem mensi nez rychlost zvuku
vdané tekuting, jsou zmény hustoty malé®a Bernoulliovu rovnici ve tvaru (11.74) ev. (11.75)
muzZeme alespon priblizné poufZit.

ot Fakticky tady na kvalitativni Urovni uZivame tytéz Uvahy a argumenty, jaké jsme vyse uZivali pti odvozovani (11.77).

Z Uvadise, e Ap/p =~ (V/Vua)’ -
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11.6 Realné tekutiny

Viskozita

Ve skutecnych tekutinach za pohybu existuje vnitini tfeni. Projevi se tim, Ze v tekutiné jsou nenulova
smykova napéti. Pro newtonovské kapaliny jsou napéti umérna tenzoru rychlosti deformace.
Napftiklad

=1 %"‘% . (11.77)
ox, Ox

Konkrétné treba pro vodu protékajici v kanale podle obrazku je tésné u dna sz 5
. y o vi o . OV ‘ —_—
rychlost nulova, smérem nahoru vzrista. Zjevné je —L > 0, takze (11.77) I —
X5 [
miZeme napsat jednoduse jako™ I >
| ' i rd 7 77
ov '
T=n—. (11.78) =
0ox,

Veli¢ina 77 je viskozita,” piesnéji fe¢eno dynamickd viskozita. Jeji jednotkou je Pa-s.*® MiZeme se
presvédcit, ze Pa-s = kg/(m-s).

Pouziva se rovnéz velicina kinematicka viskozita, definovana jako

y =21, (11.79)
P

jeji jednotkou je m?%/s.

V tabulkdch®” mazeme najit, e dynamickd viskozita vody pfi 20°C je asi 10° Pa-s; jeji kinematickd
viskozita je tedy asi 10° m?/s. Existuji kapaliny, jejichz dynamickd viskozita je vyrazné vyssi; napf. pro
glycerol je asi 1,5 Pa-s; pro med se uvadi 2 aZ 10 Pa-s, pro ketup jeété vic.®® S rostouci teplotou
obecné dynamicka viskozita vody i jinych kapalin klesa. U plyni naopak viskozita s teplotou roste.
Vzduch mé za normalnich podminek dynamickou viskozitu asi 2:10° Pa.

Lamindarni a turbulentni proudéni

Pfi proudéni vody v kanale, které jsme uvaZovali (viz obrazek), se jednotlivé vrstvy vody nemisily,

<99
I

prosté po sobé klouzaly. Takové proudéni nazyvdme laminarni.” Podobné je tomu v trubicich i

v jinych situacich: pfi laminarnim proudéni se proudova vlakna nemisi, jen po sobé klouZou.

Naopak pfi turbulentnim proudéni se vrstvy a proudova vldkna vyrazné promichavaji.'®

% v, =0, takze je %:0.

ox,
U smykového napéti zde uz zvlast nevyznacujeme, Ze jde o slozku 7,,.
» Cesky se také nékdy pouziva nazev vazkost, proto o tekutinach s vnitinim tfenim také mluvime jako o vazkych
tekutinach. (Dodejme navic, Ze nékdy se v literature pouZiva pro viskozitu symbol #.)
*To je vidét uz z (11.79): Napéti musi vyjit v pascalech, v derivaci jde rozmérové o déleni m/s metry, takze co
se jednotek tyce, ma derivace jednotku 1/s.

” Nebo na webu, viz napf. http://www.converter.cz/tabulky/dynamicka-viskozita.htm.

%8 \iz napf. https://en.wikipedia.org/wiki/Viscosity.

% 7 latinského lamina = platek, vrstvitka. (Podobny vyznam ma v anglitting.)

100 Podivejte se na vodu pod jezem, zejména pti velkém pritoku, to je dobry priklad turbulentniho proudéni.
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PFi malych rychlostech, zejména v Uzkych trubicich, je proudéni laminarni. Pfi vysSich rychlostech
prechdzi v turbulentni.

Zda tekutina bude proudit v trubici laminarné nebo turbulentné, Ize rozhodnout podle velikosti

7

Reynoldsova Cisla. To je bezrozmérné Cislo definované jako

e VR _VRp

¢ n

101

(11.80)
kde v je rychlost tekutiny a R polomér trubice.” Je-li Reynoldsovo &islo mensi neZ kritickd hodnota
Rex, je proudéni laminarni, pro Re > Rey je proudéni turbulentni.

Toto kritérium je ovSem znacné neostré; kritickd hodnota Reynoldsova Cisla se uvadi asi 1 000 az 2 000

i vice.

Pohybové rovnice realné tekutiny

Pro proudéni tekutiny s vnitfnim tfenim plati pohybova rovnice

dv - ~ .-
P = —gradp +pg+77Av+%grad(d1vv). 102 (11.81)
t
Nazyva se Navierova-Stokesova rovnice. Vidime, Ze se podoba Eulerové hydrodynamické rovnici

(121.59), ma ale dva ¢leny navic.

V literature se vétsinou uvadi ve slozkach, podobné jako tomu bylo u rovnic (11.65). Pak mluvime o
Navierovych-Stokesovych rovnicich:
2, Ov, ov, 10 o(divo
iy, 49U /4 " n_o(divy)

— U, +—=-————+g+—Ay, + — (11.82)
73 Ox, ot p Ox; P 3p Ox

193 jde ovéem o rovnice velmi

Oba tvary Navierovych-Stokesovych rovnic zde uvadime jen pro Uplnost.
dalezité; pomoci nich se opravdu podita tfeba obtékani téles v technickych problémech. Jde oviem o
sloZitou soustavu nelinedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic, takZe ani numerické feSeni na

pocitacich neni vibec jednoduchou zaleZitosti.

Zajimavé je, ze Navierovy-Stokesovy rovnice predstavuji vyzvu i pro matematiku.*®

Opustme ale Navierovy-Stokesovy rovnice a podivejme se jesté na jeden jednoduchy a prakticky
dalezity problém, ktery budeme umét vyresit.

1% Jde o charakteristické hodnoty téchto veli¢in v dané situaci. Pokud napftiklad nepljde o proudéni tekutiny

trubici, ale o obtékani néjakého télesa, bude R rovno charakteristickym rozmérim télesa.

102 . o . - o , vz . v .
Symbol A zde znamena Laplacelv operdtor, na vektor v pusobi po slozkach. (Poznamenejme, Ze rovnice

(11.83) je jiz ponékud zjednodudena: v uplném tvaru je ve Clenu 7/(3p) v Citateli k viskozité pfictena jesté

veli¢ina vystihujici efekty viskozity pfi objemovych zménach.)

% Dobra zprava: rozhodné se nevyzaduji u zkousky.

1% Obecné jesté za urcitych pocatecnich podminek neni dokazana existence hladkych reseni téchto rovnic.

Tento problém je uvadén jako jeden ze sedmi nejdllezitéjsich otevienych problém( soudobé matematiky a na
jeho feseni je vypsana odména milidn dolard. (Pro Uvodni informaci viz napfr. Problémy tisicileti — Wikipedie

(wikipedia.org) .)
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Tok viskézni tekutiny trubici

Méjme trubici o poloméru R a délce I, kterou protéka tekutina;

proudéni je stacionarni a lamindrni. Na zaatku trubice je tlak p1, R =

na konci p,. Tekutina ma viskozitu 7. Tésné u stény ma (pravé P O - Ir e
diky viskozité, tedy diky tfeni) nulovou rychlost, smérem k ose /

trubky rychlost roste. Problém ma valcovou symetrii, takze

rychlost tekutiny zavisi jen na vzdalenosti od osy: v=uv(r). 1

Smykové napéti mezi jednotlivymi vrstvami tekutiny — tedy na plasti vdlecku o poloméru r, viz
obrazek — je (viz (11.78)):

dv
T=n|—/. (11.83)
7 dr
Celkova smykova sila na plasti daného valecku ma tedy velikost
dv
F =8, 5e? =2nrlt =2zrinj—{. (11.84)
r

Tato sila'® se snai zpomalit pohyb tekutiny v daném véle¢ku. Protoze rychlost tekutiny se neméni,
musi proti ,zpomalovaci” sile plsobit jind — a to je rozdil tlakovych sil na zac¢atku a na konci valecku:

Elakové = pl Spodstavy_p2 Spodstavy = (pl_IQZ)ﬂ-r2 (1185)
Z rovnosti obou sil dostaneme
dv dv p,—P
2arin—=—(p,—p,nr’* = —=-1 L2, w6 (11.86)
n— (p—p,) o 2l

Integrace (11.86) podle r da

v(r) = —%J‘rdzf = —%(Fz-FC)

a z okrajové podminky v(R) =0 pak hodnota konstanty C vyjde —R”. Viysledny profil rychlosti je tedy

Pr=Dr(p2_ 2 —
v(r)y=—=(R"-r"), (11.87)
"= (R*-r?) —
¢ili tvofi parabolu. Mezikruzi mezi vzdalenostmi od osy <r, r+Ar> ma plochu AS =27zrAr a —

za tas At jim protete objem ASv(r)Atzzzzru(Rz—rz)ArAt=M(R2r—r3)ArAt.
4ln 2In
Celkovy objem protekly za A¢ celym prirezem trubice spocteme integraci

— _ 4
AV = ”(pl pZ)AtJ‘OR(RZI”—I’S)dV _ 71'(]71 pz)AtR—

2In 2In 4
Objemova rychlost pritoku trubici je tedy
AV xR
— = - . (11.88)
Af 8170 (p—p,)

Tento vysledek je zndm jako Poiseuilliiv zakon. Vidime z néj, jaky rozdil tlak( je potfebny, kdyz
chceme, aby trubkou protekl za sekundu pozadovany pocet litrl — a Ze, nazorné receno, Uzkou
trubkou se tekutina velmi Spatné ,,procpava“.

105 Fakticky jde o silu tfeni mezi vdleckem a tekutinou kolem né;j.

1% Znaménko minus je zde proto, ze smérem ke sténé trubky rychlost klesa.
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11.7 Aplikace hydrodynamiky

Aplikaci hydrodynamiky je samozifejmé nepreberné mnoiZstvi. Zminme strucné, bez blizsiho
vysvétlovani, alespon nékteré:

e Pitotova trubice umozZniuje na zakladé Bernoulliho rovnice méfit rychlost pohybu proudici
tekutiny. PouZiva se napriklad v letadlech pfi méreni rychlosti letadla viici okolnimu vzduchu.

e Venturiho trubice, rovnéz na zakladé Bernoulliho rovnice, umoziuje méfit rychlost pratoku
tekutiny trubkou.

e Vodni vyvéva vyuzivd poklesu tlaku ve zUieném misté trubice kvysavani vzduchu. Na
stejném principu jsou zaloZené rozprasovace.

e Zapomenout nesmime ani na tak samozfejmou véc, jako je tryska, kterd diky zuzeni profilu
vystrikuje kapalinu velkou rychlosti. (Jde samoziejmé o jednoduchou aplikaci rovnice kontinuity.)

e Aerodynamicka vztlakova sila nadnasi kfidla letadel za letu. Nékdy byva wvykladana
jednoduse jako dlsledek Bernoulliovy rovnice, kdy pfi obtékani horni vyklenuté plochy kfidla
zde vzduch proudi vyssi rychlosti, v disledku toho je v ném mensi tlak a rozdil tlakd na dolni a
spodni plose kfidlo nadnasi. Ve skutecnosti je to ponékud komplikovanéjsi — podstatné je, Ze
za kridlem letadla vzduch proudi Sikmo dolii. Jednoduse lze fici, Ze ktidlo tlaci proudici vzduch
doltl — a vzduch proto naopak tlaéi kiidlo nahoru.™®’

e Magnusiv jev nastava v situaci, kdy napfiklad vitr foukd na rotujici vilec nebo kouli, a to
kolmo k ose rotace. Kromé toho, Ze na dané téleso proudici vzduch pulsobi silou ve sméru
vétru (coz nas neprekvapi), plsobi také silou kolmo na smér vétru. Pravé to se nazyva
Magnuslv jev. Stejny efekt nastava pfi letu rotujiciho fotbalového mic¢e nebo tenisového di
pingpongového micku. (Nefyzikalni terminologii fe¢eno takové micky maji ,fales”.)

e Odpor prostredi pfi pohybu téles zavisi na fadé faktor(, predevsim na rychlosti télesa.

Pro pohyb koule malou rychlosti v plati pro odpor prostfedi Stokestv vztah F' =67 Rnv .
(R je polomér koule, n viskozita prostfedi.) Pfi vysSich rychlostech je sila umérna druhé
mocniné rychlosti; uZivda se Newtoniv vzorec F:%Cpsz. (S je cCelni prarez vystaveny
proudu tekutiny, p jeji hustota, koeficient C zavisi na tvaru télesa, pro polokouli plsobici jako

paddk je asi 1,3; pro aerodynamicky tvar mnohem nizsi, aZ jen asi 0,02.) Pro jesté vyssi

rychlosti je zavislost odporové sily na rychlosti slozit&jsi.

e To, ze se hydrodynamika uplatiiuje pfi transportu tekutin (od ropovodli po vodovody a
leckde jinde), u ¢erpadel, turbin apod., uz asi neni tfeba zdlraznovat.

107 = L 4 L svaves . v v s . 1 v v ,
Trochu ,technictéji“ bychom mohli konstatovat, Ze se méni hybnost vzduchu ve svislém sméru — a ¢asova

zména hybnosti se rovna sile, kterou pUsobi kfidlo na vzduch. Podle zdkona akce a reakce vzduch plisobi stejné
velkou silou vzh(iru na kfidlo.

Obrazky, které se nékdy kresli tak, Ze proudnice vzduchu jsou pted kfidlem vodorovné a za ktidlem v néjaké
vzddlenosti také vodorovné, tedy urcité nejsou dobre. Podle prvni véty impulzové kdyz tihova sila tahne letadlo
smérem k zemi, ale letadlo nepada smérem dolQ, tak néco ziskavat hybnost smérem dold musi — a to néco je

vzduch.

108 Napriklad pro kouli v urcité malé oblasti rychlosti odpor pti zvySeni rychlosti dokonce poklesne.
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Shrnuti
Shrnuti
-p 0 0
Idealni tekutina: bez vnitfniho tfeni. Tenzor napéti idedlini tekutiny T, =—p0O,;, U= 0 -p O
0 -p

Napéti v idedIni tekutiné je charakterizovano jedinou skaldrni veli¢inou p (tlakem).
V hydrostatice toté? plati i pro redlnou tekutinu (také je v ni 7,,=—pJ,,).
Idedlni kapalina: bez vnitfniho tfeni, nestlalitelna (=> p = konst.)

Hydrostatika

Rovnice rovnovahy: grad p = pg Khustotésily p g se ev. pfictou i dalSi objemové sily (napf. setrvacné).

Hydrostaticky tlak: p = p, + pg (ZO _Z) =p,+hpg

Pascalliv zakon: Zména tlaku v jednom misté kapaliny vyvolana vnéjsi tlakovou silou

zpUsobi stejnou zménu tlaku v celém objemu kapaliny.
ug

z
Aplikace: hydrostaticky lis, hydrostaticky paradox, spojené nadoby, izotermicka atmosféra: p(z)=p,e 7
hladina vody v rotujici nddobé ( grad p =p a)zﬁ+p§ => rotacni paraboloid z = R’w’/(2g)+ Z, )

Archimeduv zakon: Vztlakova sila na téleso se rovna tize kapaliny, ktera se vejde do prostoru,
ktery toto téleso v kapaliné zaujima.

Hydrodynamika
Proudéni tekutiny — Eulerliv popis: U =0 (7,t), p=p(F.t), p=p(F.t)
Proudnice: orientované kfivky, k nimz rychlost je v kazdém bodé te¢na
Stacionarni proudéni: veli¢iny se neméni s casem

Nevifivé proudéni: rotv =0 (existuje pro né&j potencial rychlosti, U = grad @, )

Rovnice kontinuity: vyjadfuje zakon zachovani hmotnosti

V integralnim tvaru: difpdV + épﬁ-dg =0
t

Vv S

V diferencidlnim tvaru: Z—p+ div(pv) = 0 |, jiny tvar (s konvektivni derivaci): cil—p+ pdivo =0
t t

Idealni tekutiny

Eulerova hydrodynamicka rovnice: pﬂ =—gradp+pg z et v, + ov; = 1o +g,
dt Sox, T ot P Ox;
Bernoulliova rovnice pro staciondrni proudéni a nestlacitelnou kapalinu:
%v2+£+ @, = konst. | (obecné podél proudnice, pro nevifivé proudéni v celé kapaliné)
Realné tekutiny
ov
Smykové napéti: 7 =75 a—l n je (dynamicka) viskozita; kinematicka viskozita v = 77/p .
x2
Proudéni: lamindrni (Re<Rey), turbulentni (Re>Rex). Reynoldsovo Cislo: Re = ﬂ = URJ
v n
Pohybové rovnice: Navierovy-Stokesovy rovnice. .
Poiseuilltv zakon: AV - ﬁ(!’ﬁpo)
At 8In -
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Dodatek 11.A Reseni problémii tykajicim se Archimedova zakona

K problémim uvedenym na strané 15 zde pro kontrolu uvadime spravna feseni, resp. odpovédi.
(Vzhdru nohama, abyste je okamZzité neprecetli pfi prvnim pohledu na tuto stranku.)
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'030SAA Qufa1s auelsnz eulpe|y :pa| 3Ae|d ZIU A ‘NOPOA S JIUSPYS
'audnojls yoeyea yojujensip eu fepn e

‘jeae|d 9zN|A| :QUBA SA POT e

ZdUvodnéni tu zatim neuvadime. (Bylo by Skoda predist si je hned a pfipravit se o radost z premysleni...)
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Dodatek 11.B Gradient, divergence a rotace

Gradient

109

S gradientem jsme se potkali uz ve treti kapitole.”™ Gradient pUsobi na skalarni funkci proménnych

X,y a za déla z ni vektor:""°

of of o
f=f(xy,2), gradf = —f, —f, g\, (11.B.1)
ox Oy Oz
Vyznam gradientu uz zname.™! Pojdme se podivat, jak jej Ize alternativné vyjadfit.
Hodi se k tomu operator'*? nabla. Znati se V a je definovan jako
V = i, i, i . (11.8.2)
ox Oy Oz

Takova definice se na prvni pohled muzZe zdat divna: Na co ty parcialni derivace plsobi? Inu na to, co
napiSeme vpravo od V. Napfiklad takto mGzeme zapsat pravé gradient:

o0 0 0 of of of
Vf =| —, —, — =| = —, = . 11.B.3
s [Gx’ dy’ ﬁzjf [ax’ dy’ 8zj ( )

Gradient Ize tedy jednoduse zapsat jako

grad f = Vf . (11.8.4)

Divergence

Operator nabla ma charakter vektoru. KdyzZ jim zaplsobime na vektorovou funkci polohy a mezi
obéma vektory napiSeme skalarni soucin, dostaneme
0 0 0 oa, aay oa,

a=a(x,y,z), Via=—a +—a,+—a, = + + ) 11.B.5
(x:7:2) x T T oy ez (1.8

Tomuto vysledku fikdme divergence vektoru a, pfislusny operator znag¢ime div:

0
diva = V-a = 0a, + % +aa2 ) (11.B.6)
ox Oy Oz

Operator divergence tedy plsobi na vektorovou funkci a déla z ni skalarni.
KdyZ soufadnice x, y, z oznadime x1, X2, X3, mGZeme vztah pro divergenci zapsat jako
3 0a,

—L . (11.B.7)
i=1 ax,‘

diva =

199 iz Dodatek 3.D.

110 v vee v v vz . , .
Presnéji receno, déla ze skalarni funkce funkci vektorovou.

V[T smérem, kterym hodnoty funkce f nejvice stoupaji, a jeho velikost je Umérnd strmosti narGstu f, kdyz

jdeme timto smérem. (V dvourozmérném pfipadé: Pokud je funkci fvyska terénu, pak gradient nam Fika,
kterym smérem svah nejvic stoupa a jak je strmy.)
2 Gradient a podobné , predpisy” obsahujici parcidlni derivace se souhrnné nazyvaji diferencidlni operdtory.

(Diferencialni proto, Ze obsahuji derivace a operatory proto, Ze ,,operuji“ na funkcich vice proménnych.)
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Poznamenejme, Ze se pfi zapisu tohoto vztahu nékdy uZiva Einsteinovo sumacni pravidlo a suma se
vynechavi, tedy Ze piSeme prosté

diva = gl B (11.B.8)
X,

Divergence vektoru nas informuje, nazorné feceno, jestli vektory z okoli daného bodu spiSe vychazeji
(takto je to pfi diva > 0)nebo do néj vstupuiji (pak je diva < 0). diva =0 je napf. pro homogenni pole.

S AN S
o o SIS

Rotace

Jestlize operator nabla a funkci a spolu vyndsobime vektorové, dostaneme rotaci funkce a:

rota = Vxa . (11.B.9)

Rotace déla z vektorové funkce funkci vektorovou. Pro vyjadreni rotace ve slozkach je vhodné napsat
si operator nabla i vektorovou funkci @ ve slozkach pod sebe a normalné provést vektorovy soucin:

V= {i N
ox oy oz (11.B.10)
a= (ax, a,, az)
Oa, Oa, da, 0Oa, Oa, da

rota = Lo Xz _Y__x (11.B.11)
oy 0z 0z Ox Ox Oy
KdyZ souradnice oznacime x1, X2, X3, mUZeme vztah pro rotaci zapsat pomoci Levi-Civitova symbolu Ei:
Ei3 =Ep =&y =+, &, =6, =6, =-1, &, =0, kdyz se hodnoty dvou indexu rovnaji.

i- ta slozka rotace vektoru je

(rota). =Z3:z(9.. oa, (11.B.12)

ijk
j=1 k= ax_j

PFi poutiti Einsteinova sumacniho pravidla nepiSeme sumy; navic miZzeme derivace zapsat tak, aby se
dobie pamatovalo poradi indexu:
- oa 0
(rotd), = if"a_k =t (11.B.13)
X " ox

J J

Rotace vektoru nas informuje, zda vektorové pole ma virovy charakter. Je tomu tak napfiklad v pfipadech,
které ukazuji obrazky:

-« - ——— ——— «———
- - - -
/‘/K*V::TT - ‘: - -
li+\ A > > > >
>
\4,_/‘ — —> —> —>
\—b —_— s ——> ——

113 v vz . v v .. , o v p v e v
To, Ze v tomto vztahu sc¢itdme, pozndme z toho, Ze se v ném opakuje index i. (Index mize byt samoziejmé

oznacen libovolnym jinym pismenem.) To, Ze s¢itdme od 1 do 3, je jasné, jde o rozsah indexu souradnic.
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Rotace gradientu

114

Pro libovolnou funkci f' = f(x,y,z) " plati

rotgrad ' = 0. (11.8.14)

Toto se dokaZe snadno, prostym dosazenim.™™ Plati obracené tvrzent:

Kdyz pro vektorovou funkci a plati rota =0, pak existuje funkce f takova, Ze a =grad f .

Dulkaz je narocnéjsi a nebudeme ho zde uvadét.
Divergence rotace
Pro libovolnou™*® funkci @ = a(x, y, z) plati

divrota = 0. (11.B.15)

Dokazat jej Ize opét pouhym dosazenim.'’Plati také obracené tvrzeni:

Kdyz pro vektorovou funkci b plati divh = 0, pak existuje funkce a takova, Ze b =rota.

Divergence gradientu (Laplacetiv operator)

Divergence gradientu funkce f = f(x,y,z) se uz obecné nerovna nule. Ale jde o velmi uZitecny a

¢asto pouzivany operator, pro ktery se uziva specialni symbol A. Nazyva se LaplaceGv operator''®:

Af = divgrad f . ¥ (11.B.16)
Vyjadreno ve slozkach, je
2 2 2
Afza{+a]2”+6}2‘. (11..17)
ox oy oz

14 Takovou, Ze existuji jeji druhé derivace a jsou spojité.

(grad ), S/ i1:0 diky

0
rad ), =
(grad 1), Ox, Ox,  Ox, Ox,

X3

" ;s . 0
> Napfiklad pro prvni slozku: (rotgrad f), =0
X,

zameénnosti smiSenych parcialnich derivaci.

1e Opét takovou, Ze ma druhé parcidlni derivace a ty jsou spojité.

7 Jak se Easto pise: Dlkaz si laskavy ¢tenar snadno provede sdm. Ale opravdu, staci rozepsat divergenci podle
(11.B.6) a dosadit (11.B.11); u smiSenych parcialnich derivaci nezalezi na poradi derivovani a diky tomu se
vsechny tyto derivace odectou a vysledkem je nula. Zkuste si to.

18 Familiarné oznacovany jako Laplace, s vyslovnosti , laplas”.

19 Pozor, symbolem A uZ jsme ¢asto oznacovali pfirtstek néjaké hodnoty, proménné nebo funkce. Aby se to
nepletlo, musime si byt z kontextu jisti, zda jde o prirtstek nebo o Laplacellv operator; pfipadné to radéji
explicite napsat.
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Dodatek 11.C Gaussova véta

Jestlize @ =a(7) je vektorové funkce'®’, kterd ma spojité parcialni derivace”, a uzavfend plocha S je

hranici objemu V,** pak plati

a-dsS = [divaar. (11.C.1)
fos -

123

Této vété se tika Gaussova véta (matematiky) =, nékdy téZz Gaussova-Ostrogradského véta. Jde o

jednu z vét matematické analyzy. (Lze ji zobecnit na libovolny pocet dimenzi =2, ale to zde nebudeme
potfebovat.)

Slovné se da vyjadfit formulaci:

Tok vektorového pole uzavienou plochou je roven integrdlu z divergence daného pole
pfes objem, ktery dana plocha uzavira.

Poznamka:

Nékdy se Gaussova véta vyuziva pro alternativni definici divergence. Objem V volime velmi maly,

124

ozna¢ime ho AV a nasledné ho budeme limitovat k nule.” Hodnota diva vtomto objemu je

prakticky konstantni. Diky tomu se integral na pravé strané (11.C.1) rovna

j diva dv = (diva) AV,
AV

kde hodnotu divergence bereme uvnitf objemu AV. (KdyZz nakonec AV limitujeme k nule, dostaneme
hodnotu v jednom bodé a rovnost bude pfesna.) Dosazenim do (11.C.1) dostaneme

ja-a@ = j diva dv = (diva) AV ,
oAV AV
kde jsme plochu §, tj. hranici AV oznadili OAV . Po vydéleni AV a limité:

diva = lim | —— [&-dS (11.C.2)
AV =0 AV@AV

120 vros ;. L,
PouZziva se také nazev vektorové pole.

21 Musi byt spojité ve vSech bodech néjaké oteviené mnoziny v [E3; objemy V a plochy S, které budeme dale

uvazovat, budou patfit do této mnoziny.

2 plocha S je pritom orientovana tak, Ze vektor normaly mifi ven z objemu V. (Pfedpokladame, Zze plocha S ma

»,rozumné“ vlastnosti, je tedy hladka nebo po ¢astech hladka.)

123 Existuje jesté Gaussova véta elektrostatiky — ta s tou matematickou tésné souvisi, ale tyka se konkrétné
elektrického pole. (V anglictiné se rozdil pozna uz z kratkého nazvu: matematické véteé rikaji Gauss theorem, té
v elektrostatice Gauss law.)

" Muazete si predstavovat malou kouli, jejiz polomér budeme limitovat k nule, nebo malou krychli¢ku, jejiz
stranu budeme limitovat k nule.
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Dodatek 11.D K rovnici kontinuity

Ndazorné odvozeni rovnice kontinuity v diferencidlnim tvaru

Gaussovu vétu matematiky jsme vySe uvedli jako vysledek, o némz nas poucila matematicka analyza.

Jde tedy o nastroj, ktery zatim tak trochu ,spadl z nebe“.**> Je proto vhodné podivat se na alternativni

nazorné odvozeni rovnice kontinuity — byt pfedem nutno upozornit, Ze nebude pfilis exaktni.

Uvazujme maly kousek tekutiny ve tvaru kvadfiku o strandch Ax, Ay a Az. Objem v
kvadiiku je AV =AxAyAz , takie hmotnost daného kousku tekutiny je A
Ay

Am = pAV ,kde p je hustota tekutiny v daném mist&."*® J

Az
Podivejme se na kvadrik ze sméru osy z; uvidime tedy prdmét na rovinu xy. _ Ax
Spoctéme, kolik tekutiny vytece za At pravou stranou kvadiiku. Plocha pravé ’ X
strany je AS = AyAz. Vtoku se uplatni jen x-ové sloZka rychlosti, tj. v_(x+Ax). Y
Za dobu At tedy vytece objem AS v (x+Ax)At =v (x+Ax) AyAz At . Hmotnost / U (x+Ax)
tekutiny, ktera vytece, je Am, ., = p(x+Ax) v, (x+Ax) AyAz At 2 v AS=AyAz

Levou stranou vytece za stejnou dobu Am,,_ =—p(x)v, (x) AyAz At .**® Celkové

vlevo
v v . o X x+Ax X
tedy obéma sténami vytece

Am =(p(x+Ax) U (x+Ax)— p(x) v, (x) )AyAzAt (11.D.1)

sténami kolmymi na osu x

opv) ,
X

Rozdil funkénich hodnot vy vyjadfime pomoci derivace: p(x+Ax)v, (x+Ax)— p(x)v, (x) =

.Vztah (11.D.1) pak da

Am g _a(g) Y) AxayAz At = —8(5 Y Ay ar 2

sténami kolmymi na osu x
X X

Podobné vyjdou hmotnosti, které vyteCou sténami kolmymi na osy y a z; zjevné v nich budou

derivace . Celkové tedy za dobu At vytece z kvadiiku
Oy Oz
o(pv, P
Aleyte:kle’:véemisténami = 6(pUX) + (p }) +a(pUZ) AV At = le(pU) AV At . (11D2)
ox Oy Oz

Zménu hmotnosti v kvadriku vyjadiime pomoci ¢asové derivace hustoty: Am = @ At = % AV At .
t t

Swyuzitim (11.D.2) je Am=-Am =—div(pv) AV At , takie po vydéleni AV a At

(alimitovani AV — 0, At — 0, aby se z pfibliznych vztah( staly presné) dostaneme

op . -
— =-d v), 11.D.3
- v (pv) ( )

vyteklé v§emi sténami

coz uz je rovnice kontinuity v diferencialnim tvaru.

% Je hrozné uziteény a brzy si na néj zvyknete. (Je tak uZiteény, Ze jeho poufiti je pfimo ,ndvykové”. ©)

126 Ptfesnéji feCeno, primérna hustota tekutiny v daném kvadriku.

27 Srovnejte vyge vztah (11.44), vyjde z n&j totés.

128 Znaménko minus je zde proto, Ze pti vy > 0 tekutina z kvadriku nevytékd, ale vtéka do né;j.

129 Kriticky ¢tenar si uz asi vSiml, Ze odvozeni opravdu neni exaktni. Rychlost a hustotu jsme brali jen jako funkci
x, ve skute€nosti na pravé i levé sténé obecné zavisi i na y a z. Dalo by se fici, Ze v naSem odvozeni bereme
stfedni hodnotu puv_ na pravé i na levé sténé. Odvozeni by Slo délat pFesnéji (s vyuZitim plosnych integralii na
sténach a s naslednym stfedovanim), vysledek by nakonec po limité na nekonec¢né maly kvadrik vysel stejny.
My zde zlstaneme u jednodussiho postupu; chcete-li, chapejte ho spise jako naznak odvozeni.
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Jiny tvar rovnice kontinuity v diferencialnim tvaru

Rovnice kontinuity (11.55) ma tvar

aa—p+div(p17) =0. (11.D.4)
t
Nékdy se vsak s ni setkdme ve tvaru
dp .~
——+pdivo =0 . 11.D.5
" p ( )

Zde nevystupuje parcialni derivace p podle ¢asu, ale derivace ,,obyc¢ejna“."*® Co zde znamen4 a jak se

lisSi od derivace parcialni?
Hustota tekutiny je funkci polohy a c¢asu:

p = p(r,t). (11.D.6)
Pfi parcidlnim derivovani drzime 7 = konst., Cili zjistujeme, jak se p méni s Casem na daném pevném
misté.

MuZeme ale také zvolit jeden konkrétni kousek tekutiny, plout spolu s nim, a sledovat, jak se méni

B! Hustotu v tomto pFipadé vyjadiime jako

p = p(r(t),t) = p(x,(2), x,(1), x,(¢),1) , (11.D.7)

kde 7 = 7(¢) popisuje pohyb tekutiny. Derivaci (11.D.7) podle ¢asu*** dostaneme

jeho hustota.

dp _Opdx  Opdy  Opdx  Op _

dt — ox dr  ox, dt  ox, dt o

, ) (11.D.8)

opdx. O 3,0 0
— z_p_’+ _p — z_pvi+_p
o Ox, dt Ot = Ox ot

protoze derivace soufadnic daného kousku vody podle ¢asu jsou samoziejmé slozky rychlosti vody
v daném misté a case.

Clen div(pv) v (11.D.4) mizeme rozepsat jako
- ) [ op ov, ) S0U, & Op -

div(pD) = Y —(pv,) = v +p— =Y v + — =Y T v +pdivy (11.D.9)
(p0) = 2 =—(pv)) Z(ax : pax] DI AN o Ut

i i i

i=1 i i=1
Z rovnice kontinuity (11.D.4) po dosazeni (11.D.9) dostaneme

op < 0p -
—+ —v.+pdivy =0 11.D.10
Tl Ut ( )

()

a diky (11.D.8) vidime, Ze prvni dva ¢leny (oznacené (*)) davaji Cil_p . TakZe z (11.D.10) dostavame (11.D.5).
t

130 pyx vr o4 iy s .
Nékdy se pouziva nazev totdIni derivace.

! Dané derivaci se proto také rika konvektivni.

32 A to derivaci ,obyc€ejnou”, kdy 7 nedrZime konstantni, ale méni se, tak jak dany kousek tekutiny méni

polohu vici soustavé, v niz proudéni popisujeme (napftiklad vci brehiim feky nebo vicéi trubici, jiz proudi
tekutina).
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Dodatek 11.E K odvozeni Bernoulliovy rovnice: dalsSi podrobnosti

Podrobnosti vtomto dodatku priddvdme spise jako rozsifujici u€ivo pro zajemce.

Formalnéjsi odvozeni Bernoulliovy rovnice (podél jedné proudnice)
Vyjdeme z Eulerovych hydrodynamickych rovnic (11.65):

3
v, v _1ap

+—L (11.E.2)
Tox, T ot p Ox,

i

o . .. OV, ) y . . .
Pro stacionarni proudéni je —-=0. Navic budeme predpoklddat nestladitelnou kapalinu, tedy

ot
o . g : o9,
p = konst. Navic tihové zrychleni ma potencial ®,,Je tedy g, =— £ 7 (11.E.1) dostaneme
3 _ 0
%u = _i P|_% /'Vi (11.E.2)
Tox, ! ox. \ p ox,

a po naznac¢eném nasobeni v; a Upravé (a s vyuZitim Einsteinova sumac¢niho pravidla)**?

ov, 0
—V, v, = ——[£+(pgj v, (11.E.3)
ox; ox; \ p
d (1,
2
8(%1)2)
Levou stranu miZeme po zaméné index( prepsat na 5 v,, takZe v (11.E.3) mGZeme vSechny
xi
¢leny spojit do jedné derivace. Dostaneme
o (1
- —U2+£+(Pg v, = 0 (11.€.4)
ox; \ 2 Yo

Slozky rychlosti vyjadiime jako v, =v 7, kde 7 je jednotkovy te¢ny vektor k proudnici. Velikost

rychlosti vykratime a z (11.E.4) dostaneme

9 lv2+£+¢) 7, =0 (11.E.5)
ox, \ 2 p f

Vyraz na levé strané (11.E.5) pfedstavuje derivaci ve sméru vektoru 7, tedy derivaci ve sméru
proudnice."* Tato derivace je nulovd, to znamena, 7e se vyraz v zavorce podél proudnice neméni —a
to je pravé Bernoulliova rovnice (11.74).

Obecné nemulZeme fici, jakou hodnotu ma dany vyraz na jinych proudnicich. Ale pro nevifivé
proudéni to jde.

33 Na levé strané se s&ita proiajod1do 3, napravé strané pfesiod 1 do 3.

B4 pokud bychom proudnici parametrizovali délkou s podél proudnice (od néjakého bodu na proudnici), byla by

levé strana (11.E.5)rovna 4 [1 2 P 0. |
ds\ 2 p ¢
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Bernoulliova rovnice pro nevirivé proudéni

Opét pljde o stacionarni proudéni nestlacitelné kapaliny, ale tentokrat navic o proudéni nevifivé,

tedy takové, 7e rotv = 0. Zapsano ve slozkach (viz (11.B.11) to znamena, 7e

Uy v, v 0v; 9v, 0u | _ (11.E.6)
ox, Ox; Ox; Ox, Ox, Ox,
Odsud vidime, Ze pro slozky rychlosti v pfipadé nevifivého proudéni plati
. ov;
o _ %Y (11.E.7)
Ox; ox;
Vyjdeme opét z Eulerovych hydrodynamickych rovnic, jiz konkrétné ve tvaru (11.E.2): **°
3, Ov, 0 0
Dy = L2 i3 (11.E.8)
7o Ox, ox; Ox,

3 0v, 3, 0v; 1< 1,
Levou stranu upravime svyuZitim (11.E.7): 28—’U1= o v; 8_ EZ 8 EU .
X, X X,

j=1 OX; =1 04
Dostaneme
0 (1 0 0
N e A A T TR
Ox, \ 2 ox; \ p Ox,
a odtud po Upravé
0
<9 lv +Ligp =0, i=1,23 (11.E.9)
Oox, ol
To znamena, Ze vyraz v kulaté zavorce nezdvisi na souradnicich. Vidime, Ze
1
—v Py ¢, = konst. (11.E.10)
2 p

v celém objemu tekutiny. Bernoulliova rovnice tedy plati nejen pro jednu proudnici, konstanta je
stejna v celé tekutiné.
Kdyz je tekutina stlacitelna (ale barotropni)

V pfipadé, kdy p # konst., nelze p ,vtdhnout” dovnitf parcialni derivace, jak jsme to délali vyse.

V tom pftipadé se zavadi tlakovd funkce

P = Jd—p 16 (11.E.11)
p(p)
P
Pak plati _8_p 8 a odvozeni Bernoulliho rovnice uzZ Ize provést; ve vysledku bude na misté £
P Ox; Gxi P

pravé tlakova funkce P. (Pro podrobnosti zde odkaZzeme na ucebnice mechaniky kontinua.)

0
3 Tedy pro v _ =0, p=konst.a & =— %
ot axi
(71
B¢ podrobnéji: P(F) = 1 o -
7 p(p) ox,
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Dodatek 11.F Krivkovy integral z gradientu funkce

Jestlize f' = f(x, y,z), pak plati

[(erad f)-dF = f(E)-£(7) (11.F.1)

Jde vlastné o zobecnéni zndmého vztahu pro urcity integral,

b

[Las =11, = 161 @ (1152

a

Ddkaz (11.F.1) si mGze laskavy ¢tendr provést sam..."*’

7 Takovato formulace v u¢ebnim textu jisté potési. © Ale alespori ndznak dikazu neni obtizny:

Zbodu 7 =(x,,y,,2,) do 7 =(x,,y,,z,) pljdeme nejdfiv ve sméru osy x, tedy do bodu 7 =(x,, y,,z,)- V tomto

pripadé jde vlastné o integral funkce jedné proménné (konkrétné proménné x; y a z drzime konstantni).
Prislusny krivkovy integral tedy mizZzeme vypocitat podle (11.F.2) jako

1
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(erad f)-dF = f L = 1)~ 16

Pak podobné pljdeme ve sméru osy y a poté ve sméru osy z. Nakonec opravdu dostaneme f(7)— f(7)-

A pro¢ jsme mohli volit integracni cestu libovolné? Je to proto, Ze integrovana funkce ma potencial. (Tuto

situaci uz jsme poznali v pfipadé konzervativnich sil.) Timto potencialem je pravé samotna funkce f.
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