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Ustni cast statni zdverecné zkousky

Zkouska ma prehledovy charakter. Jsou kladeny jen Sirsi otazky a zada se, aby
poslucha¢ prokéazal pochopeni zakladnich problému, byl schopen je ilustrovat na
konkrétnich situacich a osvédc¢il urc¢itou miru syntézy a hlubsiho pochopeni. Stu-
dent zodpovi jednu otazku z kazdého nize uvedeného tematického okruhu.

1. Zaklady matematické analyzy, linearni algebry a funkcionalni analyzy
Posloupnosti a tady c¢isel a funkci, diferencidlni a integralni pocet funkci jedné
realné proménné, diferencidlni pocet funkci vice proménnych, kiivkovy a plosny in-
tegral, Stokesova véta. Obycejné diferencialni rovnice, variacni pocet. Konecné
dimenzionalni vektorové prostory, skalarni soucin, maticovy pocet, vlastni cisla
matice, soustavy linedrnich rovnic, linedrni a bilinedrni formy. Funkce komplexni
proménné, holomorfni funkce, mocninné rady, reziduova véta. Lebesguetv inte-
gral, Lebesgueova mira, prostory funkci, Hilbertovy prostory, ortonormélni systémy,
Rieszova véta o reprezentaci, spojity linearni operator, kompaktni operator, samoad-
jungovany operator, spektrum operatoru.

2. Zaklady klasické mechaniky a termodynamiky

Mechanika hmotného bodu a soustav hmotnych bodi (Newtonovy zdkony, vari-
acni formulace, Lagrangeovy rovnice, Hamiltonovy rovnice), kinematika a dynamika
tuhého télesa, kinematika a dynamika spojitého prostiedi (tenzor malych deformaci,
Cauchyho tenzor napéti, Reynoldsova véta o transportu, bilan¢ni rovnice, Eulerovy a
Navierovy-Stokesovy rovnice, rovnice linearizované pruznosti). Klasickd rovnovazna
termodynamika (teplo, teplota, prvni a druhy zdkon termodynamiky, termodynam-
ické potencidly, stavova rovnice, idedlni plyn).

3. Numericka analyza a rovnice matematické fyziky

Aproximace funkci, numericka integrace, numerické feseni nelinearnich algebraick-
ych rovnic, numerické feseni obycejnych diferencialnich rovnic, primé a iterac¢ni
metody Teseni linearnich algebraickych rovnic, LU a QR rozklady a jejich stabilita,
problém nejmensich étvercli, Schurova véta, metody pro reseni ¢astecného problému
vlastnich ¢isel. Klasicka teorie linearnich parcialnich diferencialnich rovnic a jejich
numerického reseni, metoda charakteristik pro transportni rovnici, rovnice vedeni
tepla, vlnova rovnice, Poissonova rovnice, princip maxima pro eliptické a parabol-
ické rovnice druhého radu, metoda konecnych diferenci, stabilita, konvergence.



Priklady otazek respektive podrobnéjsi rozepsani pozadavku

1. Zaklady matematické analyzy, linearni algebry a funkcionalni analyzy
Posloupnosti a rady cisel a funkci, diferencidlni a integralni pocet funkci jedné redlné
proménné, diferencialni pocet funkcei vice proménnych, kiivkovy a plosny integral, Stokesova
véta. Obycejné diferencialni rovnice, variacni pocet. Konec¢né dimenzionalni vektorové
prostory, skaldrni soucin, maticovy pocet, vlastni ¢isla matice, soustavy linearnich rovnic,
linearni a bilinedrni formy. Funkce komplexni proménné, holomorfni funkce, mocninné
rady, reziduova véta. Lebesguetiv integral, Lebesgueova mira, prostory funkci, Hilbertovy
prostory, ortonormélni systémy, Rieszova véta o reprezentaci, spojity linedrni operator,
kompaktni operator, samoadjungovany operator, spektrum operatoru.

PODROBNOSTI

e Posloupnosti a tady ¢isel a funkei — ¢iselné posloupnosti a rady (definice,
liminf, ,,, limsup,_,., konvergence, divergence, oscilace), Weierstrassova
véta o vybéru konvergujici podposloupnosti, nutna podminka konvergence
fad, absolutni a neabsolutni konvergence, Leibnitzovo kritérium. Bodova
a stejnomérnd konvergence posloupnosti a tfad funkci, kritéria. Mocninné
rady. Polomér konvergence. Abelovo kritérium konvergence na konvergenéni
kruznici.

e Diferencialni a integralni pocet funkei jedné readlné proménné — vlastnosti spo-
jitych funkel na uzavieném intervalu (nabyvani maxima/minima, omezenost,
nabyvani mezihodnot, stejnomérnd spojitost), véty o stiedni hodnoté (Rolleova,
Lagrangeova), Taylorav polynom s Lagrangeovym tvarem zbytku, nutnd a
postacujici podminky pro lokdlni a globalni extrémy. Riemanntuv (absolutni)
a Newtonuv (neabsolutni) integrél, zdkladni véta diferencidlniho a integralniho
poctu a vysvétleni vyznamu a dusledkt této véty.

e Diferencialni a integralni pocet funkci vice proménnych — Definice totalniho
diferencidlu a smérové derivace pro funkce vice proménnych a vysvétleni, ve
kterém sméru ma funkce nejmensi/nejvétsi smérovou derivaci. Lagrangeova
véta o stfedni hodnoté, Tayloriv polynom s Lagrangeovym tvarem zbytku,
nutné a postacujici podminky lokalnich a globalnich extrému (maxim/minim).
Véta o implicitni funkci. Regularni zobrazeni, véty o inverznim zobrazeni
(lokalni a globalni verze).

e Kiivkovy a plosny integral — Kfivky a k-dimenziondlni plochy vIR?. Zavedeni
kiivkového a plosného integralu pro regularni kriivky a plochy, vztahy mezi
integraly 1. a 2. druhu. Gauss-Ostrogradského véta a integrace per-partes pro
funkce vice proménnych. Kritéria potencialnosti vektorového pole.

e Obycejné diferencidlni rovnice - formulace pocatecni tloh a okrajovych tloh
pro rovnice 2. tadu, definice maximalniho feseni pro systém obycejnych difer-
encialnich rovnic 1. fadu, Picard-Lindel6fova véta a jeji disledky pro systém
linedrnich rovnic 1. fadu. Vlastnosti (C(2), || - |l«), (C(2),] - ||1). Banachova
véta o pevném bodé. Resitelnost y' + a(x)y = b(x), y(0) = yo.



e Konecné dimenzionalni vektorové prostory, skaldarni sou¢in a norma (definice,
ptiklady), konstrukce ortonormalni baze (Gramm-Schmidtiv proces), linearni
a bilinearni formy — Cauchy-Schwarzova nerovnost a podminky, kdy v ni
nastava rovnost.

e Maticovy pocet (jddro a obor hodnot, regularita, determinant, inverze), vlastni
¢isla a vlastni vektory matice a souvislost s charakteristickym polynomem,
singularni rozklad, spektralni rozklad, Jordantv tvar, soustavy linearnich al-
gebraickych rovnic (existence a jednoznacnost fesent).

e Kompaktnost — metricka definice pomoci konvergecnich vlastnosti posloup-
nosti, topologicka definice/charakterizace v iplném metrickém prostoru a kom-
paktni mnoziny v R%.

e Funkce komplexni proménné, holomorfni funkce, reziduova véta — definice,
charakterizace (Cauchy-Riemannovy podminky) a vlastnosti funkei holomorfnich
na oteviené mnoziné. Komplexni kiivkovy integral, definice, a vztah ke krivkovému
integralu druhého druhu, primitivni funkce, korektnost definice pro holomorfni
funkce.

e Lebesguetv integral, Lebesgueova mira, LP prostory. — Leviho, Lebesgueova a
Fatuova véta. Fubiniho véta. Véta o substituci. Geometricky vyznam deter-
minantu. LP prostory jako ptiklad Banachovych prostort: definice, Holderova
a Minkovského nerovnost, uiplnost, separabilita, dualy, reflexivita.

e Hilbertovy prostory, ortonormalni systémy. — Definice Hilbertova prostoru,
Cauchy-Schwarzova nerovnost, iplny ortonorméalni systém separabilniho Hilber-
tova prostoru a charakterizace tplnosti, abstraktni Fourierova fada (nejlepsi
aproximace prvku separabilniho Hilberova prostoru na podprostoru generovaném
prvnimi n prvky ortonormélniho systému), klasickd Fourierova rada, definice,
prehled konvergen¢nich vlastnosti za rtuznych predpokladi na funkei f.

e Spojity linearni operator na Hilbertové protoru, Rieszova véta o reprezentaci —
definice, znéni, fesitelnost Lz = f pro striktné positivni operatory (tj. spliujic
(Lu,u) > Bllul|%), Lax-Milgramova véta.

e Spektrum linearnich operatori, kompaktni operator, samoadjungovany opera-
tor — Resolventni mnozina, spektrum, bodové a esencidlni (spojité a residudlni)
spektrum. Definice a priklady kompatnich a samodajungovanych operatori a
vlastnosti jejich spekter.

Priklady otazek

e Kompaktni mnoziny a kompaktni operatory. Definice topologickd, definice
metrickd a jejich vztah/ekvivalence v metrickych prostorech. Charakterizace
kompaktnich mnoZin v vektorovych protorech konecné dimenze. Kompaktnost
uzaveru jednotkové koule (charakterizace konecné dimensiondlnich prostori.
Definice kompaktniho operdtoru. Priklady. Kritérium kompaktnosti v C(K),
K C R kompaktni, (tzv. Arzela-Ascoliho véta), aplikace.



Ktivkovy integral prvniho a druhého druhu. Komplexni kiivkovy integral.
Definice a jejich korektnost. Vztahy mezi nimi. Kritéria potencidlnosti vek-
torového pole.

Riemanntv, Newtonuv a Lebesgueuv integral. Strucné zavedeni. Vihody
a nevghody (absolutné/neabsolutné konvergentni integrdl, limitni prechody).
Vzajemné vztahy (kdy se shoduji, priklady, které je odlisuji).

Spektrum linearnich operatorta v Hilbertovych prostorech konecné a nekonecné
dimenze. Definice resolventni mnoziny a spektra. Typy spektra. Resolventa
operdtoru v A. Vlastnosti. Spektrum operdtori v konecné dimenzi. Spek-
trum kompaktnich, samoadjungovanich a samoadjungovanych kompatnich op-
erdtori.

Hilbertovy prostory. Definice (prostor se skaldrnim soucinem, ktery je vici
normé generované skaldrnim soucinem uplny). Priklady. Dudl a jeho zto-
tozneni s puvodnim prostorem. Reflexivita. Silnd a slabd konvergence a jejich
vlastnosti.



2. Zaklady klasické mechaniky a termodynamiky

Mechanika hmotného bodu a soustav hmotnych bodu (Newtonovy zékony, varia¢ni formu-
lace, Lagrangeovy rovnice, Hamiltonovy rovnice), kinematika a dynamika tuhého télesa,
kinematika a dynamika spojitého prostiedi (tenzor malych deformaci, Cauchyho tenzor
napéti, Reynoldsova véta o transportu, bilan¢ni rovnice, Eulerovy a Navierovy-Stokesovy
rovnice, rovnice linearizované pruznosti). Klasickd rovnovazné termodynamika (teplo,
teplota, prvni a druhy zédkon termodynamiky, termodynamické potencialy, stavova rovnice,
idedlni plyn).

PODROBNOSTI

e Mechanika hmotného bodu a soustav hmotnych bodi — Newtonovy zakony, in-
ercidlni/neinercialni vztazna soustava, zdanlivé sily (Coriolisova sila, Eulerova
sila, odsttediva sila) — véetné odvozeni, vazby, zobecnéné souradnice a prechod
k Fulerovym-Lagrangeovym rovnicim — véetné odvozeni, Lagrangeova funkce
— umét napsat Lagrangeovu funci pro jednoduché soustavy, varia¢ni prin-
cipy — odvozeni Eulerovych—Lagrangeovych rovnic z funkcionalu akce, zobec-
néna hybnost, Legendreova transformace a prechod od Lagrangeovy funkce k
Hamiltonové funkci, Hamiltonovy pohybové rovnice.

e Kinematika a dynamika tuhého télesa — zavedeni tenzoru setrvacnosti, vektor
uhlové rychlosti, formulace v inercialni vztazné soustavé a v soustaveé rotujici
s télesem, Eulerovy rovnice, popis rotace v R* pomoci matic.

e Kinematika a dynamika spojitého prostiredi — pojem spojitého prostiedi, de-
formace, deformacni gradient, Eulertiv a Lagrangetiv popis — vyajsnit si ze-
jména rychlostni pole, Reynoldsova véta o transportu — véetné odvozeni, pojem
Cauchyho tenzoru napéti, formulace bilan¢énich rovnic (hmota, hybnost, en-
ergie) v Eulerové popisu, rovnice linearizované pruznosti — popis stlaciteného a
nestlacitelného izotropniho elastického materialu, Laméovy parametry, Younguv
modul a Poissoniv pomér — ramcova predstava o experimentech k méfeni
téchto konstant. Stlacitelné a nestlacitelné Navier—Stokesovy rovnice.

e Klasicka rovnovazna termodynamika — koncepce toku tepla, teplo, mechanicky
ekvivalent tepla — Jouleliv experiment, zavedeni teploty — empiricka teplota,
absolutni (termodynamicka) teplota, prvni zdkon termodynamiky, motivace
k zavedeni entropie, druhy zakon termodynamiky, pfechod od vnitini energie
k dal$im termodynamickym potencidlim (Helmholtz, Gibbs, entalpie), umét
napsat stavovou rovnici idedlniho plynu a umét ukazat jak ji lze odvodit z
experimentalnich dat (inzenyrské stavova rovnice, Jouletuv-Thomsontuv exper-
iment). Mérné teplo pri konstantnim objemu a mérné teplo pii konstantnim
tlaku a jejich vypocet derivovanim termodynamickych potenciali.



3. Numericka analyza a rovnice matematické fyziky

Aproximace funkei, numericka integrace, numerické reseni nelinedrnich algebraickych rovnic,
numerické feSeni obycejnych diferencialnich rovnic, pfimé a itera¢ni metody feSeni linedrnich
algebraickych rovnic, LU a QR rozklady a jejich stabilita, problém nejmensich ¢tverci,
Schurova véta, metody pro feseni c¢astecného problému vlastnich ¢isel. Klasicka teorie
linearnich parcidlnich diferencialnich rovnic a jejich numerického feseni, metoda charak-
teristik pro transportni rovnici, rovnice vedeni tepla, vinova rovnice, Poissonova rovnice,
princip maxima pro eliptické a parabolické rovnice druhého fddu, metoda konecnych difer-
enci, stabilita, konvergence.

PODROBNOSTI

e Lagrangeova interpolace, definice a konstrukce interpola¢niho polynomu. Odhad
chyby Lagrangeovy interpolace. Linearni a kubicky spline, definice a kon-
strukce.

e Numerické feseni nelinearnich algebraickych rovnic, Newtonova metoda, metoda
seCen. Rad konvergence. Véta o lokalni konvergenci Newtonovy metody. Sous-
tavy nelinearnich rovnic.

e Numericka kvadratura, tad metody. Newton-Cotesovy a Gaussovy kvadraturni
vzorce. Volba uzli Gaussovy kvadratury. Odhad chyby. Slozené kvadraturni
vzorce.

e Numerické feseni ODR. Jednokrokové metody. Konzistence a fad metody,
lokélni diskretizacni chyba a odhad globalni chyby. Eulerova a Runge-Kuttovy
metody. Vicekrokové explicitni a implicitni metody, rad a stabilita metody.

e Schurova véta a jeji dusledy pro normélni a unitarni matice (diagonalizovatel-
nost, ortogonalita vlastnich vektort).

e Vypocet maticovych rozkladi (LU rozklad bez pivotace a s pivotaci, Choleského
rozklad, QR rozklad) — algoritmy, vypocetni naklady, stabilita.

e Reseni soustav linedrnich rovnic pomoci pifmych metod (Gaussova eliminace
a jeji varianty, QR rozklad) a iteracnich metod (stacionarni metody, metoda
CG a GMRES).

e Problém vlastnich ¢isel — mocninna, Arnoldiho a LanczoSova metoda.

e Problém nejmensich ¢tvercii — existence a jednoznacnost feseni, metody vypoctu
(QR a SVD rozklad, normalni rovnice).

e Metoda charakteristik pro transportni rovnici — linearni transportni rovnice a
resitelnost pocatecni ulohy.

e VInova rovnice - Cauchyho tloha v jedné dimenzi, feseni a dtisledky D’ Alembertova
vzorecku a rozdily, které nastanou ve dvou a tfech dimenzich (porovnéni s
Kirchhoffovym a Poissonovym vzorcem).



Rovnice vedeni tepla - formulace Cauchyho a pocateéni a okrajové tlohy v
omezené oblasti. Zakladni vlastnosti klasického Teseni.

Bilance energie pro klasické feseni pocatecni a okrajové tilohy vinové a tepelné
s nulovou pravou stranou a homogennimi okrajovymi podminkami Dirichletova
¢i Neumannova typu. Jednoznacnost klasického reseni nehomogenni tlohy.

Véta o pruméru a jeji dusledky pro harmonické funkce s dikazem (slaby a
silny princip maxima, slaby a silny princip minima, hladkost /regularita fesent,
Liouvilleova véta).

Metoda konec¢nych diferenci pro transportni rovnici. Centralni diference, up-
wind schémata. Chyba diskretizace. Stabilita, von Neumannova analyza sta-
bility.

Pifklady otdzek

e Newtonova metoda: Odvozeni Newtonovy metody. Veta o lokdlni konvergenci
Newtonovy metody a jeji 7ad (okomentovat predpoklady véty a jejich vyznam,).
Globdlni chovani Newtonovy metody. Modifikace Newtonovy metody (zejména
metoda secen). Newtonova metoda pro soustavy nelinedrnich rovnic.

QR rozklad a jeho vyuziti pro numerické vypocty: Definice QR rozkladu a jeho
ekonomické varianty, vztah k ortonormdini bazi oboru hodnot matice. Vijpocet
pomoci Givensovych rotaci a Householderovich reflexi. VyuZiti QR pro resent
soustavy rovnic s requldrni matici a linedrni aproximacni ilohy. Diskuse zpetné
stability a vipocetnich ndkladi.

Soustavy linedrnich rovnic se symetrickou matici: Reseni pomoci Choleského
rozkladu — existence, algoritmus a jeho zpétnd stabilita, zaplnéni pri prici s
ridkymi maticemi, radkovd pivotace. Iteracni metoda sdruZenych gradienti —
predpoklady, vlastnosti (optimalita), algoritmus, konvergence v konecné arit-
metice, odhady chyby, idea predpodminéni.

Transportni rovnici: Metoda charakteristik pro linedrni rovnic s konstantnimz
koeficienty. Metoda konecnyjch diferenci: Odvodte upwind schéma pro linedrni
transportni rovnici. Odvodte diskretizacni chybu tohoto schématu. Provedte
von Neumannovu analyzu stability.



