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Rovnovéaha soustavy hmotnych bodd, princip virtualni prace

V této kapitole nepljde o pohyb, ale o statické situace, o to, kdy je soustava hmotnych bodu
v rovnovaze. Jak uZ jsme naznacili v ivodu, budeme se snaZit vyjadiovat véci pokud moZno pomoci
skalarnich veli¢in — zde konkrétné pomoci prace'. Za¢neme tou nejjednodussi situaci: jednim
hmotnym bodem.

Jeden hmotny bod v rovnovaze

Predpokladejme, Ze hmotny bod je v klidu. Pak je v rovnovaze praveé tehdy, jestlize celkova sila F na
néj pUsobici je nulova:
F=0. (1.1)

Tuto podminku vyjadiime pomoci skalarni veli¢iny. Pfedstavme si, Ze se hmotny bod posune o o7 .
Kdyz vztah (1.1) skalarné vynasobime Sr , dostaneme

F.-5F=0. (1.2)

Clen na levé strang, F-OF, je prace sily F pfi posunuti 87 .
Posunuti Or fakticky ani nemusi byt skute¢né. Vztah (2) ndm jenom tika, jaka by byla prace, F
kdybychom hmotny bod nepatrné posunuli. Mluvime proto o virtualnim posunuti a praci ST
F-o7 nazyvame virtudlni prace. Posunuti or pfitom bereme jako velmi malé — presnéji
fe¢eno ,nekoneéné malé”, tedy infinitesimalni.?
Vztah (1.2) fika, Ze kdyz je hmotny bod v rovnovaze, je virtualni prace sil na bod pUsobicich rovna
nule. A to pfi libovolném virtuainim posunuti or .
TotéZ plati i obracené: Je-li F-6r=0 pro libovolné 67, musi byt F=0 a tedy hmotny bod je
v rovnovaze. Proc je tomu tak? RozepiSeme-li skalarni soucin do sloZek, dostaneme

0=F-6F =F,-5x+F,-Sy+F,-5z (1.3)
Posunuti 6r mulZe byt libovolné. Zvolme naptiklad 6y =0, 6z=0, tedy é'F:(é'x,0,0), kde
pfedpokladame, ze 5x#0.Z (1.3) pak je 0=F, -0x = F_=0.Podobné dokaZeme nulovost F,a E.

Celkové tedy plati, Ze

Hmotny bod je v rovnovéze < F-S87 =0 pro libovolna &7 .

Cili:
Hmotny bod je v rovnovaze pravé tehdy, kdyz virtualni prace sil na néj pusobicich
pfi libovolnych virtualnich posunutich je rovna nule.

Naprosto stejné mlZeme postupovat i v pfipadé soustavy hmotnych bodd.

! P¥j &teni této kapitoly budete mit nejspis pocit, Ze véci zcela jednoduché zacindme zaplétat a vyjadiovat
hrozné komplikované. Ale vydrzte, vysledky nakonec budou zajimavé a uzitecné.

> Obrazek vpravo od textu slouZi jen jako ilustrace; nulovy vektor F a infinitesimalni vektor 57 nenakreslime.
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Soustava hmotnych bodl v rovnovaze

Soustava N hmotnych bodU je v rovnovaze, jestlize je v rovnovaze kazdy jeji bod,

tedy je v klidu a sila na néj plsobici je nulova: F, =0,i=1,...,N. F o q Y&
3 —
Pokud si predstavime, Ze i-ty hmotny bod posuneme o Jr, (viz ilustracni 57 L2 F,
3

8rz¢\

N
pUsobicich sil rovna ZE -Or, . Podobné jako v pfipadé jednoho hmotného bodu, mluvime i zde o
i=1

obrazek, kde ovsem posunuti nekreslime nekonecné mald), je celkova prace

virtualni praci sil plsobicich na soustavu. Je-li soustava v rovnovaze, jsou vsechny sily nulové, takze
celkova virtualni prace je nulova:

N —
D F .67 =0. (1.4)

i=1

Plati to i obracené: Jestlize plati (1.4) pro libovolnd virtudIni posunuti or; , jsou viechny sily nulové

a soustava je v rovnovaze. Toto bychom dokazali naprosto stejné jako vyse v ptipadé jednoho bodu:

Nejprve bychom vzali vSechna virtudlni posunuti nulova, aZ na or, :(5X,0,0). Ze (1.4) pak plyne, Ze
F,, =0. Podobné dokdZeme nulovost Fly a F, , pak F, , .. Celkové tedy plati tvrzeni, jemuZ se fika

princip virtualni prace:

N
Soustava hmotnych bod( je v rovnovaze < ZE -or, =0 pro libovolna o7 .
i=1

Cili:
Soustava hmotnych bodi je v rovnovaze pravé tehdy, kdyz virtualni prace sil
na soustavu pusobicich pf¥i libovolnych virtualnich posunutich je rovna nule.

Zatim to stdle vypada, Ze jsme jen jednoduchou véc (nulovost sil) vyjadftili slozité. Zajimavéjsi to zacne
byt, pokud je pohyb hmotnych bodi omezen vazbami.

Vazby
Vazby jsou podminky omezujici pohyb®.

Pfikladem muze byt kulicka poloZzena na desce stolu: mizeme ji posouvat po
stole, zvednout, ale nemizZeme ji zatla¢it do stolu. Vazbu vtomto pfipadé 0
muZeme vyjadfit nerovnosti z >0, kde z je soufadnice kolma na desku stolu.

Jinym prikladem je matematické kyvadlo. (Zavés délky I pfitom bereme jako
tuhou tycku, kterd se nem(zZe prodlouZit ani zkratit.) Vazbu v daném pfipadé
mbZeme vyjadFit rovnosti x*+ y*=I*. (Dokreslete si do obrazku pfislusny
pravouhly trojuhelnik, abyste jasné vidéli, jak dana rovnost plyne z Pythagorovy

véty.)

Vazbou mze byt také napriklad tuha tycka spojujici dva hmotné body apod. -

Ted' trochu ndzvoslovi, aneb jak rozdélujeme vazby. Jednak na jednostranné a

Y podobném smysly pouzivdme tento termin i v bézném Zivoté: kdyz je nékdo ve vazbé, je jeho pohyb také
omezen.
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oboustranné. Prikladem jednostranné vazby byla pravé kulicka na desce stolu, prikladem
oboustranné vazby matematické kyvadlo. Dalsi rozdéleni zahrnuje cizokrajné znéjici slova — vazby
délime na:

e Holonomni —ty jsou vzdy vyjadfitelné algebraickymi vztahy (rovnostmi) obsahujicimi
souFadnice. Pfikladem je matematické kyvadlo popsané vyse, vztahem je x° + y* =I*. Témto
vztahdim fikdme vazbové podminky®*.

Holonomni vazby se dale déli na:
o  skleronomni® — tyto vazby nezavisi na ¢ase (napt. délka zavésu kyvadla je konstantni) a

o reonomni® - zavisi na ¢ase (napt. hmotny bod vazany na rovinu, ktera se otaci).

e Neholonomni neboli anholonomni. Nejsou vyjadFitelné rovnostmi obsahujicimi soufadnice’.

Podstatné je ptripomenout jednu duleZitou skutecnost: vazby jsou idealizace. Ve skutecnosti, kdyz
poloZzime kuli¢ku na stll, tak se stll nepatrné prohne. V matematickém kyvadle plsobi hmotny bod
na zaveés silou, zavés se v dlsledku toho o malicko prodlouZi. KdyZ se na dané omezeni pohybu
divame jako na vazby, tak tyto deformace zanedbavame. Je to idealizace (tedy abstrakce), ale velmi
uzitecna.

Vazbové sily

Co udrzi kulicku, Ze nepropadne deskou stolu, i kdy?Z ji gravitace tahne dold? Stll zjevné pUsobi na
kulicku silou. Podobné zavés plsobi silou na zavésené zavazi. Témto silam fikdme vazbové sily. Jejich
velkost je pravé takova, Ze kulicka zlstane na stole, Ze zavaZi kyvadla ma od bodu zavésu stale
délku L

Jaky je smér vazbovych sil? MlZe napfiklad na kulicku na desce stolu pusobit

9

sila Sikmo nahoru, jak to ukazuje obrazek? Kdyby tomu tak bylo, pak by slozka .

T

sily rovnobézna s deskou stolu (na obrdzku vyznacend cervené), kulicku podél

desky stolu urychlovala. Néco takového ovsem vazbova sila nedéla!

Vazbova sila F™tedy musi byt kolma na desku stolu. Obecné fikame, e
vazbova sila je kolma na vazbovou plochu.?

Prace vazbovych sil

Kulicka se po desce stolu mlze pohybovat do rlznych smér(; vazbova sila je vicéi vSem témto
smértim kolma. Z tohoto pfikladu miZeme usoudit, Ze prace vazbovych sil je nulova. To je pravda i
v obecném pripadég, jen tento vysledek musime vyjadrit trochu pfesnéji.

4 Pojem vazbova podminka je obecnéjsi a vztahuje se i na vazby, které nejsou holonomni. My jej vsak prakticky
vzdy budeme uZivat jen v pfipadé holonomnich vazeb.

> Tyto vazby bychom tedy mohli oznacit za tuhé. PomUckou, jak si dany termin pamatovat, nam muze byt
sklerdza. To, Ze maji obé slova stejny kofen, neni ndhoda — pfi skleréze kornatéji, tedy tuhnou, stény cév.

® Také se piSe s pismenem h jako rheonomni.

’ Takto sloZité pripady tady nebudeme uvaZzovat. V nasledujicim textu budeme vazby vzdy uvazovat jako
holonomni (diky tomu pljde o vazby oboustranné) a ve vétsiné pfipadl za skleronomni. (Zcela jisté tak tomu
bude v této kapitole, kdy jde o rovnovahu, tedy o statické situace.)

8 Napriklad v pripadé matematického kyvadla je vazbovou plochou kruznice. Pokud vam pfijde divné, ze
vazbovou plochou je v tomto pfipadé kiivka, je to proto, Ze pohyb kyvadla jsme od zacatku uvazovali jen

v jedné roviné. Chcete-li postupovat , pofadnéji” a vyjit ze tfirozmérného pfipadu, miZete fici, Ze vazbovou
plochou je sféra x* + y* + z* = |*, druhou vazbovou plochou je rovina z=0.
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Zajima nas virtualni prace, tedy prace sil pfi virtualnich posunutich. JelikoZ tato posunuti chapeme
opravdu jako virtudlni (nikoli redlna), mohli bychom si predstavit tfeba i posunuti kulicky dovnitt
desky stolu. To by oviem narusilo vazbu (v nasem pfipadé by uz pro kulicku neplatilo z>0). Proto se
omezime na posunuti sluéitelna s vazbami’®.

Navic napfiklad v pfipadé kulicky na stole zjevné existuji posunuti (mifici Sikmo .

nahoru, viz obrazek), pro néz skalarni soucin FY.57>0. Proto se zavadi F 57
pojem vratna virtudlni posunuti slucitelnd s vazbami. Jde o takova posunuti

Or , ze opacné posunuti, tj. —Or je také slucitelné s vazbami. Posunuti vedouci $ikmo nahoru (nebo
pfimo ve sméru vazbové sily) toto nespliiuji — opacné posunuti by kulicku zatlaéovalo do stolu™,
takZe by nebylo slucitelné s vazbou. Jako vratnd virtudlni posunuti slucitelnd s vazbami tedy zbyvaji

posunuti po desce stolu (tedy ta, ktera jsou na obrazku znacena zelené).
Podobné pfiklady mlizeme zobecnit a konstatovat, ze

virtualni prace vazbovych sil pfi vratnych virtualnich posunutich slucitelnych s vazbami
je rovna nule."

Zobecnény princip virtualni prace

Z ¢eho se sklada silaﬁ; pUsobici na i—ty hmotny bod? Jednak ze sil, kterymi na néj pUsobi ostatni
body™ a vnéjsi silova pole™. Takovymto silam fikame aktivni'®, znacit je budeme F;(a). A dale
z vazbovych sil ﬁ}("). Je tedy:

F=F®4FW (1.5)

Podle principu virtualni prace je soustava bodU v rovnovaze pravé kdyz celkova virtualni prace vsech

sil je nulova (viz (1.4)):
N

2

i=1

T

or.=0.

3l

Dosadime-li sem (1.5), dostavame (pro pfipad vratnych virtudlnich posunuti slucitelnych s vazbami):
N _ N _ N _ N _ N _
0= F -0 = Y (FW+FY)-6F = Y F®- 6 + Y F-6F = ) F®- 67, (1.6)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

kde jsme jiz vyuzili toho, Ze virtualni prace vazbovych sil je nulova.

Vysledek (1.6) jiz pfedstavuje zobecnény princip virtualni prace:

9 ;v . s _o . . ,
To znameng3, Ze i po posunuti zGstane platit vazbova podminka.

10 Opacné posunuti provadime z vychozi polohy kulicky poloZzené na stole, tedy ne tak, Ze bychom kulicku
posunulio Sr a pak zase zpatky.

v ugebnicich se nékdy na zakladé priklad( konstatuje, Ze pro virtualni posunuti sluditelnd s vazbami (ne nutné
vratna) plati F). 57 > 0. Toto se nékdy chépe jako nezévisly axiom, resp. obecna vlastnost vazbovych sil.

Pro vratnd posunuti musi totéZ platit i pro opaéna posunuti, tj. ]3(”).(_5F)20, ¢ili FM. 57 <0. Kombinaci obou
nerovnosti pak uz okamzité dostavame pro virtualni praci vazbovych sil F). 57 =0.
2 Tteba prostfednictvim pruzinek, gravita¢niho pfitahovani, elektrostatické interakce apod.
B Napfiklad kdyz jsou hmotné body v gravita¢nim poli Zemé nebo v pfipadé, kdy by nabité hmotné body byly
tfeba v elektrostatickém poli deskového kondenzatoru.
14 vros Iy g evav 2 s

Pouziva se téZ nazev vtisténé sily.
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N —
Soustava hmotnych bodl P F;.[a)-5rl_ =0 pro libovolnd or;
s vazbami je v rovnovaze i=1
vratna, slucitelna s vazbami.

Cili:
Soustava hmotnych bodi s vazbami je v rovnovaze pravé tehdy, kdyz virtualni prace
aktivnich sil pasobicich na soustavu pfi libovolnych vratnych virtualnich posunutich
slucitelnych s vazbami je rovna nule.

Podstatné je, Ze se nyni vibec nemusime starat o vazbové sily! V zobecnéném principu virtualni
prace vystupuiji jen sily aktivni®.

Jak to funguje a k ¢emu je to dobré ukazi nasledujici priklady.

Priklady

Priklad 1: rovnovaha matematického kyvadla

Pro prvni priklad zvolime jeden z nejjednodussich systému, u néhoz predem
zname vysledek: matematické kyvadlo v homogennim gravitacnim poli.

Soufadnice x a y zvolime tak, jak to ukazuje obrazek vpravo. Vazbova
podminka vyjadfuje, Ze zavés kyvadla ma konstantni délku:

x>+ y* =1 =Kkonst. (1.7) ) = A

Jak ztéto podminky spocitat smér virtualniho posunuti O6r ? Virtudlni F®=mg
posunuti povazujeme za nekonecné mala, proto s nimi miZeme pracovat

jako s diferencidly. Totalni diferencial (1.7) da

2xdx+2ydy=d(l*)=0, (1.8)

pravé proto, Ze prava strana (1.7) je konstantni. Vydélime-li (1.8) dvéma a misto diferenciald piSeme

slozky 5F=(5x,5y), dostaneme vyslednou podminku x6x+ y oy =0. Odtud

X
Soy=——05x. (1.9)
7 y

Gravitacni sila (jedind aktivni sila v dané situaci) ma slozky ﬁ(a)z(O, mg). Podle zobecnéného

principu virtualni prace® je matematické kyvadlo v rovnovéze pravé tehdy, kdy?

0=F9.6F =0-6x+mg-5y = -9 .x.5x. (1.10)
y

a to pro libovolné 6x (tedy obecné pro ox #0). To Ize splnit jediné tak, Ze x=0.

 pozor: Na rozdil od principu virtualni prace pro soustavy bodl bez vazeb ze zobecnéného principu virtualni
prace neplyne, ze by sily v ném vystupuijici (tedy aktivni sily) byly nulové. V rovnovaze plati, Ze vazbové sily se
nastavi tak, aby vzdy pravé vyrovnaly sily aktivni; nulovy je soucet aktivnich a vazbovych sil na kazdy bod.

' posunuti (1.9) jsou vratna a slucitelna s vazbami.
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Odvodili jsme tedy, 7e matematické kyvadlo je v rovnovaze pro x =0, tedy kdyz visi svisle dola".

K vysledku mizeme doplnit dvé poznamky:
1) Vidime, Ze pro vypocet jsme opravdu nepotiebovali vazbové sily, tedy silu zavésu.

2) Vysledek x =0 odpovida i pfipadu, kdy by kyvadlo stdlo svisle nahoru! (Zavés bereme jako tuhy,
tedy jako tycku, ne jako nit nebo provazek.) Poloha kyvadla svisle nahoru je také rovnovazinou
polohou, ale polohou /abilni. Vidime tedy, Ze zobecnény princip virtualni prace nerozliSuje stabilni
a labilni rovnovainou polohu.

Priklad 2: matematické kyvadlo ovlivnéné elektrickym polem

Uvazujme jeSté jeden priklad: matematické kyvadlo, na néz kromé
gravitacniho pole plsobi i homogenni elektrické pole. Hmotny bod
matematického kyvadla ma ndboj g, intenzitu elektrického pole budeme l

pro jednoduchost brat vodorovnou, tj. E‘z(E,O). Aktivni sila pUsobici na

hmotny bod je tedy F® = (qE,mg) . .

Pro zépis zobecnéného principu virtualni prace bychom mohli vyuzit vztahu
(1.9) svazujiciho slozky virtualniho posunuti 6x a 8y. UkaZzeme si vsak jesté

jinou moznost, jak slozky posunuti odvodit. Z obrazku je zfejmé, Ze pro
kartézské souradnice x a y plati
x=Isina

(1.11)

y=Ilcosa

Uhel a jednoznaéné uréuje polohu hmotného bodu, mGzeme ho tedy chapat jako soufadnici, byt ne
kartézskou'®. Je piikladem toho, ¢emu fikime zobecnéné souradnice; v nasledujicich kapitolach je
budeme pouZivat velmi ¢asto. PFirlistky soufadnic vypoéteme z (1.11) pomoci derivaci®:
d(I'sina)
ox=———~0a=Icos(a)da
da

(1.12)
d(I cosa)

da

Po dosazeni do zobecnéného principu virtudlni prace dostavame

oy= oa =-lsin(a) oa

0=F®.6F =qE-Sx+mg-Sy=qE -1cos(a) da —mg-1sin(a) da =

=1-(qE-cosa —mg-sina )-Sa .

Toto musi platit pro libovolné 8a, takze

sina E
a = :—q .
cosa mg

Ze sméru sily na obrazku mizeme ovéfit, Ze toto je spravny vysledek.

14

v Samozfejmé muizZeme ironicky zvolat ,To je tedy objevny vysledek!” Ovsem jiZz predem jsme upozorriovali, Ze
princip virtualniho prace zde ilustrujeme na velmi jednoduchém prikladé, kde predem zname vysledek.

¥V nagem pfipadé jde o jednu z polarnich souradnic.

1 PFirGistky soufadnic (tedy slozky virtualniho posunuti) bereme jako infinitesimalni, tj. ,nekonecné malé“.
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