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Lagrangeovy rovnice druhého druhu

V této kapitole jiz plijde o dynamiku, tedy o pohyb soustavy hmotnych bodd. Témér ve vsech
zajimavych pripadech bude jejich pohyb omezen vazbami; nadale budeme uvaZovat pouze vazby
holonomni. Od kartézskych soufadnic hmotnych bod( prejdeme kzobecnénym soufadnicim®a
odvodime rovnice, které budou velmi uZiteéné jak pro feseni prikladl, tak v dalSich kapitolach.
Vychozim bodem nam bude princip, ktery je analogii zobecnéného principu virtualni prace.

D’Alemberttiv princip

V predchozi kapitole jsme se seznamili s principem virtualni prace. Ten je vSak pouZitelny jen
v pfipadé rovnovahy, kdy sila na kazdy hmotny bod je rovna nule. V ptipadé, kdy se hmotné body
pohybuiji, je ale sila obecné nenulovd. Vime, Ze souvisi se zrychlenim podle 2. Newtonova zakona:

!

My oy = Fom - (2.1)

Zde index n ¢isluje hmotné body, n =1, ... N, kde N je po¢et hmotnych bod.

Existuje ale trik, ktery nam umozZni pouzit to, co jsme zvladli v prvni kapitole, tedy virtudlni posunuti a
virtudlni praci. Ve vztazich (2.1) ptevedeme vse na jednu stranu:

F

"M =0 (2.2)

Vyraz na levé strané (2.2) ma rozmér sily, mizeme ho tedy cely chapat jako silu. PouZiva se pro néj
nazev ztracend sila®. Podstatné je, 7e tyto ztracené sily se pro kazdy hmotny bod rovnaji nule. Lze na
né tedy aplikovat stejny postup, jako jsme v kap. 1 aplikovali na normalni sily: Vztah (2.2) pro kazdé n
vynasobime virtualnim posunutim 5?(”] a seCteme pro viechnanod 1do N:

N .

Z(F(n)_m(n) ’7(n))'5’7(n) =0. (2.3)

n=1

Sila na kazdy bod se sklada ze sily aktivni a vazbové, ﬁm = IEESH 13'(,5]” .* Podobné jako ve statickém

pfipadé popsaném v predchozi kapitole je virtudlni prace vazbovych sil rovna nule:
N
ZFE,E‘]')ﬁF(") = 0.%> Vazbové sily tedy z (2.3) vypadnou a mdZeme fici, 7e za pohybu soustavy
n=1

hmotnych bodu plati:

M=

7 (2) 2\ en _
(F(n) — Mg, ’in))'5’1n) =0. (2.4)

1l
[uN

n

! Jak holonomni vazby, tak zobecnéné souradnice jsme jiz potkali v kap. 1.

’Index n piseme do zavorek, abychom zde odlisili ¢islovani jednotlivych bodi od Cislovani souradnic, které
zavedeme nize a které budeme pouzivat velmi ¢asto — Cislovani souradnic bude bez zdvorek.

* Snad proto, ze tato ,sila” je za pohybu rovna nule, jakoby se tedy jeji hodnota ,ztratila®. Nékdy se také
muzeme setkat s ndzvem ,efektivni sila“.

* Do sily F“(S‘) pfitom zahrnujeme vSechny aktivni sily plisobici na dany bod (napf. sily od vSech ostatnich bodu),

do sily ]5(5)” véechny vazbové sily plisobici na tento bod.

5 . v, v e v . P , v, P . ’ v .
Omezujeme se pfitom samoziejmé jen na virtualni posunuti slucitelnd s vazbami. Diky tomu, Ze jde o vazby

holonomni, jde o posunuti vratna. Poznamka ,,pro Stouraly”: V pfipadé reonomnich vazeb je dileZitd jesté

jedna véc. Virtualni posunuti bereme tak, Ze se odehravaji okamzité, tedy Ze se na né nespotrebuje Zzadny Cas.
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Tento vysledek se nazyva d’Alemberttv® princip. Struéné bychom ho mohli vyslovit tak, Ze:

Soustava hmotnych bodu se pohybuje tak, Ze virtualni prace ztracenych sil
pfi libovolnych vratnych virtualnich posunutich slucitelnych s vazbami je nulova.

PFitom vazby omezujici pohyb povazujeme za holonomni a do ztracenych sil nezapocitdvame vazbové
sily. Matematicky je d’Alembertlv princip dan vztahem (2.4), Cili

N
Soustava hmotnych bodd (*(a)_ = ) T
nothy . 2 Eoy =My Ty ) 01y = 0
s holonomnimi vazbami se n=1
pohybuje pravé tak, Ze: pro libovolna 5?(") slucitelna s vazbami.”

Pomoci d’Alembertova principu bychom mohli fesit i nékteré priklady. Pro nas vsak bude dulezZity
hlavné proto, Ze z néj odvodime Lagrangeovy rovnice druhého druhu. Nejprve si oviem vhodné
ocCislujeme souradnice a dalsi veli¢iny, aby se nam s nimi dobfe a jednotné pracovalo.

Konfiguracni prostor

V dalsim odvozovani prejdeme od vektort k soufadnicim. Pfitom bude uZitecné odislovat si vsechny
souradnice ,,plynule vpred”, tedy nasledujicim zplsobem:
Fy = (%1%, %;)
Fyy = (%4 X5, %)
3 :(x7,x8,x9) (2.5)

i

fvy = (X3N—2 1y X3n_1: X3y )
Naprosto stejné ocislujeme slozky sil®:
Fy :(Fl'Fz'Fs)

2):(F4’F5'F6) (2.6)

T

Podobné znaceni zavedeme i pro hmotnosti bod:

my,=m,=m,=m,
My =M, =Mg =M, (2.7)
My =Myy_, =My =My

Na prvni pohled to mlze plsobit ,neekonomicky” zavadét pro hmotnost jednoho bodu tfi rizné
symboly, ale umoZni ndm to zapsat napfiklad druhy Newton(v zakon velmi jednoduse pro vsechny
soufadnice:

mX,=F, i=1,...,3N. (2.8)

6 Vyslovujeme [dalambérv].

” Protoze vazby jsou holonomni, jsou libovolna virtualni posunuti slucitelna s vazbami vratna, proto zde uz
vratnost virtualnich posunuti uz explicite nezdlraziiujeme.

8 Stejné Cislovani budeme pouzivat pro slozky aktivnich a vazbovych sil.
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Formalné mlzZeme fici, Ze polohy N hmotnych bod( popisujeme jedinym 3N-rozmérnym vektorem:
(xl,xz,x3,x4,...,x3N) (2.9)

Toto mdZeme chapat jako polohu jediného bodu ve 3N-rozmérném prostoru®. Tomuto prostoru se
tika konfiguraéni prostor™.

Konfiguracni prostor samozifejmé v pfirodé redlné neexistuje, je to matematicka abstrakce. Pohyb
soustavy hmotnych bodl prosté formalné vyjadiujeme jako pohyb jednoho bodu v 3N-rozmérném
konfigurac¢nim prostoru. Pokud vam toto vyjadiovani pripada pfrilis nepfirozené, berte to prosté tak,
Zze mame 3N souradnic, které se méni s casem:

xizxi(t), i=1,...,3N. (2.10)

Jak pomoci souradnic konfiguraéniho prostoru zapsat d’Alembertiv princip, tedy vztah (2.4), ktery
plati p¥i pohybu soustavy hmotnych bod(? Jednoduge™:

iv:(ﬁ(a)—mik'i)ﬁxi =0. (2.11)

i=1

Zobecnéné souradnice

Se zobecnénymi soufadnicemi jsme se jiz potkali v pfikladu v kapitole 1.
Napriklad polohu matematického kyvadla jednoznacné vyjadfime pomoci
jediné soufadnice ¢, viz obrazek. Zname-li hodnotu ¢, jsou kartézské

soufadnice dény vztahy™

x=1I-singp
y=I-cosp (2.12)
z=0

Dalsim prikladem muze byt pohyb hmotného bodu na naklonéné roviné.
Vtomto pripadé maze byt rozumné méfit polohu bodu méritkem

natazenym podél naklonéné roviny; prislusnou souradnici oznacime treba &,
viz obrazek vlevo. Kartézské souradnice jsou opét hodnotou ¢ jednoznacné
dany®:

x=¢-cosa (2.13)
y=-&-sina '

Vidime, Ze zobecnéné souradnice volime tak, abychom respektovali vazby. Hodnoty kartézskych
souradnic nemohou byt libovolné, jsou omezeny vazbami. (Bod naptiklad nemize byt ,zatlacen” do
naklonéné roviny.) Zobecnéné souradnice naproti tomu mohou mit libovolné hodnoty. (¢ v nasem

° Jde pritom o fiktivni bod, nikoli o jeden z hmotnych bodU soustavy. Také nam muZe pfipadat trochu zvlastni,
Ze tomuto bodu pfrislusi fada rtiznych hmotnosti (2.7). Ale jde o formalni vyjadfovani, a da se na néj zvyknout.

10 Konfiguraci soustavy hmotnych bod, tedy polohy vSech hmotnych bodi v ,nasem” tfirozmérném prostoru
popisujeme polohou jednoho (fiktivniho) bodu v konfigura¢nim prostoru.

n Slozky virtualniho posunuti 8x; Cislujeme stejné jako slozky polohovych vektorl v (2.5)
12 Kyvadlo kyve v roviné z =0. Misto soufadnic x1, X2, x3 zde prosté piSeme x, y, z.
" sklon naklon&né roviny je konstantni, & = konst. Hodnotu z zde nepideme, mlze byt napt. z=0.
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prikladu mulzZe byt libovolné.) Zobecnénych souradnic je ovsem méné neZz 3N — je jich pravé tolik,
kolik je stupiiGi volnosti soustavy™

Zobecnéné souradnice budeme oznacovat symboly q; index j md hodnoty od 1 do poctu stupnid

volnosti r. *° Kartézské soufadnice jsou jednoznaéné uréeny hodnotami zobecnénych soufadnic a
casu:
X, =x,(q,,q,,-- ,qr,t), i=1,...,3N.". (2.14)

Konkrétnimi priklady téchto vztah( (pro jeden stuperi volnosti, tedy r=1) byly (2.12) a (2.13)."
Zapis (2.14) je ale trochu zdlouhavy, takZe ¢asto piSeme jen

xi=xi(qj,t), i=1,...,3N, j=1,...r

pripadné ani explicite nepiSeme rozsahy indext, pokud jsme dohodnuti, Zze i ,béZi“ od 1 do 3N
ajodldor:

xi:xi(qj(t), t) (2.15)

Zobecnéné rychlosti (a nékolik pomocnych vztahti)

dx,
Z tvodniho kurzu mechaniky jsme zvykli pracovat s kartézskymi slozkami rychlosti v, = x, —i 18

dt
Ty vystihuji, jak rychle se scasem méni soufadnice x,. Podobné casové derivace soufadnic q;

dq. .
q}. = % vyjadruji rychlost zmény zobecnénych souradnic s ¢asem. Rikdme jim zobecnéné rychlosti.
t

Kartézské slozky rychlosti Ize vyjadrit pomoci zobecnénych rychlosti. Zderivujeme-li (2.15) podle ¢asu
a pouZijeme pravidla o derivaci sloZzené funkce vice proménnych, dostavame

d
Y Z ox 449, 0% Z g . (2.16)
t 8q1 dt t 6ql 6t

Pfitom parcialni derivace na pravé strané (2.16) jsou funkcemi zobecnénych soufadnic g, a casu.

s I¥e ¥ . R . 19
Jevidét, Ze X, zdvisina q,, q, at.

v obou uvedenych prikladech byl jen jeden stupen volnosti, takze jsme méli vidy jen jednu zobecnénou
souradnici. Kdybychom uvazovali nikoli kyvadlo kyvajici v jedné roviné, ale sférické kyvadlo, potrebovali
bychom k urceni jeho polohy dvé soufadnice, naptiklad sférické souradnice 6 a ¢.
B Poznamenejme, Ze nékdy se jako konfiguracni prostor bere prostor jen téch konfiguraci systému hmotnych
bodd, které spliiuji vazbové podminky. Soufadnicemi v tomto konfiguraénim prostoru jsou pak zobecnéné
souFadnice' dimenze tohoto konfigura¢niho prostoru pak neni 3N, ale r.

16 p¥; pohybu soustavy se samoziejmé zobecnéné souradnice méni s Casem, q,=9; ( ) takze bychom mohli
psat ob3irnéji x, = x, (ql( ) qz( ), ,qr( ) ), i=1,..,3N.

Y nich nebyly kartézské souradnice explicite zavislé na ¢ase. Prikladem, kdy by x; byly explicite zavislé na Case,
by bylo matematické kyvadlo, jehoZ délka zavésu I by se ménila — naptiklad néjaky roboticky mechanismus by
prodluZoval délku zévésu, tieba podle vztahu [ =] +v, -t .

18 v s v s v .
Zde uz pouzivame Cislovani soufadnic (2.5).
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Pro daldi odvozeni budeme potfebovat derivaci x, podle zobecnéné rychlosti g, . Derivaci (2.16)
dostaneme®

ox, 04; - 0x, ox,

Z 945 O =L

_ i
jk

oq, .

6qk =0q; 0q, 50q,

Potiebovat budeme také derivaci X; podle zobecnéné souradnice g, . Z (2.16) po derivaci plyne?!

X, 0 [0x ax - 0| ox; | . 0 ( ox,
il S z q,+ :Z__.qj+__=
0q, 6qk = 6q j ot = 0q,\ 0q; oq, \ ot

Za X g+ 2[0) _d[x
“oq\oq, )V otloq, )  dtl g,

Odvodili jsme tedy nasledujici pomocna tvrzeni:

0X, OX,

1 1

oq, 0q,
o _dfox
aq,  dt\ oq,

V d’Alembertové principu budeme potfebovat vyjadfit jeSté virtudlni posunuti dx, pomoci

(2.17)

(virtudlnich) zmén zobecnénych soufadnic 5q/.. Virtualni posunuti bereme jako nekonecné mal3,

pracujeme s nimi tedy jako s diferencialy. Z (2.15), Cili z x, =X, ( q,t ), dostaneme diferencovanim

OX,
ox, =Z .6q, (2.18)
j=1 aq}
Pro dalsi odvozeni je dulezité, Zze vSechny zmény 5q]. jsou navzdjem zcela nezdvislé. (Kartézské

soufadnice a jejich virtudni posunuti 0x, jsou omezena vazbami, zobecnéné soufadnice mohou

nabyvat libovolnych hodnot, takze na 5q], nejsou 74dna omezeni*.)

19 . v v v . v s P s v Y . v .

Poznamenejme, Ze zobecnéné soufadnice g, azobecnéné rychlosti g, jsou vzajemné nezdvislé. Nazorné je
to vidét tfeba na stale uvadéném prikladu kyvadla: nezavisle mizZzeme nastavit polohu kyvadla, tedy soufradnici
@ a nezavisle do kyvadla strcit, tedy zadat Uhlovou rychlost gD

ox, ox, oq

%% pfi Gpravéch vyuzivame toho, ze %X ani %i nezavisi na qk a dale toho,ze _“i _( pro j#k
aqj ot oq,
0 . . . y (o L 04, . 0q,
(rdzné slozky zobecnénych rychlosti jsou vzajemné nezdvislé) a 1 _ 1, takie ~ 1 — S,
aq. aq /
Jj k

21 ¥ Upravach zaménujeme poradi derivovani v druhych parcialnich derivacich. (Pfedpokladdame, ze patficné

podminky jsou zde splnény.) Navic vyuzivame toho, ze % je funkci q; a Casu t. NapisSeme-li %=f(qj’ t): je
oq

oq,
. d COf . Of s ia vecns ,
totalni derivace podle ¢asu —f(q., ): Z_.q, +=L, coi je pfesné obrat na druhém fadku odvozeni.
ac” MV iwoq, ot

22 . vz v , v . P4 , . Ve, s v
Pozor, nemame zde zadny ¢len s 6t. Je to diky tomu, Ze virtualni posunuti bereme jako okamzitd, neméni se
pfi nich cas.
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D’Alemberttiv princip a zobecnéné souradnice

Dosadme do d’Alembertova principu (2.11) virtualni posunuti (2.18):

3N 3N r o
0= Z(E'(a)_mij(.i).dxi = Z(F;(a]_miki).z_l.é‘qj =
i=1 i=1 7= 0q, (2.19)
r 3N 8X.
= F(a) - . —L * 5 .
; ;( i ml XI) aq} q]

Toto musi za pohybu platit pro libovolnd* 5q}.. Jedind moznost, jak toho dosahnout, je, Ze vSechny

¢leny ve sloZenych zavorkach v (2.19) jsou rovny nule:

N OX,
Z(Fi(a)_mi)-(-i).a_qzzo, j=1,..,r (2.20)
i=1 j

Tenhle obrat byl hrozné dalezity — ted mdme prdvé tolik rovnic, kolik je stupridi volnosti!*

Zobecnéné sily
Pro dalsi Upravy dame ve vztahu (2.20) na jednu stranu ¢leny se zrychlenim a na druhou sily:

v ox, W ox,
m X —- =Y FW.—L % (2.21)

i=1 aq}- i=1 aqj

Vyraz na pravé strané (2.21) vypada jako bychom néjak prevadéli sily z kartézskych do zobecnénych

souradnic. Jak za chvili uvidime na pfikladech, ono to tak opravdu je! Pro pravou stranu (2.21) proto

zavedeme specialni oznaceni

3N
Q=2 F" Zi (2.22)
i=1

J

a témto ¢lendm budeme fikat zobecnéné sily.

Podivejme se, co vyjde jako zobecnénd sila v konkrétnich pfikladech T.V
diskutovanych vySe. Pro bod na naklonéné roviné, podél niz méfime

soufadnici & vychazi®’: X
ox oy . .
Q.=F® - —+F®.—==0-cosa +(-mg)-(-sina)=mgsina . .
: o 7 o F®=mg £

Vysledné Qs ma rozmér sily — dokézete interpretovat, jaky ma fyzikalni vyznam?®®

> A% na jejich velikost, vyse jsme uz zdlraznovali, Ze virtualni posunuti bereme jako infinitesimalni.

2 Sice infinitesimalni, ale vzajemné zcela nezavisla.

> Kdybychom méli v kyvajici se tuhé tyci tfeba 10” hmotnych bodd, tak napsat pohybové rovnice (druhé
Newtonovy zakony) pro vsechny body bychom nestihli do konce vesmiru. Kyva-li se ty¢ v jedné roviné, ma jen
jeden stupen volnosti —a nyni mame pro jeji pohyb jen jedinou rovnici! Jesté ji budeme upravovat, ale uz ted'je
vidét, jak je tento pfistup vyhodny.

*® pro jednoduchost uz zde explicite nepiSeme, zZe vztah plati pro vSsechnaj=1, ..., r.

%7 Kartézské soufadnice jsou dany vztahy (2.13). Odvozeni si pfipadné rozepiste podrobnéji, at se opravdu
vyznate, jak se tady zobecnéna sila pocita.

28 pro ovéFeni vasich Gvah: AUI0I3URUOP{eU ngws op Ay 13uinid o apf
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Pozor, zobecnéna sila nemusi mit vidy rozmér sily! Napfiklad v pfipadé
matematického kyvadla vyjde

Q, = F® -2—;+Fy("‘) -g—)(;: O-I~cosgo+mg~(—l-singo):

= -—mgl-sing “s

Opét vychazi velic¢ina, kterda ma fyzikalni vyznam®.

V pfipadé, Ze jde o sily konzervativni, miZeme zobecnéné sily odvodit z potencidlni energie V.

Vime, Ze pro ,normalni“ (aktivni) sily plati F= —gradV/ , ve slozkach tedy30

F=—"". (2.23)

Q = ‘NF,.._"z ERAAN (2.24)

Zobecnéné sily tedy z potencialni energie pocitdme podobné, jako ,,normalni“ sily (kartézské slozky
sil), jen misto podle kartézskych derivujeme podle zobecnénych souradnic.
»Zlaty hifeb”: odvozeni Lagrangeovych rovnic druhého druhu

Rovnice (2.21) odvozené z d’Alembertova principu mizZeme s pomoci zobecnénych sil zapsat jako

3N
m, X, 2 Q- (2.25)
i=1 oq

j
Zbyva nam upravit jejich levou stranu. V ni mizeme vyjadrit:

. ox; d, .\ 0x; d|_. 0Ox . d | ox,
Xl_:_(XI)_:_ Xi.— _Xi._ PR
dq, dt oq, dt aq; dt| oq;

S poutzitim vySe uvedenych pomocnych vztah( (2.17) pak postupné dostavame
L Loox, X df, ox | & . dfox
mX —-=)m—|X, — —Zmixi-— =i =
i-1 oq; o dt oq, i=1 dt aq,-
Ul d| . Ox, & 0%,
=S m | x| =Y m k2
i dt aq; i-1 aq;

- . Wy .o0x, 1 . . .
Plati ovsem (rozmyslete si, proc), ze %, -—.'=_i(xi2) a analogicky x -

aq, 20q,

(2.26)

0%, 1.0 .

2 poznali jste, jaky? ‘AllS Juauow o 3pr
* 7de uz specielné v oznaceni nezdlraznujeme, Ze jde o aktivni sily.

ideo podobnou Upravu, ktera se uziva tfeba pfi odvozovani integrace per partes.
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Po dosazeni do (2.26) dostavame

3N
me . -3 dt{g(%*fz)J‘ ’"iaiqj(%*fz)=

i=1 i=1

dt[&q (Z_ B_a%f@%mi&zj

Ovsem vyraz ve vnitfni zavorce neni nic jiného, neZz celkova kineticka energie soustavy hmotnych

(2.27)

3N
bodd T = Z mx? 11l Toznamena, Ze (2.27) dava Zm X, - ox; _ i aT ar
i-1 -1 aq} dt aqj 8q}

Vysledny tvar rovnic (2.25) odvozenych z d’Alembertova principu tedy je:

a4 a,T or =0 . (2.28)
dt{ 0q, aq]

Toto uz fakticky jsou kyZzené Lagrangeovy rovnice druhého druhu.

Pro pfipad konzervativnich sil Ize rovnice jesté upravit. Dosadime za zobecnéné sily Q]. ze vztahu
(2.24): Q}, =_8—V. Navic mUZeme napsat Q/' :_6_V+i[8_l./}’ protoze druhy ¢len je nulovy, nebot

0q, oq; dt| oq,
potencidlni energie V na rychlostech q}. nezavisi. > Zrovnic (2.28) tedy dostavame

dfoT | oT _dfaov ) ov d(o(T-V)| o(T-V)
—_—— - = — , coz mUZeme prepsat jako — — =0.
dt\oq,) oq, dt\dq,) oq, de|  aq, oq

J

Ted uz se samo nabizi zavést veli¢inu

L=T-V (2.29)

Nazyvame ji Lagrangeova funkce nebo jednim slovem lagrangian®.

Vysledné rovnice, které jsme odvodili, maji velmi jednoduchy tvar:

dfoL) o
dt\0q,) oq

J

-0 (2.30)

A pravé toto jsou Lagrangeovy rovnice druhého druhu pro pfipad konzervativnich sil.

2 poznamka »pro fajnsmekry“: Kupodivu, rovnice, které odvodime, funguji i ve specidlnim ptipadé, kdy je
vyhodné zavést I/, které na rychlosti zavisi. Jde o pohyb nabité ¢astice v magnetickém poli. Blize viz Dodatek A.
3 Vyslovujeme ,lagranzidan®; Ize se setkat i s takto pocesténou psanou podobou.
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Priklady — aneb k ¢emu jsou nam Lagrangeovy rovnice dobré

Odvozeni na predchozich strankach nebylo nejkratsi — ale ziskali jsme rovnice velmi uzite¢né. Pojdme
se podivat, jak se daji aplikovat na reseni prikladd.
Matematické kyvadlo

Nasim cilem je vyresit pohyb kyvadla s délkou zavésu I. Jako zobecnénou
souradnici zvolime Uhel ¢ (viz obrazek).

Nejprve musime sestavit lagrangian. Ktomu potfebujeme kinetickou  y=]cos¢p
a potencialni energii — a potfebujeme tyto energie vyjadfit pomoci ~  |....

zobecnéné souradnice ¢ a zobecnéné rychlosti ¢ . YA

Pocitat kinetickou energii pres kartézské slozky rychlosti X a y by bylo zbyte¢né sloZité. Pijdeme na
to jednoduseji. Hmotny bod se pohybuje po kruznici, takZe jeho rychlost je v=1-@w=1-¢ . Kineticka

energie jetedy T :%mv2 :%mlngz.

Potencidlni energii spo¢teme podle ,klasického” vzorce mgh, kde vyska h=—y=—Icos¢q, takie

V=-mglcose.

Lagrangian je tedy L=T-V=iml*¢*+mglcosg

a jeho derivace
aL d 1 2 .2 2 . aL d .
—=—(<ml =ml°’¢p, —=—-(mglcosp)=—mglsing. (2.31)
P d¢(2 @' )=ml’¢ P d(ﬂ( gl cosp)=-mglsing

Lagrangeova rovnice (jen jedna, protoZe uloha ma jen jeden stupen volnosti) je obecné
dfoL)_oL _
dt\ op op

%(mlz¢)+mgl sinp=0,

a po dosazeni (2.31) konkrétné:

coz po vydéleni ml2 dava

¢5+%sin¢>=0 . (2.32)

Tuto rovnici uz fe$ime zndmym zplisobem: pro malé vychylky je sinp=¢, rovnice je tedy
¢+Q2(p:0, kde Qz\/g_/l; jeji feseni je go=(pmax-cos(§2t+¢). Vidime, Ze lagrangeovsky
formalismus za nas rovnici nevyresi — umozni ji vsak systematickym zplsobem sestavit. Postup je
jasny:

1. Zvolit vhodné zobecnéné souradnice

2. Vyjadrit kinetickou energii a potencialni energii pomoci zobecnénych soufadnic a rychlosti

3. Sestavit lagrangian (a pfipadné si ,,bokem” vypocitat jeho potfebné derivace)

4. Sestavit Lagrangeovy rovnice

Takto budeme pocitat i vsechny dalsi priklady.
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Vilec valici se po naklonéné roviné

y

Kinetickou energii valiciho se homogenniho valce uréime napfiklad pomoci

Kénigovy véty* jako T =3mv? :%mfz. Potencialni energie je V=mgh,

tedy V=—mg & sina . Lagrangian je

L=T-V=3m& +mgé&sina.

Potfebné parcialni derivace jsou %:%mf , S_g:mg sin¢ . Lagrangeova rovnice

i(%J_a_L -0
dt\oé ) o

po dosazeni da %(%mé)—mg sina =0, z ¢ehoz
c o
§=%£gsina.
Vyslo ndm zrychleni valce podél naklonéné roviny. Opét stacilo vyjadrit kinetickou energii, potencidlni
energii, sestavit lagrangian a napsat Lagrangeovy rovnice.
Dvé zavazi na kladce

Opét pljde o problém znamy uZ z Gvodniho kurzu mechaniky. Na pevné kladce
s momentem setrvacnost / a polomérem R visi na lanku (zanedbatelné
hmotnosti) dvé zavazi, nalevo hmotnosti mi, napravo hmotnosti m,. Jak se
budou zavazi pohybovat?*

Pro soufadnice obou zavaZi plati x, =—x, +Kkonst. *® misto x; budeme dale psat

prosté x. Rychlosti obou zavaZi jsou co do velikosti stejné, v, = v2=|)'<|. Uhlova 1

rychlost kladky je @=x/R . Celkova kineticka energie je tedy
T=imv’+imy,’ +1Je* =%(m1 +m, +(]/R2)) x*.

Potencialni energie je V=m, gx, +m,gx, = (ml— m, )gx + konst. Lagrangian je

L=T—V:%(ml+m2+(]/R2))5(2_(m1—m2)gx

dfoy o _ g
dt\ ox ox

Lagrangeovy rovnice

tedy daji

** Prosime laskavého ¢tenare, aby si z tvodniho kurzu mechaniky pripomnél, jak kinetickou energii pfi valeni
spocitat.

» UvaZujeme jen pohyb zavazi nahoru a dold, ne pripadné kyvani do stran. Tento pfistroj je zndm pod nazvem
Atwood(v padostroj, pouZival se k méreni tihového zrychleni.

*0co prvni zavazi stoupne, o to druhé klesne. Hodnota konstanty zavisi na délce lanka, ale vlastné nas
nezajima, protoZe potencialni energie, niz budeme x; a x, potfebovat, je uréena az na konstantu;

v Lagrangeovych rovnicich se L derivuje, takze jakakoli aditivni konstanta vypadne.

10



K predndsce NFUF202 Teoreticka mechanika prozatimni ucebni text, verze Oe
2. Lagrangeovy rovnice 2. druhu Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2014-2024

d .
E((ml +m, +(]/R2))X) + (m,-m,)g = 0.
Odtud dostaneme pro zrychleni zavazi vysledek

~ m,—m,
- ml+m1+(]/R2)g.

Vidime, Ze oproti feSeni tohoto problému pomoci druhého Newtonova zdkona a druhé véty

5

impulsové (jak se to délalo v Uvodnim kurzu klasické mechaniky) je feSeni pomoci Lagrangeovych
rovnic vyrazné jednodussi. Nemusime uvaZovat tahy v lanku nalevo a napravo a misto tfi rovnic
mame rovnou rovnici jedinou.

Z uvedenych prikladd je snad vidét, Ze aplikace Lagrangeovych rovnic neni nijak sloZita a opravdu
mUzZe feSeni Uloh dosti zjednodusit. Dalsi feSené priklady Ize najit v elektronické sbirce fyzikalnich
iloh®”. Uvedeme proto u? jen jeden ptiklad, na ném? ukazeme feseni problému s vice stupni volnosti.

Sikmy vrh

V obou vyse uvedenych prikladech Slo o pohyby s jedinym stupném volnosti, dostavali jsme tedy
jedinou Lagrangeovu rovnici. Pro ukdzku ptipadu svice stupni volnosti, spoéteme Lagrangeovy
rovnice pro Sikmy vrh v homogennim tihovém poli. Pljde tedy o ptiklad velmi jednoduchy, jehoz
vysledek samoziejmé zname*.

Za zobecnéné soufadnice zvolime v tomto pFipadé kartézské souradnice x, y, z, Z
viz obrazek. Slozky rychlosti jsou x, y, z, kineticka energie je tedy
1) v
Tz%mvzz%m()?2+y2+22). ®m
Potencidlni energii uréime podle znamého vztahu mgh, tedy V=mgz, Cili y
lagrangian je X
L=T—V=%m()'<2+y2+z'2)—mgz. (2.33)
Lagrangeovy rovnice jsou obecné®
dfay_a
dt\ox) ox ’
i@ —a_L=0, (2.34)
dt\ oy oy

dfaLy_aL _
dt\ oz 0z '

% http://fyzikalniulohy.cz/index.php?predmet=14
%8 7 Gvodniho kurzu mechaniky nebo uz ze stfedni Skoly ho umime vyresit elementarné. Uvidime, Ze
Lagrangeovy rovnice pfirozené daji stejny vysledek.
39 4 oLy v . P ve .
Uloha ma tfi stupné volnosti, mame tedy tfi rovnice.
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Derivace lagrangianu (2.33) jsou a—L.:mx , @:0 , oL =my, oL =0, G_L‘:mz. , %:—mg .
Ox 1) oy oy 0z 0z
Rovnice (2.34) daji po dosazeni
d .
—(mx)=0,
dt
d
—(my)=0,
(my)
—(mz) +mg=0,
cili
x=0,
y=0, , (2.35)
i=-g.

Fyzikalni vyznam ziskanych vztah je jasny: zrychleni ve vodorovnych smérech je nulové, svisla slozka
zrychleni m3 velikost g a mifi dol(i (proti sméru osy z). Resit uz rovnice (2.35) musime sami, to za nas
formalismus neudéla®.

Poznamenejme, Ze tesit Sikmy vrh Lagrangeovymi rovnicemi je opravdu jako jit ,,s kandnem na
vrabce”. Slo opravdu jen o ilustraci a redlné by nikdo Lagrangeovy rovnice pro takto jednoduchy
priklad nepouzil.** Lagrangeovy rovnice nam vyhodné poslou?i ve sloZitéjsich situacich, kde by
vypocet uzivajici sil a druhého Newtonova zdkona byl vyrazné komplikovanéjsi.

a0 Regeni je ovéem jednoduché: x =Up t+ Xy Y=y t+Y, 2= _%gtz +U,,t+2,; opravdu vyjdou zndmé
vztahy pro Sikmy vrh.
* Souhlasim, vypocet primo z druhého Newtonova zédkona je jednodussi a kratsi.
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Dodatek 2.A: Potencialni energie zavisla na rychlosti:
lagrangian nabité castice v elektromagnetickém poli

Pfi odvozovani Lagrangeovych rovnic jsme predpokladali, Ze potencialni energie V zavisi jen na
souradnicich (kartézskych resp. zobecnénych), ale nezavisi na rychlostech. To ndm umoznilo napsat,
8T G(T—V)

Ze a pfejit od Lagrangeovych rovnic ve tvaru (2.28) prejit k vyslednému tvaru (2.30).

Gq aqj
Kupodivu se ale ukazuje, Ze v jednom duleZitém pripadé lze potencialni energii V brat jako zdvislou na
rychlosti, a pfitom Lagrangeovy rovnice i 8_L - 6_L_ 0 spravné popisuji pohyb ¢astice.
dt | 0q, oq,

Je tomu tak pro nabitou castici v elektromagnetickém poli.

NeuvaZujeme pfitom zadné vazby, takZe misto zobecnénych souradnic budeme mit pfimo kartézské
souradnice X3, X,, X3.

Na castici v elektromagnetickém poli plsobi Lorentzova sila F —qE'+qD><§ Elektrickou intenzitu a

magnetickou indukci vyjadiime pomoci potencialt*: E :—grad(o—a—A B=rotA. Slozka sily je:

ot

op 0A, 0A, 4
F;' = qEz +q81jkv B ani qE q UkngklmaT'

1

(A.1)

Upravami** pak dostavame:
op A, oA
FF=-q——-q—+ 55 -0. 0, )Jgu.—= =
qax q 6 ( im ]I)q Jj ax,

0 0 514 0A,
—“(gA. —
a,(q‘”) ad)+ Vo Tk,

0 0 0 olgA) dx,
= —— _— _— A -1 =
ox, (a9)—plad )+ ot A)-—

i J

(A.2)
O _|dlah)dx; & _
ox (W qU/A") { ox, dt +8t( )} B

i

—i(qw—qﬁ-ﬁ)—a(%) = —a%(qw—qﬁ-ﬁ)—;t{ai (qv ,A])}

Ox;
d| 0 I
) loo=09-4)

2

= —i(qw qu-
OX;

* Viz prednasku z Elektfiny a magnetismu. ¢ je skalarni potenciél, A vektorovy potencial.
* Snad nemusime pfipominat vyjadfeni vektorového soucinu a rotace vektoru ve slozkach pomoci Levi-Civitova

oa, .. .,
Eijk . ani to, Ze pres opakujici indexy s¢itame (tedy uzivame
j
Einsteinovu sumacni konvenci). Chcete-li, piste tfeba posledni ¢len v (A.1) se symboly sumace jako
3 3 aA vevs
E.,UV.E
z zq ijk™ j“klm 8x

=lk=11=1m I

symbolu &, : (@xb), =&;1a;by, (rota), =

*V Upravach se vyuzije napiklad to, Ze plati Eiik Ekim = EkijExim = 0110 jm — Om 91 - Clen qep piidany

v poslednim radku (znaceny zelené) nezméni vysledek, protoZe nezavisi na rychlosti a tedy pfi derivaci da nulu.

13



K predndsce NFUF202 Teoreticka mechanika prozatimni ucebni text, verze Oe
2. Lagrangeovy rovnice 2. druhu
Dodatek 2.A. Lagrangian nabité castice v elektromagnetickém poli Leos Dvorak, MFF UK Praha, 2014-2024

Lagrangeovy rovnice (2.28) tedy jsou®

d( oT oT 0 I d| 0 I
o = e \ap-qu-A)+—| —(qp—qu-A A3
dt{ax,.] ox, axi(q(p a ) dt[avi(q‘p q )} (A-3)
Jestlize oznacime
V=qp-qu-A , (A.4)

ziska (A.3) tvar®

dfor) or _ v dfov
de\ox,) ox,  ox, dt\ox, )

Odtud uz okamzité

0. (A5)

d(o(T-v)) a(T-v) _
dt\ ox, ox,

1

Rozdil kinetické energie T a veli¢iny V dané (A.4) tedy mlZeme vzit jako lagrangian,
L=T-V (A.6)

a vidime, Ze pro pohyb nabité castice v elektromagnetickém poli plati ,normalni“ Lagrangeovy

rovnice druhého druhu,

d( oL oL )

dIor) 9 g, i=1,2,3, (A7)
dt\ ox, ) Ox,;

stejné, jako v pripadé hmotného bodu, na ktery plsobi konzervativni sily. Jediny rozdil je, Ze misto

potencialni energie nabité ¢astice v elektrickém poli*’ zde vystupuje veli¢ina V dand vztahem (A.4).

Toto V zavisi i na rychlosti ¢astice a miZzeme mu tedy fikat potencidini energie zdvisla na rychlosti.

Prostfednictvim vektorového potencidlu A se v ném uplatriuje to, jak na ¢astici pusobi magnetické
pole.

Kinetickd energie Castice je*® T:%mvz, po dosazeni tohoto vztahu a (A.4) do (A.6) ziskame

s v

lagrangidn nabité édstice v elektromagnetickém poli:

L=1mv*—qp+qi-A (A.8)

45 Pfipomerime, Ze zobecnénymi soufadnicemi g; jsou ted' kartézské soufadnice x;. Také zde misto indexu j
pouzitému v (2.28) piSeme index i. (To samozifejmé nevadi, na pismenu pouZitému pro index nezalezi.)

%€ 7e misto parcialni derivace podle v; piSeme derivaci podle x; asi neni tfeba zvlast vysvétlovat, vidyt v, =x; .
*’ Ta je rovna qo.

8 Samoziejmé pro ¢astici pohybujici se rychlosti mnohem mensi, nez je rychlost svétla, v nasem odvozeni
(stejné jako v celém tomto ucebnim textu) stale zlistavame v ramci klasické mechaniky. Poznamka:
Lagrangeovsky formalismus existuje i v ramci specialni teorie relativity, zdjemci se o tom mohou poucit v
prislugnych VS ucebnicich.
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Dodatek 2.B: Dalsi priklady na feseni Lagrangeovych rovnic 2. druhu

Lagrangeovymi rovnicemi 2. druhu lze fesit fadu probléma. UkaZzeme si nékolik, vSechny budou mit
jen jeden stupen volnosti. Postup feSeni bude stejny jako v prikladech uvedenych vyse v této
kapitole:

Zavést vhodné zobecnéné souradnice, vyjadfit v nich kinetickou a potencidlni energii, z nich pak

lagrangian a sestavit Lagrangeovy rovnice.

Fyzické kyvadlo™
Zobecnénou souradnici je Uhel ¢, viz obrazek.
T=1J¢p’, V=-mglcosp = L=T-V=1]Jp’+mglcosg

6_L_]. %——mgsin
8¢ 0, o0 Q

L 6_L —@:0 = Jp+mglsinp=0 = ¢+m—glsin(p:0 %0
dt\op ) Op Ji

Dvé kladky, zavazi a pruzina

Na volné kladce visi zavazi. Lanko pfes volnou kladku je upevnéno ke
stropu, druhy konec lanka vedeme pres pevnou kladku na pruZinu,
pfipevnénou druhym koncem k podlaze.

Zavaii kmita nahoru a doll. (Budeme fesit jen pohyb zavazi nahoru a
dold, ne moZnost, e by kyvalo do strany.*")

Kladky vezmeme stejné; maji polomér R, hmotnost mx a moment
setrvacnosti (vzhledem k ose) J. PruZina ma tuhost k, tihové zrychleni

je g;"z

Osu x budeme orientovat dolli, budeme na ni odecitat polohu osy volné kladky. (Hodnotu jeji
souradnice na obrazku znacime xs, ve vypoctu ji budeme psat prosté x.) Pocatek na ose x zvolime tak,
7e kdyz bude xs = 0, bude mit pruzina svou klidovou délku.*

Tak, a mGZeme se pustit do feseni.

* zde je reSeni analogické jako u matematického kyvadla, proto ho ani nekomentujeme.

>0 p¥; malych vychylkach je singp = ¢, takZe rovnice pro pohyb kyvadla je ¢+(mgl/])(p = 0. Jde o rovnici pro
linedrni harmonicky oscilator, takZe jeji feSeni napiSeme rovnou: ¢ = ¢__ cos(Qt), kde Qz«/mgl/] .

170 by bylo urcité také zajimavé, ale byl by to vyrazné slozitéjsi problém. (I kdybychom uvazovali jen pohyb

v roviné — v roviné obrazku, tak jak ho mame nakresleny — $lo by o Glohu se dvéma stupni volnosti. Vlastné
obecné se tfemi stupni volnosti, kdyby se mohlo nezavisle kyvat zdvazi i volna kladka... Mate-li zajem, tak se

svisle.

>2 A piekvapivé mifi dold. :-)

>3 Tedy nebude nataZena. Zavazi i volnou kladku pfitom musime drzet, aby jejich vaha pruZinu nenatahovala.
Kdyz je pak pustime, pruzina se prirozené protahne; ve vypoctu uvidime, o kolik.
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Kineticka energie zavaii je %mlkz. Kineticka energie volné kladky se sklada z ¢asti odpovidajici

54 1

posuvnému pohybu, tedy %mk)'(2 a z ¢asti odpovidajici rotacnimu pohybu™, 2](02. Mezi uhlovou

55 -
, C

rychlosti w a rychlosti pohybu osy x je vztah X =@R ili plati @=x/R . Celkové je tedy kineticka

energie zavazi a volné kladky

2
1 2 1,(x 1 J ).z
T1+1< = E(ml +mK)X +E](Ej = E(m"'?jx ’ (B.1)
kde jsme pro jednoduchost oznacili m, +my =m .

Kineticka energie pevné kladky je T, :%](a)z)z, kde @, je Uhlova rychlost otaceni pevné kladky. Ta

je dvakrat vétsi, nez Ghlova rychlost volné kladky, @, =2 =2%/R .*® Je tedy
2
1.(2x 1(4]) ..
T, =1y 2] =L 2L B.2

T=T,  +T, =%(m+5]/R2))'(2 (8.3)

1+K

Celkova kineticka energie je

C sy, . s . ;v , v . . _ 57
Potencialni energie se sklada z energie zavaZi a volné kladky v gravitacnim poli, V,,, =-mgx,>" a

zenergie pruZnosti natazené pruziny. Ta se oproti své klidové délce protihne o 2x, takie

V ruing :%k(Zx)2 =2k x*. Celkova potencialni energie tedy je
V=-mgx+2kx* (B.4)
a lagrangién: L=T-V z%(m+5]/R2))?2+mgx—2kX2. (B.5)
oL . OL d(0L) OL
Odtud —=(m+5J/R*)|x, —=mg—4kx. Lagrangeova rovnice —| — |—— =0 tedyje
o~ m+SI/RY) X, =mg Brang dt(@)’(j ox v
(m+5]/R2)5('—mg+4kx=O, (B.6)
&ili PR L — (B.7)

m+5) /R m+5)/R

Vysledna rovnice popisujici pohyb zéva#i ma tedy tvar X + Q*x =konst. Tu u? lehce vyFedime**:

4k mg
x=Acos(Qt+op,)+x,, Q= —2% , x =—< (B.8)
( )+ %, \jm+5]/R2 4k

> Pripomernite si KOnigovu vétu, ostatné situaci s valenim valce jsme uz fesili vyse v této kapitole.

> Rozmyslete si, Ze je tomu tak, resp. jak byste tohle vysvétlili nékomu, kdo to na prvni pohled nevidi.
(Napovéda: Uvédomte si, Ze kladka se vlastné ,vali“ po svislém vlakné upevnéném nahofe u stropu. Ale tyhle
véci jste urcité pocitali v prikladech na cvic¢eni z Mechaniky, tak stadi si je pfipomenout.)

*® Je to proto, Ze obvodova rychlost pevné kladky je dvakrat vétsi nez rychlost pohybu osy volné kladky.
Podivejte se na to na obrazku vyse: KdyzZ se bod S pohne dolll tfeba o 1 cm, lanko miFici z volné kladky v bodé B
smérem nahoru se pohne dolll 0 2 cm. (Rozmyslete si, jak byste to nékomu vysvétlili.)

> Je vam jasné, pro€ je zde minus? (‘A Isusw euswWEUZ X |SIDA 923 €1 ‘NjOP JJlW X eSO 9zolo4d ‘Dw s jzowes)
> Rozmyslete si, Ze je tomu tak, viz poznamku o dva odstavce vyse.

>® protoze jde o rovnici pro harmonicky oscilator, jen s konstantou na pravé strang, ta se projevi posunem
rovnovazné polohy.
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Tézka pruzina®
KdyZz jsme v Mechanice pocitali kmity zdvazi na pruziné, nebrali jsme
vuUvahu hmotnost pruziny — mlicky jsme predpokladali, Ze je
zanedbatelnd. Ovsem co kdyZ zanedbatelnd nebude? Jak hmotnost
pruziny ovlivni kmitani? Konkrétné, jak ovlivni frekvenci kmitG?

Uvazujme kmitani v jednom sméru, viz obrazek. Navic pro jednoduchost predpokladejme, Ze zde
nepUsobi gravitace.®" Tuhost pruziny je k, jeji hmotnost m; a jeji klidova délka® je 1p.%

Potencialni energie pruziny je dana jednoduchym vyrazem:

v =%k(x—10)2 (8.9)

Kineticka energie zavaii je také jednoducha: T = %m;&z.

K urceni kinetické energie pruziny oviem potiebujeme secist kinetické energie vSech jejich kouska.

Kazdy , kousek” se ovsem pohybuje jinou rychlosti. Budeme zde fesit nejjednodussi pripad, kdy se
zavity pruziny natahuji nebo zkracuji rovnomérné, tedy viechny stejné.®

Abychom popsali, kde se urcity , kousek” na pruziné nachazi a jak je velky, A“”‘?.
body na pruziné si ,,oCislujeme” pomocnou soufadnici & Ta bude na levém V\/\/W\/\/\,
okraji pruziny rovna 0, na pravém okraji 1. . LJ .
0 A 1 ¢
Kousek pruZiny vymezeny intervalem <§, E+ A§> ma hmotnost
Am, =m, A& . (B.10)

Bod, jehoZ pomocna soufadnice ma hodnotu & ma x-ovou soufadnici (méfenou od stény, viz obrazek
na zacatku stranky) x(&)=x-& . Zderivovanim podle ¢asu dostaneme rychlost daného bodu:
x(&)=x-& . (B.11)
Kineticka energie ,kousku” pruziny je tedy
1 . 2 1 . 2 1 .
AT, =5AmP (%(8))" = > AE(%-€) = XPEPAE . (B.12)
Celkovou kinetickou energii pruziny ziskame ,poscitanim* prispévkd AT, , tedy integraci
T. =

P

O ey

1
. . . 1 m, .
Im, & de=Tm X [ de=Im [ &3] = %?sz : (B.13)
0

60 Presnéjsi by byl asi nazev ,Pruzina s nezanedbatelnou hmotnosti“, ale Tézka pruzina“ je prece jen kratsi.
Ovsem nepljde nam zde o tihu, ale opravdu o hmotnost pruziny.

*! Takze by mohlo jit o pokus provadény na Mezindrodni kosmické stanici. Kmitani stejné pruziny se zavazim na
Zemi okomentujeme nize.

6 Tedy délka, kdy pruZina neni natazenda nebo zkracen3, Cili kdyZ na ni nepUlsobi Zadna sila.

% Ta na obrézku neni vyznadena. Na obrazku ma pruzina délku x, to uz mGze byt trochu natazend nebo
zkracena. (Pozn.: Pfedpokladame, Ze zkracena pruzina se nebude nijak , kréit”, tedy vybocovat do strany apod.)

o ,Kousek” v poloviné pruziny se tedy pohybuje polovi¢ni rychlosti, nez je rychlost zadvazi, ,kousek” v desetiné
délky desetinou rychlosti zavazi.

Obecné by pohyb pruziny mohl byt slozité;si, ale to uz by nebyl problém s jednim stupném volnosti. Na pruziné
by se totiz mohly Sifit podélné viny a odrazZet se na koncich, vlevo od stény, k niZ je konec pruziny upevnén, a
vpravo od zavaZi. Resit takovou situaci by bylo vyrazné sloZitéjéi, na to by jedna Lagrangeova rovnice druhého
druhu nestacila. (Jestli je vidy natahovani pruZiny rovhomérné, okomentujeme jesté dale.)

65 v v . . v 4 ve v s g v .
I kdyZ se pruzina natahuje a zkracuje, kazdy bod na pruziné se zachovava ,,svou” hodnotu soufadnice &.
(Nazorné si mlizeme predstavit, Ze £ fika ,,na kolikatém jsme zavitu“, relativné k celkovému poctu zavitd pruziny.)
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Celkova kineticka energie je sou¢tem kinetické energie zdvaizi a pruziny:

T=T+T, = %m;&%%xz - %[m+%] X2 e (B.14)
a lagrangian je .
L=T-V :%(m%sz—%k(x—lo)z. (B.15)
Lagrangeova rovnice i % —@ =0 tedyje67
dt\ox) ox
m, ..
m+? X+k(x—1))=0 (B.16)
Zavedeme-li souradnici, kterd ma pocatek v rovnovazné poloze,
X=x-1,, (B.17)
pohybova rovnice (B.16) se trochu zjednodusi na (m+%j R+kx =0.% Upravou na
X+ Lm =0 (B.18)
m +?"

dostavame rovnici pro linedrni harmonicky oscildtor, jejimz feSenim jsou harmonické kmity s Ghlovou
frekvenci

k
W= _ (B.19)
m+m,/3
Je-li hmotnost pruziny zanedbatelna vzhledem k hmotnosti zavazi, dostdvame odtud samoziejmé

vztah wzw/k/m zndmy z uvodniho kurzu Mechaniky.

Tézka pruzina visici svisle

Skutecény pokus se zavazim a tézkou pruZinou asi nebudeme provadét v beztizném stavu,
ale se zavazim visicim na pruZiné svisle doll. Vlivem vlastni tihy pruZiny se zavity

protdahnou nerovnomérné, jak to ukazuje obrazek. Pfirozené nas miiZe napadnout, jestli
to néjak zméni frekvenci, kterou jsme vypocetli vyse.

A

Nastésti ne. Presvédcit nas o tom miiZe nasledujici Uvaha. Tuhost kaZzdého zavitu pruZiny v
z0stava stejnd, at ma pavodni délku nebo je natazen.® Cili kdy? za zavazi zatdhneme smérem dol(,
natdhne se kaZdy zavit o stejnou délku. Pfi pohybu zavaZi tedy rychlost bod{ pruZiny rovhomérné
nardsta (od jejiho horniho konce k zavaZi), jak to vystihuje vztah (B.11).”° Na odvozeni vyée se proto
nic neméni a vysledek (B.19) plati i pro svislou pruzinu.”

66 Vysledek je tedy jednoduchy: hmotnost pruziny se v kinetické energii projevuje jednou tretinou.

oL m,\. OL
67 |0 2 e o kx—
le o [m+ 3 jx a ™ k(x-1)).

% pii Upravé bereme ¥ =X, jisté neni teba vysvétlovat, Ze to plyne z (B.17).

6 Predpokladame, Ze zavislost mezi silou a protazenim je linedrni. (To by samozifejmé neplatilo, pokud bychom
pruZinu natahli prilis, treba tak, Ze by se UpIné ,,rozmotala®“, ale tak drasticky ji natahovat nebudeme.)

7 Rovnomérné v zavislosti na ,o&islovani“ zavitd (ne na vzdalenosti od bodu zavésu). Nap¥iklad pro pruzinu s 50
zavity se paty zavit bude pohybovat desetinou rychlosti zavazi.

(Polohu bodu na svislé pruZiné v zavislosti na &, tedy zavislost x(&) lze spocitat i kvantitativné, mlzZete si to
zkusit. Urcite tak i délku pruZiny protazené vlastni vahou.)

' Oviem pozor na varovani na dalsi strance...
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Varovani — aneb pozor na predpoklady vypoétu (doplriujici poznamka nejen pro ,,Stoury”)
Problém jsme vytesili, ovsem za predpokladu, Ze se pruZina roztahuje a zkracuje ve vSech ¢astech rovhomérné,

viz (B.11). To mlZe rozumné platit, je-li zavaZi povésené na pruziné dostatecné hmotné.”” Oviem zkusime-li
vysledek (B.19) pouZit pro kmitani samotné pruziny, tedy pro pfipad m=0, zjistime, Ze teoreticky spoétena

Uhlova frekvence
Bamotna pruzina = k (???) (BZO)
\ m,/3

. vy ;. v v 73
se neshoduje s namérenou frekvenci Uplné dobre.

frekvenci, ¢tvrtina vIny.74 A na ni ur¢ité nejsou vychylky imérné nasi soufadnici €. TakZe se nemizeme divit, Ze
(B.20) nepredpovida namérenou frekvenci Uplné dobre.

Valec v dutém valci

Uvazujme valec poloméru r a hmotnosti m, ktery se bez
prokluzovani vali po vnit¥ni sténé vétsiho valce o poloméru R.”

Télesem, které se vali, nemusi byt jen vélec, mlzZe jit o trubku nebo
kuli¢ku; proto moment setrvacnosti tohoto télesa vzhledem k jeho
ose oznadime obecné jako J.”®

Téleso se ve vétSim valci bude valit (resp. koulet) sem a tam, nasi Ulohou je vypocitat periodu téchto
kmita.

Jde o problém s jednim stupném volnosti. Za zobecnénou souradnici si zvolime Uhel ¢, ktery svira
spojnice os obou valct’’ se svislym smérem, viz obrazek vyse.

Potencialni energie malého valce je

V=-mg(R-r)cosg , (B.21)

kineticka energieje T = %mv2 +%]a)2 . (B.22)

Rychlost stfedu vélceje v =(R-r)-¢ .” (B.23)

Uhlova rychlost w otaéeni malého valce je o= R;r 1 7 (B.24)

> Min&no vzhledem hmotnosti pruziny. Také na pruziné nesmime vybudit viny vyssich frekvenci, pak by neslo
o kmity s jedinou frekvenci.

7 p¥i méteni kmitd plastové ,slinky” pruziny se namérend perioda lisila od teoretické spoctené z (B.20) asi o
deset procent.

" Na pevném konci, tedy nahote, ma kmitani uzel, na volném konci, tedy dole, je kmitna. (Kvili tomu, Ze
nahofe je pruZina natazena vic, nez dole, je navic popis viny nepatrné slozitéjsi. Jako prostorovou proménnou je
potreba vzit nikoli soufadnici x, ale proménnou, kterou jsme vySe oznacovali jako €.) Zajemci se mohou o dané
problematice poucit napt. v ¢ldnku J. Pretz: Oscillations of a suspended slinky v ¢asopise European Journal of
Physics 42 045008 (2021), viz https://iopscience.iop.org/article/10.1088/1361-6404/abcddf/meta (¢lanek je
Open access, tedy volné ke stazeni).

” Muaze jit o valcovy zlab nebo skruz apod. Pfi valeni ovsem budeme zanedbavat valivé treni.

’® pro homogenni vdlec bude | :%m r?, pro kouli J =Zm r?, pro (tenkosténnou) trubku J=mr*.

" Pro puntickare: Bereme samoziejmé spojnici kolmou na osu velkého vélce. (A osa velkého valce je vodorovna.)
78 Viiz obrazek. R — r je polomér kruzZnice, po niz se pohybuje osa malého valce, ¢ je Ghlova rychlost tohoto pohybu.

7 Pozor, nikoli R/r(/'), jak by se na prvni pohled mohlo zdat. Uvédomte si, Ze valec se vali, takze se vdaném
okamziku otaci kolem okamZité osy otaceni oznacené na obrazku jako D. Je tedy v =r® a z (B.23) vyjde (B.24).
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Kineticka energie je tedy

_1 o2, 1 (R—r)’ -2 _ 1 J a2 02
T—zm(R r)go+2] " 0 =3 m+r2 (R-r)o

a lagrangian: L=T-V = %( +L2j (R—r)¢* +mg(R—r)cose .
r

Lagrangeova rovnice i % —@ = (0 odtud vyjde:
dt\op ) Op

(m+LZJ (R-r)*¢ +mg(R-r)sing =0,
r

mg

a po upraveé o+ sing =0 .
(R-r) (m + ]Zj
r
Pro malé vychylky je sing = ¢ a dostavame rovnici pro linearni harmonicky oscilator:®
¢+ 4 p=0.
(R—r) (1 ] j
mr

Odtud uZ lehce urcime, Ze Uhlova frekvence Q kmit( je

_ |9 1
Q_\/R—r (1+/(mr?))

A protoze zadani prikladu se nas ptalo na periodu, vyjadiime T = ZIT/Q 81

71=2ﬂJR_r(1+—l7j.
g mr

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

Vypoéitat periodu konkrétné, kdy? je télesem homogenni vélec, koule nebo trubka, je uz snadné.®

... dalsi priklady zde mozZnd casem pribydou ...

80 7e pro prehlednost jesté ve zlomku zkratime v Citateli a jmenovateli m, uz snad netfeba komentovat.
817deav nasledujicich vztazich T znadi periodu, nikoli kinetickou energii, snad nas to nikoho nemate...

R—- 7 R— R—
8 pro valecje T=2rx 3R=r ,prokouli T=2x LR7F , pro trubku T =27 |2 r .
V2 g 5 4 V" g
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