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Malé kmity soustav hmotnych bod(

Nyni se budeme vénovat chovani soustavy hmotnych bodu v okoli rovnovazné polohy. Toto chovani
Ize totiz Casto spocitat jednoduseji nez v obecném ptipadé. Prikladem je pohyb naseho oblibeného

matematického kyvadla: Dobu kmitu pro malé vychylky uréime snadno ze znamého vztahu 274/g/1 ,

urcit ji pro velké vychylky je mnohem obtiznéjsi.

Potencialni energie v okoli rovnovainé polohy

Podivejme se nejprve na jednoduchy jednorozmérny pfipad.
Uvazujme hmotny bod, jehoZ pohyb je vazan na kfivku, tfeba
pravé na kruinici, jako vaipadé matematického kyvadla.

evyvs

V okoli rovnovainé polohy muizeme tvar kfivky aprOX|movat
parabolou (na obrdzku je vyznacena tmavozelenymi body). Potencidlni energie bodu v homogennim

gravitaénim poli je tedy pfiblizné?! Vﬁmgyzmgk(x—xo)z. Kvadratické zavislosti IV odpovida sila

pfimo Umérnd vychylce? — to znamenad, Ze v nasi aproximaci se hmotny bod pohybuje stejné jako
zavaZi na pruziné.? Frekvenci, resp. periodu kmitd |ze tedy uz snadno spoditat.

Stejné budeme postupovat v pfipadé soustavy hmotnych bod(. Potencidlni energii v okoli
rovnovazné polohy budeme aproximovat cleny, které budou druhymi mocninami vychylek.

ProtoZe budeme uvaZovat soustavu hmotnych bodi s vazbami, bude vhodné pracovat v zobecnénych
souradnicich q,,j=1,...,r, viz kap. 2.% Soufadnice odpovidajici rovnovazné poloze budeme znadit
q].(o) , vychylky z rovnovazné polohy pak g, —q](o) =1,.* Potencialni energii v okoli rovnovazné polohy
budeme aproximovat Taylorovym rozvojem®

V(q,-)=V(qf°))+Zr:2—V —Zi oV 770 +0((;;}.)3) (4.1)

j=1 04 q© 1 =1 k=1 aqjaqk q©
J ]

Cleny ttetiho a vy3siho Fadu, oznacené ve (4.1) symbolem O, budeme zanedbdvat.’

Clen V(q].(o)) je konstanta. OvSem potencidlni energie je definovdna az na konstantu, a navic

libovolna aditivni konstanta v lagrangianu nezméni Lagrangeovy rovnice. To znamen3, Ze tento clen
mUzZeme vypustit.

17 obrazku je vidét, Ze pro vétsi vychylky se skute¢nd potencidlni energie od nasi aproximace i$i (oranzovd
krivka je vys, nez zelené body). Pro malé vychylky vSak parabola aproximuje skute¢nou kfivku velmi dobfe.

’F :—g_Z:—ngk(x—xo)

3 Navic je zde podstatné, Ze pohyb se pfi malych vychylkach déje prakticky jen ve sméru osy x.
4 rje pocet stupfili volnosti dané soustavy hmotnych bodd.

> Vychylky z rovnovazné polohy, tedy m» pak vezmeme jako nové souradnice misto souradnic q; abychom

nemuseli pofad vypisovat ¢, — q](())_

6 P¥ipomerime, Ze zapis V(qj) zde symbolizuje V(q,,4q,, ....4, )-

7S vyjimkou ,,patologickych” pfipadG budou tyto €leny pro malé vychylky zanedbateln& malé oproti &lendim,
které v (4.1) ponechame.
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Co ¢leny prvniho fadu? Z kapitoly 2 vime, Ze parcidlni derivace V podle zobecnénych proménnych
oV

J

jsou zobecnéné sily, =Q;- Ve (4.1) ale tyto derivace bereme v rovnovainé poloze — ovsem v ni

jsou vdechny sily nulové! To znamen3, Ze &leny prvniho Fadu jsou véechny rovny nule®.

Ve (4.1) tedy zbydou pouze ¢leny druhého radu:

Via) =3y =

nn -
jlklaq]aCIk [_n) s

Druhé derivace potencialni energie v rovnovazné poloze jsou konstanty. Pro stru¢nost zapisu je
oznacime

2
OV ey, (4.2)
éqjaqk o

Jak jsme uZ avizovali vy3e, od soufadnic g, pfejdeme k soufadnicim 77, =q,—q,”’. Potencialni

energie je pak v nasi aproximaci dana jednoduchym vyrazem?®

ZZ - (4.3)

]1k1

Poznamenejme jesté, Ze v dalSich Upravach vyuZijeme skutecnost, Zze Vi jsou symetrické vzhledem

k zdméné indexq, tedy Ze plati'®

V=V, (4.4)
Kineticka energie
Kineticka energie soustavy N hmotnych bod je
3N
T=Y1imx?. (4.5)
i=1
ProtoZe vazby nezavisi na ¢asel?, je X, =X, ( q; (t)) a sloZky rychlosti jsou dany vztahy
. N OX, .
X =2 —q; - (4.6)
Jj= qj

Po dosazeni (4.6) do (4.5) dostavame

8 Tenty? vysledek dostaneme, kdyz si uvédomime, Ze rovnovaha je v minimu potencialni energie. V minimu
musi byt vSechny prvni parcialni derivace V rovny nule.

X

9 Zde jiz nepiseme symbol ,rovna se priblizné“, tedy =. V nékterych uéebnicich se aproximace potencialni
energie odliSuje od presné hodnoty V zvlastnim symbolem, napt. V', my vSak pro jednoduchost budeme
pouZzivat jen symbol V, z kontextu budeme védét, Ze se jednd o aproximaci.

10 pfedpokladdme, Zze podminky pro zdmé&nnost druhych parcidlnich derivaci jsou spInéné.

11 pokud by vazby zavisely na €ase, zfejmé by nemohla existovat v ¢ase stald rovnovézna poloha. Je tedy
rozumné, Ze se v nasem odvozeni omezujeme se na vazby holonomni skleronomni.
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i=1 j=1 j k=1

OX. . <~ OX. .
T = Z m, x; Z %mzaiqua: g, t=
k
. (4.7)

L3 Ox; Ox; | . .
B JZ‘ZZ "2q, 0, ) 11

k=1\ i=1

PFejdeme-li k soufadnicim 77, =q, —q,”

, je zfejmé, ze qj =17;- Navic, jestlize vychylky z rovnovaziné
polohy povaZzujeme za malé, je jasné, rychlosti 77]. jsou také malé. (Jestlize vychylky jsou Umérné
né&jaké malé veli¢iné ¢, 77, ~ €, je také 77, ~ £.) To znamend, Ze v (4.7) uZ mame aproximaci kinetické
energie stejného radu, jako byla aproximace (4.3) (tedy fadu & ), jestlize vezmeme vyrazy v kulatych
zavorkach na druhém fadku (4.7) jako konstantni:

3N a ) a ]

Parcialni derivace x; podle q; pfitom bereme vrovnovainé poloze!?. Vysledek moina sloZité

vypadajicich Uvah je jednoduchy: kineticka energie je v dané aproximaci

Z Z P (4.9)

]lkl

Poznamenejme, ze podobné jako Vi, jsou i koeficienty Mj symetrické véi prehozeni indexd™®

M,=M,. (4.10)

Lagrangian a Lagrangeovy rovnice pro malé kmity

Ze (4.3) a (4.9) okam?ité dostaneme vztah pro lagrangian v aproximaci malych kmit(*

L= ZZ( a1 e = Ve, ﬂk) (4.11)

jlkl

Pro Lagrangeovy rovnice 2. druhu potfebujeme parcialni derivace

8L r r
ZZ( Jkn} M~ 1k771 nk) ZZMJk (771 771() ) (4.12)
a771 2577111k1 25
12 ye (4.7) byly tyto derivace brany v aktudlni poloze hmotnych bodU. ProtoZe jde o polohy blizko rovnovahy, isi
0x, X, % . 3
se hodnoty derivaci jen nepatrné: a =a +0(8) . Cleny O(g) by po vynasobeni q;q, mélyfad £ -
J ql J qI(O)

ale takové ¢leny uz v naSem odvozeni zanedbavame. Pfipomernime, Ze symbol ql(o)u svislé ¢ary (udavajici,

v kterém bodé bereme derivaci) znamena (ql(o),qlm), o qr(o)).

13 Je to vidét pfimo z (4.8).

14 Je fascinuijici, Ze takto jednoduchy obecny tvar lagrangidnu popisuje systémy od jednoho zavazi na pruziné &i
matematického kyvadla, pfes nejriiznéjsi soustavy hmotnych bodd spojenych pruzinami az tfeba po 10% atom0

v néjakém krystalu, pokud bychom na dané atomy pohlizeli jako na klasické hmotné body spojené pruznymi
vazbami.
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Ovsem
o /. . . .
a_'(n" e ) =0y 1hy +17, 800 (4.13)
yi
takZe z (4.12) dostavame
LY LR
= ZZ w91 + Zz KOul; —Z i - (4.14)
on, 2 =1 k=1 231 k=1

Naprosto stejnym postupem vyjde pro derivace podle 7;

OL -
oL _ Ny, (4.15)
on, ; 1k Tk

Lagrangeovy rovnice

dfoL)_ o _ g
dt\ o, | on,

po dosazeni (4.14) a (4.15) daji*’

r

Z(Mjkﬁk +ij’7k):0 (4.16)

k=1

proj=1, .., r. Mame tedy r rovnic pro r nezndmych n,-
Frekvence malych kmitt

Jak Fesit rovnice (4.16)? A hlavné, jak z nich urcit frekvence kmitl? Zkusme nejdfive predpokladat, Ze
vSechny hmotné body kmitaji se stejnou frekvenci w: 18

=1, e » (4.17)

Amplitudy I jsou pro rGzna k obecné rlzné, frekvence w je pro vSsechna k stejnd. Po dvojim
derivovéni podle &asu je 7j, =—@” -7j, -€'” . Dosazeni do (4.16) d3

Zr:(—szjk +V,, )7, € =0.

k=1

7 s i , , -lot e vawv
Po zkraceni e'“", resp. vynasobeni €'’ (a je$té —1) dostaneme

on, _— o5,
** Je totiZ i.(ﬁﬂ?k)=i,]7?k +77j677,k a i_’=0 pro j=l a —+=1.
on, on, on, o, on,

16 Rozmyslete si, Ze obé sumy vlevo daji opravdu stejny pfispévek.

d (< . C , Lo .
17 Mezikrok” je E[;Mikﬂkj + ;V/’knk = 0. Ve (4.15) a (4.16) jsme také zaménili index I za j.

18 A to ve véech smérech, kterymi mohou kmitat.
19 vychylky zapisujeme pomoci komplexniho formalismu, ktery jsme poznali v Gvodnim kurzu mechaniky.
Postup uvedeny ddle by vsak sSel aplikovat, i pokud bychom predpokladali redlnd rfeseni n, =1, -cos(wt)-

20 7de je vidét, pro¢ bylo vyhodné zvolit stejnou frekvenci; &len e'“* diky tomu mdZeme vytknout a nasledné jim
celou rovnici zkratit.
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i(a)zMjk—ij)-ﬁk:O, pro j=1,...,r. (4.18)

k=1

To je soustava r rovnic pro r nezndmych ¢isel 77, . MliZeme ji zapsat v maticovém tvaru

oM, -V, ©'My,-V,, -~ &M, -V, ) (7
CUZM21 -V, a)zMzz -V, wZMZr —Va , - 0
2 2 /i
@ Mrl_Vrl @ Mrr_Vrr 77’ 0 . (419)

MuzZeme ji vyiesit pro libovolnou hodnotu w? MiZeme — ale pokud je matice na levé strané (4.19)
regularni, bude feSenim nulovy vektor, to znamena amplitudy kmit( 77, vSech bodid budou nulové.
Kmitani s nulovou amplitudou ale neni Zadné kmitani!

Nenulové amplitudy kmitl vyjdou pouze v pfipadé, kdyz matice na levé strané (4.19) je singuldrni.

Nutnou a postacujici podminkou pro to je, Ze jeji determinant je roven nule, coz mizeme symbolicky
zapsat jako

det|w’M; —V,|=0. (4.20)

Pravé tato rovnice urcuje hodnoty frekvenci kmitl. Rozepsanim determinantu bychom dostali
polynom r-tého stupné v proménné w?2. Podle zakladni véty algebry ma tento polynom obecné r
kofenl. To znamena, Ze rovnice (4.20) ma obecné r feseni, dava r hodnot pro frekvence w. 2! Pro
malé kmity tedy dostavame obecné r reseni

77k(n) _ 77}((n) et n=1,..,r. (4.21)

Jak z nich dostat obecné feseni naseho problému? Rovnice (4.16) jsou linearni, takZe jejich obecné
fesSeni je prosté superpozici reseni (4.21):

r .
me=>. 0" e, pro k=1,...,r (4.22)
n=1

Vysledné kmiténi je sloZzenim kmit rGznych frekvenci.?2 O kmitech jednotlivych frekvenci mluvime
jako o rGznych médech kmitani. Pti skute¢ném kmitani nemuseji byt vSéechny maody vybuzeny stejné,
mohou mit rlznou amplitudu. Pro kazdy jednotlivy mdd jsou pritom amplitudy kmitd jednotlivych
bodi svazany rovnicemi (4.18) resp. (4.19).

21 Ve specialnich pfipadech mohou nékteré kofeny zminéného polynomu splyvat, tedy byt vicendsobné.
V takovychto pfipadech splyvaji nékteré frekvence kmitd. Tyto specialni pfipady zde nebudeme blize
diskutovat. V obecném pfipadé dostavame r raznych frekvenci kmit(.

22 pfitom jde o harmonické kmity.
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Priklady

Matematické kyvadlo?®
V prikladech v kap. 2 jsme pro matematické kyvadlo odvodili kinetickou
energii
T :%mv2 :%mlng2 (4.23)
a potencidlni energii
V=-mglcose. (4.24)

Soufadnice ¢ je pfitom pravé odchylkou od rovnovainé polohy.

Vztah (4.23) pro kinetickou energii uz upravovat nemusime, ma v sobé pravé druhou mocninu
zobecnéné rychlosti. Potencidlni energii bychom mohli rozvijet kolem rovnovazné polohy ¢ =0

spomoci druhych derivaci, viz (4.2). Jednodudsi je ale pouZit zndmy rozvoj pro mala ¢,
COSQp = 1—%(02 , pro |(p| <<1 . Aproximace lagrangianu pro malé kmity je tedy?
L=T-V=iml’¢* -imgle.
. dfoL oL . . . o , (.
Lagrangeova rovnice —| — |—-—— = ( v aproximaci malych kmitl po dosazeni vychazi

dt\ 0¢ ) op

dit(mlz¢)+mgl¢=0. (4.25)

Rovnice (4.25) je jiz rovnici pro harmonické oscilace, $+w’p =0, kde w=4/g/I .

Kmity bodu vazaného na krivku

Uvazujme hmotny bod pohybujici se po néjaké Yy

krivce, napfiklad 3/2 /\
y:A-sin(x). 25 (4.26) | ( | n

Rovnovaina poloha je v x, :(3/2)7r, takZe za 0 l w..a

g m
novou soufadnici vezmeme 7 = x —(3/2)7r .
PotencidIni energie je V=mgy , kde y=Asin(x)=Asin(n+37/2)=—-Acos(n)~—-A+1An*.
Kinetickd energie je Tz%m()'(z+y2)=%m(1+Azsin277)172 ~imn?® . % Lagrangian (v némi ui
nepiSeme konstantu v potencidlni energii) je v aproximaci pro malé kmity L:%m ﬁz—%mgAnz,

Lagrangeova rovnice pak dava 7j + g A =0. Odtud frekvence malych kmitli je @ =4/gA .*’

2 U7 je tu zas... KdyZ ono se na ném opravdu fada véci velmi dobfe ilustruje.

24 Aditivni konstantu jiz do L nepi$eme.

25 7de x by muselo byt bezrozmérné. Pokud bychom chtéli x méfit napf. v metrech, museli bychom k¥ivku
popsat napf. vztahem y = A-sin(x/B) . Zkuste si priklad vypocitat pro takto zadanou kfivku.

26 pohyb hmotného bodu v y-ovém sméru se v kinetické energii v dané aproximaci viibec neprojevuje.
Rozmyslete si, Ze to je rozumné.

27 Vysledny vztah nevychazi rozmérové pravé proto, ze jsme vzali y=A-sin(x) ane y=A-sin(x/B).
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Poznamka k prikladtim:

Pro jednoduchost jsme zde uvedli jen ptiklady sjednim stupném volnosti. Proto jsme nemuseli
pocitat vySe uvedenym postupem vyuzivajicim determinant (v nasem pfipadé Slo o ,, matici“ 1x1) a
vysla jen jedina frekvence kmita.

Zavérecné poznamky (aneb kdy popsany postup nefunguje)

Zatim jsme mléky predpokladali, Ze w je redlné. Ovéem (4.20) da polynom v proménné w?. Co kdyz
nékteré kotreny tohoto polynomu jsou zaporné? Pak w bude ryze imaginarni. To ale znamen3, Ze

+‘a)‘ t

(4.17) da ﬁk-e_‘”‘t arn,-e . Tato feSeni zjevné nepopisuji kmitani! Odpovidd tento pfipad
néjakému skutecnému pohybu?

Odpovidd — ovéem pohybu v blizkosti labilni rovnovainé polohy.%

| toto teSeni je zajimavé. Zjeho casového vyvoje lze vidét, Ze lﬁ m ™
napfiklad kulicka poloZena na velkou kouli v nepatrné vzdalenosti od

vrcholu se bude zpocatku pohybovat tak, Ze jeji vzdalenost od

vrcholu bude narlistat exponencialné.

MuUZe ovSem nastat pripad, kdy ndmi popsand aproximace vyuzivajici rozvoj do druhého fadu selze
uplné. V rozvoji (4.1) jsme ponechali pouze ¢leny druhého fadu. Oviem co kdyZ jsou vSechny tyto
¢leny druhého Fadu nulové??® Pak bychom ¢&leny vy3siho Fadu nemohli zanedbat. Pfikladem by byl
oscildtor, vném? by potencidlni energie zévisela na vychylce podle vztahu V =k-x*. Takovyto
oscilator kmita, ale nejde o harmonické kmity.

28 Nase fedeni je aproximaci pohybu i v okoli labilni rovnovainé polohy, ale jen na chvili. Za né&jakou dobu

odchylky od rovnovazné polohy vzrostou (diky ¢lenu e+"”‘t), prestanou byt malé a aproximace, které jsme vyse
uzivali, pfestanou byt pouzitelné.

2 Tedy v3echny koeficienty Vj ve vztazich (4.3) a nasledujicich by byly rovny nule.
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