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Pohyb v poli centralni sily

Pohyb hmotného bodu v poli centrdlni sily se fesi jiz v dvodnim kurzu klasické mechaniky. (Tento
problém byva oznacovan jako Keplerova uloha.) Vychazi se pfitom ze zakonl zachovani momentu
hybnosti a energie; feseni vede na integral, jehoZ vypocet chvili trva. Zde si ukazeme, jak pomoci
Lagrangeovych rovnic dospét k tzv. Binetovu vzorci, jehoZ feseni uz bude velmi jednoduché.

Znalost pohybu hmotného bodu v poli centraini sily umoznuje vyfesit i pohyb dvou hmotnych bodd,
které se pritahuji (nebo odpuzuji), tedy tzv. problém dvou téles. | ten uz zname z Uvodniho kurzu. To,
Ze pohyb dvou hmotnych bodU Ize prevést na pohyb jednoho bodu v poli centralni sily, vsak jasné
plyne i z Lagrangeovych rovnic 2. druhu. A praveé tim zacneme.

Problém dvou téles

Uvazujme dva hmotné body o hmotnostech m1, my, které se navzajem m,
pfitahuji nebo odpuzuji centralnimi silami'. Polohy téchto bod( jsou s
urceny polohovymi vektory r;, r,, viz obrazek. r, -
R m,
Pro dal$i odvozeni budeme potfebovat polohu hmotného stfedu téchto r,
bodl 0
- m,r,+m,r,
R=—11 22 (5.1)
m+m
a polohu vektoru, ktery oba body spojuje,
F=r,—T (5.2)
Z (5.1) a (5.2) mlzZeme zpétné vypocitat
- = m, _ . = m, .
rP=R—-——2—F, L=R+——T. (5.3)
m,+m, m+m,
Zderivujeme-li (5.3) podle ¢asu, dostaneme analogické vztahy pro rychlosti obou bod(:
i = m = i = m i
i=R-———r, L=R+——T. (5.4)
m,+m, m+m,
Kineticka energie nasi soustavy je
=2 -2
Tz%ml‘rl‘ +%m2‘rz‘ , (5.5)
co? po dosazeni (5.4) a Gpravach? da
=12 m.m, |-|2
T=1(m+m,)R +§#|r| . (5.6)
m;+m,

Byva zvykem oznacit

! Naptriklad se pritahuji gravitacné. Mize jit treba o dvojhvézdu nebo o soustavu Zemé — Mésic (kdyz
zanedbame pusobeni viech ostatnich téles). Nebo mze jit o elektrostatické sily, tfeba mezi dvéma nabitymi
kulickami. (V nasledujici kapitole budeme resit pohyb jadra hélia nalétajiciho na jadro zlata, tedy tzv.
Rutherforddv rozptyl.)

27 (5.4) plyne ‘ﬁ‘zzflflzﬁﬁ—ZLf\’F+(ﬁ)sz a |?2|2:r; 7

my+m,

¢leny obsahujici f?F v souctu vypadnou, pak uZ je Uprava snadna.
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m.m
m+m,=M, ——*= (5.7)

m,+m,

M je celkova hmotnost soustavy, u je redukovand hmotnost®. Vysledny vztah pro kinetickou energii,

T=1M R2+%,u|r_;'|2, (5.8)

vypada, jako by Slo o pohyb dvou jinych hmotnych bod(: jednoho s hmotnosti M, jehoZ polohu uréuje

vektor R a druhého s hmotnosti y, jeho? polohu uréuje vektor 7 .

Potencialni energie je zavisla jen na vzdalenosti obou bodl r = |F , V= V(r) . Lagrangian je tedy

L=T-v=imlg +1 |*|2— v
- =1 Lulr (r) (5.9)

Vidime, Ze lagrangian se rozpada na dvé nezavislé ¢asti — opravdu jako by Slo o pohyb dvou zcela
nezavislych bodl o hmotnostech M, a .
Oznacime-li slozky vektoru hmotného stfedu ﬁ:(X,Y,Z), je prvni Cast lagrangianu
i :%M(X2+ Y+ ZZ) a pfislusné Lagrangeovy rovnice 2. druhu daji X =konst., ¥ =konst,, ...
Jde tedy o pohyb rovhomérny pfimocary a miZeme psat:

R=R,+0,t, (5.10)
kde ﬁo a v, jsou urceny pocatecnimi podminkami. Rozmyslete si, jaky ma tento vysledek fyzikalni

vyznam.*

Polovinu problému mame tedy vyiesenou!® Spocteme-li, jak se s ¢asem vyviji vektor sz(t), pak
pohyb plvodnich dvou hmotnych bodl uz jednoduse uréime ze vztahl (5.3). Problém pohybu
soustavy dvou hmotnych bodl (tedy problém dvou téles) jsme prevedli na problém pohybu
hmotného stfedu (a ten je jednoduse dan vztahem (5.10)) a pohybu hmotného bodu o hmotnosti y,
ktery je charakterizovan lagrangianem (viz (5.9))

~ - |12

[= %,u|F| ~v(r). (5.11)
Tento lagrangidan popisuje pohyb hmotného bodu o hmotnosti u v poli centrdini sily (kdy silové

centrum je nehybné), pfitom V(r) je potencidlni energie tohoto bodu v daném poli.

Poznamenejme, Ze v pfipadé gravitacéniho pritahovani je (viz (5.7))

VoMM M s (5.12)
r r
V pfipadé dvou nabitych bodl s nabojiga Q je
p-_1 92 (5.13)
dre, T

3 Stejné byla zavedena v Uvodnim kurzu klasické mechaniky.

*Jdeo pohyb hmotného stfedu izolované soustavy hmotnych bodd. Hmotny stfed takové soustavy se musi
pohybovat rovhomérné pfimocare v disledku zdkona zachovani hybnosti.

® Tu lehgi...

6 Opravdu to tedy vypada, jako by se jeden hmotny bod o hmotnosti u pohyboval v gravitatnim poli nehybného
centra o hmotnosti M.
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Hmotny bod v poli centralni sily: lagrangian ve sférickych souradnicich

Lagrangeovy rovnice pro lagrangian (5.11) budeme zapisovat ve sférickych soufadnicich r,8 a ¢ .

Podstatné je rozepsat rychlost hmotného bodu pomoci zobecnénych rychlosti r,0 a Q.

Nejjednodussi je rozlozit vektor rychlosti U =F do kolmych smért podél , soutadnicovych ¢ar“®,
U=ré, +r0é,+rsin(0)ge,. (5.14)

Velikost rychlosti na druhou odtud je®

v =r? +(r6’)2 +(rsin(9) qb)z. (5.15)

Po dosazeni do (5.11) dostavame lagrangian®® ve tvaru

L= l,u(f2+ r’6* + r’sin’0 (pz) -V(r) (5.16)

2

Lagrangeovy rovnice a jejich feseni

Pohyb hmotného bodu je dan soustavou tfi Lagrangeovych rovnic

dfay_a
dt\ or or
o)
dt\ 06 00

dfoL)_oL _
dt\o¢) op

Po dosazeni pisluinych derivaci** dostaneme konkrétni podobu rovnic:

” Mobhli bychom je samoziejmé zapsat i v kartézskych souradnicich, ale pak bychom s jejich feSenim zcela jisté
,nehnuli“. Slo by totiZ o soustavu tii provazanych diferencialnich rovnic; stadi si uvédomit, 7e v kazdé z rovnic

by se objevily derivace ¢lenu V(r) = V(« [x? +y247° ) . Sférické soufadnice nam situaci vyrazné zjednodusi.

V Lagrangeovych rovnicich druhého druhu jsme ostatné zvykli pracovat se zobecnénymi souradnicemi — ted'
prosté za zobecnéné soufadnice vezmeme r,0a ¢.

® Dobe se to da pFedstavit na zemékouli nebo na globusu: ¢_ je jednotkovy vektor kolmy k povrchu Zemé

(tj. vektor v radidlnim sméru), ¢, jednotkovy vektor ve sméru poledniku, éw jednotkovy vektor ve sméru
rovnobézky. Rychlost v radialnim sméru je 7 (je rovna ¢asové zméné souradnice r), rychlost ve sméru
poledniku je r& (jde o pohyb po kruZznici poloméru r, Ghlova rychlost je @ ), rychlost ve sméru rovnobé&zky je
rsin(@)(/} (opét jde o pohyb po kruzZnici, tentokrat poloméru rsin@, hlova rychlost je ¢ ).

° Stejny vysledek bychom dostali, kdybychom derivovali podle ¢asu vztahy pro prepocet sférickych souradnic na
kartézské (x =r sin@ cos¢ apod.) a seetli x* + j* + z*. Jednou za Zivot by si ¢lovék mél tento vypocet zkusit, je
to ale ponékud zdlouhavé... Rozklad do smér(, v nichZ rostou soufadnice r, 09 a ¢ je opravdu podstatné
jednodussi a kdyz si ho ¢lovék rozmysli, da se udélat v podstaté ,,z hlavy“.

1% Ssymbol vinky nad L, ktery jsme psali v (5.11), si uz odpustime.
Y7 (5.16) je oL/or=ur, 6L/6r=,u(réz+ r sin’@ gbz) —dV/dr, dL/66=ur*d, 8L/06=pr*siné cos ¢*,
dL/0g = ur’sin’d ¢ a dL/op=0.



K pfednasce NUFY028 Teoretickd mechanika prozatimni ucebni text, verze 01

5. Pohyb v poli centralni sily Leo$ Dvorak, MFF UK Praha, 2014
d . av
—(ur) — ur@® —ursin’0 ¢* + — =0, (5.17)
() = ur & —p o
d 2/ 2 -2
E(,ur 9) — ur°sinécosf ¢° = 0, (5.18)
d 2 . 2 .
a(yr sin“g (o)z 0. (5.19)

m Nejjednodussi je posledni rovnice, (5.19). Z ni okamzité plyne

1 r’sin’d ¢ = konst. =1, (5.20)
cili
4 1 risin’d : '

Poznamenejme, Ze (5.20) mad i jasny fyzikalni vyznam — zkuste si rozmyslet, jaky.™

m Co s rovnici (5.18)? Vypada slozZité a slozité by ziejmé bylo i jeji obecné reseni. Nastésti rovnici neni

nutno Fesit ve zcela obecném piipadé. Je jasné, ze pohyb bude rovinny.” A tuto rovinu si mdzeme

zvolit. V nasem pfipadé bude nejjednodussi fici, e bod obiha v, rovnikové roviné”, tedy v roviné*

T i

0=—. ' (5.22)
2 i

V tomto pfipadé je sind =1, cos@=0a 6 =0, takZe rovnice (5.18) je spinéna identicky.”

m Zbyva ndm vyresit uz jen rovnici (5.17). Po dosazeni (5.21) a (5.22) z ni dostavame

2
d / dv
—(ur) —ur|—| +—=0. (5.23)
dt('u ) —u (,urzj dr
Jde u? o obycejnou diferencidlni rovnici, nezavisle proménnou je ¢as. '° Kdybychom tuto rovnici uméli
vyfesit, dosadili bychom vysledné r(t) do (5.21) a integraci urcili ¢(t). BohuZel, rovnici (5.23)
jednoduse analyticky fesit neumime.

MuZeme ale néco jiného: spocitat tvar trajektorie.

2 pokud jsou r a 8 konstantni, jde o pohyb po kruznici s polomérem rsin @, rychlost pohybu je rsin 0.

Z toho je vidét, Ze / je rovno momentu hybnosti (rozmyslete si, Ze to je pravda) — a z Uvodniho kurzu klasické
mechaniky uz vime, Ze v centralnim silovém poli se moment hybnosti zachovava. Obecné je [ z-ovou sloZzkou
momentu hybnosti.

B Plyne to ze sférické symetrie problému. (Jednoduse feceno, obihajici hmotny bod ,,nema Zadny divod*, aby
uhnul z roviny obéhu.) Tento vysledek také zname z Gvodniho kurzu klasické mechaniky, kde se dokazuje ze
zakona zachovani momentu hybnosti.

 MaZzeme to Fici i obracené: Soustavu soufadnic nato&ime tak, aby rovina @ = 7;/2 splyvala s rovinou obéhu.
Z tohoto vyjadreni je vidét, Ze nase volba je ,,bez Ujmy na obecnosti®.

* Hura!

'® Derivaci dV/dr v konkrétnich pfipadech pfed FeSenim rovnice prosté vypolteme z V =V(r), napt. z (5.12)
nebo (5.13).
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Od casové zavislosti k tvaru trajektorie

Tvar trajektorie je dan zavislosti r=r(¢). Abychom z (5.23) dostali rovnici pro tvar trajektorie,

vyjadfime derivaci podle ¢asu pomoci derivace podle ¢. Plati — R d(f P , tedy s vyuzitim (5.21) a
4
(5.22):
d_,4_ 1 4 (5.24)
dt dp ur? d(p
Rovnici (5.23) nejprve upravime na
d(dr 3 I* _ av
Hae\de ur dr
KdyzZ nyni do levé strany dosadime za ¢asové derivace (5.24), dostaneme rovnici pro tvar trajektorie:
2 2
! i%ﬂ _ ! =_d_V,17 (5.25)
ur’ do\r*dep) ur dr
Binetliv vzorec
Ted ndm pomlzZe prekvapivy obrat: Misto zavisle proménné r budeme uzZivat proménnou
y=l (5.26)
r
Je tedy r—1 odtud ﬂ:i 1 =— 1 du r? du . Navic d—V: @d_V = _id_V Po dosazeni
u dp dp\u u? d(p d(/) dr dr du r’* du
do (5.25) dostadvame
I* (d(du) 1 1 dV
— — — |+ = —
ur \do\dp ) r 2 du
a odtud po Upravé konecné
2 dv
LCE S (5.27)
do [ du
Tento vztah se nazyva Binetiv vzorec.'®
Pouziti Binetova vzorce v pripadé V= k/r
Ve velmi daleZitém pripadé, kdy potencidlni energie je nepfimo Umérna vzdalenosti®?,
p_k (5.28)
r

je reseni (5.27) prekvapivé jednoduché. Je totiz d—V:i k i(ku): k, takze (5.27) da
du du\r) du

Y Tohle vypada snad jesté sloZitéji nez (5.23), Ze? Nedéste se, za malou chvili se to vyrazné zjednodusi.
18 nyx sy v s s v o4 v . . v . o .
Nékdy se téz pfi jeho zapisu pouziva ¢arka jako symbol derivace podle ¢, takZe Binetlv vzorec ma pak tvar

L

I? du
B Viz vztahy (5.12) a (5.13) pro gravitacni pfitahovani a elektrostatickou interakci.
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(5.29)

Konkrétné pro pfipad gravitacniho ptitahovani, viz (5.12), je

d? KM u*
“vu-= Zf (5.30)

Jak tuto rovnici feSit? Velmi jednoduse! Jde o lineadrni diferencidlni rovnici druhého Fadu
s konstantnimi koeficienty. Jeji obecné reSeni dostaneme jako soucet rovnice s nulovou pravou
stranou, tedy rovnice
2
du
2
do

a partikularniho reseni. To ale mGzeme velmi jednoduse vzit ve tvaru u = KM,uZ/Z2 .

fu=0 (5.31)

Navic, rovnice (5.31) nam jisté néco pfipomina. M4 tvar rovnice pro linearni harmonicky oscilator!®

Jeji feSeni mlZeme rovnou psat ve tvaru u=4 cos(go— (/)O) . Obecné fedeni rovnice (5.30) je tedy®

2

M

u= % + Acoso . (5.32)
2
Tento vztah uZ fakticky uruje tvar trajektorie. Dosadime-li do néj u=1/r a oznatime KI\Z/IZ'U :1
p
anavic A=2 2, plyne z (5.32)
p
r=——2P (5.33)
1+¢&cosg
u

Toto je jiz rovnice kuZelosecky v poldrnim tvaru, jak ji zname
z geometrie a také z Gvodniho kurzu klasické mechaniky.*

Zavéreéna poznamka T

Binettv vzorec lze pouZit i v pfipadé, 7e se potencidl lidi od zavislosti 1/r.> Zde do sloZit&jsich

problému nepljdeme — ale v pristi kapitole budeme ziskané vysledky aplikovat na historicky dalezity
Rutherford(lv experiment.

20 %+x =0, jen misto ¢asu t zde mame jako nezavisle proménnou ¢ a misto x mame u.

1 Bez Ujmy na obecnosti budeme dale brat ¢, =0. Volba této konstanty znamena jen volbu natoceni kolem
osy z. Konstanta A muze byt libovolna.

22 Zkuste si ho do (5.30) dosadit a presvédcit se, ze je opravdu fesenim.

24 byla libovolna konstanta, takZe ndm nic nebrani vyjadrit ji jako soucin 1/p a jiné libovolné konstanty ¢.
*Pro 0< ¢ <1jde o elipsu (pro £ =0 specialné o kruZnici), pro £ =1 je trajektorii parabola,

pro ¢ >1 hyperbola.

» Napriklad v obecné teorii relativity vyjde pro pohyb planety v gravitacnim poli Slunce vztah analogicky
Binetovu vzorci; z néj Ize spocist posuv perihélia Merkura.
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