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Variacni principy

V této kapitole se podivdme na zcela jiné vyjadieni zakon(, které urcuji pohyb soustavy hmotnych
bod(. Nebudou mit formu diferencialnich rovnic’, ale budou vyjadfeny poZadavkem, e jisty integral
ma mit minimalni (resp. obecné extrémni) hodnotu. To na prvni pohled vypada velmi podivné. Ale
ukazuje se, Ze podobné principy se uplatiuji i vjinych oblastech fyziky — pfikladem je Fermativ
princip® v geometrické optice. Trochu metaforicky by se snad daly tyto principy vyjadfit tvrzenim, Ze
pfiroda ma rada extrémy. Co to znamena a jak se to konkrétné ukazuje v klasické mechanice, se
pokusime v dal$im naznacit. Nejprve se ale podivdme na ulohu, ktera historicky byla jednim
z problém{, jez vedly ke vzniku tzv. variacniho poctu. Pojdme na skluzavku!

Uvod: co nejrychlejsi skluzavka aneb tloha o brachistochroné

Zakladni problém je jednoduchy: Jaky tvar ma mit skluzavka mezi dvéma pevné danymi body,
abychom se po ni sklouzli co nejrychleji, tedy za co nejkratsi ¢as?

Problém ponékud zpresnime: V homogennim gravitacnim poli se A, s X
hmotny bod pohybuje bez tfeni po kfivce y:y(x) mezi dvéma pevné m

zadanymi body Aa B, tj. plati y(x,)=y,, y(x;)=y, 2 lg NW

Pro jednoduchost zvolime soustavu souradnic tak, Ze pocatek bude B

vbodé A, jak to ukazuje obrazek; osa y sméfuje dold. V bodé A je
pocatecni rychlost hmotného bodu rovna nule. Otazkou je, jak zvolit kfivku tak, aby ¢as, za ktery se
hmotny bod m vlivem gravitace dostane do bodu B, byl co nejkratsi.

Z historie je tento problém zndm jako tloha o brachistochroné®.

Ze takovato kFivka by méla existovat, je vcelku zfejmé. Pokud bychom A > X
nadi skluzavku méli zpocdtku jen velmi povlovnou (kfivka y, (x)), ()
) B£10
hmotny bod se bude zpocatku pohybovat velmi pomalu a cas klouzani lg Y
bude dlouhy. Pokud by skluzavka vedla pfili§ dolli (viz y,(x)), bude
zbytecné dlouhd a vysledny cas se také prodlouzi. V obou pfipadech V2(x)
y

mlzZeme Upravou kfivky ¢as klouzani zkratit. Nékde mezi krajnimi
moZnostmi tedy zfejmé existuje kfivka y(x), po niz je Cas klouzani nejkratsi. Jak ji ale najit? Pfece
nemulzeme zkouset vSechny kfivky, téch je nekonecny pocet!

Pojdme nejprve urcit, jak dlouho trva, nez bod doklouze do bodu B. KdyZz hmotny bod dojede do
mista o souradnicich (x,y(x)) , je jeho kinetickd energie %mvzzmgy .> Rychlost klouzani

hmotného bodu je tedy

! Dosud jsme byli zvykli, Ze pohybové rovnice jsou vidy rovnicemi diferencidlnimi. VZdyt i druhy NewtonGv

d’r

tZ

zékon md=F je diferencidlni rovnici m =F.

> pokud jste se s nim dosud nesetkali, nemusite se bat, pro pochopeni této kapitoly nebude podstatny, i kdyz si
ho na pfislusSném misté kratce pfipomeneme.

* Muzete si predstavit treba maly koralek klouzajici po dratu se zanedbatelnym tfenim.

* Slovni zaklad druhé &asti slova, chronos, nam tikd, zZe v Uloze jde o €as. Brachys znamena recky , kratky“, treti
stupen tohoto slova, tedy ,nejkratsi“ je brachistos. Proto brachistochrona pisSeme s mékkym ,,i“.

0 mgy klesla potencialni energie hmotného bodu, o stejnou hodnotu se tedy musi zvysit kineticka energie;

ta byla na zac¢atku nulova.
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v=42gy(x) -
Cas At, za ktery hmotny bod urazi kousek drahy Al, je At=Al/v. Délka kousku drahy je

Al = (1+(y')2) Ax, kde y' :%.6 7 Cas, za ktery hmotny bod prekona kousek drahy, je tedy

1+(y')
ac A 1O
v 29y
Celkovy ¢as dostaneme integraci®:
Xp
1+(y
t= ) g (8.1)
29y

Jak ale urcit kfivku, pro niz je t nejmensi? V rdmci vypocta, které zname, to zatim neumime. Musime
se proto seznamit s ¢asti matematiky, kterd je pro nas nova, s variacnim po¢tem®. Vztah (8.1) pro nas
bude dobrym vychodiskem, nejprve si ale (jak byva v matematice zvykem), nas problém trochu
zobecnime.

Variacni pocet: formulace ulohy

Ve vztahu (8.1) je integrdl z néjakého vyrazu, ktery obsahuje funkci y(x) a jeji derivaci y'(x).
Obecné takovy integral miZeme napsat jako

XB

I= JF(y(x),y’(x),x)dx . (8.2)
X4

Pfidali jsme sem je$t& moinou explicitni zavislost vyrazu F(y(x),y’(x),x) na x."° Ulohou je najit
funkci y(x) takovou, pro niz integrdl (8.2) nabyva minima, resp. obecné extrému. Omezujeme se

pfitom na funkce, pro néz plati
X, )=V,
y(x:) =7 (8.3)

Y(X3) =Yg

tj. jejichz hodnoty v koncovych bodech intervalu jsou pevné dané.

® Pro koneéné , kousky” Ax a Al toto samozfejmé plati pfiblizné, pfesné aZ v limité Ax — 0 nebo tehdy, kdy?
misto koneénych pfirastkd piseme diferencialy. Chcete-li, piste tedy dt =dl/v, dI = (1+(y')z)dx apod. Pro
nazornost vSak zde i v dalSich vzorcich ¢asto pracujeme s, konec¢nymi kousky“, aniz bychom specielné
vyznacovali, Ze v tomto pripadé vztahy neplati Uplné pfesné.
7 Pokud zapomeneme vztah pro délku kousku kFivky, staci si uvédomit, Ze vlastné jednoduse plyne
z Pythagorovy véty: (A1)’ =(Ax)’ +(Ay) =(Ax)' +(y'Ax)’ =(1+(y')2)(AX)2 . (Pfesné toto oviem plati opét aZ
v limité ,,nekonec¢né malych kouskd“.)
8\ s vy v v , v o “

Néazorné feceno: ,sectenim vSech kousk( casu”.
° Nebojte se, jen s jeho zaklady.

2V tloze o brachistochroné bylo F(y(x),y'(x),x)= (1+(y’)2)/(29y) , tam dany vyraz zavisel jenna y a ',

nikoli explicite na x.
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Nez se pustime do reSeni, pfidejme dvé poznamky. Jedna bude terminologicka: Prava strana vztahu
(8.2) je prikladem toho, ¢emu se v matematice fika funkciondl. Jde o operaci, do niz vstupuje néjaka
funkce (zde funkce y(x) a jeji derivace) a vysledkem je &islo. ™

Druha pozndmka se tyka zapisu. Dale jiz vétSinou nebudeme stdle vypisovat zavislost y a y' na x,

pro stru¢nost tedy budeme napft. (8.2) psat

Xp

I= J.F(y,y',x)dx : (8.4)
Jak hledat extrém pomoci variace funkce

Jak hledat extrém veli¢iny I? Kdyby zavisela jen na nékolika proménnych, tak bychom pouzili zndmy
postup: parcidlni derivace podle téchto proménnych bychom polozili rovny nule. V (8.2) ale mizZeme
nastavovat nekonecny pocet hodnot y(x). Musime tedy extrém hledat jinak.

Zakladni ndpad, jak to délat, ndm muZe objasnit jednoduchy ptiklad. YV

Uvazujme funkci jedné proménné, viz obrazek. Pokud se hodnota £x) Af

proménné x zméni o Ax, pak obecné, pokud jsme mimo extrém, se Ax

také zméni hodnota funkce o Af #0. Jsme-li ale vbodu, ktery X
Xhlll: :

odpovida extrému (na obrdzku je to xmin), pak posun o Ax funkéni Z;(

hodnotu prakticky nezméni.*
Hledat extrém veli¢iny I tedy miZeme tak, Ze budeme uvaZovat malé zmény funkce y(x).
Jsme-li mimo extrém, pak se pfi zménach y(x) méniihodnota I.
Odpovida-li y(x) extrému, pak se pfi malych zménéch funkce hodnota I prakticky neméni.
Tuto myslenku muizZe ilustrovat i priklad skluzavky v Gvodu kapitoly. U ,nevhodnych” skluzavek
v,(x) a y,(x) staciimald zména tvaru skluzavky k tomu, aby se vyrazné prodlouZil nebo zkrétil ¢as,
za néjz dojedeme do bodu B. V pfipadé optimdlni skluzavky y(x) mald zména tvaru skluzavky €as
sklouznuti prakticky neovlivni.
Budeme tedy uvaZovat funkci y(x), kterd bude odpovidat extrému y
funkcionalu I, a funkce y(x), které se od ni budou o malo lisit Vs
a v koncovych bodech s ni budou splyvat, tedy y(x,)=y(x,)=y,
a y(x,)=y(x,)=y,. Odchylky funkci y(x) od y(x) budeme Vit

oznacovat jako X, x, X

oy(x)=y(x)-y(x) - (8.5)

Funkce Sy(x) nazyvéme variace funkce y(x). Povazujeme je pfitom za velmi malé — to znamena3,

Ze s nimi mUZeme pracovat stejné, jako s diferencialy.

u Presnéji receno jde o zobrazeni z néjakého prostoru funkci do prostoru realnych nebo komplexnich Eisel;
blize zde tento pojem nebudeme precizovat.

*? P¥esngji fe¢eno, nezméniji o &len prvniho Fadu v Ax: f(x,,, +Ax)— f(x,,., ) =0(Ax), zatimco mimo
extrém f(x+Ax)— f(x)=f"(x)Ax, kde f'(x)=0. Ve viech téchto a nasledujicich Gvahach a odvozenich

pfitom predpokladame, ze funkce, o néz ndm jde, jsou spojité a maji prvni, pripadné druhé derivace.
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Variaci funkcionalu I nazveme rozdil hodnot I odpovidajici funkcim j(x) a y(x):*

Sl = IF(y,j/',X)dX — J.F(y,y’,x)dx = J.F(y+5y, Y+8y', x)dx — J.F(y,y’,x)dx . (88)
XA XA XA

X4
Z predchozich dvah plyne, Ze extrém I nastava v pripadé, kdy variace I je nulova:
ol =0 (8.7)

Pritom v koncovych bodech maji funkce stale pevné hodnoty. To znamen3, Ze variace funkce (8.5)
musi byt na koncich intervalu nulova:

5y(xA):0, 5y(xB):0. (8.8)

Ze vztah( (8.6) — (8.8) uz budeme moci extrém I najit.**

Od variace funkcionalu k Eulerovym-Lagrangeovym rovnicim

Vztah (8.6) mUZeme upravit na

Xp
ol =I[F(y+5y, y'+5y',x) —F(y,y',x)]dx .

V hranaté zavorce je rozdil vyrazQ F ve dvou blizkych bodech. Protoze variace dy bereme jako velmi
malé'®, mazeme psat

oF oF
F(y+oy,y+oy,x)-F(y,y,x)=—0y +— 0y’
(y+6y, y+6y',x) = F(y,',x) >ty
Dostavame tedy
Xp
51=H8_F5y+aF, §y'}dx- (8.9)
oy 0
X4

»Malost“ variace 8y vyjadiime explicite tak, Ze tuto variaci napiseme jako

Xp
B Cheete-li, miZete oznatit 1= f F(y,¥',x)dx ,variace I pakje 51 = -1 .

X4
" Jeste jednu poznamku: Ve vztahu (8.6) vystupuje také variace derivace funkce, §y'. Co to je?
Variaci rozumime rozdily oproti plvodni funkci; variaci derivace je tedy zfejmé oy'(x)=7'(x)-y'(x)-

Derivujeme-li ale vztah (8.5), dostaneme di(é‘y): Z—y - Z—y =y'(x)-y'(x) = 5y'. Je tedy vidét, ze
x x dx

derivace variace funkce se rovna variaci derivace funkce. Jednoduse feceno, nezalezi na tom, zda nejdrive
vezmeme variaci funkce a tu zderivujeme nebo zda nejdriv funkci derivujeme a pak vezmeme jeji variaci.

BA jesté jednu poznamku k oznaceni a terminologii. Pro variaci funkce, jak jsme ji zavedl|i vztahem (8.5), se

z historickych dvodil pouZiva oznaceni & (tedy malé delta). Pfitom funkéni hodnoty y(x) a j(x) bereme

ve stejném bodé x. (V souvislosti s tim, Ze v Glohach je nezavisle proménnou casto cas, mluvime ve fyzice

o téchto variacich jako o isochronnich.) V ucebnicich teoretické mechaniky miZete narazit i na dalsi typ variaci,
kdy se porovnavaji funkéni hodnoty funkci ve dvou blizkych, ale riznych bodech, tedy y(x) a y(x+Ax).

Tyto variace byva zvykem oznacovat symbolem A; v nasem textu se jimi dale nebudeme zabyvat a omezime se
jen na variace isochronni.

16 Respektive ,nekonecné malé”, jak jsme uz uvedli, pracujeme s nimi jako s diferencialy.

4
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Sy=n(x)da ,
kde 7(x) je libovolna funkce splfiujici
n(xA):O, n(xB):O (8.10)
a
|6a| <1 .7
Z (8.9) pak dostaneme
Xp
sti=1 ||+ % ylax Lsa. (8.11)
&y
X4

Aby nastal extrém, musi platit (8.7), tedy 51 =0. Protoze Sar # 0 *°, plyne z (8.11)

ol=0 < a—FnJra—Fn’ dx =0. (8.12)
y

A

Prava strana (8.12) je tedy podminkou, aby nastal extrém. Mdzeme ji jesté upravit®®, abychom se v ni
zbavili derivace n':

Xg Xp

oF oF , OF d ( oF d ( oF
O=||—n+—7n|ldx=||—n+—| —n|-——| — |n|dx =
oy oy’ oy dx\ oy’ dx\ oy’

XA XA

Xp Xp
~

= a_Fn_i aF n dx + i a_Fn dx — (813)
|y dx\ oy’ dx\ oy’

XA

"oF d(oF oF |°
=% | o | [7(x)dx +| —n
|y dx\ay oy

X4

S

_oF

77(XB) ay!

U(XA) = (0, protoze

X4

XB
Posledni ¢len v (8.13) je ale roven nule. Je totiz 8_F = 6_F
' '

plati (8.10). Podminku na extrém tedy mizeme vyjadfit ve tvaru

X4 XB

HG_F _ i(a_FH n(x)dx =0 (8.14)
gy dx\ oy

Tato podminka musi pfitom platit pro libovolnou funkci n(x) (spojitou, derivovatelnou a spliujici
(8.10)).

Y Pozor, termin »libovolna“ je nutno ponékud omezit. Musi jit o funkci spojitou, ktera ma prvni derivaci.
¥ pro zpresnéni: Ve vsech vyrazech, kde se vyskytuje da, budeme ponechavat jen ¢leny prvniho radu; vsechny
eny (8a)® a vy&sich F4dd budeme zanedbévat.

19 . . v v P ° s,
da je sice ,nekonecné malé“, ale rlizné od nuly!

%® pouzivame pitom obrat typu fd—g = i(fg)—ﬁg, kde fza—F ag=n.
dx dx dx '
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Co musi platit, aby bylo splnéno (8.14)? UkdZieme, Ze je nezbytné, aby hranatd zavorka v integralu

v (8.14) byla na celém intervalu (xA,xB) rovna nule. Jde totiZz o spojitou funkci. Pokud bychom ji

oznadili jako f(x), bude (8.14)

[ F(x)n(x)dx =0. (8.15)

Dlkaz provedeme sporem. Pokud by f(x) bylo r(izné od nuly, tfeba y f(x)
nx
kladné, v néjakém bodé x;, musi byt (v dlsledku spojitosti) kladné i T /]\\(7 ) -
v urc¢itém okoli tohoto bodu, viz obrazek. Funkci n(x) pak mizeme zvolit X, X, X
Xp
v tomto okoli také kladnou a vSude jinde nulovou. Je ziejmé, Ze integrdl If(X) n(x)dx by pak
X4

musel byt také kladny, coz je spor s (8.15). To znamena, Ze plati-li (8.15) pak f(x) musi byt na celém

intervalu (x,, x,) rovno nule.”

K ¢emu jsme tedy dospéli? Plati

ol=0 < 8—F—18—F =0, (8.16)
oy dx\oy
jinymi slovy:
Jestlize funkcional | = IF(y, vy, x) dx nabyva extrému, pak funkce y(X) spliuje rovnici
X4

oF d( oF
—-——|—|=0. (8.17)
oy dx\ oy

Rovnice (8.17) se nazyva Eulerova-Lagrangeova rovnice.” Problém nalezeni extrému funkcionalu
jsme tedy prevedli na feseni diferencialni rovnice.

Poznamenejme, Ze podobné Ize hledat i extrém funkciondlu, ktery zavisi na vice funkcich y, (x),
Xp

V,(x), .., tedy [= JF(yj,y;.,x) dx. Misto jediné diferencialni rovnice pak dostavame systém
XA

Eulerovych-Lagrangeovych rovnic

oF d| oF
— - —|—|=0. (8.18)
ay; dx\ oy

! Toto tvrzeni byva nékdy oznacovano jako zdkladni lemma variacniho poctu.

22 v v s s . . . . .
Upresnujici poznamka: Eulerova-Lagrangeova rovnice je nutnou podminkou, aby pro danou funkci y(x) byl

funkcional extrémni. Striktné vzato to vSak neni podminkou postacujici. M(zZe totiz nastat pripad, kdy 51 = 0,

ale presto nejde o extrém. Analogii v pfipadé funkce jedné proménné je chovani funkce y:x3 vbodé x=0:

PFi posunu o maly kousek doleva nebo doprava se hodnota funkce prakticky neméni (protoze jeji prvni derivace
v daném bodé je rovna nule), presto vsak nejde o minimum ani o maximum. Chceme-li zahrnout i tyto ptipady,
fikdme obecné, Ze funkcional ma staciondrni hodnotu. Podminka §I = 0 a tedy i rovnice (8.17) je tedy

ekvivalentni tomu, Ze funkcional I ma stacionarni hodnotu.
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Hamiltonav princip

Prejdéme zpét k dynamice soustav hmotnych bodu. Podivejme se pozornéji na Eulerovy-Lagrangeovy
rovnice (8.18). Nepfipominaji nam néco? lJisté, vypadaji prakticky stejné jako Lagrangeovy rovnice

druhého druhu
dyoLy oL _y, (8.19)
dt | oq, aq;

jen misto nezavisle proménné x v Eulerovych-Lagrangeovych rovnicich je v (8.19) ¢as t, misto funkci
y,;(x) funkce g, (t) amisto F lagrangian L?

Vyse jsme odvodili, e podminka I = 0 je ekvivalentni Eulerovym-Lagrangeovym rovnicim?*. Diky
analogii mUZeme naopak fici, Ze Lagrangeovy rovnice druhého druhu jsou ekvivalentni podmince

05=0, (8.20)
kde

S ={L(q; q,t)dt (8.21)

a pfi variaci (8.20) maji zobecnéné soufadnice g; pevné hodnoty:

(t,)= q¥W,
a,(ts) q,(B) £.22)
q,(t;) = q;”.

Veli¢ina S dana vztahem (8.21) se nazyvé akce.”

ProtoZe Lagrangeovy rovnice druhého druhu jsou pohybovymi rovnicemi soustavy hmotnych bodu
a protoze, jak vidime, jsou ekvivalentni podmince (8.20), mGzZeme fici, Ze

Soustava hmotnych bodl, ktera v ¢ase t, je v pevné dané pocatecni poloze
a v Case tp v pevné dané koncové poloze, se mezi témito ¢asy pohybuje tak,
7e variace akce je rovna nule (tedy Ze akce je stacionarni*®).

Tento vysledek je znam pod nazvem Hamiltontv princip.

HamiltonlQv princip vétSinou na prvni pohled pfipadd zvlastni a prekvapujici. Jsme totiz zvykli
formulovat zakony pro pohyb castic a téles (tedy pohybové rovnice) v ¢ase ,lokalné“. Prikladem je
druhy Newtontv zakon: V daném ¢ase pisobi na hmotny bod celkova sila F, ta pUsobi zrychleni
d=F/m a diky tomu se za maly &asovy interval At zméni rychlost na U(t+At)=0(t)+dAt. Vse se
déje v case t resp. v jeho ,tésném okoli“. Napfiklad pfi Sikmém vrhu sila postupné méni smér
rychlosti a vysledkem téchto postupnych zmén je nakonec celkova trajektorie, v daném pripadé

parabola. Zdapis pomoci diferencialni rovnice je jen jinym vyjadfenim toho, jak se rychlost a poloha
méni ,, krok po kroku®.

> Navic maji rovnice opacné znaménko, ale na ném nezélezi, vynasobeni faktorem -1 rovnice nezméni.
o Tedy, odvodili jsme to v pfipadé jediné funkce y(x), odvozeni pro vice funkci by bylo obdobné.

% Pozor, nema nic spole¢ného s principem akce a reakce, jde jen o ,,shodu jmen”. Lze se také setkat s nazvy
Hamiltonova principidini funkce nebo Hamiltonova akcni funkce.

26\ v, v . , LT s s P e 7 22
Vétsinou jde o extrém, ale radéji zde uvadime obecnou formulaci, viz vySe poznamku
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HamiltonlQv princip nam predklada uplné jiny obrazek. Mezi zadanym pocate¢nim bodem (tedy
bodem, z néhoz v pocatecnim Case t4 hazime) a zadanym koncovym bodem (do néhoZz hmotny bod
v pevném koncovém case tz dopadne) se hmotny bod pohybuje tak, aby jakasi veli¢ina, kterou
spocteme integralem pres véechen ¢as pohybu (akce S) byla minimalni®’.

Naprosto prirozené se vtird otazka: Jak ten hmotny bod vi, jaky bude integral (8.21)? A to néjak
za letu porovnava rlzné moznosti, jak letét, a vysledné hodnoty akce?

Hmotny bod samoziejmé nic nevi a nepocita integraly — stejné jako neresi diferencialni rovnice, kdyz
jeho pohyb popisujeme pomoci nich. Bod se prosté pohybuje podle zakon( klasické mechaniky. A jak
jsme ukazali, tyto zadkony lze vyjadfit nejen pomoci diferencidlnich rovnic, ale také pomoci
integralniho principu (8.20) (resp. (8.20) — (8.22)). Je to nezvyklé, ale je to tak.

Variacni principy nejen v klasické mechanice...

Varia&nich princip@ (resp. integralnich principtl) bylo v teoretické mechanice formulovéano vice.?® Co
je vsak jeSté zajimavéjsi: variacni principy se vyznamné uplatiuji i mimo oblast klasické mechaniky.
Ukazuje se, Ze formulovat fyzikalni zakony pomoci variacnich principl je velmi obecny, hluboky
a pfinosny pFistup — minimalné stejné prinosny, jako jejich formulace pomoci diferencialnich rovnic.

Prikladem je Fermativ princip v geometrické optice: svétlo se mezi dvéma pevnymi body Sifi po
takové trajektorii, po niZ to stihne (v porovnani s blizkymi trajektoriemi) za nejkratsi ¢as®.

Podobny princip se uplatfiuje i v kvantové elektrodynamice, tedy v oblasti hodné vzdalené od
nazornych objekt( klasické mechaniky.* Variaéni principy se uplatriuji také ve specialni a obecné
relativité a dalSich oblastech teoretické fyziky.

Nejde viak vidy jen o ,vydiny teoretické fyziky“, pro ¥adu lidi vzdalené ¢emukoli praktickému®..
Variacni pocet se uZiva i vtechnickych aplikacich. Ve strojnickych a stavebnich konstrukcich byva
potieba spodist rozloZzeni mechanickych napéti.* Tento problém popisuje soustava parcialnich
diferencialnich rovnic. Ukazalo se, Ze vyhodnéjsi, nez fesit pfimo tyto rovnice, je pfeformulovat cely
problém na variacni Ulohu, tedy sestrojit pfislusny funkcional a hledat jeho minimum. Ne samoziejmé
yfitovanim” hodnot v nekone¢né mnoha bodech, ale ve vhodné zvolenych ,kouscich”. Tohle je
principem tzv. metody konecnych prvki, ktera se dnes pouZiva i pro feSeni fady dalSich parcialnich
diferencidlnich rovnic.

%7 Obecné: staciondrni.

8 Zajemce odkazujeme na ucebnice teoretické mechaniky, my se k trochu obecnéjsi formulaci dostaneme jesté
v kapitole 10. Zaroven je vhodné pripomenout, Ze naptiklad teorém Noetherové, ktery jsme zminili v kapitole 7,
byva odvozovan praveé z variacniho principu.

» Presnéji reCeno, za €as, ktery je extremalni resp. staciondrni v porovnani s ¢asy po blizkych trajektoriich.

% velmi pékny polopopuldrni tvod do téchto myslenek podava kniha R. Feynmana ,,Podivuhodna teorie svétla
a latky”“.

*' Tomuhle nazoru by se mimochodem dalo Uspésné oponovat, ale to ted nechame stranou.

> Nechceme prece, aby néjaky nosnik praskl, protoZe napéti prekrocilo mez pevnosti. Na druhou stranu,
zbytecné predimenzovat konstrukci by bylo neekonomické.
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Prvni integral Eulerovy-Lagrangeovy rovnice — a zpét ke brachistochroné
Celou kapitolu jsme zacali tlohou o brachistochroné. MizZeme ji nyni vyiesit?

Rozhodné mulzeme sestavit pfislusnou diferencidlni rovnici. Porovnanim (8.1) sobecnym

F = ,/M . (8.23)
29y

Dosazenim do Eulerovy-Lagrangeovy rovnice (8.17), tedy do

oF _d[oF)_y (8.24)
oy dx\ oy

funkcionalem (8.2) vidime, Ze

pak ziskame konkrétni rovnici, jejimz rfeSenim by vysla hledana ,nejrychlejsi skluzavka“, tedy
brachistochrona. Potiz je v tom, Ze vyjde rovnice pfilis sloZitd, kterou neumime resit.

Nastésti vSak v pripadé, kdy vyraz F explicite nezavisi na proménné x, tj. kdyz plati

F g, (8.25)
ox

Ize najit tzv. prvni integrdl rovnice (8.24), pomoci néhoz Ize ¢asto dospét k feseni. A v pfipadé ulohy
o brachistochroné opravdu (8.23) na x explicite nezavisi!

Pojdme se podivat, jak onen prvni integral najit. KdyZ vyndsobime rovnici (8.24) y’', miZeme

vysledek postupné upravit na

0, d(a_FJ,Za_F, d(aF rj+@_Fdl=

ayy_d_x oy’ 4 ayy_a @y oy’ dx
_OF  OF L OF dfoF ) _OF (8.26)
oy oy’ ox dx\oy ox

dFF d|(oF ,| OF d oF ,| OF
dx dx

o axlay?) ax

P¥i Gpravéch jsme pouZili ¢asto vyuzivany obrat vyuZivajici derivaci sou¢inu funkci®, p¥icetli a odeéetli
jsme &len 0F/ox a navic vyuZili vztah pro derivaci vyrazu F podle x>

Pokud F nezavisi explicite na case, tedy plati (8.25), plyne z (8.26) di(p_% yfj = 0, to znamen3,
4

X
Ze
oF
F—- —y' = konst. (8.27)
oy
Vyraz na levé strané (8.27) je kyZzeny prvni integral rovnice (8.24). (Ziskali jsme ho integraci této
rovnice.)
33 % . df d dg oF
Slo o Upravu —g=— —f—,kde f=—a g=y'.
Gpravu —-g dx(fg) f f o 297V

_OFdy OFdy OF _OF , OF , oF

34 et e d
Nikoli pro parcidlni derivaci! Je —F( y(x), y'(x), x) = +—y" +—.
Prop dx (y( ) y(x) X) oydx oy dx ox 6yy 8y’y ox
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Brachistochrona: feSeni

Pro nalezeni brachistochrony nejprve v (8.23) vypustime ¢len 2g ve jmenovateli.>> Vezmeme tedy

2
1+() '
ﬂ , odtud také uréime 8_}7" = Y

d ¥ o)y

Po dosazeni do (8.27) dostaneme

konst.zF—a—F, ’=\/W_ (y,)z ( ) (J")z_ 1 .
PV y \/(1+(y’)2) \/( z)y \/(1+(y')2)y

Vysledny zlomek roven konstanté, takZe konstanté musi byt roven i vyraz pod odmocninou ve

jmenovateli:

(1+(»))y =2¢, (8.28)

kde C je konstanta®

Vysledna rovnice stale jesté nevypada jako jednoduse reSitelnd — ale matematika nas poudi, Ze
rovnice tohoto typu lze fesit vhodnou substituci za y'. Dokonce poradi i substituci, kterd bude

fungovat®
y'= Cotg(g) (8.29)
Z (8.28) po dosazeni (8.29) dostavame™®
2C .,
= Ty = C2sin*(p/2) = C(1-cosgp) . (8.30)

Zname tedy y v zdvislosti na parametru ¢ . Potfebujeme zjistit, jak na tomto parametru zavisi x.

Derivaci x podle ¢ mudZeme zapsat jako
dx _dx dy li

d(/’ dy dp Y do

= tg(¢/2) C 2sin(¢p/2) cos(p/2) = C 2sin’(¢/2) = C (1-cosp)

Odtud uz
x=C j(l—COS(p) dp = C(p—-sing) .* (8.31)

» Vyrazem 1/4 /29 se pouze nasobi celkovy ¢as. Ma-li byt nejkratsi, je jisté nejkratsi i libovolny jeho nasobek.

Jinym argumentem je skutecnost, Ze na levé strané (8.27) mlizeme F nasobit libovolnou konstantou a dana
rovnost se nezméni. (Zkuste si sami rozmyslet, Ze vypusténim ¢&lenu 2g skute¢né nepachdme zadnou
nepfristojnost.)

** Na pravé strané (8.28) jsme napsali jeji dvojndsobek, protoze faktor 2 se v dalSich Upravach vyhodné zkrati.
¥ Pfiznejme, sami bychom ji asi nevymysleli.

s 2 2
** P¥i upravach vyuzivéme vztahy 1+ cotg®(p/2)= " (go/.Z)ZJ(rc;)zs) (9/2) =— 2(1 ) a sin(p/2)= /1_(:%
sin*(¢ sin®(¢
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Vysledna parametricka rovnice brachistochrony je tedy

x =C(p-sing)

. (8.32)
y =C(1-cosg)

vs v

Jde o rovnici cykloidy“. Kivkou, po niz hmotny bod klouZe k cili za nejkratsi ¢as, je tedy cykloida.

Pro ¢ =0 je hmotny bod v pocatecnim bodé A (pocatku soufadnic), pro n&jakou hodnotu ¢, je

v koncovém bodé B o soufadnicich (xB,yB); hodnotu ¢, a konstantu C urCime pravé ze soufadnic

1
Xp @ Vg

Zavérecné poznamky

Ulohu o brachistochroné bychom zfejmé bez variaéniho poctu nedokazali vyFedit. Neni to
samoziejmé jediny zajimavy problém, kde je variacni pocet uZite¢ny. Sjeho pomoci mlzieme
naptiklad najit tvar Fetézovky. To je tvar, ktery zaujme Fetéz povéseny mezi dvéma body.* Je jasné,
e fetéz se ziejmé provési tak, ze jeho potencialni energie bude minimélni.*” Tato uloha je viak
ponékud slozitéjsi, protozZe pfi hledani minima potencidlni energie musime respektovat podminku, ze
se fetéz neprotahne, tedy Ze ma pevnou délku. Proto zde v zdkladnim textu kapitoly feseni tohoto
problému neuvadime.

Zasadnim sdélenim této kapitoly byl ale HamiltonlQv princip, resp. obecné zjisténi, Ze pohybové
zakony nemusi mit jen tvar diferencidlnich rovnic, ale také integralnich principld — a Ze obé tato
vyjadfeni jsou rovnocennd. Navic jsou tyto principy velmi uZite¢né i mimo oblast mechaniky.
V ponékud volnéjsi formulaci tedy opravdu mizeme fici, Ze ,,pfiroda ma rada extrémy”.

9 Integracni konstantu volime rovnu nule; odpovida to po¢atecnimu bodu v pocatku souradnic (XA =0,x,=0

pro p=0).

0 Asi ji znate, ale pro pripomenuti: Cykloida je kfivka, kterou opiSe bod na obvodu kola valiciho se po roviné.
“ Aby se cykloida ,strefila“ do koncového bodu.

* Retéz je homogenni, povaZzujeme jej za nekonecné ohebny a je v homogennim gravitacnim poli.

* Nebo si snad umite predstavit, Ze by byl provésen smérem vzharu? ©
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