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Spoijita prostredi: rovnice struny

Dosud jsme se zabyvali pohybem soustav hmotnych bodl nebo tuhého télesa — ve viech pripadech
tedy Slo o problémy s konecnym poctem stupnd volnosti. Existuji ovsem problémy, v nichZ pocet

stupnd volnosti neni konecny. Napfiklad chvéni membrany bubnu: vychylka z = z(xl,xz,t) zavisi
kromé Casu na dvou prostorovych proménnych x,,X,. Jak Fesit takovéto problémy? Dvourozmérné

objekty (jako zminéna membrana bubnu) ¢i tfirozmérné (napfiklad vzduch v mistnosti, jehoz ¢asti
kmitaji, kdyz zni jakykoli zvuk) jsou moZna pro zacatek zbytecné sloZité. Podivdme se proto na snad
nejjednodussi problém podobného typu, a to na problém jednorozmérny: kmitajici strunu. Ukazeme
si, jak lze jeji pohyb fesit pomoci variacniho principu, cozZ je pristup, ktery jde lehce zobecnit na
dvourozmérné nebo tfirozmérné piipady.’ Uvedeme také feseni této rovnice ve formé postupnych
i stojatych vin.?

Uvod: formulace problému

UvaZzujme strunu hmotnosti m, ktera je napnuta mezi dvéma body, jejichz ,V Y0
vzdalenost je I. Struna je homogenni, elastickd®a je napnuta silou F . T/—\
Pro jednoduchost pfiddme dva dal$i pfedpoklady: 0 ] x

1. Casti struny kmitaji jen ve sméru kolmém na spojnici krajnich bodg.
2. Vychylky (resp. amplitudy kmit() jsou malé.

Prvni predpoklad znamenad, Ze se ¢asti struny nepohybuji doleva a doprava.’ Druhy predpoklad fika,
7e sklon struny vzhledem ke spojnici krajnich bodd je maly.> Viychylku struny popisuje funkce

y = y(x,t), (10.1)
kde pritom, diky predpokladu 2,
Yy

<1. (10.2)
ox

Ukolem je najit rovnici pro funkci y = y(x, t) a poté najit alespor néktera jeji feseni.
Jesté pozndamku k oznaceni. Pro kratkost budeme ¢asto oznacovat parcidlni derivace y jako

oy ay .
Z_y, Z_oy. (10.3)
ox Y ot Y

1 , v , , v v , v ws s v

V tomto textu nebudeme vicerozmérné problémy fesit, omezime se na pohyb struny. Ten se fesiva uz na
v zavéru uvodniho kurzu klasické mechaniky, budeme tedy moci porovnat odvozeni rovnice pomoci variacniho
poctu s odvozenim vychdzejicim z druhého Newtonova zakona.

2 Pro toho, kdo tato reseni zn3a, to bude pripomenuti, shrnuti a v né¢em mozna doplnéni. Vzhledem k tomu, ze
analogické situace se popisuji a fesi v optice, klasické elektrodynamice i v dalSich partiich fyziky (a vinéni je také
dlleZitou soucasti stredoskolské fyziky), neni marné probrat si feSeni tohoto problému dostatec¢né podrobné
na nazorném prikladu kmitajici (resp. vinici se) struny.

3 Tj. prodluzuje se podle Hookova zdkona. Strunu také povazujeme za dokonale ohebnou, tedy sily spojené

s ohybanim struny budeme povaZovat za zanedbatelné. (Jde o strunu, ne o ty¢, u ni by byly sily spojené

s ohybem samoziejmé podstatné.)

* ... avystihuje skuteénost, e pijde o pFiéné vinéni.
> Obrazek vyse vychylky struny pro nazornost prehani. Oviem realné jste asi dosud nevidéli napnutou strunu na
kytare kmitat s takovymto rozkmitem.
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Lagrangian kmitajici struny

Lagrangian naseho problému je L=T-V , kde T je kineticka
energie kmitajici struny a V jeji potencidlni energie. Kinetickd

energie kousku struny vyznaleného na ose x délkou Ax (viz :Ax: I %
obrazek) je AT :%Amvyz. Oznacime-li délkovou hustotu struny jako 1 = m/l, ®je hmotnost

kousku struny

Am=nAx . (10.4)
Rychlost ve sméry osy y je
oy .
v =2 =y. (10.5)
T Y

Kineticka energie kousku struny je tedy

a 2
AT =25 2| Ax
2" ot

Celkovou kinetickou energii kmitajici struny dostaneme ,setenim pres vSechny jeji kousky”, je tedy

dana integralem
1

1 6y2
T=1|= -~ | dx . 10.6
Jz"(atj . (106)
0

Potencidlni energii spocteme jako praci, kterou sila velikosti F, jiz je napindna struna, vykona pfi
prodlouzeni struny diky vychylce.’

Kousek struny, ktery méa v klidu délku Ax, se pfi vychyleni struny 42 4l y(xt)
téh délku Al = Voax = [ 1+ () L8 V\
protéhne na délku Al=1+(y') Ax (1+2(y) Ax . —

0 Ax ] X

Protazeni daného kousku je tedy Al—Ax = %(y’)zAx. Potencidlni

energie daného kousku struny je proto
2
av=2p(2P] ax,
2 ox

potencialni energie celé struny pak
1

1 (Y
v=|1F _yj dx . (10.7)
2 ox
0
Lagrangian je tedy
| oY oY
L=T-v=||1p[Y| Lpr[2] |ax. (10.8)
2 ot 2 ox

® Je-li p hustota materialu struny a S jeji prifez, je pfirozené 5 = p S . Struna je homogenni, takZe 7 = konst.
’ Tato Gvaha se mize zd4t na prvni pohled zvlastni, ale funguje: Pfedstavte si, Ze byste vzali koncovy bod struny
a strunu natahli o maly kousek délky d. ProtoZe tdhnete silou F, vykonate praci F-d . (NataZeni poklddame za
malé, takze sila F, kterou je struna napnuta, se prakticky nezméni.) Stejnou praci ale vykoname, jestlize strunu
o kousek délky d protdhneme tim, Ze ji vychylime do strany.

® Ax povaZujeme za malé (resp. nakonec budeme brét limitu Ax — 0) a vyuzivame toho, ze y' je malé, viz (10.2).
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Vidime, Ze obecné je lagrangidn dan integralem

X

B oy 8}/ 9
L—J (y,a e ,tjdx- (10.9)

XA

Veli¢inu . nazyvame lagrangeovska hustota.™ V lagrangianu (10.8) bylo konkrétné

2
o1 n (ayj g (G_y) . (10.10)
ot 2 ox

Variacni princip v pfipadé dvou nezavislych proménnych
V kapitole 8 jsme definovali akci jako™

t
S = fL(qj,qj,t)dt . (10.11)

to

Dosadime-li za lagrangian (10.9), dostaneme

Yy oy
ff ( ety ,t)dtdx. (10.12)

to xp
V analogii s Hamiltonovym principem, ktery jsme poznali v kapitole 8, mGzeme o¢ekavat, e struna

se bude pohybovat tak, Ze variace akce je nulova,

65=0.7 (10.13)

Jakou rovnici musi splfiovat funkce y = y(x,t), aby byl splnén variaéni princip (10.13)? Mohli
bychom ji odvozovat podobné, jako jsme v kapitole 8 odvodili Eulerovu-Lagrangeovu rovnici. M{ze
nam vsak pomoci analogie: Hamilton(v princip uZivajici akci (10.11), v niZ se integruje podle ¢asu vedl
na Lagrangeovy rovnice druhého druhu. Nyni se ve vyrazu pro akci (10.12) integruje pres dvé
proménné, t a x. Obé tyto proménné vystupuji v integralu zcela rovnocenné. Lze tedy ocekdvat, Ze

budou vystupovat rovnocenné i v rovnicich pro funkci y = y(x, t) . Tedy, Ze rovnice budou mit tvar

J| oV 8 oV oV

ot a(ay) Y a(ay) oy
ot ox

=0. (10.14)

°V nagem konkrétnim pripadé .Z nezdviselo explicite na y, x ani t, ale v obecném pfipadé by na téchto
proménnych mohlo zaviset. Meze jsme oznacili X, A X,V nasem konkrétnim ptipadé bylo x,=0ax,=1I.
% Musime ji integrovat pres x, abychom dostali lagrangian, podobné, jako tfeba délkovou hustotu hmotnosti
musime integrovat pres x, abychom dostali celkovou hmotnost.

" Jen meze integralu byly v osmé kapitole t,,t,, nyni je znafime ¢,,t,, aby se ndm to nepletlo s indexy Aa B
u proménné x.

2 Netfeba asi dodavat, Ze nase ofekavani je oprdvnéné, nize uvedeny variacni princip je opravdu spravnym
pohybovym zdkonem pro kmity struny.

3 p¥j této variaci musi byt pevné dané polohy struny v po&ate&nim a koncovém &ase, tj. y(x, to) =Y, (x) a

y(x, tl):yl(x) a navic musi byt pevné drzené okraje struny, tj. y(XA‘t):y(O’t)ZO a y(xB,t):y(l,t)z

Znamena to, zZe vychylky struny jsou pevné zadané na okrajich oblasti vymezené hodnotami (tO'tl) a (XA'XB)
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A opravdu, tohle je spravny tvar rovnic, ktery by nam vysSel i po podrobném odvozeni. V zapisu
rovnice (10.14) nam m{ze pfipadat nezvyklé derivovat podle parcidlnich derivaci — mozZna pfijatelnéji
a srozumitelnéji rovnice vypadd, oznacime-li parcialni derivace symboly (10.3):

oo +i ov | ov _0o (10.15)
ot\ oy ox\ oy’ oy

Jasnéji ted'vidime, Ze se tato rovnice opravdu podoba Lagrangeoveé rovnici druhého druhu

dfoL) oL _, (10.16)
dc\og ) og

Rovnice struny — odvozeni z variacniho principu

Kdyz pomoci znaceni y a )’ zapiSeme lagrangeovskou hustotu (10.10),
=y -<F(y), (10.17)

miZeme lehce spodist jeji potfebné derivace™ a dosazenim do (10.15) ziskat rovnici pro kmity struny:

0 0
“(nv) - = N = 0.18
at(ny) aX(Fy) 0 (10.18)

MuZeme ji upravit napf. na tvar Fy"—nj = 0, obvyklejsi byva vyjadieni, vnémi jsou parcidlni

derivace zapsany explicite, napf. ve tvaru®®

o’y 1 &%y
_ -0
ox*  (F/n) ot? (10.19)

Rovnice struny — odvozeni z druhého Newtonova zakona

Pro kontrolu, zda jsme dospéli ke spravné rovnici, mize byt uZiteCné pripomenout si odvozeni
rovnice struny zdruhého Newtonova zékona. ’Jde to docela pfimocare. Pro kousek struny o
hmotnosti Am dava druhy Newton(v zdkon

Am— = AF. (10.20)

'%(10.15) a Lagrangeova rovnice (10.16) jsou opravdu analogické, jen misto soufadnice q , kterd zavisi na Case,

q :q(t) mame v (10.15) funkci dvou proménnych y = y(x, t) . Obé tyto proménné v rovnici (10.15) vystupuji

: - . L i d (oL . -
jako nezavisle proménné a maji v ni ¢leny analogické ¢lenu E 6_ v Lagrangeovych rovnicich 2. druhu.
q

d 0

Jen nyni v (10.15) musime misto totdlni derivace Z_ psat parcialni derivaci _ a podobné pro proménnou x.
dt ot
150 . 0 , 4 0
—=nyr—=-Fy 2 —=0-
oy y oy

' Za chvili uvidime, pro€ v druhém &lenu piSeme vyraz takto do jmenovatele.

Y Variagni princip v pfipadé dvou proménnych a rovnice, které z ného plynou, jsme vyse ziskali jen analogii

s jednodussim pfipadem probiranym v kapitole 8. MoZna v nas tedy mdzZe hlodat ¢ervik nedlvéry, jestli jsou
opravdu spravné. Jsou — ale zatim jsme se museli spolehnout jen na autoritativni tvrzeni, Ze tomu tak je, nebo si
je zkontrolovat v ucebnicich. TakZze neni od véci, ovéfrit si platnost rovnice (10.19) i zcela nezavislym odvozenim.

4
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ProtoZe se kousek struny pohybuje jen ve sméru osy y, stai uvazovat jen y-ovou slozku rovnice

(10.20), tedy Amddi = AF,. PFitom v, :6_y a Am = n Ax (viz (10.4)), takZe 2. Newton(v zdkon
t

ot
dava'®
o’y
Sila AF" je soucet sil, kterymi na dany kousek struny ptisobi &sti struny %
napravo a nalevo. (Na obrazku silu zprava oznatujeme jako F*, silu AF
zleva jako F~.) Ve sméry osy y je tedy Y . F.
7
AF, :Fy*+Fy’ (10.22) | —
X x+Ax X

Pokud se tyce vodorovnych, tedy x-ovych slozZek sily, ty musi byt zleva i zprava co do velikosti stejné
a musi se tedy vyrovnavat, jinak by se dany kousek struny urychloval doprava nebo doleva. Fakticky
mUZeme fici, Ze velikost x-ové sloZky sily je rovna sile F, kterou je struna napnuta, kdyz je v klidu.

Slozka sily do sméru y zdvisi na sklonu struny. Jak ukazuje obrdzek,

Yy
F,=Ftga=Fy = F% . Derivaci ovSem musime vzit vidy
X
v pHisluzném bods, takte 7 = F Y|  a - _p P ®
v X|yine x| X
Dosazeni do (10.22) d&*
0 0 0 (0 0’
AF, = F- |2 e L A= F 2 A (10.23)
OX|xsAx  OX|x Oox\ Ox ox
Ted' uz staci dosadit (10.23) do (10.21):
aZy aZy
— A = F— Ax
1o o
a po zkraceni Ax a pfevedeni na jednu stranu dostdvame
o’y o’y
ox ot

co? u? je fakticky rovnice (10.19).%

Rovnici struny tedy mame odvozenou. Jak je to s jejim FfeSenim?

' Derivaci podle ¢asu uz piSeme jen jako parcidlni, i kdyZ v (10.20) byla totalni derivace. Tam jsme ale brali
kousek struny fakticky jako hmotny bod, zatimco v (10.21) funkce y = y(x,t) zavisi na dvou proménnych a tak

musime ¢asovou zménu zapisovat pomoci parcialni derivace.
19 — . , , , v P . P o ;. v v v P
U F je zaporné znaménko, protozZe na levém kraji daného kousku struny pusobi sila opacné, nez na pravém.

d
20 Vyuzivame toho, Ze rozdil funkce ve dvou blizkych bodech je f(x+Ax)—f(x) = d_i Ax, funkci f je ?
X

2 Diky tomu, Ze nam i pfi zcela nezavislém odvozeni vysla stejna rovnice, snad mlze stoupnout i nase dlivéra ve
variacni princip pouZity k reSeni pohybu spojitych prostredi, jako je struna.
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Re3eni rovnice struny: postupné viny

£22 23

Vztah vystihujici postupné vinéni se obvykle pise ve tvaru

y= Asin(kx—a)t) ) (10.25)

Jak vime, Ze jde o postupnou vinu a jakou rychlosti takova vina postupuje?

24 v

Obrazek ukazuje wvychylky struny ©° v néjakém konkrétnim case t. >

Zvyraznén je jeden ,vrchol viny“, jeho soufadnice je oznacena X, . Jakou \ /\ /\ /\
X

hodnotu musi mit argument funkce sinus v (10.25), aby Slo o vrchol viny, \'/ V\-/ \/

tedy aby vychylka byla maximalni? Pro maximalni hodnotu se sinus musi ,1

X

rovnat 1. To znamend, Ze argument v zdvorce md hodnotu napftiklad 7[/2 .% Pro vrchol je tedy napt.
kx,— wt=7/2; odtud

_o, T (10.26)

kT 2k

To je ale vztah pro rovnomérny pfimocary pohyb, x,=vt +konst. Vidime, Ze jde opravdu

o postupné vinéni; vrcholy vin (i kterékoli jiné jejich ¢asti) postupuji podél osy x rychlosti
@ 26
k

Jesté jsme ovSsem neukazali, Ze (10.25) je feSenim rovnice struny (10.19), pfipadné za jakych
podminek je FeSenim. Pro dosazeni do rovnice struny potfebujeme spocitat druhé derivace (10.25):

2
ay—kAcos(kx wt), 8); = —k* Asin(kx-ot),
Ox X (10.28)
ay azy 2 .
— =-—wAcos(kx—wt), — = -’ Asin(kx—ot).
ot ot
Dosazeni do (10.19), tedy do 0y - 1 oy =0 da
SO ox T (Fly) o
1
—k* Asin(kx—wt) + kx—wt)=0,
ot gy Al
Cili
2
2+ 2| Asin(kx-wt) =0 . (10.29)
g st

> Jde o postupné vinéni v jednorozmérném pripadé. Stejnou rovnici mize mit postupna rovinna vina.

2V nagem pfipadé jde o postupné vinéni pricné, vychylky jsou kolmé na smér Sifeni viny.

24\, . , . v , sy . .. ore ;. , .
Vychylky jsou na obrazku velmi pfehnané, vyse jsme rovnici struny odvodili pro malé vychylky, zde nam jde o

ilustraci vinéni obecné.

% ..nebo 37/2, 57/2, zkrtka obecn& (2k+1)7/2.
2% skutetnost, ze jde o postupné vinéni, je také jasné vidét, kdyz (10.25) piepiseme jako ¥ = Asin(k(x—vt)).
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Tato rovnice musi byt splnéna pro vsechna x a vSechna t. Aby to bylo pravda, musi platit

2 2
K+ w__ 0, cili a)_z = F = @ :\/E. Porovnanim s (10.27) vidime, Ze rychlost postupnych
(F/n) K 7 k \n
vin na struné je
F
v= |— . (10.30)
n
Tim padem muZeme rovnici struny (10.19) psat jako
o’y 1 &%
-——=0. (10.31)
ox* v*ot’

Fakticky jde o jednorozmérny p¥ipad vinové rovnice.”’

V pfipadé vyse uvedeného vinéni (10.25) jde o harmonickou vinu®®. Bylo by mozno vyjadfit i vinu

zcela obecného profilu? Jde to, staci pro libovolnou funkci f :f(f) * napsat

y = f(x-vt). (10.32)

Druhé derivace (10.32) jsou®
¥ _df dy _d'f
x dE’ ox* d&t’
¥_d L, DAL,
ot d¢ '

Po dosazeni do levé strany (10.31) dostaneme

2 2 2 2 2 2
Oy _Lay_df_iﬂvz_ﬂ{l_v_}:o_

ox* VP ott  dEt vEdEr dé v?

Vidime tedy, Ze (10.32) opravdu je feSenim rovnice struny. A skutecné jde o postupnou vinu Sitici se

rychlosti v : jestlize funkce f(é‘) ma maximum pro néjakou hodnotu & , %
je vrchol funkce na misté o soufadnici N(X_Ut)
X, =vt+¢, . . i

Profil funkce f pfitom zlstava stéle stejny, jen se pohybuje podél osy x.

- TR . . Y . . 1 ¢ .

%’ Ve tfirozmérném pfipadé vinova rovnice, napf. pro zvukové viny, ma tvar Ap — —2% = 0. Zde p je tlak
v° ot

op 0p o

&, 0, 0p

ox® oy° oz

%8 prosté, ve vztahu je sinus nebo kosinus argumentu.

» Spojitou a derivovatelnou do druhého radu.

vzduchu, a A je Laplaceliv operdtor, Ap =

30 Rozmyslete si, Ze tohle je pravda. (Staci pouzit pravidlo pro derivaci sloZzené funkce, takze napft. gzﬁﬁ,
ot dé ot

kde &=x-vt.)



K pfednasce NUFY028 Teoretickd mechanika prozatimni ucebni text, verze 01
10. Spojita prostfedi: rovnice struny Leo$ Dvorak, MFF UK Praha, 2014

Re3eni rovnice struny: stojaté viny

Harmonicka stojatd vina je popsana vztahem*™

y = Asin(kx) sin(wt) , (10.33)

kde @w=27xf je Ghlova frekvence vinénia k=27/2 je vinové &islo.** Dokazat, 7e (10.33) je fedenim
rovnice struny znamena spocitat druhé derivace
2

0 . 0 . .
a—i’ = k Acos(kx)sin(at), ax}; = —k* Asin(kx)sin(at),

(10.34)

2
% = wAsin(kx)cos(wt), ZT}; = — o’ Asin(kx)sin(wt)

a dosadit je do levé strany (10.31):

2

2 2
Oy 10y _ —k*A sin(kx)sin(a)t)+ iza)zA sin(kx)sin(a)t): [—kz +w—2]A sin(kx)sin(a)t)
v v

ox*  v* ot’

Rovnice struny tedy bude splnéna, pokud pro vSechna x a t bude platit
0)2
(—k2+7jA sin(kx) sin(et) =0 - (10.35)

2
v o , . @ vur: (2 v . .
Nutnou a postacujici podminkou pro to je —k2+—2 =0, cliv ZE' coz je stejny vztah, jako
v

v pripadé postupné harmonické viny (viz (10.27)).

y(xt)
y(0,t)=0, y(l,t)=0.%2 (1036) 0 - . . [ X

Jde-li o stojaté viny na struné konecné délky, musi byt splnény okrajové ,V
podminky T

Prvni podminka je spinéna jiz volbou fe$eni (10.33).>* Aby byla splnéna druha podminka, musi platit

sin(kl):O = kl=nx,kden=1,23,... (10.37)

Protoze k=27/A, plyne z (10.37), Ze A = Zl/n, tedy, Zze na délku struny pfipadne cely pocet

ptilvin.* Na druhou stranu mezi ka @ plativztah @ = k-v (viz (10.27)), takZe

2nf =w=k-v=(nz/l)v,

* Toto neni obecny tvar stojaté viny. V obou argumentech funkci sinus by mohly byt jesté fazové konstanty,
ptipadné bychom mohli uvazovat kombinace sind a kosint. Vztah (10.33) vSak bude vyhovovat situaci, kterou
budeme dale popisovat.

32 Pfitom fje frekvence vinéni a A vinové délka. Rozmyslete si, Ze vztah (10.33) opravdu popisuje vinéni s touto
frekvenci a vinovou délkou. A rozmyslete si, jak byste to vysvétlili stredoskolakiim — tento popis je na drovni
stredoskolské fyziky. (Stejné tak musime umét vysvétlit vyznam prislusnych parametri v pripadé harmonické
postupné viny, tedy ve vztahu (10.25).)

* Na za&tku a na konci je struna upevnéna a nemuzZe se tam hybat.

* protoze sin(k~ 0) =0.
% Coz je logické. (Rozmyslete si proc.)
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Cili (po dosazeni (10.30))
v 1 |F

=n—=n—_|—, n=1,2,3,... 10.38
/ 21 21\ n ( )

Struna tedy muze kmitat zakladni frekvenci fl:il\/i a jejimi nasobky.*® ¥ Slo7itéj$i pripady
21\

stojatého vinéni dostaneme sloZenim stojatych vin téchto zakladnich frekvenci.

Zavérecna poznamka

PrestozZe jsme se v zavérecnych ¢astech kapitoly vénovali konkrétnim resenim rovnice struny, neméli
bychom zapomenout na zakladni poznatek, s nimZ jsme se seznamili: variacni princip lze z pfipadu
soustavy hmotnych bodl dobfe zobecnit i na soustavy s nekoneénym pocétem stupnd volnosti, tedy
na spojita prostredi.

*® Mluvime o tzv. vyssich harmonickych. Obecné, kdyz drnkneme tfeba na strunu kytary, zni soucasné zakladni
tén i vyssi harmonické, nasemu uchu to zni libozvuéné. (Uvadi se, Ze s vyjimkou sedmé harmonické.)

%7 Kvalitativné mizeme zkontrolovat, Ze se vztah pro frekvenci zakladniho ténu chova rozumné: napneme-li
strunu vétsi silou F, frekvence roste (vyska ténu vzrista), naopak hmotnéjsi struna (s vyssi délkovou hustotou
hmotnosti 77) kmita s nizsi frekvenci, tedy zni hlubSim ténem.
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