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VIl. Minkowského prostorocas

VII.1. Prostorocasové diagramy

Jiz ze stfedni Skoly umime vyjadfovat zavislost polohy ¢éstice (hmotného bodu, télesa...) na
Case také graficky. Cas jsme zvykli nanaset na vodorovnou osu, soufadnici X na svislou.
Z tvaru grafu x = X(t) pozndme, zda jde o pohyb rovnomérny nebo nerovnomérny, mizeme

odecist rychlost ¢astice atd.

Podobné diagramy jsou dobrou ndzornou pomiickou 1 ve specialni teorii relativity. Zde je
ovSem zvykem orientovat ¢asovou osu svisle a prostorovou (x-ovou) osu vodorovné. Na
svislou osu se pfitom vétSinou nanasi ne piimo hodnoty c¢asu t, ale sou¢inu c-t. (Na
vodorovnou i svislou osu se tedy vynasi hodnoty v metrech.) Pohyb ¢astice podél osy X lze
v tomto diagramu znazornit stejné dobfe jako v grafech zndmych ze Skoly — viz obr.VII.1, na
némz je znazornén nerovnomeérny pohyb Castice. Pro podobné diagramy se v teorii relativity
vZilo pojmenovani prostoroc¢asovy diagram.
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Obr.VII.1. Prostoroéasovy diagram. (JestliZze dilek na ose X znamena délku 1 metr,
predstavuje dilek na svislé ose ¢asovy interval 1/ (3-108) sekundy.)

Polohu ¢astice v daném okamZiku Ize z diagramu piimo odecist, jak je z obr.VIL.1 ziejmé.
Rychlost ¢astice je dana sklonem kiivky v daném bodé — viz obr.VI11.2.

X

Obr.VIL.2. Znazornéni pohybu ¢astic v prostoro¢asovém diagramu a souvislost sklonu
ktivky s rychlosti ¢astice (uX /c=Ax/ (C . At)). Castice A se pohybuje
s proménnou rychlosti u, , ¢astice B v dané soustavé soufadnic stoji
(pokud je téZ y = konst. a z = konst. ).

Sklon kiivky +45° od svislé osy odpovida rychlosti svétla. (Pohyb svételnych signali
vyslanych podél osy x v ¢ase t, z mista o soufadnici x, je dan vztahem x = x, ic(t —tv);
(viz obr.VI1l.3.a).)
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Kitivka zndzornujici pohyb ¢astice nemiize tedy mit vzhledem ke svislé ose sklon vétsi nez
45° —viz obr.VIL.3.b, kde je toto omezeni vyrazn¢ vyznaceno pro jeden bod kiivky; stejné
omezeni ov§em plati ve vSech bodech kiivky.

AN, cA

a) /‘g‘/
Obr.VIL3.

a) Znazornéni pohybu svételnych signalt vyslanych podél osy x z mista o soufadnici X,
v okamziku t, .
1 — signal pohybujici se ve sméru osy X; 2 — signal pohybujici se proti smeru osy X.

b) Rychlost ¢astice nemuze pievysit rychlost svétla — sklon odpovidajici kiivky
Vv prostoro¢asovém diagramu tedy nemuze piekroCit +45° od svislé osy. Pohyb
castice muze odpovidat pln¢ zakreslenym kiivkdm; naopak teckovana kiivka nemize
piedstavovat pohyb zddné redlné Castice.

Kdybychom prostoro¢asovy diagram rysovali ne v roviné, ale v prostoru, mohli bychom
znazornit pohyb ¢astic nejen podél osy X, ale v celé roviné x-y. Obrazek VI1.4 vystihuje tuto
piedstavu (byt pouze nakresem na listu papiru).
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Obr.VIL4. Prostoroasovy diagram se zakreslenim dvou prostorovych os. Kiivka
znazoriiuje pohyb Castice v rovin€ X-y. Znazornéno je rovnéz Sifeni svételnych

signalti, které¢ castice v dany okamzik vyslala do vSech smérti roviny X-y.
Srovnejte s obr.VII.3.

Svételné signaly, vyslané do vSech smérd roviny X-y budou na diagramu znazornény jako
plast’ kuzele — mluvime proto o tzv. svételném kuzZeli (viz obr.VIL.4). Nazev svételny kuzel
pienasime 1 do dvourozmérnych diagramti: svételnym kuzelem nazveme polopiimky 1 a 2 na
obr.VIlL.3.a. A obr.VIL.3.b bychom mohli komentovat slovy ,k¥ivka znazornujici dalsi
pohyb ¢astic musi vZdy lezet uvniti svételného kuZele s vrcholem v daném bodé.”

Jestlize byl ¢tenafi dosavadni postup jasny, jisté dokaze sam zodpoveédét otazku:
Co vlastné jsou (co predstavuji) body v prostoro¢asovém diagramu?

Ano, bod prostoro¢asového diagramu reprezentuje udélost, tj. néco co se stalo Vv uréitém
¢ase na urcitém misté. Napi. bod V na diagramu v obr.VIL4. piedstavuje udalost vyslani
svételnych signalti Castici. Ostatné celd kiivka znazoriiujici pohyb castice je tvofena body
diagramu: odpovidajicimi udalostmi jsou pfitomnost ¢astice v daném Case na daném miste.
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Poloha castice je ovSem obecné ddna tfemi prostorovymi soufadnicemi a nedd se tedy na
obr.VI11.3 ¢i 4 jednozna¢né znazornit. K zachyceni obecného pohybu ¢astice (nejen v roving x-y)
bychom potiebovali ¢tyfrozmérny diagram: 3 osy prostorové (X,y,z) a 1 ¢asovou (c-t). Ten si
ovSem nazorn¢ predstavit nebo nakreslit neumime. Musime se spokojit s jeho tfirozmérnou
analogii (viz vySe obr.VII1.4), v niZ je ovSem ztracena informace 0 z-ové soufadnici Castice.
| tato analogie nam vSak poskytuje dobré sluzby.

K ¢emu vSechny tyto tivahy o prostoroc¢asovych diagramech?

V newtonovské fyzice by bylo mozno uvazovat prostor a ¢as oddélené. Dvanéct hodin pét
minut bylo dvanact hodin pét minut v celém vesmiru a nezavisle na pohybu pozorovateld.
Teorie relativity néds ale naucila, Ze skutecnost je jind: v kazdé soustavé plyne cas jinak,
udalosti soucasné v jedné soustavé se v jinych soustavach staly obecné v riznych okamzicich,
prostorové a casové soufadnice jsou v Lorentzovych transformacich neoddélitelné
smichany...

Misto zvlast o prostoru a zvlast o cCase je tedy pfirozenéjsi mluvit o jejich spojeni,
prostoroc¢ase. A nejen mluvit: teorie relativity ukazuje, jaké jsou jeho vlastnosti, jak souvisi
se ,,starymi® pojmy prostor a ¢as atd.

My se budeme s prostoroCasem a jeho vlastnostmi seznamovat postupné. Pomohou nam
pfitom prave prostoroCasové diagramy. Pro¢?

Prostorocas v sobé spojuje prostor i ¢as; zadani bodu v prostorocase tedy urcuje nejen, kde se
néco stalo, ale i kdy se to stalo. Body prostoro¢asu jsou tudiz udalosti. A praveé udalosti jsou
zobrazovany body v prostoro¢asovych diagramech. Prostorocasovy diagram je tedy
vlastné znazornénim (¢asti) prostorocasu.

Ovsem, diagram na obr.VIL.4 nerozli§i udéalosti o riznych hodnotach soufadnice z.
K dokonalému zndzornéni prostorocasu by byl nutny Cctyfrozmérny diagram. I jeho
tiirozmérma nebo dvourozmérna analogie (viz obr.VIL.1-3) ndm v8ak mohou vlastnosti
prostorocasu piiblizit.

Prostoroasové diagramy zobrazuji svét v jeho vyvoji. Tomu odpovidd i uZivana
terminologie. Kfivky znazornujici pohyb castic (viz obr.VIL.4) se nazyvaji svétocary castic.
Pohybujici se téleso (naptf. ty¢) neni samoziejmé znazornéno jedinou svétoCarou, ale tzv.
svétovou trubici, skladajici se ze svétocar vSech bodu télesa — viz obr.VII.5.
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Obr.VIL5. Svétova trubice

O svételném kuzeli jsme se jiz zminovali vySe. Poznamenejme, ze na obr.VIIL.4 je zndzornén
budouci svételny kuZel; minuly svételny kuzel je zakreslen na obr.VI11.6.
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Obr.VIL6. Minuly svételny kuzel ptislusny k udalosti U je tvofen svételnymi signaly,
které prechazeji do této udalosti (tj. pozorovatel na daném misté je v dany cas
detekuje).

Svétocary a dal$i zminéné objekty vSak nechdpeme jen jako C¢ary na papife. Podobné jako
v klasické mechanice mluvime o trajektorii ¢astice v prostoru, mluvime v teorii relativity o
svétocare Castice v prostorocase. Svétocara nakreslena v prostoro¢asovém diagramu je pak
jejim znézornénim. Podobné je tomu se svétovou trubici, svételnym kuZzelem atd.

Ctenafe, ktery se obava nové zavadénych pojmt, mizeme uklidnit: uz jich pro popis
prostoro¢asovych diagramti mnoho neptibude. OvSem pojem prostorocas a jeho vyznam by si
m¢él Ctendf — po precteni celé kapitoly VII. — potfadné promyslet. (A pak zejména jeste jednou
po prostudovani nasledujici kapitoly.)

Pojmy, které miizeme pfi ,,prostoroasovém pohledu* zpfesnit, jsou minulost, budoucnost a
pritomnost. Uvazujme uréitou udalost U. (Klepnéte napf. prstem na stranku skript. | to je
udalost.)

Které udalosti v prostoro¢ase mizeme vzhledem k U oznacit za budouci, které za minulé
a které za ptitomné?

Z kapitoly 1V. vime, Ze udalosti, které by byly s U spojeny signalem $ificim se nadsvételnou
rychlosti, by v nékterych inercialnich systémech piedchazely U, v nékterych v Case
nasledovaly po U a v nékterych systémech se staly soucasné s udalosti U. O téchto udalostech
tedy sotva mizeme fici, ze by patfily do budoucnosti nebo naopak do minulosti udalosti U.
Mluvime o nich jako o udalostech relativné ptitomnych (relativné — tj. jen v nékterych
inercialnich systémech) a jejich mnoZinu nazyvadme relativni p¥itomnosti udalosti U.

Udalosti, do nichZ lze z U vyslat signal Sifici se rychlosti svétla nebo niz§i, musi ve vSech
inercialnich soustavach nastat poezdéji nez U. Jejich mnoZinu proto nazyvadme absolutni
budoucnosti udalosti U. (Zdtraznéme slovo absolutni — to, Ze nastavaji pozdé&ji nez U,
nezavisi na volné inercialni soustavy soufadnic.) Na prostorocasovém diagramu (obr.VIL.7)
vidime, ze do absolutni budoucnosti patfi pravé vSechny udalosti tvofici vnitfek a plast
budouciho svételn¢ho kuzele. Analogicky oznacujeme vnitiek a plast minulého svételného
kuzele jako absolutni minulost. Udalosti patiici k absolutni minulosti U nastavaji ve vSech
inercidlnich soustavéch diive nez udalost U.
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. ABSOLUTNi

Obr.VIL.7. Absolutni minulost, budoucnost a relativni piitomnost udalosti U.
(Signal sifici se od U k U; by musel mit nadsvételnou rychlost; udalosti U
a U, lze spojit signalem $ificim se rychlosti u <c.)

Az dosud jsme pomoci prostorocasovych diagramu sledovali déni v prostoroCase vlastné jen
Z hlediska jedné inercidlni soustavy soufadnic S — to znamend, uméli jsme z diagramu odecist
prostorové a Casovou souradnici dané udalosti (viz obr.VIIL.1), ovSem pouze soufadnice v S.
Udalosti samy jsou ovSem absolutni: rozsviceni lampy je rozsvicenim lampy ve vsech
inercidlnich systémech. Neni mozné, aby se lampa v jednéch systémech rozsvitila a v jinych
zustala zhasnutd. Mohli bychom fici, Ze déni v prostorofase (zachycované i na
prostoro¢asovych diagramech) je absolutni. Jde jen o to zjistit, jaké soufadnice piifadi
udalostem pozorovatelé v riznych inercialnich systémech.

I zde ndm mohou nazorné¢ pomoci prostoro¢asové diagramy. Vedle os x a ct do nich totiz
muzeme zakreslit i osy x’a ct’ odpovidajici systému S’.

Co je to vlastné osa X? MnoZina boda (udalosti), pronéz t =0 (ataké y=0a z=0). A osa
ct? Mnozina bodu v prostorocase, pro néz je Xx=0 (a y=0, z=0) — tedy vlastné svétocara
pozorovatele, ktery stoji v poc¢atku soustavy S. Analogicky tomu bude i s osami piislusnymi
S’

Ze specialni Lorentzovy transformace

X’:]/(X—Ut), y,:yl Z':Z’ ':y(t_c%xj

plyne
pro osu ct’ (tj. x' =0, sve€tocaru pozorovatele stojiciho v pocatku S’)
v
X=—(ct
’ (o)
proosu x’ (fj. t"'=0)
cC-t=—Xx
C

Osy X’ a ct’ jsou tedy viuci osam X a ct sklonény o stejny thel «, pro néjz plati

tg 0:2% (VI1.1)
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jak to znazornuje obr.VIL.8.a. Z (1) samoziejmé vyplyva, ze
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Obr.VIL8. Osy prislusejici systémum S a S’ v prostorocasovém diagramu a uréovani
soufadnic.

Obrazek VIL8.b ukazuje, jak uré¢ime necarkované (x,t) a ¢arkované (X’,t’) soufadnice dané
udalosti jejim promitnutim na pfislusné osy. Podél os x’ a ct’ nelze ovSem na diagramu
jednoduse odmeéftit vzdalenosti — métitko na téchto osach se totiz lisi od méfitek os x a ct! Je
to zfejmé napt. z inverzni Lorentzovy transformace

X +ut!
2
v
s
2
prot'=0 je x=x’/,/1—v—2,tak2e x" =1 odpovida x=;2>1.
c v
s

Podobné je tomu na ose ct’. Métitka na osach X” a ct” jsou totiz stejna.

Pomoci znazornéni Lorentzovy transformace na prostorocasovych diagramech (tj. zndzornéni
0s x,ctix’,ct’ lze lehce ilustrovat fadu vysledkd, které jsme v kapitole V. odvozovali
vypoctem. Lze napiiklad vidét, Ze rychlost svétla (podél osy X) je stejna vSa S’ — viz
obr.VI11.9. (osy x* a ct’ se sklan¢ji symetricky ke svétocare svételného signalu 1 na obr.VIL9.)
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Obr.VIL.9. Rychlost svételného signalu je ¢ 1 viici S’.



K prednasce NUFY097 Teorie relativity prozatimni uéebni text, verze 01
VII. Minkowského prostorocas Leo$ Dvorak, MFF UK Praha, 2021

[lustrace kontrakce délek na diagramu vyzaduje uvaZovat riizna meéfitka os X a X’, proto
nemusi pusobit bezprostiedné presvédCive. OvSem ukazat se d4, jak je vidét na obr.VIL10,
znazoriujicim svétovou trubici tyce stojici v soustave S.

y _
Tkonec i 2 konec
tyce / tyce

/;Z/ )

o) 1 22t 3 4 X

Obr.VIIL.10. Znazornéni kontrakce délky tyce stojici v S z hlediska S’.
Podobné jako kontrakci délek by bylo mozno na diagram znazornit dilataci ¢asu.

Prostoro¢asové diagramy jsou ovSem neocenitelnou pomuckou pii ilustraci relativity
soucasnosti a piehozeni ¢asového sledu. Obrazek VIIL.11 to ukazuje jasné.

fct fct

Obr.VII.11. Udalosti A a B jsou soucasné v soustaveé S, ale nejsou soucasné v soustaveé
S’. Proudalost AaC je t. >t,,ale t; <t,. (At je udalost C jakkoli
blizko svételného kuzele udalosti A — ovSem Vv relativni pfitomnosti
udalosti A —vzdy lze vést osu x’ tak, aby bylo t; <0.)

Vidime také, pro¢ je soucasnost relativni. Mnozina udalosti o daném case t (tj. navzajem
soucasnych udalosti) je vlastné fezem prostorocasu. Rez Ize ovSem vést i jinak (t" = konst.) a

to fadou zpuisobil — a co fez, to jina soucasnost, resp. soucasnost z hlediska jiného systému S’.
Absolutni, nezavisly na pozorovatelich je prostoro¢as sam a udalosti v ném.

Na vSech dosud uvedenych diagramech byla osa x vodorovnd, ct svislad a osy x',ct’ byly

sklonéné. To ovSem neni nutné¢ a vychozim systémem pro konstrukci diagramu miize byt
systém S’. Vysledek ukazuje obr.V11.12.
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Obr.VII.12. Prostorocasovy diagram, pii jehoz konstrukci se vychazelo z S’.

Doporucujeme ctenafi, aby si sam odvodil a rozmyslel, pro¢ obr.VIL.12 vypada tak, jak
vypada. (S uvézenim faktu, Ze systém S se pohybuje vic¢i S” proti sméru osy X’.)

Svétocary svételnych signadlli by ovSem i na obr.VIL.12 sviraly se svislici tthel 45°. To
naznacuje, ze svetocary svételnych paprskti maji v prostorocase zakladn€j$i vyznam, nez
svétoCary pozorovateli.

VII.2. Ctyfinterval

Uvazujme dvé udalosti A a B a oznacme rozdily jejich soufadnic
AX=X(g) = X(a) AY = V(o) = Y(a) AZ = Z(p) = Z(a)
At = te) —La)-
Jak jsme jiZ dokazali v ¢lanku II1.5, 1ze z rozdilu soufadnic vytvofit kombinaci
(As)* = —(cAt)” + (Ax)* +(Ay)® +(Az)’, (V11.2)

ktera se neméni pii prechodu od jednoho inercialniho systému k jinému inercialnimu systemu
S’ (je invariantem Lorentzovy transformace):

As = As',
kde
(As')? = —(cAt')’ +(AX')* +(Ay')* +(Az').
Piipomenme, ze veli¢inu As nazyvame ¢tyrinterval (danych udalosti). Vidime, Ze

Ctyfinterval zdvisi pouze na danych udélostech (a nikoliv na volb& inercidlni soustavy
soufadnic, v NiZ ho vy¢islujeme).

Velicinu, kterd se chova piesné stejné, zndme z ,,obycejného®, tfirozmérného prostoru. Je to
vzdalenost Al dvou bodu v prostoru. V kartézske soustavé soutadnic je

(A1) = (Ax)* +(Ay)” + (Az)*. (V11.3)

Na obr.VII. 13 je situace pro jednoduchost znazornéna ve dvourozmérném piipadé.
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Obr.VII.13. Ke vzdalenosti bodt v euklidovském prostoru

Vzdalenost bodii A a B nezavisi na natoceni soustavy soufadnic, V niz ji po¢itame dle vztahu

).

Skuteénost, ze (Al)* = (Ax)* +(Ay)* = (AX')* +(Ay’)* Ize v tomto ptipadé dokazat jednoduge i
formalné ze vztahti mezi X,y a x', y':

X"=Xxcosa + ysinea,
y'=—Xxsina + ycosa,

pouhym dosazenim. Obvykle ndm ale takovy postup pfipada piili§ umély: je nam ziejmé, ze
vzdalenost danych bodi ma uréitou pevnou hodnotu (kdyz uvazujeme nepohyblivé body).
Kdyby zeméméti¢i prohlasili, ze délka Karlova mostu zavisi na tom, zda ji vypocteme
V soustavé soufadnic, v niZ 0sa y mifi k magnetickému severnimu polu, nebo v soustaveé, v niz
tato osa mifi k Polarce, asi bychom jim nevéfili. Celd nase zkuSenost nam tika, ze vzdalenost
bodl je cosi zdkladnéjSiho nez soustavy soufadnic — ty jsou vlastné jen nas§i pomocnou
konstrukci. Vzdalenost a jeji vlastnosti ptimo souvisi s geometrii prostoru. (Minéno ,,naseho*
tiirozmérného prostoru tak, jak jeho geometrii zname ze Skoly.) Vime tieba, ze kdyz
zkonstruujeme trojahelnik o stranach dlouhych 3, 4 a 5 jednotek, bude pravouhly; v kazdém
pravouhlém trojuhelniku plati Pythagorova véta atd. atd.

Pro¢ zde rozebirame tyto znamé a ziejmé véci? ProtoZe analogicky je tomu i v prostorocase.

Cty¥interval v prostoro¢ase je analogii vzdalenosti v tfirozmérném prostoru.
(Nebo v dvourozmérném prostoru.)

Prostorové a Casové souradnice jsou vlastné jen nase pomocné konstrukce zavedené proto,
abychom mohli déni v prostorodase pohodlnéji popsat. Zijeme v prostorodase; prostor bez
Casu nebo ¢as bez prostoru jesté nikdo nikdy nevidél. Jisté, s geometrickymi vlastnostmi
prostoro¢asu nemame tak nazornou zkusenost jako s geometrii tfirozmérného prostoru. Ale
prostorocas svou geometrii ma a Ctyfinterval je zdkladni veli¢inou, kterd ji vystihuje. Naopak
prostor sam o sob¢ (a podobné Cas sam o sob¢) uz nemizeme z hlediska poznatkli teorie
relativity povazovat za zakladni objekty: vzdalenosti danych bodi jsou pro rizné
pozorovatele rtizné.

Stoji za to si situaci znovu promyslet od zacatku: Kdyby vzdalenost Al danych bodu
Vv prostoru nezavisela na tom, ve které inercialni soustavé ji méfime, a kdyby na tom nezavisel
ani ¢asovy interval At mezi danymi udalostmi (tj. kdyby Al a At byly absolutni, nezavislé
na volbé pozorovatele), bylo by pfirozené uvazovat nezavisle na sobé prostor a cas. Takova
byla situace v klasické mechanice. Formaln¢ bychom mohli i zde hovofit o prostoro¢ase jako
mnoziné viech udalosti, ale bylo by to uméle vykonstruované spojeni. Cas a prostor by si
VvV ném zachovaly svilij absolutni a nezavisly vyznam a mohli bychom je vzdy dobie rozlisit.
Viz obr.VIL. 14, zndzormujici prostorocasovy diagram odpovidajici Newtonovské predstave.
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Obr.VII.14. Newtonovska predstava vzajemné nezavislého prostoru a Casu.
Jiny ¢as nez t zde neexistuje!

Specialni teorie relativity nas ale poucila, ze Al i At zavisi na volbé pozorovatele. Jsou to
tedy veli¢iny pouze relativni.

Kdybychom ze soufadnic udélosti nemohli zkonstruovat zadnou veli¢inu, kterd by byla na
pozorovatelich nezavisla, bylo by zifejmé spojovani prostoru a casu do jednoho objektu rovnéz
problematické. OvSem my jiz vime, Ze existuje veliina, ktera je absolutni a to je pravé
étyFinterval.

Takto nas specialni teorie relativity nuti spojit prostor a ¢as. Prostorocas tedy neni néjakym

vykonstruovanym objektem, ale nezbytnym spojenim prostoru a ¢asu do jediného ptirozeného
celku.
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Geometrie prostoroCasu se ovSem lisi od geometrie ,,0bycejného* (tj. Euklidovského)
tiirozmérného prostoru — a nejen poétem rozméru. Vzdalenost dvou bodt v euklidovském
prostoru je vzdy nezaporné Cislo; pfitom nule je rovna, jen pokud oba body splyvaji. Naproti
tomu v prostoro¢ase mize byt druha mocnina Ctyfintervalu kladnd, zapornd i rovna nule.
(As)* dané vztahem (2) Ize totiZ upravit na tvar

(As)* = —(cat)* + (Al ), (V11.4)

kde Al je vzdalenost danych bodd (viz (3)). Znaménko tedy zalezi na tom, zda v (4)
prevladne ,,prostorovy Clen (AI)2 nebo ,.Casovy“ Clen (CAt)Z. Podle toho rozdélujeme

Ctyfintervaly na
a) prostorové — pro néz (As)’ >0
Pro né je Al > C|At| X
je tedy zfejmé, ze udalosti, jejichz Ctyfinterval je prostorovy, nelze spojit Zadnym
signalem — ten by se totiz musel pohybovat nadsvételnou rychlosti.

Ctenaf si sam muiize uvédomit a zdivodnit, Ze pokud je interval dvou udalosti prostorovy,
existuje 1S, v némz se ob¢ udalosti staly soucasné.

(Jakou maji udalosti v této soustavé vzdalenost? Souvisi néjak s hodnotou As ?)

Prostorovy interval udalosti tedy znamend, Ze se kazda udalost stala v relativni pfitomnosti
druhé udalosti. (Viz U a Uy na obr.VII.7.)

Ctyfintervaly dale mohou byt
b) nulové — tedy ty, pro néz (As)’ =0.
Ze (4) pak plyne Al = C|At|. Udalosti Ize tedy spojit svételnym signalem; proto se
takové Ctyfintervaly nazyvaji téZ svételné.

Vidime, Ze na rozdil od euklidovského prostoru udalosti nemusi splyvat, aby jejich
Ctytinterval byl As =0. Naopak k zadané udélosti Ize vzit libovolnou udalost lezici na jejim

svételném kuzeli — jejich Ctyfinterval bude nulovy.
Posledni moZnosti jsou Ctyfintervaly
c) ¢asové — pro néz (As)’ <0
(Pozn.: protoZe stdle pracujeme s veli¢inami (As)2 , nemusi nam nijak vadit skutecnost, ze
(AS) samotné by muselo byt v tomto piipadé ryze imaginarni.)
V daném piipadé je Al < C|At| :
Obe¢ udalosti Ize tedy spojit signalem, Sificim se podsvételnou rychlosti. Takovymto signalem

muze byt i vystielena Castice. S Castici lze spojit inercialni systém; vtomto inercialnim
systému pak, jak je zfejmé, nastaly obé udalosti na tomtéz miste.
Jaky ¢as Ar uplyne v této soustavé mezi obéma udalostmi? Ozna¢me danou soustavu S’.
Podle (4) je
(As') =—(cAt’) +(Al')? = —c?(Az),
nebot” At"’= Az a Al’=0 (udalosti nastavaji v S’ na tomtéz mist€). Protoze As' = As, je
—(As)
At = (s) . (VIL5)

CZ
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At je vlastni ¢as hodin, které ,leti rovnomérné piimocate od jedné udalosti k druhé®.
(Ptesnéji feceno, je to piirastek vlastniho casu takovych hodin mezi obéma udalostmi.)

Vztah (5) ukazuje souvislost ¢asového cCtyfintervalu S vlastnim ¢asem; kromé toho umoziuje
snad nejkratSim zpiisobem odvodit dilataci ¢asu. Oznacme rychlost pohybu hodin (méficich
¢as 7)) viaci inercialni soustavé S jako u. Za ¢as At (Cas v soustavé S) se hodiny posunou o

Al = u[At|; ze (4) je pak
(As)? =—c?(At)? +u?(At)? = —(c? —u?)At). (VIL6)

Odpovidajici ptirtstek ¢asu Az na pohybujicich se hodindch ziskdme dosazenim (6) do (5):

2 2 2
AT:\/%(M)Z :\/1—u—2At,

C C

coz je vysledek, odvozeny jiz diive jinym postupem (viz (1V.17)).

VI1.3. Uvod do étyfrozmérného formalismu

Pro dalsi praci bude vyhodné rozliSovat soufadnice ct, X, y, a Zpomoci indext. I ve
tiirozmérném prostoru, pfi préci s ,,obycejnymi* vektory apod., pfece piinaselo pouziti indexti

_ 3

vyhody. Jisté bylo jednodussi psat tieba vztah pro skalarni soucin jako a-b = Zai -b, resp.,
i=1

pii pouziti s&itactho pravidla, a-b =ab., neZ vypisovat a-b =a,b_+ a,b, +a,b,. Podobn¢

nam indexy zjednodusi situaci i v prostorocase.

Pro prostorové soufadnice X, Yy, z budeme uzivat indext 1, 2, 3, pro ¢asovou soufadnici ct
indexu 0. Pro zapis téchto indext budeme uzivat znaku «,f,7...u,v, p..., tedy malych
pismen fecké abecedy. Mala pismena latinky — 1, j, K, | ... - zlistanou vyhrazena pro indexy
probihajici pouze hodnoty 1, 2, 3, napt. pfi oznacovani slozek ,,obyCejnych® ttirozmérnych
vektoru. Indexy ovSem budeme psat nejen vpravo dole, ale ¢asto také vpravo nahoie u dané
veli€iny; brzy uvidime, k ¢emu je to dobré.

Soutadnice ct, X, Y, Z oznac¢ime pomoci indexti ndsledovné:

t

Il
o

(VIL7)

0
1
2
3

X X X X
Il
N« X

Poznamenejme, Ze nejde o umociovani, €islice u X nejsou exponenty, ale indexy. (Druhou
. .. 2
mocninu x bychom zapsali jako (xl) apod.)

Jsou-li X(y soufadnice udalosti A (kde x=0,1, 2,3, tj. napf. X(OA) =c-t,, kde t, je cas, kdy
se stala udalost A atd.) a X(g soufadnice udélosti B, ozna¢ime rozdily soutadnic samoziejmé
AXH = X(g) = X{a) (pro £ =0,1,2,3). (VIL8)

Zde jiz vidime prvni drobnou vyhodu formalismu: nemusime vypisovat
At=t; —t,, AX=Xg —X,..., ale vysta¢ime sjedinym vztahem (8). Dale jiZ pfestaneme

12
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explicitné vypisovat i to, Ze tento a podobné vztahy plati pro ¢ =0,1, 2,3; automaticky
budeme predpokladat, Ze plati pro vSechny hodnoty indexd.

Ctytinterval udalosti A a B je (viz (2))
(As) =—(Ax° ) +(axtf +(ax? f + (ax® ). (VIL9)

Tento zépis se jiz velmi podoba vztahu (3) pro vzdalenost dvou bodi v tfirozmérném
euklidovském prostoru; v nyni zavedeném oznaceni je

(A2 = (A + (a2 f +(ax® ) (VI1.10)

V c¢em se lisi vztahy (9) a (10)?
V poctu soufadnic, samoziejmé. Proto jde jednou o Ctyfrozmérny a jednou o tiirozmérny
prostor. OvSem podstatnéjsi odlisSnosti je piitomnost znaménka minus pied (AXO)2 v (9).
Pravé ono ukazuje, Ze ¢asova soutradnice se piece jen liSi od soufadnice prostorové. A prave

ono zpusobuje, ze prostorocas se v ne¢kterych vlastnostech podstatné lisi od euklidovského
prostoru — napi. vtom, Ze pro razné udalosti muze byt As=0. (V euklidovskem

. 2 2 2 2 . s
Styfrozmérném prostoru, pro n&jz (As.,, )’ = (AXO) + (Axl) + (AX2> + (Axs) by toto mozné
nebylo.) Pfesto je prostoroCas se cCtyfintervalem, danym (9), euklidovskému prostoru
V lecéems ptibuzny; fikame proto, ze jde o pseudoeuklidovsky c¢tyfrozméry prostor.
Pouziva se pro n¢j i nazvu Minkowskeho prostor resp. Minkowského prostorocas podle

matematika H. Minkowskeého, ktery jiz vr. 1908 pojem prostorocas zavedl a dal tak
Einsteinov¢ specialni teorii relativity pfirozenou geometrickou interpretaci.

V piipadé tiirozmérného prostoru lze vztah (10) zapsat jesté jednoduse;ji jako

2 S i\
(A7 = (ax'f
i=1
A4 A . v r I3 Y . v 2
Vztah (9) takto pfimocaie zjednodusit nelze, brani nam v tom pravé ono minus pied (AXO) .
Zjednoduseni vSak dosahneme tim, ze situaci nejdiive zdanlivé zkomplikujeme: zavedeme
jesté soufadnice X, (s indexem dole), a to vztahy

X, = —ct
X =X VIIL.11
X, =Y ( )
X, =12

3
Rozdily soufadnic x, mezi udalostmi A a B oznacime analogicky k (8) Ax,. Je tedy
AX, = —Ax’ a Ax, = Ax' pro i =1, 2, 3. Ctyfinterval (9) Ize pak zapsat jako

3
2
(As)" =" Ax, - Ax*
u=0
Zapis jesté ponékud zjednodusime tim, ze nebudeme psat znak pro sumaci. Zavedeme totiz
sCitaci pravidlo:

Pokud se v jednom ¢lenu vyrazu vyskytuje tentyz fecky index dole i nahofie, sCita se ptes néj
od 0 do 3.

13
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Podotknéme jesté, Ze ve Clenu se nesmi tentyz index vyskytnout vice nez dvakrat (napf.
XX, x*X,), a ze se rovnéz nesmi vyskytovat dvakrat dole nebo dvakrat nahofe (napf.

AX” AX*) — takové vyrazy by nemély smysl. Clenem vyrazu se zde rozumi veli¢ina nebo
soucin veli¢in. Napf. vyraz A A" + Ax,Ax” se sklada ze dvou ¢leni.

Pfijmeme-1i uvedena oznaceni a umluvy, lze vztah pro Ctyfinterval psat ve tvaru
2 _ )i
“ (As)’ = AX, AX (VI1.12)

Neni nahodou, pokud nadm tento zdpis pfipomina vztah pro druhou mocninu velikosti

vr v 7 |2 . .,
tifrozmérného vektoru |a|” = a;a; . Je opravdu jeho analogii.

Vénujme se ted’ jesté jednomu problému.
Je néjaky vztah mezi veli¢inou s indexem nahote a toutéz veli¢inou s indexem dole? Je napf.
néjak mozné ,,snizit* index u dané veli¢iny?

4 r o /1 W M W W r.
Porovnani vztaht (7) a (11) pro x* a X, naznaCuje feSeni:
u sloZzek s indexy 1, 2 a 3 nezalezi na tom, zda je index dole ¢i nahote; slozka s indexem 0
zméni pfi snizeni indexu svoje znaménko.
Formalné miizeme toto pravidlo vyjadiit tak, ze zavedeme veli¢inu se dvéma dolnimi indexy,
tzv. Minkowského tenzor 7,,, jehoZ slozky jsou

-lproa==0
Nop = +1lproa=£=123 (VI11.13)
Oproa = p
Jinak fe€eno, slozky 7,, tvofi matici
=01 2 3
a=0(-1 0 0 O
10 100
Tw= 210 0 1 0
30 0 0 1
Pak lze psat
“ X, =1,,X" (VI1.14.2)
a samoziejm¢ také

‘ AX, = 17,,AX" (V11.14.b)

(Ctenat, ktery se s uvedenym formalismem setkédva poprvé, by si mél tyto i dalsi podobné
vztahy rozepsat, tedy napsat x, = nyoxo + nﬂlxl + 77#2X2 + 77#3X3 a dale tfeba konkrétné pro
1=0:Xy = 19oX° + 10, X"+ 1 X° +105X° = 1o X° = — X atd. Tak pro n&j zde uvadéné zapisy

dostanou jasnéjsi obsah.)
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O operacich (14) skute¢né mluvime jako o sniZzovani indexu. Obdobné lze zvySovat index
pomoci veli¢iny 7%, kterd ma tytéz slozky jako »

—lproa=£=0
n? = +lproa=£=123 (VI11.15)
Oproa = p

Tuto veli¢inu rovnéz nazyvame Minkowského tenzor. (Pozn.: pro rozliSeni o ni mizeme
mluvit jako o kontravariantnim Minkowskeho tenzoru; 7,, je tzv. kovariantni Minkowského

tenzor. Horni indexy se totiz nazyvaji téZ kontravariantni a dolni indexy kovariantni. Bez
téchto nazvu se vsak v dalSim celku obejdeme.)

ZvysSovani indexu je pak dano vztahem
X =n""x, (VIL.16)

a podobné pro AX”.
Snizime-li index u né&jaké veli¢iny pomoci 7,, a pak ho opét zvySime pomoci n?,
dostaneme nakonec opét piivodni slozky?

Dosazeni (14) do (16) a vyuziti (13) a (15) nas presveédci, Ze tomu tak samoziejmé je. Je to
vidét i z toho, Ze plati

. . proa =/
N, =84 =< b0 a % B (VIL.17)

SnizZeni a opétné zvysSeni indexu pak totiz da
7705,” (UHVXV) — (7705#77/”) XV — é‘;lxv — Xa )

Veli¢inu 5 je ptirozené nazyvat Kroneckerova delta. Vidime, ze v daném formalismu ma
Kroneckerova delta smiSené sloZky — tj. horni i dolni indexy.

Vybudované zaklady formalismu nam umoznuji jesté jedno vyjadieni Ctyfintervalu —
pomoci Minkowského tenzoru:

(As)* =7, Ax“ AX” (V11.18)

Ctenaf si ted’ mozn4 klade otazku, zda si z n&j autor nedéla blazny.

Pro¢ to vSechno? Pro¢ zavadét indexy dole i nahofte, s¢itaci pravidla, Minkowského tenzory a
zvySovani a snizovani indexi? Jednoduchost zapisu (12) ¢i (18) v porovnani s (2) za to prece
zjevné nestoji!

Samoziejmé, zatim naSe snazeni vypada hif nez povéstné chozeni s kandnem na vrabce. JiZ
V nasledujicim ¢lanku a zejména pak v nésledujici kapitole se vSak zavadény formalismus
ukaze jako velmi vhodny a efektivni ndstroj pro vyjadieni vSech vztahll specidlni teorie
relativity — vyjadieni, které bude stru¢né&jsi, vystizn&jsi a snaze zapamatovatelné, nez vztahy
uvadéné v predchozich kapitolach. Formalismus se dokonce ukaze jako nastroj, s jehoz
pomoci lze vztahy specidlni teorie relativity i pfimo vyvozovat a hledat — a to uz je ziejmé
vic, nez v co jsme asi doufali. Navic Ize tento formalismus dale podstatné zobecnit tak, aby

byl pouzitelny i pro obecnou teorii relativity. Je tedy jasné, ze se vyplati vénovat jeho
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zvladnuti jisté usili a pfekonat piipadn¢ i uréitou nechut’, kterou ¢lovék k novému neznamému
formalismu miize mit.

Poznamka: Ve specialni teorii relativity samotné se lze obejit i bez hornich indexi a
Minkowského tenzoru, ovSem za cenu toho, ze se ve formalismu objevi komplexni ¢isla. Lze
totiz zavést ¢asovou soufadnici jako X, =ict a prostorové ponechat X, =X, X, =Y, X, = Z.
Vztah pro Ctyfinterval (AS)2 = (AXl )2 + (AX2 )2 + (AX3 )2 + (AX4 )2 pak formaln¢ vypada stejné
jako ve Ctyfrozmérném euklidovském prostoru: minus je ,,schovano® v soufadnici ict.
Geometrie Minkowského prostoru se tim ovSem nijak nezméni; pseudoeuklidovsky charakter
prostoru je jen ,,maskovani“. Smérem k obecné relativité ale tento pfistup zobecnit nejde. Ve
specialni relativit€¢ pak skutecnost, Ze X, musi byt ryze imagindrni, mize vést k riznym
faleSnym spekulacim o ,,Case jako imaginarnim c¢tvrtém rozméru® apod. Proto v téchto
skriptech uvedeny piistup nepouzivame. Bézné€ se snim ovSem pracuje v celé tadé
vysokoskolskych ucebnic i dalSich knih, zabyvajicich se specidlni teorii relativity; je tedy
pravdépodobné, Ze se ¢tenaf s timto ,,ict-formalismem* také setka. Pro informaci vénujeme
proto vztahim STR v ict-formalismu dodatek I.

VIl.4. Obecna Lorentzova transformace

Az dosud jsme se pii transformaci mezi dvéma inercialnimi systémy Sa S’ omezovali na
ptipad, kdy jejich osy x a X’ byly rovnobézné s rychlosti U vzajemného pohybu soustav — tj.
na specidlni Lorentzovu transformaci. Soustavy os u Sa S’ Ize vSak jesté natocit. Vysledna
transformace pak odpovida pohybu S* viici S v libovolném sméru a libovolnému (pevnému)
otoCeni soustavy soufadnic. ProtoZe ani specidlni Lorentzova transformace, ani otoceni
soustavy soufadnic neméni hodnotu Ctyfintervalu, je ziejmé, ze rovnéz vysledna

obecna Lorentzova transformace zachovava ¢tyfinterval.

Formalismus uvedeny v ptedchozim ¢lanku nam umoziuje vyjadfit obecnou Lorentzovu
transformaci matematicky. Je dana vztahem

X' =AY X" (VI1.19)

kde A“, jsou konstanty. (Pfipomenme si, ze vztah (19) plati pro £ =0,1,2a3 a scita se
v ném pies v od 0 do 3.) Konstanty A“, nemohou byt ovsem libovolné. (Jinak by (19) bylo

prosté linearni transformaci mezi x“ a x'“.) Musi spliiovat podminku zachovani
StyFintervalu (As)”.

Musi tedy byt
1, AX“AX" =1,,AX" AX” (VI1.20)

pro libovolné Ax”.

Pozn.: Uvédomuje si Ctenar jasné, co minime tim, kdyz fikame ,,pro libovolné Ax” *“?
(V (20) se index p nevyskytuje!) OvSem, znamena to ,,pro libovolnou ¢tvefici hodnot

AX®, AX', Ax?, Ax®“. A tyto hodnoty samoziejmé v (20) vystupuji. (Kde?)
Protoze pro rozdil souradnic Ax* plyne z (19) transformacni vztah
AX'* = A*,AX? (VI1.21)

(jak?); co znamena zaména indexu v Vv (19) indexem o ?), Ize do podminky (20) dosadit a
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ziskat
(7, A“a A 5 JAX*AXP = (17,,, JAX“AXP (V11.22)
Je zfeymé, zZe tato podminka plati pokud
“ NN 5 =1, (V11.23)
Uvazime-li symetrii vyrazii n,,A“aA"p @ 1,, vV (22) vzhledem k zaméné « a g, Ize ukazat,
7e (22) je nejen postacujici, ale i nutnou podminkou platnosti (22) — a tedy i zachovani (AS)2 :
Formaln¢ tedy mizeme definovat, Ze

“ obecna Lorentzova transformace je transformace (19), kde konstanty A“, spliuji podminku
(23).

Tato definice je ovSem poné¢kud $ir$i nez charakteristika Lorentzovy transformace ze zacatku
tohoto Clanku. Zahrnuje totiz i inverzi Casu (zdménu t za —t) a prostorovou inverzi (zménu
orientace vSech tfi 0s), coz jsou transformace, které zjevné nelze dostat pohybem inercidlnich
systému vuci sobé a nato¢enim soustav soufadnic. Lze ale ukazat (blize viz dodatek F), ze
,,nevhodné* transformace lze vylou¢it dodateénymi pozadavky na koeficienty A*, (A% >0 a
det|A| >0, kde A chapeme jako matici se slozkami A“,). Dostaneme tak mnozinu vlastnich
Lorentzovych transformaci, které jiz odpovidaji fyzikalni pfedstavé uvedené na zacatku
¢lanku.

Lze totiz dokazat, Ze libovolna vlastni Lorentzova transformace opravdu popisuje pohyb S’
vuci S néjakou rychlosti v (v <€) a natoCeni soustavy soutfadnic. Specialné Ize ukazat, Ze jiz
samotna podminka (23) zarucuje, ze k transformaci (19) existuje transformace inverzni

x“ =(A) X

Pro ziskani blizsi pfedstavy si matici A Lorentzovy transformace konkrétné vypiseme pro
piipad specidlni Lorentzovy transformace. Ta je dana vztahy

x0 Yyt
X!OZ C2 27/(X0—ﬂXl),
v
s
xt =Yy
X'1=—Cz=7(—ﬂXO+X1), (VI1.24)
v
1-—=
c
X’2=X2, r3=X3’
kde
1
B=— 1= -
1-p
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Lehce se muzeme presvédcit, ze (24) se da zapsat jako

X!ﬂ — Ayvxv,
kde
v=20 1 2 3
u=0(y =pr 0 0
AV = 1|\ =By vy 0 0 (VI1.25)
no 2 0 0 1 0
3 0 0 0 1

Ctenaf by si mé&l sam rozepsat X'* = A“, X" = A“ox° + A“1x" + A“2x% + A“3x® postupné pro
1 =0,1,2a 3, aby se presvedcil, ze opravdu dostane transformaci (24).

Ctenaf by si mohl polozit jesté otazku:

Jak se transformuji veli¢iny s doInimi indexy, nap¥. x,,?

Transformovat x* uz umime. Mizeme tedy v S zvednout index x, (pomoci n“’), provést
transformaci do S’ (ziskame tim x'”) a v S’ index opét snizit (pomoci 7,,). (V Sa §’
snizujeme indexy pomoci téhoz tenzoru 7,,; jak jinak, kdyZ Sa S” jsou rovnopravné.) To
odpovida vztahu

X;t - nvap“naﬁXﬁ '
Oznacime-li
£ om. 4
A En Nan™, (VI11.26)
coz si lze pamatovat jako obycejné sniZeni a zvySeni indexi v A”, Ize jednoduSe psat
ro_ B
X, =A,"X, (VIL27)
Lze dokazat, Ze matice Af souvisi s inverzni matici k A s vztahem
(A5 =a,m (VI1.28)

Dtikaz, stejn¢ jako dalsi diskusi vlastnosti obecné Lorentzovy transformace, mize ¢tenaf najit
v dodatku F.
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