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VIIIl. Ctyfrozmérny formalismus specialni teorie relativity

VIII.1. Ctyfvektory

V ,,obyCejném* tfirozmérném prostoru fekneme o trojici hodnot (napt. u,,U,,U;), Ze tvori
vektor, jestlize se pii otoCeni soustavy soufadnic tyto hodnoty transformuji stejné jako slozky
polohového vektoru F(x,, X,, X, ) resp. vektoru posunuti AF(Ax,, AX,,AX, ).

Tolik témét formalni definice. Ve skutecnosti mame asi vSichni intuitivni predstavu, Ze vektor
je néco, co ma velikost a smér, tedy néco, co 1ze reprezentovat orientovanou useckou. Napf.
vektor rychlosti U ¢astice si asi bézné piedstavime a v grafickém znazornéni nakreslime jako
usecku se Sipkou.

Souvisi néjak tato intuitivni pfedstava se zminénou formalni definici?

Ovsemze souvisi, a to velmi té€sné. Orientovana usecka neni nic jiného nez vektor posunuti
AT a tak neni divu, Ze se slozky veli¢iny, které I1ze touto orientovanou useckou reprezentovat,
transformuji stejné jako slozky Ar.

Diky formalni definici tedy umime transformovat slozky vektoru. Ale intuitivni pfedstava je
také velmi dilezitd. Zduraziuje totiz fakt, ze vektor je néco, co existuje nezavisle na soustave
soutfadnic. (Spojnice Praha-Brno ziistane stejna nezavisle na tom, jak bychom natocili sit’
soufadnic, s jejiz pomoci bychom danou oblast mapovali.) Slozky vektoru se samoziejmé pii
otoCeni soustavy soufadnic méni, vektor sam vsak ne.

Vektory jsou pro fyziku velmi uziteCnym prostiedkem. Muze nas proto napadnout, Ze pro
specidlni teorii relativity by bylo vyhodné mit obdobné veli€iny i v prostoroase. A praveé
takovéto veliCiny ted’ zavedeme.

Veli¢inu A nazveme &tyrvektor, jestlize se jeji Ctyfi slozky A“ transformuji pfi Lorentzovée
transformaci stejné jako soutadnice x“, tj. podle vztahu

A* =ANVAY, (2=0,1,2,3) (VIIL.1)

kde A“, je matice Lorentzovy transformace z inercialniho systému Sdo S’. A“ jsou slozky
Ctyfvektoru v soustavé S, A’ sloZky v soustavé S’.
Ctyfvektor miize byt charakterizovan i slozkami s dolnimi indexy (tzv. kovariantnimi
slozkami) A, . SniZovani a zvySovéni indexti provadime pomoci Minkowského tenzord:
A,U = n;taAa
AP = npcr Ao‘

(VIIL.2)

Snizenim a opctovnym zvySenim indexu dostaneme samoziejmé¢ opct puvodni slozku.
(Oveite!) Vzhledem k symetrii ﬂaﬂ(ﬂaﬁ =77ﬂa) plati t¢z A, =n,A" apod. Transformaci
slozek A, bychom mohli odvodit stejnym postupem jako vyse transformaci x,, (viz text pied
(VI11.27)) a s obdobnym vysledkem:

A, =AA, (VII.3)
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B o= 7
kde A" je dano vztahem (V11.26).

Poznamka ke znageni: Ctyivektory se obvykle znaéi velkymi pismeny s feckym indexem.
V dal$im budeme proto ¢asto mluvit o ,,Ctyfvektoru A““, | étyfvektoru B_“, apod. a budeme

tim mit na mysli cely ctyifvektor A atd. a ne jeho urcitou slozku. Pokud budeme mluvit o
slozkach ¢tyivektort, vzdy to explicite zdliraznime, takze nedojde k nedorozuméni.

“ Skalarnim soucinem ctyivektord A“ a B* nazyvame vyraz A“B, (= n.,A“B" =A B" )

Po ptetransformovani do S” (pomoci (1) a (3) a vyuZiti (V11.28) dostaneme
’ r Y.\ _ ! -1 B a _ -1 B a _ Shpaa _ AQ
A“B,=A",A/AB, =", (M) A"B,=(A") A", A"B,=0/A"B,=A"B,. (VII.4)
-
5/5

(Soucin matice A a inverzni matice A~ dava jednotkovou matici, jejimiz slozkami jsou &,”.)
Vidime, Ze:
Skalarni soucin ¢tyivektort se pii Lorentzove transformaci neméni (je stejny, at’ ho vycislime
Vv kterékoliv inercialni soustavé souradnic).

Veli¢iny, které se pti Lorentzov¢ transformaci nemeéni, nazyvame invarianty nebo prosté
skalary. Prikladem skalaru je ¢tyFinterval (AS)2 . Ze zapisu

(As)” = Ax“Ax,
vidime okamzit€, pro¢ je tomu tak: jde o skalarni soucin ¢tyfvektoru Ax* se sebou samym.
(Uvédomte si, ze Ax* je ¢tyivektor!)
V piipadé pohybujici se Castice je Ctyfinterval udélosti na jeji svétocaie Casovy, (As)2 <0

(viz ¢lanek VII.2) a je vhodné&j$i pracovat s vlastnim ¢asem 7. Pro udalosti tak blizké, Ze
pohyb ¢astice mezi nimi lze povazovat za rovnomeérny, je jeho ptirtstek (viz (VILS))
1
AT = ——Z(AS)2 .
C
“ Vidime tedy, Ze vlastni ¢as je skalar. V nasledujicim ¢lanku toho s vyhodou pouZijeme.

Poznamenejme jesté, ze Ctyivektory lze séitat a nasobit skalarem: jsou-li A“ a B”
Ctyivektory a k skalar, jsou

C* = A" +B“ (VII1.5.9)

D” =k A” (VII1.5.b)

také Ctyfvektory. (Uvédomte si, Ze Ctyfvektory jsou tedy i vyrazy, napf. (A” A, )A“,
(Ap B, ﬁo, apod.) Prislusné operace se samoziejmé provadéji po slozkach. Nelze ovSem scitat
¢i porovnavat slozky s hornimi a dolnimi indexy: vyrazu jako A“ + B, nebo C* = A, nemaji
jako operace s ¢tyfvektory zadny smysl.
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Na zavér zduraznéme jesté skuteCnost, Zze Etyivektory jsou objekty v prostorocase, které
nezavisi na volbé soustavy souradnic. V riznych soustavach soufadnic ma ctyifvektor rizné
slozky, ale jde stale o tentyz ctyivektor. (Viz diskusi na zacatku ¢lanku.) Proto zjistime-li

Vjedné soustavé soufadnic, ze napi. dva Ctyfvektory se rovnaji, A”* =B“ (a=0,1,2,3),
znamena to, Ze se rovnaji i v libovolné jiné inercialni soustavé ( A'“ = B'* v libovolném S’).

Podobn¢ plati-li vztah (5.a) v n&jaké soustave, plati v libovolné jiné inercidlni soustavé —
prosté Ctyivektor C je souctem cCtyfvektorii A a B. Slozky Ctyfvektori nam jen umoznuji
popsat situaci z hlediska zvolené soustavy soufadnic.

VIII.2. Relativisticka mechanika ve ctyfrozmérném formalismu

Piejdéme nyni od obecného matematického aparatu k fyzice. Jak spomoci skalard a
Ctyfvektort popsat pohyb a vystihnout dynamiku ¢astice?

a) Ctyfrychlost

Zakladni veliCinou, kterd v mechanice charakterizuje pohyb Céstice, je rychlost. Rychlost
vyjadiuje posunuti castice Ar za kratky Casovy interval At:

_Ar AX;
U=—, resp. u, =—-,
At At

presnéji vzato samoziejmé v limit¢ At — 0. Vzhledem k otoceni soustavy soutfadnic je AF
vektorem a At se neméni, je skalarem. U je proto vektor.

Obdobn¢ mlizeme postupovat i ve ctyirozmérném formalismu: posunuti AX“ je Ctyfvektorem.
(Pfi Lorentzové¢ transformaci je AX'* = A*,AX".) OvSem délit Ax* piirustkem Casu At by
nemélo dobry smysl: At neni skalar, ale, aZ na faktor c, nulta slozka Ctyfvektoru. Pii

u

Lorentzové transformaci se méni. Podil % by se tedy pii Lorentzové transformaci

transformoval velmi komplikované a rozhodné by se nejednalo o c¢tyivektor. K tomu, aby

vznikl ¢tytvektor, potiebujeme Ax* délit skalarem.

Vhodny skalar naStésti mame k dispozici. Je to pfirtstek vlastniho ¢asu Az (odpovidajici

danému posunuti Ax*). Veli¢ina

_ AX*
At

U/—l

(VI11.6)

nazyvana ¢tyirychlost, jiz ctyivektorem je.

Vztah (6) si ovSem zada jistého zptesnéni. Pro ¢astici pohybujici se nerovnomérné musime
At volit dostate¢né malé, nebo jesté 1épe: limitovat Az — 0. Pak podil v pravé ¢asti (6)

U

piejde v derivaci ax :
dr

Jak derivovat x* podle 77?

Uvédomme si jeste¢ jednou od zacatku, jak je v prostoroCase zachycen pohyb cCastice. Je
vyjadien svétocarou, tj. spojitou kiivkou, jejimiz body jsou udalosti x* (znamenajici vyskyt
¢astice na daném misté v dany Cas). Vlastni ¢as 7 Castice je Cas, ktery by namétily hodiny, jez
by se pohybovaly spolu s ¢astici. Kazdé hodnoté vlastniho ¢asu odpovida urcita hodnota
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,,soufadnicového* ¢asu t a urcité misto, v némz se Castice v tomto okamziku nachazi — tedy
ur¢ité hodnoty soufadnic x°,x*,x?,x*. (Pracujeme ted v jisté pevné zvolené inercialni
soustavé S.) To znamena, Ze existuji funkce

x“ = x*(); (VIIL.7)

vlastni ¢as sv€toc¢aru parametrizuje. Situaci nam muiiZe nazornéji piiblizit prostorocasovy
diagram nakresleny na obr.VIII.1.

Xl ---- -7 x?

Obr.VIII. 1. Znazornéni pohybu Castice v prostorocasovém diagramu: parametrizace
svetoCary vlastnim asem 7, Ctyirychlost jako tecny vektor ke svétocare.

Soutadnice ¢astice jsou tedy funkcemi jediného parametru 7 ; Ize je proto podle néj derivovat
a definovat étyrrychlost U “ jiz pfesné jako

_dx”
dr

u“ (VI1.8)
Z geometrického hlediska je ziejmé, ze U* je teCny Ctyfvektor ke svétoCare, tak jak to
ukazuje obr.VIIL.1. (Pfipomenme si, Ze ,,oby¢ejna“ rychlost je tecnym vektorem k trajektorii
Castice!)

Vice nas vSak zajima fyzikalni hledisko. VSechny sloZzky U# maji rozmér rychlosti a jsou
derivacemi soufadnic ¢astice podle ¢asu. OvSem, ne podle Casu t, nybrz podle vlastniho Casu
7. To je ale vlastné nejlepsi mozny ze vSech casi, podle nichz bychom mohli derivovat.
Jediny je jednoznacné spjat S Castici samou (az na aditivni konstantu. kterd je dana
okamzikem, v némz zvolime 7=0) a nezavisi na néem tak libovolném, jako je volba

soustavy soufadnic. Je tedy definice (8) nejlepSim moznym zplsobem, jak v prostorocCase
zavést velic¢inu s vyznamem rychlosti.

Ctyirychlost U“ ovsem souvisi s ,,oby&ejnou rychlosti 0 &astice (jejiz slozky budeme znagit
u,,u,,u, ajeji velikost u): Mezi r at totiz plati vztah (viz (1V.17))

u2
Az = f1-— At, (VII1.9)

Z néhoz plyne
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dT_ u? dt_ 1
T /1_F a i (VI111.10)

C2

Vlastni ¢as 7 lze vyjadfit jako funkci t a funkce (7)
x“ =x“(z)=x"(7(t))
derivovat jako slozené funkce:

dx* dt dx* 1 dx”

dr dr dt [ @ dt
c2

U* =

0 i i

x° =ct, takze %z C;pro u=i=12,3 jsou pak % slozky rychlosti U :%= u;. (Pozn.:

U prostorovych sloZzek nevadi, Ze index i piSeme dole, tak jak jsme zvykli z klasické
mechaniky, misto nahote.) Vyznam slozek U“ je ted’ uz ztejmy:

U=
- =,
V' ¢z
(VII.11.3)
U=—"i _ proi=123.
w
C2
Tyto vztahy se Casto zapisuji ve tvaru
U~ : (VHI.11.b)

_ c u, u, u,
uz’ uz '’ uz '’ u?
Jl‘c*z Jl‘? \/1_§ \/1_§

ktery je analogicky tfirozmérnému zapisu U = (u1 Uy, U, ) a n¢kdy jeste kompaktnéji jako

u* (VIIl.11.c)

B c u
uz '’ uZ
Jl‘? \/1‘72

Ctyivektor étyfrychlosti je tedy ,,obyéejnou” rychlosti G plné uréen.
Z uvedenych vztahl se miiZeme lehce presveédcCit o tom, Ze pro velikost ¢tyfrychlosti plati

u“u,=-c’. (VI11.12)

Uméli byste tento uzite¢ny vztah odvodit i jinym zpisobem? (Navod: Uzijte (6) a vztah mezi
(Ac) a (as))

A jesté jedna otazka:

Z (11) a (12) vidime, ze ctyfvektor U“ neni nikdy identicky roven nule, ani kdyz Castice
v dané soustaveé soutradnic stoji. Je to ptekvapujici nebo naopak ptirozené? A proc?
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Nyni jiz mizeme postupovat rychleji. Analogicky ke ctyirychlosti bychom mohli definovat
¢tyi'zrychleni jako
u
A = du , (VI1.13)
dr

urcovat jeho souvislost s vektorem zrychleni ¢astice d a vySetfovat jeho vlastnosti. Zvidavy

Ctenai si mize sam odvodit, Ze Ctyizrychleni je kolmé na Ctyfrychlost: A“U , =0 - k diikazu
je tieba derivovat (12) podle 7, ukazat, ze hyperbolicky pohyb vySetiovany v ¢lanku IV 4. je
ve skutecnosti pohybem s konstantnim ¢tyfzrychlenim atd.

b) Ctyihybnost
Nas ted” bude spiSe zajimat, jak zkonstruovat v daném formalismu veli¢inu, ktera by méla
vyznam hybnosti. Zfejmé ptjde opét o ctyivektor.
Hybnost je sou¢inem hmotnosti a rychlosti ¢astice. Rychlost je charakterizovana Ctyirychlosti
U “. Je tedy prirozené definovat ¢tyihybnost P# jako

P“ = mU* (VII1.14)

kde m, je klidovda hmotnost ¢astice. Klidova hmotnost ¢astice samoziejmé nezavisi na

vybéru soustavy soufadnic, je tedy skalarem. Soucin skalaru a Cctyfvektoru je opét
Ctyivektorem:

P# je tedy ctyivektor.

(Je zfejmé, pro¢ jsme U* nemohli nasobit ni¢im jinym neZz m,, napf. relativistickou
hmotnosti m. Vysledkem by nebyl C¢tyfvektor, ale veli¢ina sné&akymi podivnymi
transformac¢nimi vlastnostmi, pro nase ucely nepouzitelna.)

Dosazenim (11) do (14) mizeme konkrétné vyjadfit slozky P*. UvaZime-li pfitom, Ze

mo/,ll—%=m; mi=p a mc’=E,dostaneme
c

po_E )
C
P'=p, (i=123)
resp. > (VI11.15)
P’u =(E; ﬁj!
c _/

kde E je energic Castice a P jeji hybnost (,,obyCejna“, tj. vektor hybnosti). Tyto vztahy
ukazuji, jak teorie relativity spojuje energii a hybnost Castice do jednoho objektu. Navic
z nich vidime, Ze je to pravé relativistickd energie E =mc? a nikoli tfeba kinetick4 energie
E - E,, kterd po vydé¢leni ¢ vystupuje jako nultd slozka ¢tyivektoru P*. To je dalsi dikaz,
pro¢ chapat E jako zakladngjsi veli¢inu nez tfeba E - E,.

Poznamenejme jesté, ze vztahy (15) umoznuji definovat ¢tyrhybnost i pro ¢astice pohybujici

se rychlosti svétla, pro néz U “ neexistuje (je proné Az =0; viztéZ (11) pro u=c). P* jei
V tomto piipad¢ tecny ke svétocaie Castice.
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ProtoZze P* je étyfvektor, transformuje se pii Lorentzové transformaci podle vztaht
P'“ =A"P". (VI11.16)
Ze vztahi (15) pak mizeme odvodit, jak se pfi ni transformuje energie a hybnost.

Konkrétné pii specialni Lorentzové transformaci, kdy A“, je ddno matici (VI1.25) je, jak si
Ctenar jako uziteCné cviceni lehce sam ovéfi,

P°=y(P°-BP"),
P*=y(P'-BP°),
P(2:P2,
P =P

Dosazenim slozek (15) (a analogicky vS’ P’ =E'/c atd.) dostaneme v tomto piipadd

transformacni vztahy (V.33), které jsme v kapitole V. odvozovali pomémé zdlouhavé a
tézkopadné. Zde vychézeji jako jednoduchy disledek obecného a snadno zapamatovatelného
vztahu (16).

Odvod’me jesté vztah pro velikost ¢tyfhybnosti. Z definice (14) a vztahu (12) okamzité plyne,
Ze
PP, =—-mjc?. (V111.17.3)

Po dosazeni slozek (15) a provedeni skalarniho sou¢inu odtud dostaneme vztah mezi energii a
hybnosti ¢astice
2
2 2.2
- C—2 + p = — mOC '
resp.
E?=mic* + p’c?, (VII1.17.b)

.....

pomoci 4-rozmérného formalismu jednodussi a vztah sam se 1épe pamatuje. Poznamenejme
jeste, ze vztahy (17) plati i pro m, =0, kdy (14) a (12) nelze pouZzit.

c) Pohybova rovnice

Dosahli jsme bodu, kdy nam formalismus umoziuje zapsat a dokonce v jistém smyslu i
odvodit relativistickou pohybovou rovnici ¢astice.

V klasické mechanice ma pohybova rovnice tvar ,,derivace hybnosti podle ¢asu rovna se
pusobici sile”. Zobecnéni na relativisticky pfipad je ve vybudovaném formalismu vcelku
piimocaré: Na levé strané rovnice musi byt derivace €tyrhybnosti a to samoziejmé nikoli
podle casu t, ale podle vlastniho ¢asu, aby byl ziskan ctyfvektor. (Derivujeme Ctyivektor P*
podle skalaru 7.)

Na pravé stran€ rovnice bude ¢len popisujici silové plisobeni na ¢astici. Protoze leva strana
rovnice je Ctyfvektor, musi byt tento Clen také Ctyfvektor. Budeme ho nazyvat Ctyrsila a

znacit F*.
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Relativisticka pohybova rovnice ¢astice tedy musi mit tvar

drP#
dr

VysSe uvedeny postup nelze sice pfisné vzato povazovat za odvozeni, ale rozhodné je
nejprirozenéjSim zobecnénim pohybové rovnice klasické mechaniky. Hledame-li pohybovou
rovnici, kterd ma byt takovym zobecnénim a obsahovat ctyifvektory a skalary, nutné
dospéjeme k rovnici (18).

=F*~. (VI11.18)

RozepiSme nyni rovnici (18) do slozek, abychom vid¢li jejich konkrétni vyznam. Nejprve si
vSimneme prostorovych slozek (=i =1, 2, 3). S vyuzitim toho, Ze

dP* dt dP* 1 dP*

dr dr dt [ @ dt
c2

(VII11.19)

(viz (10)) atoho, Ze P' = p, (viz (15)), dostavame z (18) rovnici
1 dp_ £

uz dt

C2

a po vynasobeni /1_‘(;_; a dosazeni za p, pak

d| myu LU e

— == |=,[1-—F". VIII1.20

dt| [{_u? c? ( )
C2

To je ale pohybova rovnice

i mOU _ IE ,
dt _u?
c2

jak ji zndme z kapitoly V. (viz (V.16)). Vidime zaroven, ze prostorové slozky ctyftsily =
souvisi se slozkami F, vektoru sily F vztahem
uz gi_
- F'=F,
resp.

Fio_h (V111.21)

uz
Vi=e
Casova (nulta, = 0) slozka pohybové rovnice (18) dava (viz (19))
dPo u2 =0
o Vet

a po dosazeni (15) a vynasobeni ¢ nakonec
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dE u2 =0
— =cC,/1-2 F°. VII1.22
ot o ( )
. o . ., ., ... [dE .
Zména energie Castice za jednotku ¢asu je vykon & dodavany &astici i P |. Vyraz na
pravé stran¢ (22) musi tedy byt vykon pusobicich sil. Odtud dostdvame interpretaci nulté
slozky ctyftsily:

g7

T
c 1—§

Tuto interpretaci miZzeme podpofit i jinak. Vynasobime-li pohybovou rovnici (18) U, a

(VI11.23)

dosadime do ni P# =m,U* dostaneme

u, 4 (mu)=u F

“d

a po rozderivovani leve strany

dm du* =
(Uu”) dr0+m0(u”d—rj:U”F”' (V111.24)
., L # du . du reoo
Derivaci (12) podle 7 zjistime, ze du U, +U*‘d—”=0 ,aprotoze U* —==U, d;J (viz
T T T T
vyse definici skaldrniho soucinu ¢tyfvektortt), plyne odtud
du”
U =0.
“odr
~ , 2 o , v
Protoze navic U U* = —c*, dava (24) po Gprave vysledek
-c"——=U F*. (VI11.25)
dr
Vidime, Ze formalismus muize vystihnout i situaci, kdy se vlivem vné¢j$iho plsobeni méni

dm,

klidova hmotnost ¢astice ( # Oj . To neni tak zcela absurdni, jak se mtze zdat.

dr

Napiiklad stojici zacernéna kuli¢ka, na niz dopadéa ze vSech stran svétlo, pohlcuje energii a
jeji celkova energie — a tedy i hmotnost — proto vzrusta. ProtoZze kuli¢ka je v klidu, jde o
vzrust klidové hmotnosti.

Ptesto vsak takové ptipady z dalSich tvah vylou¢ime a budeme uvazovat jen takové situace,
Vv nichz je m, = konst. Pak z (25) nutn¢ plyne, ze

U,F" =0, (V111.26)

tedy EtyFsila je kolma na &tyfFrychlost. ProtoZe U, = (—c/\/l— uz/c?, G/y1-u’/c? ) je

1 —C-F~0+ UIF

C- EFH) =
H u2 ! uZ u2 . (VI“Z?)
S c? Vo c? V" c?
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(zde jsme jiz dosadili za F'z (21).) Kombinaci (26) a (27) (a u,F, :U-If) nakonec
dostavame
i-F

——
c,/l—g

Sou¢in G- F je oviem vykon pusobici sily, takze opét dostavame (23).

Eo -

Vztahy (21) a (23) spojujici silu a vykon sily s F* nemusi slouzit jen k interpretaci slozek
ctytsily. Umoznily by nam téz urcit, jak se sila a vykon transformuji pifi Lorentzoveé
transformaci. Stacilo by vyjit z transformace Ctyfsily

F'“ = A“F". (V111.28)

Odvozeni vztaht pro F' a &' v ptipadé specialni Lorentzovy transformace si z nich mize
provést ¢tenaf sam jako uzite¢né cviceni a po odvozeni srovnat s (V.28).

d) Vyznam 4-rozmérného formalismu

Dopliime diskusi o pohybové rovnici jesté jednou diilezitou otazkou:

Je pro pohybovou rovnici 4-rozmérny formalismus cenny jen tim, Ze ji umoziuje kompaktné
zapsat a ze ji umoznil vyvodit jako pfimocaré zobecnéni pohybové rovnice klasické
mechaniky? Je to jedina cena zapisu (18)?

Samoziejmé, jde o vic. Ve tvaru (18) obsahuje pohybové rovnice jen Ctyfvektory a skalary —

tedy jen veli¢iny, nezavislé na volbé soustavy soufadnic. (Viz diskusi v ¢lanku VIII.1.) To
znamen4, Ze sama pohybova rovnice nezavisi na volbé soustavy souiadnic.

Ctenaf mize namitnout, Ze rovnice je ale zapsana v néjaké soustave soutradnic S; v zapise

dpP#
dr

=F* (VI11.29)
se prece vyskytuji slozky ctyfvektori P# a F“ a ty jsou piece v ruznych inercialnich
soustavach rtizné.

Ovsem po vynasobeni obou stran této rovnice A”,, vyscitani ptes x a vyuZiti toho, Ze A“,
jsou konstanty, ziskame

d -
—(A%,P* )= A" F#,
dr( : ) "
¢ili (viz (16) a (28))
aP'# o
dr '

Vidime, Ze v libovolném jiném inercialnim systému S’ ma pohybova rovnice stejny tvar jako
VS — tj. je stejnym zpusobem slozena z veli¢in odpovidajicich danému systému (métenych
v daném systému). Zapis (18) (=(29)) tedy jasné ukazuje, Ze

|| relativisticka pohybovéa rovnice ma ve vsech inercialnich systémech stejny tvar.

(Jinak feceno, jeji tvar se neméni pii Lorentzové transformaci.)

10
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To ale neznamena nic vic a nic méné, nez Ze rovnice vyhovuje specialnimu principu
relativity.

A praveé zde miizeme vidét jednu z nejvétSich prednosti 4-rozmérného formalismu:

Tim, Ze se nam podaii zapsat urcity fyzikalni zdkon pomoci skalarii a ctyfvektorl, mame
automaticky zajisténo, Ze tento zdkon vyhovuje specialnimu principu relativity — tedy
zakladnimu pozadavku, ktery musi fyzikalni zakony ve specidlni teorii relativity spliiovat.

V pohybové rovnici jsme dosud nevyjadiili ¢tytsilu v ptipadé néjakého konkrétniho silového
pusobeni. Udélame to pro ptipad pohybu nabité ¢astice ve vnéjSim elektromagnetickém poli,
ktery jsme jiz diskutovali v kap.V. Nejprve se ale musime seznamit s tim, jak ve 4-rozmérném
formalismu vyjadfit veli¢iny popisujici pole (E a B). Ukazuje se, Ze to neni mozné
Ctyfvektorem, ale je nutné pouzit veli€inu tenzorového charakteru. Nemlzeme se tedy
vyhnout ani nasledujicimu stru¢nému seznameni s tenzory ve 4-rozmérném formalismu —
I kdyZ je omezime jen na nejnutnéjsi miru.

VII1.3. Ctyitenzory
Ctyitenzor druhého fadu je veliGina, jejiz slozky T*" se pii Lorentzové transformaci
transformuji podle vztahu
T = AN 5T, (V11.30.3)

Ctyftenzor druhého fadu ma tedy 16 slozek. Lze jej samoziejmé charakterizovat i slozkami
s doInimi indexy T, které se transformuji pomoci matice Aﬂv

' a B
T/ =A,“AT,, (VI11.30.b)

a také smiSenymi slozkami T “s nebo Taﬂ , které se transformuji tak, jak to odpovida poloze
jejich indexu:

T =AAS T, T =A,NT". (V111.30.c)
Snizovani a zvySovani indext se provadi pomoci Minkowského tenzoru:

Taﬂ :napnﬁ'vT/w; Tap :naﬁ'Tﬁp

VI111.31
TP =nPT’s = npan”ﬂTaﬁ... atd. ( )

Misto o ,,Ctyftenzorech” budeme v dalSim pro jednoduchost mluvit pouze o tenzorech; pojmu
,Ctyftenzor uzijeme jen tam, kde by mohlo dojit k zdméné s ,,obyCejnymi“ tenzory ve
ttirozmérném prostoru.

Jeden piiklad tenzoru 2. fddu uz zniame - je to Minkowského tenzor 7, . Ze vztahu (VI1.23)
Ize odvodit, ze se transformuje podle vztahu 7, :AP“AUﬁnaﬂ, tj. podle (30.b) stim, Ze
slozky 7/, jsou i v nové soustavé S’ tytéz jako v S — viz (VII.13). Minkowskeho tenzor ma

tedy ve vSech inercialnich soustavach soufadnic tytéz slozky 7, .

11
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Na zéklad¢ vySe uvedeného by Ctenar zfejmé jiz sam umél definovat tenzory vysSich rada a
napsat vztahy, pomoci nichz se transformuji. Obecné maji tyto vztahy vzdy tvar

T’ﬂv“.po‘... = A'UaAV/B ApZAo—K Taﬂmm... (V“|3Od)

Rad tenzoru je roven poétu indexii. Podle toho Ize tedy Fici, Ze &tyFvektor je (ty¥)tenzor 1.
fadu a skalar je (¢tyF)tenzor nultého i#adu. Odpovidaji tomu i pravidla pro transformaci
Ctyfvektoru a skalart.

Jaké operace mizeme S tenzory provadét?

napt. W%, =V*%, T4,
Scitat lze jen tenzory stejného tadu a se stejné uspofddanymi indexy. Vysledkem je
tenzor té¢hoz tadu.
Néasobeni skalarem:
napi. W, =KkT, .
Vysledkem je tenzor t€hoz fadu.
Nasobeni (tenzorové):
napt. W%,,7 =T%, Vpa.
Vysledkem je tenzor, jehoz fad je souctem fadi obou soucinitelt. Napt. A“B" je
tenzor 2. fadu.
UzZeni: kdy jeden horni a jeden dolni index jsou stejné a s¢ita se pres né od 0 do 3:
l’lapf'. W aﬂ’u = T apﬁ#p .
V tomto piipadé je o tzv.némy index; «, 8 a u jsou volne indexy.
UZeni sniZuje ¥ad tenzoru o 2.
Dalsi ptiklady na uZeni:
T, je 4-vektor (tenzor 1. fadu),
T7, je skalar (tenzor nultého fadu),
A”B, je tenzor 2. fadu, A”B,, je tenzor nult¢ho fadu vznikly z n&j izenim
(v tomto piipadé jde o skalarni soucin, zavedeny jiz vyse),
T%.A" je 4-vektor, atd.

Typ vysledku je tedy ur¢en jednoduchym pravidlem — je dan poc¢tem indexu, které zbydou
volné. Ctenafi si mohou sami ovéfit, Ze transformacni vlastnosti vyslednych tenzori tomu
odpovidaji. Staci uvazit, ze A“, A/ =6,".

Je-li tenzor funkci soutradnic, 1ze jej parcialn¢ derivovat:

oT aﬂ--.mm ozn. T ap...

8X” K.yl

Specialné pro funkci f = f (XO X X2, X3) budeme tedy znadit

12
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of om
x4
Pouzity zapis f,, vypada jako ctyivektor. Tak tomu ale opravdu je, nebot’' v S’ je
Y of ox“ of =(A*l)a,,f,a SA.

T o oxe
(Zde jsme vyuzili toho, e x“ = (A*) . x* a (A*)'u = A ,“ —viz (V11.28).)

f,, je analogii gradientu — mohli bychom mluvit o &tyfgradientu funkce f. Vidime, ze
Ctyigradient je Ctyfvektor s jednim dolnim indexem.

(Poznamka: Zde jsme vlastn¢ mimochodem narazili na jeden z podstatnych duvodu, pro¢ se
ve formalismu rozliSuji horni a dolni indexy: soufadnice a Ctyfgradient se transformuji rtizné —
soufadnice jako étyfvektor s hornim indexem, ¢tyfgradient jako ¢tyivektor s dolnim indexem.
V tfirozmérném euklidovském prostoru se slozky polohového vektoru 1 gradientu
transformuji stejné, horni a dolni indexy proto neni tieba rozliSovat.)

Podobn¢ jako u f,, je tomu tfeba u parcidlni derivace obecného tenzoru. Derivace pfidava
jeden dolni index a zvySuje tedy fad tenzoru o 1. Napf. parcidlni derivace Ctyfvektoru A%,
tvoii tenzor 2. fadu. UZenim lze tad snizit:

A, je skalar. Jde o analogii divergence a proto o ném mluvime jako o ¢tyfdivergenci

ctyfvektoru A“.

VIIl.4. Teorie elektromagnetického pole ve ¢tyfrozmérném formalismu

V tomto ¢lanku ukézeme, jak lze ve 4-rozmérmém formalismu jednoduse vyjadfit vztahy
teorie elektromagnetického pole. Neptjde pfitom ani tak o pfisné deduktivni odvozovani
vztahl jako spiSe o ukdzku, jak vztahy jiz znamé nabyvaji ve formalismu jednoduchy a
pfirozeny tvar.

a) Tenzor elektromagnetického pole

Vektory elektrické intenzity a magnetické indukce E a B nelze doplnit na &tyivektory.

Ostatng, pfi Lorentzové transformaci se slozky E a B vzajemn& promichavaji (viz (VL.11)),
coz naznacuje, ze tyto vektory je nutno zkombinovat do jediného objektu. Ukazuje se, Ze
jejich vhodnym spojenim je ¢tyftenzor F*” se slozkami

13
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0i Ei ij Pa aff
FU=—t F'=gB, F"=-F7, (VII11.32.3)
tj.
v=0 1 2 3
E E E
_ 0 -4 =2 ==
#=0 c ¢ ¢
El
” L)-—- 9 B -8 (VI11.32.b)
- E
2|2 -B, 0 B
E
3 —T3 B, -B 0

V (32.a) se ve vyraze & B, stitd vzdy pres k od 1 do 3 — pfipominame, Ze takto se s¢itd vzdy
ptes opakujici se latinské indexy.

Ctyftenzor F*” se nazyva tenzor elektromagnetického pole. Lze jej samoziejmé
charakterizovat i slozkami s doInimi indexy F,, —tyse od F*" li$i jen zménou znaménka E,

jak lze lehce ovetit. F#" i F,, jsou antisymetrické vzhledem k zamén€ indexti pza v .

Vektory E a B nejsou v F* zkombinovany libovolng, ale tak, aby byly vystiZeny jejich
transformacni vlastnosti. Ctenaf miize sam jednoduse ovéfit, Ze z transformacéniho vztahu pro
F“

F' = Ao sF ¥ (VI11.33)
plynou po dosazeni matice specialni Lorentzovy transformace (VII.25) ptislusné vztahy pro
transformaci E a B (viz (VI1.11)).

Poznamka: Pti tomto oveétovani doporucujeme Ctenari, aby si nejprve rozepsal (33) jako
Fro = AN F®+ A A FO+ AN, F2+ AN, B+
+ A A PO+ A A FY A A, F2+ AY A, FR 4+
+AN G FP 4+ AN R+ AN B2+ AN R+
+ A A FE AN R+ AN, P AN B

pak vyuzil antisymetrie F“, z niz specialné plyne, ze F®* =F" =F#* =F*® =0 a teprve
pak konkrétng vyjadfoval E; =cF'%,... B/=F),... atd.

Vztah (33) je jisté kompaktnéjsi a jednodussi k zapamatovani, nez vztahy (V1.11). Je oviem i
podstatnd obecn&jsi, nebot vystihuje transformaci E aB pii libovolné Lorentzové
transformaci. (Pozndmka: Lze samoziejmé ukazat, ze (33) spravné vystihuje transformaci
slozek E a B i pii otogeni os soustavy soufadnic. Pro E, je piisluiny dikaz jednoduchy a

¢tendr si ho miiZe provést sdm, pro B, by byl komplikované;jsi.)

14
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Pro doplnéni uved'me, Zze ve 4-rozmérném formalismu Ize jednoduSe pracovat i s potencialy
elektromagnetického pole. Ukazuje se, Ze skalarni potencial ¢ a vektorovy potencial A lze
zkombinovat do Ctyivektoru

A =(f, A], resp. A, =(—ﬁ, A] (VI11.34)
C C

zvaneého ¢&tyfpotencial. Tomu odpovidaji i transformacni vztahy pro potencialy. Slozky
tenzoru elektromagnetického pole jsou dany parcialnimi derivacemi A, jako

Fo=An A (VI11.35)

v

Snadno se mizeme piesvédCit, ze to odpovidd obvykle uzivanym vztahim. Napf. pro
4 =0,v=1dava (35)

oA c 10A 10¢
e Y Y
a odtud EI:—cFm:—Z—(D—%, coz je slozkou znamého vztahu E:—gradg/ﬁ—zt—A.
X

Podobné je tomu pro dalsi slozky.

Ctyipotencial neni samoziejme urcen jednoznacn€. Jak mizeme ovéfit dosazenim do (35),
pficteme-li k A, Ctyfgradient libovolné (,,rozumné*) skalérni funkce soutadnic,

A=A +1,,
tenzor F*’ se neméni. Je totiz f, -f, = o (ot ) oo = 0, nebot’ poradi
# “ooox"\ox* ) ox* \ ox”

derivovani je zaménitelné. (O f predpokladame, Ze ma spojité druhé parcialni derivace.
Podobné predpoklady nebudeme jiz déle explicite zdlraziiovat.)

b) Lorentzova ¢tyisila

Lorentzova sila zavisi na veli¢inach popisujicich elektromagnetické pole (E a B), na
rychlosti ¢astice U a elektrickém naboji ¢astice q. Ve 4-rozmérmém formalismu to znamena,
7e vektor Ctyisily musi byt ,,zkonstruovan® z tenzoru F*¥, ¢tyivektoru U“ a skaléru g.
(Naboj castice je stejny ve vSech inercidlnich systémech, je tedy skalarem podobné jako m,.)

Vysledek by pfitom mél na uvedenych veli¢inach zéaviset linearné. (Pro¢? Uvédomte si, jak

vypadd vektorové vyjadieni Lorentzovy sily.) Pak je lze do ctyfvektoru zkombinovat
prakticky jedinym zpiisobem:

F“ =qF"U,. (V111.36)

Vyraz (36) bychom samoziejmé mohli nasobit libovolnou konstantou (skalarem), ale jeho
rozepsanim do slozek zjistime, Ze pravé on odpovida Lorentzové sile:

15
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pro u=i(=12,3) je

~. ) . E. —C u.

Flo =q|FU+FU, | =q|| = || —— [+&B.——|=

- q[ ’ J] q{( Cj(\/l—uzlczj o k\/1—u2/cz}
1

" q[Ei+gijkujBk] :

pro vektor sily odpovidajici F*. (F_,; = 1—‘é—§lfL‘0r,, viz (21)) je tedy opravdu

F.. = q(E+ixB).
Slozka x =0 da téz o¢ekavany vysledek (viz (23)):

R, =qF°U, = E__w (o€-9) = (Fur 0) .
' C Ji—u¥c?  cl-u¥c®  cl-u¥c?

Pohybova rovnice nabité ¢astice ve vnéjsim elektromagnetickém poli je tedy

;—T(mOUﬂ):qFWuv. (VI11.37)

Klidovou hmotnost m, c¢astice je mozno z derivace vytknout, nebot m, = konst.; silove

pusobeni (viz 25) m, neméni.
Lorentzova Ctyfsila je totiz kolma na Ctyirychlost:

“ F4U, =g-F”UU, =0

Lor.

diky tomu, ze jde o soucin veli¢iny antisymetrické v g av (F*" =-F") a veliCiny
symetrickev zav (U U, =U U ).

16z a=-a

v

Je to ziejmé zUpravy F”U U =-F*U U, =-F”UU,=-F"U U
Pfipomenme jesté jednou Gvahy k ¢lanku VIIL.2.d:

Pohybova rovnice (37) ma zjevné ve viech inercialnich systémech stejny tvar. Ctenaf se o
tom muze presvédCit pfimo pretransformovanim (36) zS do S’.

Analogicky to ale plati zcela pro libovolnou rovnici tvaru tenzor = tenzor.

Tenzorovy zapis fyzikalnich zakoni zarucuje, Ze vyhovuji specialnimu principu
relativity.

Pii konkrétnim zapisu daného fyzikalniho z&kona (ve sloZkéach) v urcité inercialni soustaveé
pak do n¢j samoziejmé dosazujeme veliiny vztazené k této soustavé. Napt. do slozek F*" v
(37) dosazujeme slozky E a B méfené v této inercialni soustavé apod.
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c) Maxwellovy rovnice

K zépisu Maxwellovych rovnic potfebujeme kromé F*“" jesté zdrojovy clen obsahujici
hustotu naboje ( o) a hustotu proudu ( j ). Pohled na transformaéni vztahy (VI.15) pro pa |
ukazuje, ze je l1ze zkombinovat do ¢tyfvektoru

i“=(cp. 1), (V111.38)

nazyvaneho hustota ¢tyfproudu. (Pozn.: Zde vyjimeéné uzivame pro oznaeni 4-vektoru
malé pismeno.)

Maxwellovy rovnice ve vakuu pak Ize psat ve tvaru

F* =t 1" (1. série), (VI11.39.a)
Flap yjoyia. =0 (2. série), (VI11.39.b)
kde F[am]cykl_ = Fam + Fﬂm + FW' P je jen oznaceni zavedené pro kratkost zapisu a u, je

permeabilita vakua.
Rozepsanim do slozek se mizeme presvédcit, ze (39) jsou skuteéné¢ Maxwellovy rovnice:
> (39.a) dava pro u =0 konkrétné

Fo, = mcp,

&ili (FO =€, /c): —h=uetp =L

g0 i _10( E), 0 __1o& , OB _ 1 sl
poll =t = L (B )= e o= T sy T 8
0
ot

> (39.b)davadpro o =1, p=2, y=3
I:12,3 + F23,1 + I:31,2 =0,

¢ili (po dosazeni (32)) 0B, + %, + B, _ 0, tj.
OXy OX%  OX,

divB =0.
» Proa=0, B=i, y=j vedou (39.b)k rovnici

- 0B
rotE+—= 0;
ot
ovéfeni jiz ponechavame Ctenafi jako uzitecné cviceni.
Tenzorovy zapis Maxwellovych rovnic je podstatné kompaktnéjsi nez bézny zapis ve
vektorovém tvaru. Je z n&j téZ okamzité vidét, Ze Maxwellovy rovnice jsou invariantni vuci
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Lorentzov¢ transformaci. Navic vySe uvedeny rozpis rovnic (39) utvrzuje v interpretaci slozek
F“" (vztahy (32)).

Pro doplnéni uved’'me i rovnice pro étyfpotencial A“. Jiz samo zavedeni Etyipotencialu,
resp. vyjadieni F*“ pomoci vztahu (35) automaticky zarucuje splnéni druhé série
Maxwellovych rovnic. Zvidavy étenaf se o tom muze piesvédéit dosazenim (35) do (39.b) a
uvazenim zéménnosti parcidlnich derivaci A, , = A, . 1. sérii (39.a) Ize po dosazeni (35)

prepsat na tvar

T LY ST

OX
Lorentzova podminka ma ve formalismu velmi jednoduchy tvar:
A”,, =0. (VI11.40)
Je-li splnéna, lze 1. sérii dale prepsat na
0? .
aff A4 )=— "
T oxeox? ()=~ o]
0? 1 0° 0? 0? 0?

Ovéem n“

T gttt jo  d’Alembert it
axaaxﬂ C2 8t2 a(Xl)Z a(X2 )2 a(x3)2 Je emocertuv  operator

oznacovany obvykle symbolem O. (Z uvedeného je vidét, Ze operator O je skalar.)

Vyslednou rovnici pro ¢tyipotencial A“ lze tedy psat ve tvaru
O A" =— g, j*. (VI1.41).

d) Rovnice kontinuity
Derivaci 1. série Maxwellovych rovnic (39.a) podle x* ziskame
F = Mo d" (V11.42)

Diky antisymetrii F*" a moZnosti zamény potadi derivovani je leva strana (42) rovna nule:
F,  =F% =F7 ,=-F" ,=-—F", aodud F*",  =0.Jetedy

j“,, =0. (V111.43)
Dosazenim slozek j* = (Cp, ]) viz (38), piejde (43) na tvar
2—f+divj:0, (V111.44)

ktery ukazuje, Ze jde o rovnici kontinuity.

Rovnice kontinuity (43) resp. (44) vyjadiuje zdkon zachovani naboje. Tuto znamou
skutecnost lze ilustrovat na piipadé, kdy ctyiproud je dan pohybem né&jaké ,,substance
(tekutiny, nabitého prachu apod.), kterd nese elektricky néboj. Ctyirychlost ,,substance*

oznacime U*, hustotu elektrického naboje o . Obecné jsou obé tyto veli¢iny funkce mista a
casu.
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Rozlozeni naboje Ize charakterizovat i klidovou hustotou néboje p,, coz je hustota, méfena
v inercidlni soustavé, vici niz je v daném bod¢ substance pravé v klidu. Z této definice je
ztejmé, ze p, je skalar: Celkovy naboj v uritém elementu objemu délime klidovym
objemem elementu, tj. objemem méfenym v soustave, v niZ substance v daném bod¢ prave
stoji. Ob¢ veli¢iny — naboj i klidovy objem — jsou skalary. Pro tplnost pfipomenme, ze nula
v symbolu p, neni index — podobné jako u m,. Hustota naboje p V soustave, vici niz se
substance pohybuje rychlosti U, mizeme spocist ze vztahu (VI.17):

p:L, (VI11.45)
(Tento vztah je mozno vylozit i ndzorné: stejny ndboj piipadd na objem, ktery je diky
kontrakci délek mensi pravé o faktor 1_3_2 )

Hustota ¢tyiproudu j“ je v daném piipadé

j“=pUr. (V111.46)
Ze je tomu opravdu tak, lze ovéfit rozpisem do slozek:
0 c - ua
1 =5 ]__uiz_cp, 1 =5 _ui_pu
C2 CZ
Dosazeni (46) do rovnice kontinuity (43) da
(pU*)., =0. (V111.47)
Leva strana je po rozderivovani a Upravach
. op, dx* ., dp
(207)s = 2o, 07 4P, == 2t p M, == pU (VI11.48)

Clen U“,
(Derivace U podle soufadnic mohou byt ovSem nenulové.) Po dosazeni slozek U*“ a
derivovani dostaneme v tomto piipadé U*, =divU. Ozna¢ime-li AV, objem malé Casti

, Vyjadiime v soustavé, v niZ v daném misté substance pravé stoji, tj. je tam G =0.

substance v okoli daného bodu (klidovy objem) méfeny v pravé uvazované inercialni
soustavé, a to objem ,,tekouci spolu se substanci, miizeme div U vyjadfit pomoci zmény AV,

s casem. Jde o vztah znamy z teoretické mechaniky, pfesnéji z mechaniky kontinua. Plati
1 d(Av,)
AV, dr

divu =

(V soustavé, v niZ substance v daném bodé pravé stoji, je ptirtstek ¢asu totozny s piirastkem
vlastniho ¢asu 7 ; proto v uvedeném vztahu derivujeme podle 7.)

Je tedy
1 d(av,)
AV, dr

]

(VI11.49)

a po dosazeni do (48) dostavame z rovnice kontinuity (47)
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d(AV,
dpo | 5 L (AVo) _ AV,
dr AV, dr

dp, d (AVO) . d
AV, = . AV, )=0;
dz ot Po dz 0, t dT(p0 o) 0;

celkovy ndboj pAV se tedy v objemu, tekoucim se substanci, neméni.

e) Rovinné elektromagnetické viny

Rovinnou monochromatickou elektromagnetickou vinu ve vakuu (kde nejsou ani Zadné
néboje a proudy, tedy j* =0) lze popsat ¢tyfpotencialem

A =CH g (VI11.50)

kde C* a k, jsou konstantni ¢tyfvektory. Presnéji bychom méli fici, ze A” je realnou casti
vyrazu (50). Jak je ale vteorii elektromagnetického pole obvyklé, budeme pracovat
s komplexnimi veli¢inami a symboly pro realnou cast proto vétSinou psat nebudeme.
Rozeberme nyni vyraz (50) podrobnéji a ukazme, Ze opravdu rovinnou vinu vystihuje.

Vyraz -k X“ vexponentu je faze vlny; vidime, ze je invariantni viéi Lorentzové
transformaci. (Proc?)

Rozpis skalarniho soucinu k, X* do slozek da

i (—ck,t—k; xi
p = g CHat kX (VI11.51)

Z optiky a teorie elektromagnetického pole vime, Ze v popisu rovinné elektromagnetické viny
se vyskytuje faktor

el ), (VII1.52)

kde @ je Ghlova frekvence a k vlnovy vektor. Porovnanim s (51) vidime, Ze

k,=—< ak, jsouslozky K .
c
Lze téz psat

k* =(2, E]. (VI11.53)
C

ProtoZe prostorovymi slozkami k* jsou slozky vinového vektoru k , nazyvame k* vlnovy
¢tyi'vektor (a znacime ho stejnym pismenem k).
Vlnovy ¢tyfvektor urcuje frekvenci viny (slozkou K,) a smér Sifeni viny (je dan smérem k).

Z transformacnich vztahii pro k* tedy bylo mozno odvodit, jak se transformuje frekvence a
vlnovy vektor pfi obecné Lorentzové transformaci. VInovy Ctyfvektor urcuje také rychlost

Sifeni viny (z (52) je vidét, ze plochy konstantni faze se §ifi rychlosti a)/‘IZ‘) Dosazenim (50)

do rovnice pro Ctyfpotencial (viz (41) pro j* =0)

g OPAF _
ox*ox”

OA“=0, tj. 7 (VII1.54)

dostaneme
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(7K k,) Ce X" 0.
(50) je tedy feSenim (54) jen pokud
nk,k, =0, tj. k,k* =0. (V111.55)
Vinovy ¢tyivektor ma tedy nulovou velikost. (Neznamend to ovsem, Ze by byl identicky
roven nule!)
Po rozpisu do sloZek da (55) znamy vztah
2
(ej PReR=0,5. 2 -|K]
C c

AA

z n¢hoZ plyne, Ze vina se Si¥i rychlosti c.

Tenzor elektromagnetického pole rovinné monochromatické viny miizeme z A* uréit pomoci
vztaht (35). Po vypoctu bychom zjistili, ze plati F“"k, =0 a dalsi vztahy, z nichz by plynuly
znamé vztahy mezi E, B a k . Zde to jiz podrobné&ji provadét nebudeme. Zminime se pouze o
vyjadieni invariantd zavedenych v ¢lanku VI. Z definice F*" lze lehce ovéfit, ze plati
E* .

2 [—C—2+B ] = F"F, . (VI11.56.a)
Druhy invariant lze vyjadfit pomoci tenzoru ¢, ktery je analogii Levi-Civitova symbolu
gy - (J& &4p3 =+1, & =—1 a indexy lze cyklicky zaméhovat. Jsou-li libovolné dva
indexy stejné, je hodnotou symbolu 0.) Pro druhy invariant pak plati

slEB -
C

FerE??, (VI11.56.b)

afyd

Z uvedenych vyjadieni (56) je okamzité vidét, ze jde o skalary. V ptipadé rovinné
elektromagneticke viny jsou oba skalary rovny nule.

VIIL.5. Tenzor energie a hybnosti

Energie a hybnost ¢astice tvofi Ctyfvektor, definovany pouze na svétocare castice. U pole a
spojitého rozloZeni latky jsou energie a hybnost rozlozZzeny s ur¢itou hustotou. Nelze je ale
vystihnout ¢tyivektorem, jak je vidét z nasledujici Uvahy:

Necht v inercidlni soustavé S je urcita latka v klidu a je rozlozena s hustotou p,,. (Symbol m
neni index, pouze zdiraziuje, Ze jde o hustotu hmotnosti.) Protoze E =mc?, je hustota
energie ¢ = p, c?. Vjiné inercialni soustavé S’ oviem obecné existuje i tok energie, viz
obr.VIIL.2. Podobné je tomu i s hybnosti.
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Obr.VIIL.2. Latka, ktera je vici soustaveé S v klidu, se vici soustavé S” pohybuje a dostava se i
na mista, kde byla jeji hustota (a tedy i hustota energie) nulova. V S’ tedy existuje
tok energie.

Veli€ina, kterd ma ve ¢tyirozmérném formalismu popisovat rozloZeni energie a hybnosti pole
nebo spojité rozlozeni latky, musi tedy zahrnovat i hustoty toku energie a hybnosti.

Takovouto veli¢inou je tenzor energie a hybnosti T, . Misto formalnich definic si ho
pfiblizime na nejjednodussim piikladu spojitého latkového prostiedi, jimz je tzv. hmotny
prach. Tak oznafujeme latku, slozenou z mnoha malych ¢&astic, které spolu vzajemné
neinteraguji. Castice jsou tak malé a je jich tak mnoho, Ze jejich rozlozeni miizeme povazovat
za spojite.

Pohyb castic hmotného prachu vystihneme jejich étyFrychlosti U“, o nichZ ptedpokladame,
ze se misto od mista méni spojité a hladce. Hustotu prachu v ur¢itém bod¢ je nejvhodné;si
uréovat v soustavé, vici niz prach vtomto bodé prave stoji. Celkovou hmotnost Castic

v ur¢itém elementu objemu vydélime objemem tohoto elementu — protoze Castice i element
v dané soustavé stoji, jde o klidovou hmotnost délenou klidovym objemem elementu. Takto

zméfenou hustotu p,,,, proto oznacujeme jako klidovou hustotu klidové hmotnosti.

Tlak ani jiné sily ve hmotném prachu neptsobi. (Pokud by castice byly nabité, mohly by
ovSem interagovat prostiednictvim elektromagnetického pole; to ale zatim nebudeme
uvazovat.) Parametry charakterizujici hmotny prach jsou tedy pouze p,, a U“. Znich lze

tenzor druhého fadu az na piipadny ndsobek vytvoftit jedinym moznym zplisobem:

T = ponU“U". (VIL.57)

Prach

Pom 1 U” jsou funkcemi soufadnic, funkci soufadnic je proto i tenzor energie a hybnosti
hmotného prachu (57).

UkéZzeme nyni, Ze T*" dany (57) opravdu charakterizuje hustotu energie a hybnosti a jejich
tokt; zaroven budeme interpretovat jeho slozky.

Slozka T® da po dosazeni slozek U “

TO — 5, UW° = c c ___Pom 2.
Pom SN TN T T T

Ovsem pOm/ (1—%;) = p,. je hustota hmotnosti (v soustavé S). Jeden faktor 1/\/1— u®/c?,
kterym je p,,, nasoben, odpovida tomu, ze v p, vystupuje celkova (relativisticka) a nikoli

klidovd hmotnost; druhy faktor 1/ v1-u?®/c® tomu, Ze tato hmotnost pfipada na mensi objem
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nez je objem klidovy. (Objem je o faktor v1—u?/c?® men3i diky kontrakci délek. Srovnejte
téZ (45).) £ = p,Cc* je hustota energie.
Je tedy ziejmé, Ze slozka T® predstavuje hustotu energie:
T® = pc®=¢. (VI11.58.)
Slozky T (i=1 2, 3) jsou po dosazeni
TO = py \/1—52/C2 'Jl—zizlcz —pcu = %g u. (VI11.58.b)

Vektor £ =J je vektor hustoty toku energie. (Jednotkovou plochou kolmou na J projde za

1 sekundu energie rovna |j| - viz obr.VI1I1.3.)

Obr.VII1.3. K toku energie

Vidime, Ze slozky T? jsou slozky vektoru toku energie délené c:

Tty (VII1.58.0")

C
vychazejici ze zapisu
T=c(p,U;)-

Vektor p U =@ je vektor hustoty hybnosti. (Pfedstavuje celkovou hybnost vSech castic
v jednotce objemu.)
Je tedy vidét, ze slozky T jsou slozkami hustoty hybnosti nasobené c:

T%=c-g,. (VI11.58.c)
Koneé&né slozky T jsou

U Y =p Uuu =gu

Ji-u?/c? J1-u?/cz T

Vyrazy g;u;se od (58.b) lisi jen tim, Ze misto £ se zde vyskytuje g; (a misto indexu i index j)
C

Tij =IOOm

— jde tedy o slozky toku g, . Oznacime-li T vektor hustoty toku i-té slozky hybnosti, je
Tii=T1® -
J )

slozky T" tedy charakterizuji hustotu toku hybnosti.

(VI111.58.d)

Pro slozku T* to nazorné ukazuje obr.VIIL4.
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Obr.VIIl.4. K hustoté toku hybnosti.

Slozka g, hustoty hybnosti je pfenasena jednotkovou plochou As kolmo

na osu x. Slozka prodla za 1 s je rovna g,u; =T %.

VySe uvedené interpretace sloZzek T “" plati obecné pro tenzor energie a hybnosti libovolnych
spojitych prostiedi a poli. Obecné plati i to, ze tenzor energie a hybnosti je symetricky,

T/ =T,

(VI11.59)

Vztahy (58) nam téz umoziuji presvédcit se, Ze zakony zachovani energie a hybnosti Ize

pomoci tenzoru energie a hybnosti vystihnout jedinou rovnici:
|

Opravdu: pro =0 da (60) T®,,+T%, =0, tj. po dosazeni (58.a) a (58.b")

(e) +

10

1 103 _
c ot

0,
C OX

tedy
oe

5F+mv5=o,

coZ je zékon zachovani energie v diferencialnim tvaru.

Pro u=i(=12,3) da(60) T",,+T",; =0; po dosazeni (58.c) a (58.d) pak
(i),

19 (g )+ o,

c ot OX;

J
¢ili

DB | GivTD = 0.
ot

coz je diferencidlni tvar zakona zachovani hybnosti.

(VI11.60)

Pro hmotny prach lze platnost rovnice (60) jednoduse p¥imo ovétit. Dosazeni (57) do (60) da

(pul"0"),, - 0.

Levou stranu této rovnice lIze upravit:
dx”

(pOmU”UV)W = (pOmUV)wUﬂ—i_pOmUﬂ’v E = U”(pOmUV)’v—i_pOm_
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Rovnici (60) Ize tedy pro hmotny prach zapsat ve tvaru

u
u”(pOmU“),a+p0mdL=o. (VII1.61)
dr
Na ¢astice prachu ovSem neptisobi zadné sily; je tedy pro kazdou castici
u
v o, (VI111.62)
dr
(Jde o pohybovou rovnici v ptipadé F* =0.)
Navic plati
“ (PonU) ., =0, (VI11.63)

nebot’ jde o rovnici kontinuity vyjadfujici zachovani hmotnosti. (Srovnejte rovnici kontinuity
(47) vyjadiujici zachovani elektrického naboje. Odvozeni platnosti (63) by bylo naprosto
stejné jako v piipadé rovnice (47) a nebudeme je zde proto opakovat.) Oba ¢leny v rovnici
(61) jsou tedy nulové, rovnice plati.

Poznamka pro zvidavé Ctenare: Je mozny i opaény pohled: Rovnice (62) a (63) Ize odvodit
du

T
(25)) a UU*=-c’ (12), dostaneme —c*(p,,U“), =0, tj. rovnici kontinuity (63).
Kombinaci (63) a (61) pak dostaneme pohybovou rovnici (62). Vidime, Ze zrovnice
T#",, =0 miZzeme odvodit pohybovou rovnici. I to plati obecnéji; podrobnosti miize ¢tenar
najit v doporucené literatufe.

z rovnice (61). Nasobime-li (61) U, a vyuzijeme toho, Ze U , =0 (viz vy3e odvozeni

Opustme hmotny prach. Dal§im dilezitym latkovym prostiedim je dokonalé tekutina. Bez
dtkazu uvedeme, ze T*" ma v tomto pfipad¢ tvar

“ Tioke. = (pOm +%j U U" + pyn™, (VII1.64)

kde p, je tlak méfeny v soustavé, ktera je vici danému elementu tekutiny praveé v klidu.
Ctenaf se miize sam presvéddit, Ze v této soustavé jsou v daném bods slozky T
“ T® = pc% TH=T?=T®=p,, T“=0 prov#u.

Vidime, Ze slozky T charakterizuji i napéti v daném prostiedi.

vvvvvv

LV 1 a 14 1 v o
T* __|:Fﬂ F a_zn# (F ﬂFaﬁ)] (VII1.65)

elmag ~

Ho

Postup jeho odvozeni zde uvadét nebudeme. Ovetime pouze, Ze slozky T, . odpovidaji vyse
uvedené interpretaci (58).

Clen FF,, v (65) je roven 2(B? —E2/c?) (viz (56.a)). Pii dosazeni za F*° Ize pak slozky
T upravit na tvar:

elmag
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2 2
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coZ je hustota energie elektromagnetického pole.
Dale jiz stru¢néji:

. o E. o
Te(')’;‘ag - i[FOJFIJ']zi{_J‘%kBk}=1‘9ijkEij ZE[EX H
Hy Hy C c

| I
Il
Ol
w

C

kde S=ExH je Poyntingtv vektor, ktery je roven hustoté toku energie.

Podobné upravime

TiO =%5ijkEij =C5ijij -B, =C[Ijx é} = CQ;,

elmag i
kde §=DxB je hustota hybnosti elektromagnetického pole. Analogicky mizeme dosazenim
ovéfit, Ze prostorové slozky T" se aZz na znaménko rovnaji slozkam Maxwellova tenzoru
napéti:

ij _ __ T Maxwell
Telmag - Tii

a maji opravdu vyznam slozek hustoty toku hybnosti. Ovéfeni jiz ponechavame Ctenaii jako
jednoduché cviceni.

Zavérem k piipadu, kdy je pfitomna latka i pole, ev. vice latek a poli. Interaguje-li latka
S polem, muze energie a hybnost pfechazet z pole na latku i naopak. (Vymyslete néjaky
jednoduchy ptiklad!) Zachovavat se tedy mtize jen celkova energie a celkova hybnost.

ProtoZe energie i hybnost jsou veli¢iny aditivni, je pfirozené definovat celkovy tenzor
energie a hybnosti jako soucet tenzord energie a hybnosti vSech latek a poli, které jsou
ptitomny. Napf. pro nabity hmotny prach a s nim interagujici elektromagnetické pole je

TH = T4 4T

prach elmag *

Rovnice T*", =0 pak pfirozen¢ plati jen pro celkovy tenzor energie a hybnosti.
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