Kapitola 2

Zakladni postulaty kvantové
mechaniky

Neexistuje Zadny kvantovy svét.
Existuje pouze abstrakini kvantovy popis.
Niels Henrik David Bohr

Interpretace experimentéalnich poznatki, které v prvni ¢tvrtiné 20. stoleti prispély ke vzniku
kvantové teorie, vytstily v poznéni, ze formulace nové teorie pro popis vlastnosti a chovani
mikroskopickych ¢astic se neobejde bez matematického aparatu podstatné odlisného od
aparatu klasické mechaniky. Tato skutecnost se dotyka jiz tak zdkladnich otazek, jakymi
jsou popis stavi studovanych systému ¢i reprezentace jednotlivych fyzikdlnich velic¢in.

V zajmu snadnéjsiho porozuméni zvlasStnostem aparatu kvantové mechaniky se nejprve
omezime na popis chovani jediné ¢astice a pozdéji (v kapitole |8) zobecnime vyklad ina
vicec¢asticové systémy.

Pti budovani matematického aparatu kvantové mechaniky se nebudeme drzet historického
vyvoje, ale ani nebudeme postupovat fenomenologicky, tedy vyvozovat zavéry na zakladé
experimentalnich poznatki, jak se to obvykle déld napt. v elektfiné ¢i termodynamice.
Kvantovou mechaniku si predstavime jako logickou strukturu vychézejici z nékolika malo
postulatii, ze kterych lze dale odvozovat experimentalné ovéritelné dusledky. Protoze tyto
disledky byly c¢asto velmi prekvapivé a odlisné od chovani objekttt béznych rozmért, stala
se kvantova fyzika jednou z nejdikladnéji experimentalné provérenych ¢asti fyziky a dalsim
a dalsim testiim neustale ispésné odolava.
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2.1 Popis stavu castice

Jak jiz bylo Tec¢eno, nasim systémem bude prozatim jen jedna castice nachazejici se
v celém prostoru (nebo néjaké jeho ¢asti). Na tuto ¢astici mohou pusobit rizné sﬂyE]
pricemz toto pusobeni budeme popisovat podobné jako v teoretické mechanice pomoci
potencialu, resp. potencialni energie, kterou ¢astice v jednotlivych ¢astech prostoru ma.

Ukol 2.1 V Kklasické fyzice jsme astici se zanedbatelnymi rozméry nazvali hmot-
nym bodem. Jaké tidaje musime znat/zadat, aby byl jednozna¢né popsén stav jednoho
hmotného bodu, ktery se pohybuje v nasem bézném prostoru, kde na néj mohou pliso-
bit sily? Predpokladejte, ze ptisobeni sil zndme, tj. neni soucasti popisu stavu hmotného
bodu.

Jak by se situace zménila, pokud bychom uvazovali pouze jednorozmérny nebo dvou-
rozmérny pohyb hmotného bodu?

2.1.1 VlInova funkce

Pri vzniku kvantové mechaniky se ukazalo, ze klasicky zptisob popisu stavu nelze prevzit ani
za predpokladu, Ze by pohyb ¢astice urcovaly odlisné pohybové zakony pro urceni ¢asovych
zéavislosti 7(t) a p(t). Prekdzkou se stal prekvapivy fakt, ze polohu 7 a hybnost p'¢éstice nelze
soucasné presné uréit (viz podkapitola Relace neurcitosti . Poznatky o nezvyklych
charakteristikdch mikrosvéta — kvantovani fyzikalnich veli¢in, statistické povaze nékterych
vyroku ¢i vinové povaze ¢astic — nakonec vyustily do nového zptisobu popisu stavu Castice
pomoci ,specialni®, tzv. vlnové funkce:

Vlastnosti vinové funkce (1. ¢ast postulatu o popisu stavu)

Stav castice v casovém okamziku ¢ je v kvantové mechanice upiné popsan komplexni
funkei ¢(7t), kterd ma realné proménné: souradnice 7 a ¢as t. Tato funkce musi byt
spojitd a musi mit spojité proni parcialni derivace podle vsech prostorovych souradnic.
Funkce ¢ (7t) se nazyva vinova funkce.

Ve skutecnosti rozlisujeme 4 zékladn{ interakce — gravitaéni, silnou, slabou a elektromagnetickou. Prvni
tfi se ve svété molekul a atoma neuplatnuji, velikost gravitaéni interakce je zcela zanedbatelnd a silna a
slaba interakce maji velmi kratky dosah, srovnatelny s rozmérem atomového jadra. Vsechny sily ve svété
molekul a atomu jsou tedy elektromagnetické povahy.
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Ukol 2.2 Kolik je tedy nutné zadat ,&isel“, aby byl v kvantové mechanice tplné
popsan stav jedné castice v daném okamziku?

Okomentujme jesté néktera konkrétni slova ve znéni uvedeného postulatu, abychom vyjas-
nili, co presné znamenaji a proc¢ je nelze vynechat:

1. Tvrzeni, Ze ¢ iplné popisuje stav ¢astice, znamend, ze z vlnové funkce ¢ je mozné
pomoci jednoznac¢ného algoritmu vypocitat libovolnou, v daném stavu experimen-
talné urcitelnou fyzikalni veli¢inu. Jinymi slovy, pokud znam 1 v daném case, vim
o Castici v daném okamziku tiplné vie]

2. Vlnova funkce v je obecné komplexni funkci. To znamend, ze i kdyz ma redlné
proménné i a t, sama nabyva komplexnich hodnotEl To neznamend, ze nemiize byt
redlnd, v mnoha tlohdch si ,vystac¢ime“ s redlnymi funkcemi. V podkapitole 2.4.3] ale
uvidime, ze komplexni ¢isla jsou v kvantové fyzice, na rozdil od jinych ¢asti fyziky,
nezbytna a omezeni se na realné vlnové funkce by ndm neumoznilo efektivné popsat
Vyvoj v Case.

Mozna namitate, ze jste komplexni ¢isla pouzivali jiz v elektiiné ¢i optice. To je
pravda, ale zde se pouzivaji jen jako ,pomitcka pro zjednoduseni vypoctia“. Je jed-
nodussi pracovat s komplexnimi exponencidlami, nez s goniometrickymi funkcemi.
Vse, co jste v elektiiné ¢i optice délali, se d& odvodit i bez komplexnich cisel, jen
trochu pracnéji. Pripadné vas napadlo, ze by se dalo komplexnim ¢islim vyhnout
tak, ze misto jedné komplexni vlnové funkce budeme pracovat se dvéma realnymi
funkcemi odpovidajicimi jeji realné a imaginarni ¢asti a veskeré rovnice prepiseme
pomoci nich. To je mozné, ale rovnice budou vyrazné komplikovanéjsi, protoze kromé
samotnych funkci jsou komplexni i koeficienty jejich kombinaci. Nebo je mozné pri
formulaci postulatiti misto vlnové funkce pouzit realnou hustotu pravdépodobnosti, se
kterou se seznamime v nasledujici ¢asti. Ve vSech téchto pristupech ale neplati prin-
cip superpozice (viz podkapitola , coz jinymi slovy znamena, Ze rovnice, které
dostaneme, jsou nelinearni, a to je povazovano za ,prilis velkou dan® za odstranéni
komplexnich ¢isel.

3. Pozadavky na spojitost funkce 1) a spojitost jejich prvnich parcialnich de-
rivaci podle prostorovych souradnic jsou neoddélitelnou soucasti postulatu a nelze
je vynechat. V konkrétnich tlohdch (viz kapitola [3) uvidime, ze pravé tyto dva po-

2V kapitole uvidime, ze je jednoznacné urcen i budouci vyvoj systému, pokud nebude systém nijak
ovliviiovan, napf. mérenim.

3Na komplexni funkci 9 Ize také nahlizet jako na dvé samostatné redlné funkce — funkci 1r. pro redlnou
cast a funkci ¥y, pro imaginarni ¢ast — pro které plati ¥ = ¥re + i¥1m.-
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zadavkyf] mohou byt ,pfi¢inou“ toho, ze v urcitych piipadech zjistime, Ze Teseni
splnujici uvedené podminky existuje jen pro vybrané hodnoty néjaké konkrétni fyzi-
kalni veli¢iny, coz jinymi slovy znamend, ze tato veli¢ina nemize nabyvat libovolné
hodnoty. Prikladem takové veli¢iny je tfeba energie elektronu v atomu. Takto se
kvantovani fyzikalnich veli¢in, které zname z méreni, objevi v matematickém popisu.

Ukol 2.3 Podle vyse uvedené prvni verze postulatu o popisu stavu rozhodnéte, které
z nasledujicich funkei mohou byt vlnovymi funkcemi. Uvazujme pouze ¢astici, kterd se
,pohybuje* podél piimky (tj. jednorozmérny pripad, na intervalu (—oo, +00)) a funkce
jsou zapsany v néjakém konkrétnim case, napr. t = 0:

a) ¢ = Az, b) 1 = Az?, c) Y3 = Ae™?,
d) ¢4 = Aell, e) s = Ae‘xz, f) 1s = Acosz,
g) Y7 = Asin|z|, h) ¢s = A(a® — 2?) pro |z] < a a jinak g = 0.

2.1.2 Statisticka interpretace vlnové funkce

Jak jsme se dozvédeéli v predchozim oddile, vinova funkce v slouzi k iplnému popisu stavu
castice. Ukazuje se ale, Zze hodnoty funkce v ,nemaji primocary fyzikalni vyznam®, po-
dobné jako je tomu naptiklad v pripadé Lagrangeovy funkce v teoretické mechanice. Protoze
ale néjaké napojeni na experiment potrebujeme, budeme se ridit tzv. kodanskou interpre-
taci (nazyvanou také statistickd interpretace), ktera byla odvozena z experimentélnich
pozorovani.

Statisticka interpretace vlnové funkce (2. ¢ast postulatu o popisu stavu)

Pokud si vezmeme néjakou ¢ast prostoru, kterou oznacime jako V', potom pravdépo-
dobnost Py nalezeni ¢astice v této ¢asti prostoru lze spocitat jako

PV:/V|¢(F,t)|2dV. (2.1)

4Nejedn se o jediné ,piiciny“ kvantovani — mezi dalsi patii pozadavek na normovatelnost vinové funkce
(viz nasledujici ¢dst textu), okrajové podminky, pfipadné zvoleny matematicky popis obsahuje tuto sku-
teénost sim o sobé (napf. maticovy formalismus) apod.
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Odtud je vidét, ze z vinové funkce odvozena velic¢ina

p(Et) E [p(ED) (2:2)

méa vyznam hustoty pravdépodobnosti nalezeni castice v daném misté a ¢ase (tzv. Bornovo
pravidlo) El Vyraz
dP = p(7t) dV = [yp(F,t)|* dV (2.3)

je potom pravdépodobnost, ze by castice byla mérenim zjisténa ve velmi malém objemu
dV v okoli bodu 7. V souvislosti s [2.2] se vlnové funkci téz nékdy rika amplituda pravdépo-
dobnostid

Terminologickd poznamka: Funkce p(7)t) se také nekdy nazyva hustota pravdeépodobnosti
vyskytu cdstice, coz neni uplné presné, protoze kvantova mechanika neumi odpovédét na
otazku, kde ¢astice v daném okamziku je. Dokéze fici jen s jakou pravdépodobnosti (v da-
ném casovém okamziku) najdeme ¢astici, pokud ji budeme hledat (mérit jeji polohu) v nami
vymezené c¢asti prostoru. Podobné je to i s ostatnimi fyzikalnimi velicinami. Z vypoctu do-
staneme mozné vysledky méreni a ke kazdému z nich pravdépodobnost, ze bude naméren
Zrovna on.

Na zékladé predchozich vzorci je prirozené pozadovat, aby pravdépodobnost, ze se ¢és-

tice nachéazi kdekoliv v prostoru, byla rovna jedné, tj. ze mame jistotu, ze ¢astici nékde
v prostoru najdu. To lze matematicky zapsat jako podminku

/C.p‘ W(FH2dV = 1, (2.4)

kde zkratka c.p. u integra¢niho symbolu znamena integraci pres cely prostor. Vztahu
se Tikda normovaci podminka a funkce, které ji spliuji, nazyvame normované funkce.

Ukol 2.4 7 normovaci podminky lze zjistit fyzikalni rozmér vinové funkce ).
Zkuste to.

Ukol 2.5  Zkuste formulovat néjaké jednoduse ovéfitelné vlastnosti funkce v, které
budou jasné ukazovat, ze dand funkce urcité normovat neptjde. Pomoci vim miize, po-
kud se vratite k tkolu 2.3 a rozhodnete, pro které funkce vhodna normovaci konstanta
A bude existovat.

5V nékterych ucebnicich je postulovdn vyraz pro hustotu pravdépodobnosti nalezeni &4stice a z ni se
odvodi vztah pro vypocet pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v néjakém konecné velkém objemu. Protoze
oba vyrazy Fikaji totéz (jsou ekvivalentni), je jedno, ktery zahrneme do definice a ktery z néj odvodime.

6Porovnejte nazvoslovi s optikou, kdy ndmi vnimand intenzita svétla I je imérna druhé mocniné amplitudy
elektrické intenzity daného pole.
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Vypoctova tloha 2.1
Naleznéte konstanty A, B € C tak, aby byly nésledujici vinové funkce normované:

1. Y4 = Ae " proz,a € R

2. ¢¥p = B(a® — 2?) pro |z| < a, jinak g =0

Reseni:
1. Zadanou vlnovou funkci dosadime do normovaci podminky:

[ st = [ oty = [ e 21
c.p. c.p. —00

Konstantu A i jeji komplexni sdruzeni muzeme vytknout pred integral, ¢imz zde zis-
kame druhou mocninu velikosti komplexniho ¢isla A:

|A\2/ e~207 qg = 1,

Integral, ktery jsme dostali, se oznacuje jako Gaussuv-Poissoniv integrdl a plati pro
néj [°o, e dg = \/é, kde ¢ € R. V nasem pripadé je ¢ = 2, ¢imz dostavame:

2
AR =1 = 4] = 22
2c0 s

Im
Protoze A je obecné komplexni ¢islo, je
pravé odvozend podminka pro |A| splnéna pro
vsechna komplexni ¢isla, ktera lezi v Gaussové ,
roviné na kruznici s timto polomérem. Tato ¢isla /N
muzeme zapsat v exponencialnim tvaru jako: -1 L Re

200 . -i
A= \4/—0[ el nelk.
s

2. Zcela analogicky budeme postupovat v pripadé vinové funkce ¢ g. Musime si dat po-
zor na to, ze tato funkce je definovana riznymi vztahy ve tfech intervalech. Normovaci
podminka proto vypada nasledovneé:

[ sty = [ vt -
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:/_QO-de + aB*(a2—x2)B(a2—x2)dx —1—/000-0dx:1.

I zde ziskdme vytknutim B a B* ptred integral druhou mocninu velikosti komplexniho
c¢isla B: “
B> [ (a* —2%)*dr = 1.

Roznasobenim a jednoduchou integraci ziskavame:

2 1
B 2 4 =23 -5 - 1.
|B|” |za 30T + 57
Néaslednymi tpravami pak dostavame:
2 1 2 1
|B|? (a5 — §a5 + gaS +a’® — §a5 + 5a5) = 1.

16 15
B —d = 1= |B|=1/—.
IBI" 154 Bl =\ 16

Stejné jako v predchazejicim pripadé je feSenim mnozina komplexnich ¢isel, jez v Gaus-
sove roviné lezi na kruznici a maji tvar:

5
B = @en,né R.

Vysledky predchozi tlohy mutzeme zobecnit — normovaci konstanta neni uréena jedno-
znacné, protoze normovaci podminka nam dava vztah jen pro jeji velikost. VInovou funkci
tedy mizeme vynasobit libovolnym komplexnim cislem o velikosti 1, tj. ¢islem ve tvaru
e, kde ¢ € R; tomuto &slu se ifkd faze. Na druhou stranu, pokud k tomu nejsou néjaké
specialni divody, voli se normovaci konstanta co nejjednodussi, tj. realna kladna.

2.1.3 Princip superpozice stavi

Ukol 2.6 Co se vam vybavi, kdyZ se fekne princip superpozice?

V kvantové mechanice se ukédzalo (predevsim rozborem experimenti doklddajicich vinovou
povahu ¢éstic), ze je tieba sklddat vlnové funkce (amplitudy pravdépodobnosti), niko-
liv hustoty pravdépodobnosti nalezeni c¢astice. Toto je obsahem tzv. principu superpozice
stavii:
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Princip superpozice stavi (3. ¢ast postulitu o popisu stavu)

Jestlize se kvantovy systém miize nachazet ve stavu popsaném vlnovou funkei ¢; a
jestlize se také muze nachazet ve stavu popsaném vinovou funkei 15, potom je princi-
pialné realizovatelny i kazdy stav, jehoz vinova funkce v ma tvar

kde ¢; a ¢y jsou libovolna komplexni ¢isla.

Y = a1 + e, (2.5)

Princip superpozice velmi podstatné ovliviiuje zékladni rysy matematického aparatu kvan-
tové mechaniky, protoze nam naznacuje, ze mnozina vsech moznych vlnovych funkei
popisujicich vSechny stavy zvoleného kvantového systému by mohla byt z matematického
hlediska linedarnim (vektorovym) prostorem. K tomu je ale zapotiebi jesté vyjasnit dveé

veci.

1. Kazdy linearni prostor musi obsahovat nulovy prvek, ktery v nasem ptripadé odpovida

konstantné nulové funkci ¢(7,¢t) = 0. Pokud vezmeme v tivahu pravdépodobnostni
interpretaci, tak této vinové funkci neodpovida zadny stav jedné c¢astice — pravdépo-
dobnost nalezeni ¢astice v libovolném podprostoru, ale i v celém prostoru je nulova.
Presto si tuto funkci do mnoziny vlnovych funkei pridame, abychom mohli pouzivat
matematicky aparat linearnich prostord, a budeme mit na paméti, ze pokud bude
vysledkem fesené ulohy pouze tato funkce, znamena to, ze uloha zadné fyzikalné
realizovatelné feseni nema.

. Linedrni kombinace vlnovych funkei tak, jak je uvedena ve vztahu 2.5 nemusi spliio-

vat normovaci podminku. Také se na to muzeme divat tak, Ze linearni prostor musi
obsahovat vSechny nasobky kazdého svého prvku, tedy i ty, které normovaci pod-
minku nesplnuji. Protoze celd teorie, kterou budujeme, je linearni, ,prizveme* do
mnoziny vSech vinovych funkei i funkce, které normovaci podminku nesplnuji, s
tim, Ze:

e VInova funkce 1 a jeji libovolny nasobek A, kde A je libovolné nenulové kom-
plexni ¢islo, popisuji tentyz stav. V analogii s vektorovymi prostory lze tici, ze
konkrétni stav je popsan celym ,paprskem® vlnovych funkei.

e Mezi vsemi funkcemi tvaru Ay popisujicimi tentyz stav musi byt mozné (sta-
novenim vhodné hodnoty parametru A) vybrat normovanou vlnovou funkci.
Pozadavek na normovanost vinové funkce tedy zmirnujeme na pozadavek nor-
movatelnosti.

3. Je treba ale mit na paméti, ze pokud chceme z vypocti délat néjaké zavéry o pravde-

podobnostech, mérenych veli¢inach, jejich stfednich hodnotach apod., je tfeba pra-
covat s normovanymi vlnovymi funkcemi, nebo vysledek dodateéné ,donormovat“.
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Pokud tedy pfijmeme vysSe uvedené navrhy, pak vSechny vlnové funkce popisujici
fyzikalné pripustné stavy castice spolecné s konstantné nulovou funkci tvori
linearni (vektorovy) prostor.

2.1.4 Skalarni soucin vlnovych funkci

Vyraz na levé strané normovaci podminky muzeme rozepsat jako
[ wEnrav = [ wiesav.
c.p. c.p.

Tento vyraz lze chapat tak, ze urcuje nejenom, zda je funkce je normovana, ale obecnéji
jako vyraz urcujici ,velikost® vlnové funkce. Za normované funkce oznacime ty funkce,
jejichz velikost je rovna jedné. Tim zavadime tzv. normu v linedrnim prostoru, ktera jak
vime z matematiky mize byt odvozena od skalarniho souc¢inu. V nasem pripadé oznac¢ime
vyrazem (11 | 19) skalarni soucin funkci ¢; a 99 a budeme ho definovat predpisem

([ 2) [ i V. (2.6)

Tento skalarni sou¢in vytvari normu presné odpovidajici levé strané normovaci podminky.

Ukol 2.7  Ovérte, ze skalarni soucin definovany vztahem splnuje vsechny vlast-
nosti uvedené v obecné definici skalarntho soucinu, kterou znate z linedrni algebry.
Podle ni je skalarni soucin definovan jako symetrickd pozitivné definitni bilinearni
forma.

Ukol 2.8 Pomoci definice a vlastnosti skaldrniho soucinu zjednoduste

(c1yr + a2 | Y) .

Ptedchozi dva tkoly nam ukazaly, ze skutecnost, ze pracujeme v linearnim prostoru nad
télesem komplexnich ¢isel (a nikoli nad télesem redlnych ¢isel), s sebou prinasi dvé drobné
zmeény.

o Pokud je néjakym c¢islem vynasobena prvni slozka, potom ,pred skaldrni soucin
vytykame* toto ¢islo komplexné sdruzené

(1| o) = ¢ (1| ¢2) . (2.7)
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e Symetrie skalarniho soucinu znamen4d, zZe miizeme napsat jeho slozky i v obrace-
ném poradi, ale tentokrat nedostaneme uplné stejny vysledek, jako v pripadé prace
nad télesem realnych c¢isel R, ale vysledek komplexné sdruzeny

(| o) = (W] )" (2.8)

Vratme se znovu k otdzce normovani vlnovych funkei. Pomoci skaldarniho soucinu lze zapsat
normovaci podminku 2.4 ve tvaru

(lv)=1 (2.9)

a chapat ji jako podminku ,jednotkovosti“ funkce. V dalsim vykladu se presvédcéime, ze
vétsina rovnic kvantové mechaniky urcuje své feSeni az na libovolny nasobek, tj. jedna
se obvykle o homogenni linedrni rovnice ¢i jejich soustavy. Jestlize je funkce v Tesenim,
potom i funkce Ay, kde A # 0, je také feSenim. Z tivah tykajicich se principu superpozice ale
vyplynulo, ze vSechna tato feseni odpovidaji témuz stavu, takze uvedena nejednoznacnost
feSeni rovnic neni podstatna.

Jestlize tedy ziskdme vypoctem pro popis urcitého stavu castice nenormovanou vlnovou
funkci ¥yenorm, je tfeba najit takovou konstantu A\ (tzv. normovaci konstanta), aby funkce
Unorm = AMnenorm POpisujici tentyz stav normovaci podminku splnovala

1= <wnorm ‘ wnorm> = )\*>\ <wnenorm ’ wnenorm> ’

Im
takze pro A plati: _
i .
1 . N
AP =
<77Z)nenorm | wnenorm> AN
1 -1 1 Re
A= e” kden € R.
\/<wnenorm | ¢neno7"m> _1

S touto nejednoznacnosti jsme se jiz potkali pri feseni tlohy 2.1, takze jiz vime, Ze vyraz
e piedstavuje komplexni jedniékuﬂ a je fyzikdlné nepodstatny (napf. se nijak neprojevi
v hustoté pravdépodobnosti nalezeni ¢astice — viz vztah . Diky tomu se (bez Gjmy na
obecnost) vétsinou voli n = 0, aby A byla kladné redlné ¢islo:

1

A= e (2.10)

<wnenorm | wnenorm

Pravé popsana procedura vedouci od Ynenorm K Ynorm S€ nazyva mormovani vlnové
funkce.

"Komplexni jednicky e lezi v Gaussové roviné na kruznici o poloméru 1, maji velikost 1 a hodnota 7
uré¢uje thel (v radidnech) méreny od redlné osy.
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Skalarni souc¢in lze také vyuzit k definici ortogonality (kolmosti) dvou vinovych funkei.
Ortogonalnimi (navzajem kolmymiﬁ) nazveme vinové funkce 11, 1, takové, ze:

(1| 2) = 0. (2.11)

Ortogonalni vinové funkce v; a 1), které jsou navic obé normované, tj. pro néz plati
(1 | 1) = (Y2 | ¥2) = 1, nazyvame ortonormalnimi funkcemi.

Vypoctova tloha 2.2
Urcete, za jakych podminek je linedrni kombinace ¢ = ¢111 4 295 dvou normovanych
vlnovych funkei ¢ a 19 také normovand (cp, ¢ € C).

Ziskany vysledek se pokuste zobecnit pro linearni kombinaci vice nez dvou funkci.

Reseni:
Zadanou funkci dosadime do normovaci podminky 2.9, upravime

1= (] vY) = (c1thr + catha | 191 + cotha) =
= cic1 (Y1 | Y1) + chea (o | o) + clea (Y1 | P2) + cics (2| Y1)

a vyuzijeme normovanosti funkci 11 a 1

1= 1?4 |eo]® 4 cfea (W1 | o) + excs (b1 | ¥a)™

7, posledniho vyrazu je vidét, ze by bylo jesté velmi vyhodné, aby obé funkce byly
vzajemné ortogondlni, tj. aby platilo (¢ | 19) = 0. Toto bude velmi ¢asto splnéno,
protoze budeme pracovat zejména s linearnimi kombinacemi funkci baze daného pro-
storu a volba ortogonalni baze je vyhodné, a proto ¢asta. Po dosazeni vyse uvedeného
predpokladu vyjde podminka

|Cl|2 + ‘02|2 =1.

Uvedeny postup neni obtizné zobecnit na linearni kombinaci vice vlnovych funkci

U => cythn. (2.12)

8Pokud mate problém s tim, Ze si neumite pfedstavit dvé funkce na sebe navzéjem kolmé, je asi nejvhodnéjsi
zaujmout pragmaticky postoj s tim, zZe jsou to takové funkce, pro které plati rovnice[2.11} a to pojmenovani
brat jenom jako analogii k vektorim. Funkce jsou zde prvky vektorového prostoru a tak pro né lze pouzit
vSe, co v téchto prostorech plati.
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Jestlize vlnové funkce 1, jsou vsechny normované a navzajem ortogonalni, potom
funkce v je normovana, jestlize plati

> leal® = 1. (2.13)

n

Vyznam koeficientl ¢,, se ukaze pozdéji pti diskuzi méreni a vypoctu stredni hodnoty
fyzikalni velic¢iny (podkapitola [2.3]).

2.1.5 Hilberttv prostor

Z predchoziho textu vyplynulo, Ze vinové funkce popisujici fyzikalné pripustné stavy (spo-
lecné s konstantné nulovou funkci) tvori vektorovy (nékdy nazyvany téz linedrni) prostor.
Na tomto prostoru jsme zavedli skalarni soucin. Dale bez dikazu konstatujme, ze tento
prostor je i separabilni a ﬁpln}’fﬂ Prostor s témito vlastnostmi se nazyva Hilbertv prostor
‘H a my tak budeme oznacovat prostor vSech pripustnych vinovych funkci pro dany systém.

Jesté se zminme o rozdilu mezi stavem a vlnovou funkci. Spravné by se meélo vzdy tikat,
7e Castice je v néjakém stavu (to odrazi fyzikalni realitu) a tento stav je popsdn néjakou
konkrétni vlnovou funkei (obraz dané reality v matematickém modelu = reprezentaci). Jiz
bylo Teceno, ze vinové funkce nejsou ke stavu pritazeny jednoznacné, ale mohou se lisit
o nasobek. Velmi casto se ale muzete setkat s tim, ze se tyto dva pojmy pouzivaji nepresné
a zaménuji se. Podobné se i o Hilbertové prostoru H mluvi jako o prostoru stavi.

Hilbertav prostor muze byt rizné ,velky“, tj. mit riaznou dimenzi. Budeme pracovat se
systémy, kde budeme mit H s konec¢nou dimenzi i bazi (viz kapitola , systémy se
spocetnou béazi (piikladem je tfeba linedrni harmonicky oscilator, viz kapitola a pro
volnou ¢astici (viz kapitola dokonce i nespocetnou.

Pokud bude mozné v Hilbertové prostoru H zvolit kone¢nou bazi, potom diky tomu, ze
se jednd o linedrni (vektorovy) prostor, budeme moci jeho prvky vyjadrit jako kombinaci
funkci z baze a pracovat s nimi jako s ,béznymi vektory“.

9Nebudeme se zde poustét do matematickych detaildl, jen ve stru¢nosti pfipomeneme

e skalarni souc¢in nadm umoznuje zavést metriku = meéreni ,vzdalenosti dvou prvki“,

e separabilni prostor je takovy, ve kterém existuje spocetnd hustd podmnozina,

e pokud vezmu konvergentni posloupnost prvka uplného prostoru, tak mam zaruceno, ze v tomto
prostoru je i limita této posloupnosti.
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2.2 Reprezentace fyzikalnich velicin

V predchozim oddile jsme se dozvédéli, ze popis stavu castice vyzaduje v ramci kvan-
tové mechaniky zasadni revizi oproti klasické mechanice (vlnové funkce misto soufadnic
a hybnosti, statistickd interpretace vlnové funkce, princip superpozice stavu ¢astic). Nyni
se budeme zabyvat tim, jak jsou v nami budované matematické reprezentaci kvantové
mechaniky zachyceny fyzikalni veli¢iny.

Ukol 2.9 Napiste si néjaké fyzikaln{ veli¢iny. Jak jsou rizné veli¢iny reprezentovany

vvvvv

castice? Jak urcime hodnotu, kterou pfi méreni néjaké veliciny namérime?

V kvantové mechanice se ukazalo, ze pro praci s fyzikalnimi veli¢inami je nezbytné rovnéz
sahnout po komplikovanéjsich matematickych objektech, jako jsme se s tim setkali u popisu
stavu. Fyzikdlni veliciny zde vystupuji jako operdtory definované na prostoru H. Nez se
budeme zabyvat operatory konkrétnich fyzikalnich veli¢in, alespon strucné se zminime,
co to operator vlastné je, a seznamime se s jeho vlastnostmi, které budeme potiebovat
v dalsim vykladu.

2.2.1 Co je to operator?

Definice: Pod operdatorem O definovanym na Hilbertové prostoru H rozumime mate-
maticky objekt, ktery kazdému prvku ¥ z H jednoznac¢né pritadi prvek ¢ z H. Tuto
operaci budeme zapisovat takto:

=00, veH,pcH

Prostor H nazyvame definiénim oborem operatoru O.

Ukol 2.10  Zkuste vyse uvedenou definici ici vlastnimi slovy. Porovnejte funkei,
funkcional a operator.

Uvedme nékolik konkrétnich pripadt operatort

a) M¢:3¢7 b) Q¢:w27 C) ﬁx1¢=%, d) [E’w:w*’
o K=o, 0 Lo=L8r Py 2o Ay
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Ukol 2.11

1. Prectéte vyse uvedené operatory slovné tak, aby vyniklo, co operator vlastné
s funkei déla.

2. Jako jeden z prikladi je uvedena derivace. Rozhodnéte, za jakych podminek je
integral také operator.

3. Vymyslete dalsich nékolik prikladt operatort, které znate z matematiky ci fyziky.

4. Specialné rozhodnéte, zda ,operatory“ gradient, divergence, rotace a Laplacetv
operator jsou operatory ve smyslu vyse uvedené definice.

5. Lze i funkci v néjakém smyslu chapat jako operator? A co funkcional?

6. Vymyslete néjaké priklady ,operatori* z realného zivota.

Séitani a sklddani (ndsobeni) operatori

Podobné jako s funkcemi, i s operatory lze provadét riuzné operace. Souctem operdtori
budeme rozumét soucet jejich vysledk, tj.

(A+ By = Ay + By

Protoze vysledkem puisobeni operatoru na funkci je opét funkce ze stejného prostoru, je
mozné na funkci aplikovat postupné dva i vice operatoru. Je-li

Ap=yp, Bp=x = By =

podobne ko v prlpade slozené funkce. O operatorovém vyrazu BA mluvime ¢asto jako
0 soucm o operdtortt B a A

(BAYY = B(Av) = Biy.
Pri této operaci je podstatné, v jakém poradi byly operatory aplikovany. Nasobeni opera-
tortt neni komutativni (zamemtelne) jako néasobeni komplexnich ¢isel ¢i funkei. Pro fadu

dvojic operatoru plati, ze AB £ BA, ao takovych operatorech potom rikame, ze nekomu-
tuji.

Matematika nam nabizi sirokou skalu operatort s riznymi vlastnostmi. Pro pouziti v kvan-
tové mechanice jsou vyznamné operatory, kterym rikame linedrni a hermitovskeé.

10N rozdil od funkei, které umime nasobit i sklddat, operatory umime pouze skladat. Proto veskeré souciny
operatort musime chéapat jako skladani. Tento pohled na sklddani/ndsobeni operédtort je prevzat nejspise
z nazvoslovi linearnich zobrazeni na prostorech s konefnou dimenzi. Takové zobrazeni zde muze byt
reprezentovano matici. Pokud mame dvé takova zobrazeni, matici jejich slozeni dostaneme jako soucin
matic obou zobrazeni.
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2.2.2 Linearni operatory

Omezeni na linearni operatory souvisi s tim, ze chceme zachovat v platnosti princip super-
pozice. Definice linearniho operatoru neni nijak prekvapiva:

Definice: Operator O definovany na prostoru H je linedrni, jestlize pro libovolna dve
komplexni ¢isla ¢; a co a libovolné dvé funkce ¢4 a 95 z ‘H spliuje rovnost

@(Cl¢1 aF 021[}2) — 01@@/}1 aF Cg@’t[}g. (214)

V definici jsme uvedli jedinou vlastnost. Nékdy se ale rozepisuje jako dvé jednodussi pod-
minky: Operator je linedrni, pokud spliuje

1. pro libovolnou vlnovou funkci ¢ a vSechna ¢ € C plati O(cw) = O
(tj. ,Cislo muzeme vytknout pred operator*),

2. pro libovolné vinové funkce 1, 99 plati rovnost O(wl + 1) = (51&1 + Oy
(tj. ,je jedno, zda nejprve secteme funkce a potom provedeme operator, nebo nejprve
na obé funkce nechame puisobit operator a secteme vysledky ).

Vypoctova iloha 2.3
Rozhodnéte, zda jsou nasledujici operatory linearni:

a) Ap = 21p (z € R), b) By = o,
¢) Oy =1, d) Dy = 4.
ReSeni:

Protoze je to vypoctové snadnéjsi, budeme ve vsech pripadech ovérovat dvé diléi pod-
minky linearity uvedené pod definici. Vzdy si rozepiseme obé strany pozadované rov-
nosti, abychom vidéli, zda se sobé rovnaji, ¢i nikoli.

a) Operator Ay = zp(z € R) je operator ,vynasob souradnici®.

e Podminka 1:
Leva strana: A(C@/)) = xcy Pravé strana: cfl(@b) = cxp = xcy
Protoze nasobeni (redlnych a komplexnich) ¢isel je komutativni, mizeme v pred-
chézejicim radku z a ¢ prohodit; podminka 1 je tedy splnéna.

. Podm{nka 2: X X
Ls.: A(Y1 + 1) = 2(Y1 + 1) = atb1 + 2909 Ps.: Ay + Ay = 29y + 21)9
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Pti nasobeni funkci a ¢isel na levé strané lze roznasobit zavorky, diky tomu je
pozadovana podminka splnéna.

Obé podminky jsou splnény. Operator ,,vynasob soufadnici z* je tedy linearnim ope-
ratorem.

b) Operétor B’(/) =* ... ,komplexné sdruz“
e Podminka 1: L.s.: B(ep) = (e)* = ¢ Ps.: cB() = c*

Podminka je splnéna pouze tehdy, pokud plati ¢* = ¢. Tato rovnost plati ale pouze pro
¢ € R, nikoliv ovSem pro nami obecné uvazované ¢ € C. Aniz bychom museli ovérovat
druhou podminku, je zfejmé, Ze operator B linearnim operatorem neni.

c) é¢ = i ... yudélej prevracenou hodnotu*

. A 1 A 1 c
e Podminka 1: L.s.: C(cy) = = Ps.:c =c: ==
Cley) = o Cl)=cy =7
Podminka neni splnéna pro vsechna ¢ € C, takze jiz nemusime pokracovat ovérovanim
druhé podminky, ani operator ,prevracend hodnota“ zjevné neni linearni.

d) Dy = ‘Cil—w ... operator ,zderivuj podle souradnice z“ — o operatoru zderivuj vime,
xX
ze je linearni, presto si zde rozepisme obé podminky

e PI:Ls.: D(cy) = dgj) =2 Ps.: cD(¥) = %
o P2:Ls: D(r+un) = T = @S2 P D) +D (1) = P+

Vidime, Ze se jedna o znama pravidla o tom, jak pri derivovani pracovat s konstantou a
jak se derivuje soucet funkei. Operator ,,zderivuj podle souradnice z“ je tedy linearnim
operatorem.

2.2.3 Hermitovské sdruzeni a hermitovsky operator

Operétor Of je hermitovsky sdruzeny s operatorem 0, jestlize pro libovolné dvé
vlnové funkce ¢, ¥ z ‘H plati:

(0| Op) = (Ot | y). (2.15)

Asi nés nepfekvapi, Ze je-li operdtor roven svému hermitovskému sdruZeni, tj. OT = O,
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nazveme operator O operatorem hermitovskym. Zformulujme definici lineérnih hermi-
tovského operatoru i explicitné.

Lineérni operator O je hermitovsky, pokud pro libovolné dvé vinové funkce ¢ a 1
z H plati
{p| Op) = (Op| ). (2.16)

Hermitovské sdruzeni je tedy jakési ,,premisténi operatoru z jedné slozky skalarniho souc¢inu
do druhé“. I kdyz je to v obou definicich zvyraznéno, upozornéme jesté jednou, ze poza-
dovana rovnost musi nastat pro libovolnou dvojici funkci z H. Dalsi véci, kterd je v
definici tak trochu ukryta, je, ze pokud se dva operatory sobé maji rovnat, musi se rovnat
i jejich defini¢ni obory.

Pojdme najit k nékolika operatorim jejich hermitovska sdruzeni.

Vypoctova uloha 2.4
Uvazujme operatory definované na prostoru vlnovych funkei s redlnou proménnou z.
Naleznéte k nim hermitovsky sdruzené operatory.

a) Cip(z) = ep(x), kde ¢ € C, b) Xo(x) = zp(x),

¢) Vib(z) = V(z)¢(z), kde V(z) je redlna funkce soutadnice ,

d) Dy(z) = 42, e) Kip(x) =%,
Reseni:

Ve vsech pripadech budeme postupovat tak, Ze rozepiseme levou stranu vztahu pro
hermitovsky sdruzené operatory pomoci definice skalarniho souc¢inu a budeme ji
upravovat tak, abychom se dostali na tvar na pravé strané.

a) Operator vynasobeni komplexni konstantou: Cv(x) = cy(x), kde ¢ € C:

<¢1 | é¢2> = (V1| chy) = /_O:O Ylcyda =

a diky komutativité nasobeni ¢isel i funkei a vlastnostem komplexniho sdruzeni dosta-
neme

— [ cbiada = [ () ada = (| ).

Takze vidime, Zze hermitovsky sdruzenym operatorem k C je operator vynasob kom-

1Jde dokazat, Ze operator splitujici podminku uvedenou v definici hermitovského operatoru jiz nutné musi
byt linearni. PTesto je linearita natolik dilezitou vlastnosti, Ze se vyslovné zdtraznuje.
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plexné sdruzenou konstantou. Operator ,vynasob konstantou® je tedy hermitovsky
pouze v pripadé, ze se jedna o redlnou konstantu, tj.:

Chip(a) = e*h(a).

b) Hledani hermitovsky sdruzeného operatoru Xtk operatoru vynasobeni souradnici
X¢(x) = z¢(x) je velmi podobné predchozi tloze:

(] Kuia) = (| o) = [ fovade = [ avivade =

protoze soutradnice z je redlnd, je x = z* a vyraz lze snadno upravit:
o *
= [ (@) vada = (ain | ).
—0oQ

Operator polohy X se ndm podafrilo ,,presunout“ z druhé Slozky skalarniho souc¢inu do
prvni — hermitovsky sdruzeny operator k X je tedy opét X tj. Xt = X operator X
je hermitovsky.

¢) Podobny postup zopakujeme i pro operdtor vynasobeni redlnou funkei V(z), tj.

V() = V(x)p(x):
(61| Viba) = (1| V(@)iin) = [ UiV(@ade = [ V(@)uiiads -

= / ) thada = (V(z)h1 | o) .
Vidime, Ze operdtor V je hermitovsky.
‘ N % : « 7 _ dy(x).
d) Operator ,derivuj podle soufadnice z“ Di(x) = =7

(101 D) = (w1 52} = [ i

Vyraz v integrdlu upravime pomoci derivace soucinu, tj. 1 dvr % (V1109) — —w

(tento krok se také nazyva integrace metodou per partes):

<¢1 | ﬁw2> - /_O:o ( (Vlha) — dqi}w ) dz = [plea]=, — /_ ¢1
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Nyni vyuzijeme jednoho z pozadavki, které na vinové funkce ve kvantové mechanice
obecné mame — aby byly nase funkce normovatelné, pozadujeme, aby se v nevlastnich
bodech blizily hodnoty funkci nule, tj.:

lim 4i(2) = lim ds(x) =0

r—+o00 r—+o0

Nulovost obou limit samoziejmé zachovava i souc¢in dvou vinovych funkci, takze clen
[i1hs]™ ., se vlastné redukuje na vyraz ,0-0—0-0 = 0“ — zbyva tedy upravit zbyly

mtegral.
Y1 | Dy ) = — d% h d¢1 Podx

- < ay w2> — (=D | ).

Hermitovsky sdruzenym operatorem k operatoru D= d je tedy operator Df=-D=

—d— To znamena, ze operator ,derivuj podle souradnice z“ neni hermitovsky.

e) Nyni ukdzeme, Ze pokud operator ,derivuj podle soufadnice z* prendsobime ryze
imaginarni jednotkou i, stane se z néj hermitovsky operator. Postup je zcela identicky
s predchazejici ¢asti, proto neobsahuje podrobnéjsi komentare:

d o0 d
(| Ky = <¢1 ¢2>= /_Oowiif;dx:i<[ww2]°@m—_ i >:

-

— /O:O (1%) hoda = <1(Zil | ¢2> = <K¢1 | ¢2>'

2.2.4 Operatory fyzikalnich velicin

Po struéném seznameni s pojmem operator obecné se vratime k zavedeni fyzikalnich veli¢in
v kvantové mechanice — tedy k tomu, jak najit operator ke konkrétni fyzikalni veliciné.
Nejprve vyslovme prislusny postulat:

Postulat o operatorech fyzikalnich velicin

1. Kazdé méritelné fyzikalni veli¢iné F' je v kvantové mechanice ptitazen linedrni a
hermitovsky operator F'.
2. Zékladnim fyzikalnim velicinam — soutadnicim ¢astice x1, xs, x3 a slozkdm hyb-
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nosti c¢astice py, pa, p3 — jsou prirazeny operatory 'y, €5, T3 a py, pe, p3 takto

N 0
Ty — :f?k = CEkE, Pr — ﬁk = —ih—, k= 1,2,3
8CCk

neboli zapsano vektorove
7 =7, §— p=—ihV,
kde E je jednotkovy operdtor (jednotkovy operdtor pritazuje kazdé funkci tu
samou funkei).
3. Je-li fyzikalni veli¢ina F' vyjadiena pomoci zakladnich mechanickych veli¢in vzta-

hem F' = F(r,p), je ji pfitazen operator

F — F = F(7p).

Ptipojme k témto tvrzenim nékolik poznamek.

V bodé dva vidime, ze kartézské souradnici je pritazen operator ,vynasob souradnici® a
hybnost je reprezentovana operatorem derivace vynasobené ryze imaginarnim c¢islem. Na
zékladé tlohy {4 (s. [31)) vime, Ze se v obou pripadech jedna o hermitovské operatory.

Uvedena volba operatorti souradnice a hybnosti neni jedind mozné. Ve skutecnosti si mii-
zeme tyto operatory zvolit pomérné s velkou volnosti, protoze jedinou podminkou, kterou
musi nase volba splnovat je tzv. kanonicka komutacéni relace (viz 1'(,)\'111(1@. Zde uvedena
volba odpovidd tzv. souradnicové reprezentaci (z-reprezentaci), protoze operator soufad-
nice je jen pouhym nasobenim souradnici.

K pravidlu pro konstrukci operatoru slozitéjsich fyzikalnich veliéinE| podle bodu 3 je vhodné
pripomenout, ze nasobeni operatort je vlastné jejich skladani, jak jiz bylo uvedeno. Pokud
je treba prisoudit operator souc¢inu dvou velic¢in A a B, jejichz operatory AaB nekomutuji,
takze hrozi nejistota tykajici se spravného potradi obou operatort v soucinu, postupuje se
podle pravidla

F=AB — ﬁ:MB;BA)

Uvedme nyni nékolik konkrétnich priklad operatort fyzikalnich veli¢in, s kterymi se bu-
deme v dalsim vykladu nejcastéji setkévat.

Velmi casto budeme potiebovat znat tvar operatoru kinetické energie 7T’ cCastice, pro

120bvykle je toto pravidlo studenty formulovdno jako ,Napi§ vzoredek dané veli¢iny a ostifskuj ho.“
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ktery v klasické mechanice plati

PO S S S
2 2m 2m
Nahradime-li v tomto vzorci slozky hybnosti jejich operatory podle vyse uvedeného pravi-

dla, dostaneme operator kinetické energie castice ve tvar

L9 0 9 12 2 2 2 2
A_p1+p2+p3_(—1ﬁ) 9 9 0 __i
I'= ox? + 03 * ox3) 2mA '

2m  2m

P1i studiu pohybu castice v konzervativnim silovém poli popsaném potencialni energii
V() budeme pouzivat jeji operdtor \A/(F), pro ktery jednoduse plati (V' je funkei pouze
souradnic)

kde E je jednotkovy operator. Jednd se vlastné o operator ,,vynasob potencidlni energii®,
coz je realna funkce a explicitné jsme ovérili, ze se jednéd o hermitovsky operator.

Pro operator H celkové energie E castice v konzervativnim poli potom uz snadno do-

staneme vzorec )

N h ~

H = ZmA + V(ME. (2.17)
Dtvodem pro pouziti oznaceni H pro tento operator (nikoliv E) je skutecnost, ze v pripadé
konzervativniho pole je celkova energie castice v klasickém pripadé shodna s jeji Hamilto-
novou funkci. V kvantové mechanice pak operator celkové energie nazyvame také Hamil-
tonuv operdtor, nebo castéji zkracené hamiltonian. I v obecném pripadé, kdy jiz Castice
neni podrobena piisobeni pouze konzervativnich sil, je vzdy klasické Hamiltonové funkci
prirazen operator nazyvany hamiltonian.

Uvedme zde jesté jako priklad hamiltonian pro elektricky nabitou c¢astici s nabojem ¢ a
hmotnosti m podrobenou vlivu elektromagnetického pole popsaného vektorovym poten-
cidlem A a skaldrnim potencidlem ¢ a soucasné jesté néjakého dalsiho konzervativniho
p()l(ﬂ s potencialni energii V. Oba potencidly i potencialni energie jsou funkcemi sou-
radnic, proto jejich operatory jsou nasobeni prislusnou funkci. Hamiltontiv operator tedy
dostaneme ,ostriskovanim®“ hamiltonidnu znamého z klasické teorie

57— gA)? . (p— qAR)? . .
(})231) YgetV = A= @)(f”) + g+ VE. (2.18)

H:

BPovsimnéte si, ze opravdu druhd mocnina operatoru hybnosti, nenf druhd mocnina derivace, ale dvakrat
aplikovana derivace, tj. druha derivace podle x.

14Ve skutec¢nosti jedinou podstatnou interakci ve svété molekul a atomi je elektromagneticka interakce,
takZe tento ¢len spise ukazuje, kam by se pfipadny dalsi ¢len napsal, pokud by byl potfeba (napf. pro
vytvoreni pozadovanych okrajovych podminek apod.
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Je vidét, ze pTi vypnuti olok‘nomagnotl(‘koho pole A =0, = 0) a po dosazeni explicitniho
tvaru operatoru hybnosti p prejde vzorec m v P()dl obnéji se budeme c¢astici v elek-
tromagnetickém poli zabyvat v kapitole [6 7de to uvadime jako priklad, kdy je treba
si dat pozor na poradi, ve kterém opcmtor’} plb(,mo. Citatel prI]lhO ¢lenu nekvantového
hamiltonianu muzeme rozepsat jako (p'— qfY)Q = p? — 2qp - A+ ng{ ale v kvantovém
pripadé musime poctivé napsat

(]AT— qfYIAE)Q = (ﬁ— q/YfE) . (]AY— qfﬁAE) =P —qp-A—qA- f;+ AR,

protoze si nemuzeme byt jisti, ze operator hybnosti a operator nasobeni vektorovym po-
tencidlem lze prohodit (a v néasledujici kapitole uvidime, Ze obecné je prohodit opravdu

nelze)

V souvislosti s feSenim tlohy chovani ¢astice v centralnim silovém poli bude klicovou fy-
zikalni veli¢cinou moment hybnosti L, pro ktery nalezneme prislusny vektorovy operator
(trojici operatoru) podle vztahu

—

L=rxp—

Tl
I
=P
X
e

coz po rozepséani do slozek davdY|
. 0 0
Ly = 29p3 — 3P = ih (13 57— — 22— |,
1 2P3 3P2 ( 3 07y 2 8x3>

& . A A 0 0
Lo = Z3p1 — Z1p3 = ih <x1(9_x3 - x38_m1> ) (2-19)

. 0 0
L3 = T1py — Z9py = ik — .
3 1P2 2P1 ( 25, o L1 (9@)
Cely zapis mizeme zjednodusit pouzitim Levi-Civitova symbolu (viz kapitola |10.2)), kdy
J-tou slozku momentu hybnosti L; zapiSeme jakﬂ

([_:)] = (’FX ﬁ)j = €LITEPl = fzj = Ejkli‘kﬁl- (220)

Pro popis vlastnosti a chovani ¢astice v centralnim poli se vsak lépe hodi sférické sourad-
nice 7,60,¢, a proto se budeme nejcastéji setkavat s vyjadienim slozek operatoru momentu

15 Teckou znadené skalarni nasobeni vektorovych velidin se poéitd pro vektorové operatory stejné jako pro
vektorové funkce a nemé nic spolecného se skaldrnim soucinem (v; | v2) (viz definice [2.6) dvou funkei.
16V néasledujici kapitole si ukdzeme, %e v tomto piipadé nisobené operdtory komutuji, takZe na jejich
poradi nezalezi. Zkuste si je napsat v obraceném poradi a vztah upravte.

17V celém textu budeme piedpoklddat, Ze indexy j,k,l,... nabyvaji hodnot 1, 2, 3. Déle budeme ve vztazich
vyuzivat tzv. Einsteinovo sumacni pravidlo, které tika, ze pokud se ,potkaji“ v jednom ¢lenu dva stejné
indexy, tak se automaticky pres tento index scitd, aniz by se vypisoval sumacni symbol. Vztah pro L;

y . 3 3
tedy vlastné znamend L; = >\ 1 > €ruTipi-
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hybnosti L v téchto soutadnicich. Prislusné vzorce odvodime v kapitole [5.2.1} zde uvedeme

jenom jejich tvar

. 0 0
Ly =ih <sin ¢— + cotg b cos o[) :

00 09
ﬁg = —ih (cos O:H — cotg f sin ()(3?)) ) (2.21)
f;;; = ih;o
a pripojime k nim i vyjadireni druhé mocniny momentu hybnosti
2= —p2 Lnll() 000 (sinﬁ(%) + sml—)()()(i;} . (2.22)

! : .. . , e SR S
Snadno si povSimneme, zZe operatory momentu hybnosti vyjadrené ve sférickych souradni-
cich viibec nezavisi na radialni proménné r.

2.2.5 Komutacéni relace

Jiz jsme se setkali s tim, ze operatory lze sc¢itat a nasobit. Co se tyka nasobeni operatort,
bylo zdtraznéno, ze na rozdil od nasobeni realnych nebo komplexnich ¢isel je toto nasobeni
nekomutativni. Pro vystizeni této vlastnosti u dané dvojice operatori Aa B se pouziva
operatorového vyrazu definovaného vztahem

A A AA

[A.B] Y AB — BA. (2.23)
Symbolu [A,B] se ¥ikd komutétor operatori A a B

Jestlize je komutétor [A,B] nulovym operétorem jsou operatory A a B komutativni a
muzeme je nasobit (sklddat) v libovolném potadi. Neni-li tomu tak, fikdme potom, Ze oba
operatory nekomutuji.

Je vidét, ze pri upravach vyrazti obsahujicich souciny operatort je treba dbat zvysené
opatrnosti. Z tohoto hlediska vypada nekomutativnost nékterych dvojic operatorii pouze
jako neptijemnost matematické povahy. Uvidime vSak, ze skutecnost, zda dvojice operatort
reprezentujicich fyzikalni veli¢iny komutuje, ¢i nikoli, ma dilezité fyzikalni pozadi. Bude

18 Jedn4 se o operaci na mnoziné operéatort, protoze vysledkem je opét operétor.

9Tim chceme Fici, Ze kazdé funkci pfifazuje konstantné nulovou funkci. Sice nespravné, ale ¢astéji se rika,
ze je komutator nulovy nebo roven nule. Totu formulaci budeme pouzivat i v dalsim textu s tim, ze vime,
jak je to mysleno.
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jaké jsou jejich komutacni relace.@

Poznamka: Pri odvozovani jakychkoli vztahtu mezi operatory, a tedy i komutacnich relaci, je
tfeba mit na mysli, Ze rovnost dvou operatorta A a B nastav, pokud daV&Jl stejny vysledek
pro jakoukoli funkci z H, tj. pro vechny funkce ¢ € H plati rovnost Ay = Bip. Rovnost
oprat(zru tgdy v sobé zahrnuje i rovnost jejich defini¢nich obort a zapisujeme ji jednoduse
jako A = B.

Komutacni relace souradnic a hybnosti

Zacneme komutacnimi vlastnostmi zakladnich operdtorti, tedy jednotlivych souradnic Zy,
To a I3 a jednotlivych slozek hybnosti py, ps a ps.

Nejprve ovérime, Ze navzajem komutuji soutadnice. Protoze se jednd o prvni vypocet,
budeme ho detailné komentovat.

Uvédomme si, ze vysledkem komutatoru je operator. Protoze se jedna o jeden z prvnich
vypocti s operatory, pripiseme za néj libovolnou funkci ¢, na kterou ptisobi, diky tomu je
vysledkem vyrazu funkce

['%k)'@l]w =
komutator rozepiseme podle definice
= (Zr2) — TyZp) =
a upravime
= ZL‘kZEﬂ?Z) - ml:pkd) = 0.

Posledni vyraz je nulovy diky komutativité nasobeni ¢isel. Protoze vysledkem ptisobeni
komutétoru na libovolnou funkei je nula (nulova funkce), rikdme, ze komutéator je nulovy
a operatory jednotlivych soutadnic spolu komutuji, tj.

(246,81 =0, kdek=123;1=123.

Stejnym zptisobem spocitame komutator slozek hybnosti

) 0 0 0
[ Pi]Y0 = (Prbr — Dibr) Y = <_1haxk <_1h 3361) -G, oxy <_1h 35%)) v=

vytkneme konstanty pred derivace a roznasobime zavorky

) o O

2OKomutaéni relace jsou jakékoli Vztahy obsahujici komutatory, tj. jak komutatory konkrétnich dvojic

vvvvvv
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Posledni rovnost je dana zaménnosti derivaci pro spojité funkce. Vidime, ze také slozky
hybnosti komutuji
[ﬁk,ﬁl] = O, kde k = 1,2,3; = 1,2,3.

Ukol 2.12  DokaZte i obecnéjs{ tvrzeni, ze dvé libovolné analytické funkce f; a fo
operatorti souradnic ¢astice navzajem komutuji, tj.

[fl(%),fz(?%)] = 0.

A podobné dokazte, ze komutuji i dvé funkce f5 a f; zavislé pouze na hybnosti, tj.

[£3(5),f2(B)] = 0.

Pozn: Analyticka funkce je takova, kterd ma derivace vSech radu.

Nakonec spocitame komutacni relaci operatori vybrané soutadnice x;, a vybrané slozky
hybnosti p;. Pro libovolnou dvojici indexii k a [ a pro libovolnou funkci ¢ nyni plati

R oA ) 0 0
[«%’k,pl]w = (xkpl - pzllfk)i/J = (—lh) (9%8;/}[ - %(ka)> =
= —ih xkaﬂ - 5kl¢ — l‘kai = lh(skﬂ/)
83:1 axl
To miizeme zapsat jako
[26.01] = ihowE, kde k=1,2,3;1=1,23. (2.24)

Tato relace nam 1ikd, Ze operatory odpovidajicich si slozek (k = ) polohového vektoru 7
a vektoru hybnosti ﬁ nekomutuji. Operatory riznych slozek souradnice a hybnosti spolu
komutuji. Komutaé¢ni relace se nazyva kanonickd komutaéni relace, ma zivazné
disledky a budeme se s ni v dalsim vykladu casto setkavat.

Zjednodusovani komutacnich relaci

Vv

[AA] = 0, (2.25)
[A,B] = —[B,A] (2.26)
[AB+C] = [AB]+[AC], (2.27)
[A,BC] = B[A,C)+[A,B|C (2.28)
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nuje zjednodusovat komutatory slozenych operatort. Mozna se zda, ze je tézké si ho zapa-
matovat — k tomu lze pouzit takovou pomucku dle obrazku nize — komutator se rozpadne
na soucet dvou komutatorti a pri rozepisovani soucinu operatorii si musime dat pozor na
to, abychom zachovali piivodni poradi operatori B a . Nékomu se to dobre pamatuje
jako heslo: ,prvni pfed a druhy za komutator®.

Ukol 2.13

o Dokazte vysSe uvedené vztahy mezi komutatory.
» Zjednoduste komutator [AB,C].
« Pouzijte predchozi pravidla pro zjednoduseni komutatoru [A,BCD] a [AB,CD].

Vypoctova uloha 2.5
Spoctéte nasledujici komutatory:

a‘) [ﬁj?v(ﬂ]? b) [ﬁjvT]' C) [jjvT]'

Reseni:
a) Komutétor rozepiseme pomoci definice (u operatoru potencialni energie V' nebudeme
pro prehlednost psat, ze zavisi jen na soufadnici):

A,

(65, V1o = (9,V = Vi) v = ; (Vo) =V () -

a dosadime definice obou operatoru

oD 0N (Ve o
[pj,V]@/)——lhaxj(V¢)—V<—1ha$j¢>— lh(@xj V@x])'

V prvnim ¢lenu rozepiseme derivaci souc¢inu V4 a upravime do finalniho tvaru:

. ov o oy OV
[pj’V]w n ih <w (995]- +V 81']' v (‘9@) N ih 8%2/)
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Hledany komutator je tedy

.~ %
1D, V] = —17157%-

Ziskany vysledek lze zobecnit pro vektorovy operator ﬁ' jako:

[, V()] = —ikVV (7).

Z klasické fyziky vime, ze —grad V(7)) je sila, kterd v zadaném poli ptisobi na ¢astici.
Pravé odvozeny vztah nam ukazuje, ze pokud bychom potrebovali pracovat se silou,
tak vhodnym vztahem miize byt —;[p, V(7)].

7

b) Komutétor slozky hybnosti a kinetické energie T' = 2 nemusime pocitat, proto je

ziejmé, ze na zakladé tikolu[I2]oba operatory komutuji. Piesto struéné uvedme vypocet

(vyuzijeme vztah [2.28):
1 3

. 1 3
A T - o~ A2 - N PPN A oA A — 0
[pj, ] om lpya 1;:1: pk‘| om /?:1 (pk [pg Dr] + [Pg ,pk]pk)

c¢) Pro operatory j-té souradnice a kinetické energie bude platit

" > 13 1 in
A"T _ A', 82| A A"A Ava A _ ) :7A"
(25,7 om [CEJ ’;pk] om 321 (pk: [25.0¢] + [2 pk]pk) m 321 10kPr = Dj

takze prislusnd komutacni relace vyjadrena ve vektorovém zapisu bude mit tvar
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Komutatory momentu hybnosti

Komutatory slozek momentu hybnosti L = (L1,Ls, L3) jsou velmi vyznamné zejména v sou-
vislosti s popisem chovéani ¢astice v silovém poli se sféricky symetrickym potencidlem (viz

kapitola [5.2] Maji tvar
[Ly,Ly] = ihLs, [Ly,Ls] =ihly, [Ls,Ly]=ikLls.

Tyto relace lze dostat jednu z druhé cyklickou zdménou indexi 1,2,3 a obecné zapsat
pomoci Levi-Civitova symbolu (viz dodatek [10.2)

A A

[Lj,Lk] = ihﬁjklfjl. (229)

Vidime, ze slozky momentu hybnosti navzajem nekomutuji a komutator dvou slozek je
umeérny slozce treti.

Déle definujme operator kvadratu velikost momentu hybnosti L2 jako
£2 2 £2 | F2 >
k=1

Operatory jednotlivych slozek momentu hybnosti f}j s operatorem velikosti momentu hyb-
nosti L? komutuji, tj.

[L;,L?] = 0. (2.30)

O vsech téchto komutacnich relacich se presvédéime v nasledujici tloze.

Ukol 2.14 Pokud méte pocit, Ze pocitani komutdtori s obecnymi slozkami momentu
hybnosti je pro zacatek prilis komplikované, zkuste si predtim spocitat nasledujici
konkrétni komutatory.

a) [ﬁl,i"g], apod. b) [21,;53], apod. c) [le,fzg], apod. d) [il, IA/2], apod.

a na jejich zédkladé odvodit obecnéjsi vztahy.

Vypoctova iloha 2.6
Spoctéte nasledujici komutatory slozek momentu hybnosti:

21T kdyz se ve skute¢nosti opravdu jednd o kvadrit velikosti momentu hybnosti, piesto se éasto tento
operator nepresné nazyva jen operatorem velikosti momentu hybnosti.
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a) [Ljvim] b) [f’j’ﬁmL C) [f’jvﬁk]v d) [zj7ﬁ2]~

Reseni:
a) Poc¢itame komutator j-té slozky operatoru momentu hybnosti a m-té slozky opera-
toru polohy. Operator L; si rozepiseme dle

[Ljs @mlt> = [eudnbi, Emlt> = €jalEaii, ]t
Vyuzijeme pravidlo pro zjednoduseni komutatoru se soucinem operatort
(L, @]t = €10 (@n[Dr, Bm] + [, BP0

Protoze operatory souradnic spolu komutuji, je druhy komutator ve vztahu vyse nulovy,
prvni komutator je tzv. kanonickd komutacéni relace [2.24

(L, &) = €jradalPr, )t = € (—1R) 0.
Vyscitame pres index [ a vyuZijeme antisymetrie €;pm,
(L, &]th = —ih€jem@rt) = i€ jmpdit).
Hledany komutator je tedy roven
Ly, &) = ili€ jpmp .
b) Déle spocteme komutator j-té slozky operatoru momentu hybnosti a m-té slozky

operatoru hybnosti. Vypocet je zcela analogicky jako v predchozi ¢asti, proto neni
podrobné komentovan.

A

(L, D)t = €1k, PV = € ZiDr, P = € (Z[Dr, Prm] + [Zk, D] Dr) ¥ =

= €1 [Tk, DDV = €j1ihOm Pt = 1he P
Hledany komutator je tedy roven

A

[L],ﬁm] = ihejmlﬁl-
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¢) Pii vypoctu komutatoru dvou slozek operatoru momentu hybnosti vyuzijeme co
nejvice vysledky predchozich dvou ¢asti. Abychom se neztratili v indexech, pouzijeme
jina pismena a vysledek potom prepiseme do pozadovaného tvaru.

[La, Lo)t) = [La, €bcalePalt) = €veate[LaPaltd + €bca|Las Ee]Patd

Nyni vyuzijeme predchozi vypocty a dosadime za komutatory (s¢itaci indexy v Levi-
Civitovych symbolech nazveme e, resp. f):

[Lm EbW = Ebcda?c(iheadeﬁe>¢ + €ped (ihﬁacfif>ﬁdw

Vytkneme konstanty a cyklickou zaménou preusporadame indexy Levi-Civitovych sym-
bolu tak, aby ble mozné pouiit vztah €EABCEADE — 5BD50E — 5BE§C’D:

[f/aa Z-/b]w =ih (Edbcedeaicﬁe + 6ccll)GCfCLj:fﬁal> w =

=ih ((517660(1 - 5ba(sce)£%cpe + (5df6ba - 5da6bf>§jfﬁd> w =
= jh((I)ibe(l)ﬁca:i’cﬁe - 6baéce§jcﬁe + 5df5bai‘fﬁd - 6da5bf£‘fﬁd)1/}-

Vyséitame pres Kroneckerovy symboly ve vSech ¢tytech ¢lenech:

A A

[Laa Lb]dj - jh(jaﬁb - 5ba=’i‘cﬁc + 6bai'dﬁd - fi‘bﬁa)qvb'

Druhy a treti ¢len v zavorce se lisi jenom pojmenovanim scitaciho indexu, takze se
odec¢tou. Hledany komutator se tedy redukuje na tvar:

[Lay Lty = ih(&apy — Eoa ),

coz nam jiz jasné pripomind slozku vektorového soucinu — a to tu slozku, ktera neni
obsazena v komutatoru. Pouzijeme rozpis pomoci Levi-Civitova symbolu

[ZA—JCU zb]w = iheabcf/cw'

Dvé ruzné slozky operatoru momentu hybnosti spolu tedy nekomutuji a jejich komu-
tatorem je nasobek slozky treti (vysledek jesté prepiseme pomoci indext pouzitych v
zadani):

A A

[f/j, Lk] = ithlel.

d) Nésledujici komutéator obsahuje operator kvadratu velikosti momentu hybnosti [:2’
kde ,
PP=2+ 134+ 12=% 12 = Lils,
k=1
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kde v posledni rovnosti jsme pouzili Einsteinovu sumac¢ni konvenci (viz matematicky
dodatek [10.3)). Nyni vyuZijeme obecné pravidlo pro praci se soucinem operatoru
v komutatoru:

Ly, L) = ([Ly, Ll Le + L[ Ly, La]) ¢
Komutéator operatoriu slozek momentu hybnosti vyjadiime pomoci Levi-Civitova sym-
bolu:

[f/j, sz]l/) = <iﬁ€jklleﬁk + f/k ithkl[A/l) 1/) = ih (Q’klf/l[:k + ijlf/kf/l> ¢

Abychom ve vyrazu vyse dostali soucin slozek momentu hybnosti ve stejném poradi,
preznac¢ime ve druhém clenu scitaci indexy k—l a [—k. Dale vyuzijeme antisymetrie
Levi-Civitova symbolu: €5 = —€xj

[ﬁj, [A/2]77/J =1ih (ejklﬁlf/k + Ejlkﬁlﬁk) ¢ =1ih (Ejklf/lf/k — Ejklf/lf/k) 77/) =0.

Operator slozky momentu hybnosti a operator kvadratu velikosti momentu hybnosti
spolu tedy komutuji.

2.2.6 Vlastni cisla a vlastni funkce operatoru

Nez se pustime do zkoumani vlastnich ¢isel a vlastnich funkci pro operatory na prostorech
funkci, pripomenme si tyto pojmy pro linearni zobrazeni nad vektorovymi prostory konecné
dimenze tak, jak jste se s nimi potkali v linearni algebre. Jako ilustraci ukazeme vyznam
téchto pojmi na jednoduchém linedrnim zobrazeni (homomorfismu) v roviné. Takové zob-
razeni je mozné reprezentovat matici, nami zkoumané zobrazeni f bude:

¥ =2r+y

y=z+2y

2 1
Spoctéme, jak se zobrazi vektory kanonické béaze a a b

a’zAc?:(?;)((l)):(?)
P=ai(3)(1)-(3)

Matice tohoto zobrazeni mé tvar:
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AN Y A
b'=(1,2) b'=(1,2)
2,0 4 2,0 o ‘
15 4 15 +
1,0 & f{=(2,1)
0’5 € ““‘; “““
52(0,1) .:.~ ““““““ 5:(1,())
- } P | —
0 05 1,0 15 20 «x
0,5 + |
-1,0 +

Obrazek 2.1: Vlevo transformace vektoru kanonické baze, vpravo navic zobrazeni vlastnich
vektort

Geometrickou podobu transformace ukazuje obr. vlevo. Nyni pojdme nalézt vlastni
vektory tohoto zobrazeni. Pfipomenme, ze vlastni vektory ¢ jsou takové, které se zobrazi
na sviij nasobek, ktery oznacime A a rfikdme mu vlastni ¢islo. Toto miizeme zapsat jako

AG=M = (A—)E)i=0, (2.31)

kde E je jednotkovd matice. Ziskany vyraz predstavuje homogenni soustavu (dvou) li-
nearnich rovnic, kterd mé netrividlni feseni pravé tehdy, kdyz je jeji determinant (zde
determinant matice A — AE) nulovy, tj. pokud plati

det(A — AE) = 0,

coz je vlastné rovnice pro hledani vlastnich ¢isel A. Dosadme do této rovnice matici naseho
zobrazeni

2—-A 1

det(A—)\E):det< 1 9

):(2—/\)2—1:/\2—4)\+3:(/\—3)()\—1):0

Dostavame dvé feseni \; = 3 a Ay = 1. Tato dvé ¢isla jsou vlastnimi ¢isly naseho zobrazeni f
(resp. matice A). Pocet vlastnich ¢isel (pokud je pocitdme véetné jejich ndsobnosti) je roven
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dimenzi prostoru. Vlastni vektory ¢ a v nyni nalezneme tak, ze obé vlastni ¢isla postupné
dosadime do rovnice [2.31| a soustavu vyresime

aswma= (74 ) () =ea= ()= (1)
e (1 1)(1) -0 n- (1) -( 1)

Protoze se jedna o homogenni soustavu rovnic, je feSenim vzdy nejenom uvedeny vektor,
ale i jakykoli jeho nasobek, tj. tento vektor nam definuje podprostor vlastnich vektort,
které prisluseji danému vlastnimu ¢islu. Vlastni vektory jsou znézornény v obrazku [2.1
vpravo. Protoze matice naseho zobrazeni byla symetricka, jsou vlastni vektory navzajem
kolmé.

QL
I

1
I

Hledén{ vlastnich &sel a vlastnich funkef hermitovského operatoru O na prostoru funkef H
budeme délat analogicky. NapiSeme rovnici, ktera vyjadruje skutecnost, ze vlastni funkce
se ma danym operatorem zobrazit na svij nasobek

O = M, (2.32)

jejimz Tesenim se urc¢i jak neznamé vlastni funkce v, tak neznama vlastni ¢isla A. Protoze
nas prostor je vytvoren nad télesem komplexnich ¢isel, mohou vlastni ¢isla byt obecné
komplexni. Rovnice mé nejcastéji netrividlni feéenﬁ pouze pro nékteré hodnoty pa-
rametru A. Kazda hodnota A, pro kterou ma [2.32 nenulové feseni, se nazyva vlastni ¢islo
operatoru O a prislusna funkce ¢ se nazyva vlastni funkce operatoru O. Mnozinu viech
vlastnich ¢sel A nazjvame spektrem operatoru O, mize se jednat o spojité vyplnény
interval hodnot, ptripadné nékolik oddélenych intervali, ale i diskrétni posloupnost jed-
notlivych &sel ¢ kombinaci intervali a diskrétnich &isel, zélezi na typu operatoru. Uplnd
klasifikace presahuje zaméreni tohoto textu.

Pfi pohledu na rovnici pro hledani vlastnich ¢isel a funkei [2.32] si mizeme snadno povsim-
nout skutecnosti, ze k jednomu vlastnimu ¢islu A nepatii jedind vlastni funkce 1. Ale stejné
jako jsme to vidéli u dvoudimenzionalnich vektort, je-li néjaka funkce v TeSenim rovnice
, je jejim Tesenim i kazdy jeji ndsobek ¢, kde ¢ € C, ¢ # 0 (zde je dulezity predpoklad,
ze operator O je linedrni). Tato nejednoznacnost ndm ale nevadi. Nasim koneénym cilem
totiz je urcit kvantovy stav ¢astice. Jiz diive vSak bylo zdiraznéno, ze vsechny funkce tvaru

2Uvsdomme si, 7e konstantné nulovd funkce 1 = 0 Fesi rovnici2.32, kde O je linedrni operdtor, pro
libovolnou hodnotu ¢isla A. Takové feseni ale neni fyzikdlné zajimavé.
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¢ odpovidaji témuz stavu. MuzZeme z nich napriklad vybrat takové feseni (volbou éisla c),
které splnuje normovaci podminku.

Degenerace

Tim, co bylo feceno v predchozim odstavci, se ale otdzka nejednoznacnosti vlastnich funkei
prislusnych jedinému vlastnimu ¢islu nevycerpava. Uz v linearni algebre jste poznali ptripa-
dy, kdy rovnici vyhovuje pro néjaké konkrétni vlastni ¢islo A vice riznych reseni, aniz
by néktera byla ndsobkem druhého. O takovém vlastnim ¢isle jsme Tekli, Ze je degenerované
a k nému prislusejici vlastni vektory tvori podprostor celého prostoru.

Pripomenme si, co to znamena v nasem pripadé. Predpokladejme, ze plati

Oty = My, Othy = Miby, ¥y # iy, kde ¢ € C,

tj. ze dvé linearné nezavislé funkce ¥; a 1), patii k témuz vlastnimu ¢islu A. Diky predpo-
kladu, ze operator O je linearni, vsak snadno zjistime, Ze pro libovolna komplexni ¢isla ¢;
a co plati

O(c1h1 + cathy) = 10Uy + 2005 = ex by + codihy = A(erthy + cotdy)

neboli ze kazdé funkce ¢ = 111 + a9, ktera je linearni kombinaci vlastnich funkei prislu-
sejicich k vlastnimu ¢islu A, je rovnéz vlastni funkei O pislusnou tomuto vlastnimu &slu
A. Tento poznatek miizeme snadno zobecnit i na pripad vice nez dvou funkci. Vidime, Ze
tedy vlastni funkce operatoru O, které prisluseji jednomu vlastnimu ¢islu, tvori podprostor
prostoru H.

Ve shodé s linearni algebrou budeme v pripadé, ze existuji dvé nebo vice linedrné ne-
zavislych vlastnich funkei operatoru O k témuz vlastnimu &slu A, mluvit o degeneraci
vlastniho c¢isla A. Vlastni ¢islo A nazveme degenerované vlastni ¢éislo. Stupen de-
generace vlastniho ¢isla A je roven dimenzi podprostoru jeho vlastnich funkci, tj. poctu
linearné nezavislych jemu prislusnych vlastnich funkei.

Vypoctova tloha 2.7

Urcete vlastni ¢isla a vlastni funkce operatoru hybnosti p a operatoru kinetické energie
T. Nejprve uvazujte jednorozmérny pripad, vysledek zobecnéte pro pripad tridimen-
zionalniho prostoru.

ReSeni:
Vlastni cisla operatoru hybnosti:

V jednorozmérném piipadé budeme uvazovat vlnovou funkei ¢(z) jako funkei jediné
souradnice x (zavislost na ¢ase zde neuvazujeme, vse fesime v néjakém pevné daném
¢ase, napt. t = 0), a proto parcidlni derivaci v operatoru hybnosti mizeme nahradit
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uplnou derivaci, tj. p, = —ih%. Rovnice pro hledani vlastnich cisel a vlastnich funkeci
ma potom tvar:
L di(z)
—ih = T),
o = vl

kde p, je vlastni ¢islo operatoru p,. Jedna se o linedrni diferencialni rovnici 1. fadu
s konstantnimi koeficienty. Miizeme ji vytesit napriklad separaci proménnych:

dy(x) Py N b(z) = Ae™F, (2.33)

U(x) ih

kde A € C je integracni konstanta (nebo prosté vime, ze fesenim tohoto typu rovnice
je exponenciéla).

Tim jsme nasli vlastni funkce ,matematicky“, ale jako fyzikalné pripustné budeme
uvazovat jen ty, které splnuji podminky kladené na vinovou funkci. Je vidét, ze pod-
minka spojitosti a spojitosti prvni derivace je splnéna. Pro normovatelnost funkci je
tfeba, aby vlastni ¢islo p, bylo redlné, protoze jinak by exponenciala méla i realnou
¢ast a byla neomezena. Za této podminky si vyjadiime hustotu pravdépodobnosti

p(x) = [(@)? = () p(z) = ATeh A = |A]?

a vidime, ze zptsobem, ktery jsme pouzivali v predchozi kapitole, tyto funkce na celém
R normovat neni mozné. Zde uvedme jen, ze vinové funkce tohoto tvaru odpovidaji
volné ¢astici a normuji se odlisné, podrobnéji se tim budeme zabyvat v kapitole [3.9]
Protoze na hodnoty vlastnich ¢isel p, nemédme dalsi podminky (kromé redlnosti), neni
hybnost kvantovana a spektrem tohoto operatoru jsou vSechna realna cisla.

Pojdme detailnéji ukazat, pro¢ hodnoty p, s nenulovou imaginarni slozkou nevyhovuji.

Pokud by se p, rovnalo tfeba ipg (kde pg je redlné ¢islo), tak dostanu v exponentu
vinové funkce —i%* = —i*% = PEZ Tedy bude to realnd exponencidla a ta je neome-

zena, tj. normovat urcité nejde.

Nyni pojdme tuto situaci rozsirit na trojrozmérny pripad — v ném dostavame soustavu
tii parcialnich diferencidlnich rovnic:

6¢<x7y7z)

—ih O = Px¢($ay,2)> (234)
a 1)

_lhw(gyyZ) = pyw<x7yaz)a (235)
0

—ih1/}(;;y"z) = p.(z,y,2). (2.36)
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Rovnice nam ve shodé s jednorozmérnym pripadem davé feseni:

ipgx

¢(l’,y,2) = A(y,z)eT, (237)

kde ovsem A = A(y,z) neni konstanta, ale obecné funkce proménnych y a z. Tento
tvar nyni dosadime do rovnice [2.35| a ziskdme:

0
—1ﬁa—y (A(y,z)e

0A(y, ipyy
1), Ae) = Aly) = BRI, (2.38)

kde B = B(z) muze stale jesté zaviset na soufadnici z. Vysledky obou predchézejicich
rovnic nyni dosadime do posledni rovnice [2.36

ipgx ipgx

h ):pyA(y,Z> h

—ih

—ihaaz (B(z)eipgyeipﬁz) = pZB(z)eipgyeip;fz,
B ipzz
—ihaaiz) =p.B(z) = B(z) =Ce » ,C eC. (2.39)

Spojime-li vysledky rovnic [2.37], [2.38 a [2.39] dostaneme vysledny tvar vlastnich funkei
operatoru hybnosti:

=

ipgx iPyY ipyz ip-

Y(zy,z)=Cenenen =Cer, (2.40)

kde jsme v poslednim vyrazu pouzili zapis pomoci skalarniho soucinu ttirozmérnych
vektorit a p' = (pg,py,p.) je vektor vlastnich ¢isel operatoru hybnosti ﬁ Diskuze o
piipustnych hodnotéch vlastnich ¢isel p,, p, a p. by byla tplné stejnd jako v jednoroz-
mérném pripadé.

Vlastni c¢isla operatoru kinetické energie:

Také zde se budeme nejdrive vénovat jednorozmérnému pripadu, ve kterém je operator
. . , s v / / . . v . - h2 d2 .
kinetické energie imérny druhé derivaci podle souradnice: 7' = —;=+—. Rovnice pro

2m dz?*
hledani vlastnich ¢isel a vlastnich funkci ma potom tvar:

h A (@)

Com da?

= T(z), (2.41)

kde T je vlastni ¢islo operatoru T'. Reden{ této rovnice (homogenni linearni diferencidlni
rovnice s konstantnimi koeficienty) budeme hledat ve tvaru ¢(x) = Cel** C € C, coz
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vede po dosazeni do na podminku:
2mT
k=+ 2
Dostavame tedy dvé reseni:
Vo (x) = AeT* a (2)_ = Be ™ kde A, B € C. (2.42)

Vidime, Ze vlastni &isla T museji byt také redlnd a navic nezaporna. Ke kazdé pripustné
hodnoté T jsme dostali dvé linearné nezavislé vlastni vinové funkce, tj. kazdé vlastni
c¢islo je dvakrat degenerované. Obecny tvar vlastni funkce je potom

Y(z) = Ae*™ 4+ Be ** kde A, B € C. (2.43)

Jestd si mizeme povSimnout, e vlastn{ funkce 7' jsou velmi podobné vlastnim funkcim
p. Napisme si, jaky vztah by musel platit mezi vlastnimi ¢isly obou operatort, aby byly
vlnové funkce shodné:

Pz 2mT  p, p2
k=" = 4 == = T=-= 2.44
h V' K2 h om’ ( )

coz je vztah, ktery mezi hodnotou kinetické energie a hybnosti plati v klasické fyzice.

Ve tiidimenzionalnim pripadé prechazi druha derivace podle soutadnice v Laplacetv
operator a rovnice pro hledani vlastnich ¢isel ma tvar:

R (PeyE) | P(eyz)  PY(eyz)
2m Ox? oy? 0z

) =TyY(x,y,z). (2.45)

Regeni mtizeme hledat opét ve tvaru ,rovinné viny“ ¢ (z,y,2) = Ce*7, kde konstanta
C € C. Dosazenim tohoto TeSeni do rovnice dostavame analogicky jednorozmeér-
nému pripadu podminku:

- 2mT
./k%—i—k:;vag: || = &/ o

Vidime, ze jedné konkrétni hodnoté vlastniho ¢isla T" odpovidaji vSechny vlastni funkce,
jejichz vektor k ma spravnou velikost, bez ohledu na to kam mifi. Stupen degenerace
vlastniho ¢isla T je tedy ,nekonecny“. Mezi vlastnim c¢islem 7' a vlastnimi ¢isly p,, p,

a p. opét plati Klasicky vatah T = 122

o1
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Vsimnéte si, ze vsechny vlastni funkce odpovidaji rovinnym vinam. Ziskané vysledky
se obvykle interpretuji tak, ze tyto vinové funkce odpovidaji volné ¢astici pohybujici se
s danou velikosti hybnosti danym smérem. Uvédomte si, Ze volna ¢astice neméni svoji
hybnost. Vzhledem k tomu, Ze pokud v jednodimenzionalnim piipadé mame zadanou
kinetickou energii, mame zadanou velikost hybnosti, ale ¢astice se mize pohybovat
dvéma smeéry (,doprava“ a ,doleva®), a proto nam vysla dvojnasobnd degenerace
vlastniho cisla. Ve tridimenzionalnim pripadé je sméru jesté vice. Vzpomente si na
tyto vysledky, az budete ¢ist nasledujici podkapitolu.

Vypoctova dloha 2.8
Urcete vlastni ¢isla a vlastni funkce operatoru z-tové slozky momentu hybnosti L,.
Vyuzijte vyjadieni tohoto operatoru ve sférickych souradnicich.

Reseni:
Ve sférickych souradnicich mé z-ové slozka operdtoru momentu hybnosti L, tvar (viz

¢i kapitola [5.2.1))
O

L. = —ih——
Y =—i e

Oznacéime-li hledané vlastni ¢islo p, ma rovnice pro jeho nalezeni tvar:

_ i (r0.0)

0o pab(r,8,0),

kde % je hledana vlastni funkce. Rovnici vyTesime jednoduchou separaci proménnych
(analogicky jako pri hleddni vlastnich ¢isel operdtoru hybnosti) a ziskame:

W(r0,0) = A(r0)ei?; A e C.

Vlastnimi funkcemi operatoru z-tové slozky momentu hybnosti L, jsou tedy zrejmé
komplexni exponencialy v proménné ¢, na které ovsem klademe nasledujici podminky

« Prvn{ podminkou je normovatelnost, tj. konec¢nost integralu z |¢|* pies cely pro-
stor. Protoze zname jen zavislost na ¢, budeme uvazovat jen integral pred ¢,
ktery bude mit meze ¢ € [0,27]. Pro nalezené funkce plati |o|? = |A(r,0)|?, tj.
hustota pravdépodobnosti je viici ¢ konstantni, a proto na uvedeném intervalu
normovatelna.

e Druha podminka vyjadruje pozadavek 2m-periodic¢nosti funkei ¢ vii¢i proménné
¢ plynouci z definice sférickych soutradnic:

W(r0,0) = p(r0.p+21) = A(r,0)e'i? = A(r,0)e's(#+2m =
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i
= 1 =e"n.

Tento pozadavek je splnén tehdy, pokud je exponent celoc¢iselnym nasobkem 2i,
¢imz dostavame
%EZ = p=mh,m € Z.

Jesté je vhodné zkontrolovat, zda vSechny celociselné hodnoty m déavaji fyzikalné
pripustnd feseni odpovidajici razny stavim.

Jako dusledek pozadavku 2m-periodi¢nosti funkei ¢ jsme dostali omezeni na hodnoty,
kterych muize vlastni ¢islo p operatoru z-ové slozky momentu hybnosti nabyvat. V dal-
sim textu (viz kapitola se dozvime, ze vlastni ¢isla jsou hodnoty, které mizeme
namérit. Pokud tedy budeme mérit primét L., namérime vzdy celociselné nasobky
redukované Planckovy konstanty, tomuto rikime kvantovani.

Vlastni cCisla a funkce hermitovskych operatora

Dokazme si dvé dilezita tvrzeni o vlastnich ¢islech hermitovskych operatort.

Tvrzeni: Hermitovské operatory maji realna vlastni cisla.

Dikaz je vcelku primocary. Vezméme vlastni ¢islo A operatoru O a k nému prislusejici
vlastni funkei funkce v, tj. plati O = A\, a tuto funkci dosadme za obé funkce do definice
hermitovského operatoru|2.16} tj. mame vyraz <77/J | O¢>, ktery upravime dvojim zptsobem.

1. S vyuzitim toho, zZe se jedna o vlastni funkci dostaneme rovnost
(V] Ov) = (] M) = A(w | ).

2. Pokud nejprve vyuzijeme hermitovost operatoru O a potom teprve skutecnosti, ze ¥ je
jeho vlastni funkce, dostaneme (vyuzijeme vztah [2.7))

(0] 00) = (Ov| ) = (W | ) = X" (v | ).

Obé rovnosti vychézeji ze stejného vztahu, jejich vysledky se tedy musi rovnat, tj. plati

A ) =N (&)

Protoze funkce 1) je vlastni funkce, neni konstantné nulova, a proto je skaldrni souéin (¢,1)
nenulovy (pozitivni definitnost skaldrniho soucinu) a mizeme jim posledni rovnost vydélit.
Dostavame

A=\

coz znamena, ze A je realné ¢islo.
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Tvrzeni: Libovolné dvé vlastni funkce téhoz hermitovského operatoru, jimz prislusi
navzajem ruzna vlastni ¢isla, jsou navzajem kolmé.

Dtikaz je velmi podobny jako dikaz tvrzeni uvedeného vyse. Uvazujme dvé vlastni vinové
funkce, které prisluseji riznym vlastnim cislim, tj.

Oy = M, Othy = \gtha, A1 # Aa.

Vyjdeme opét z definice hermitovského operatoru [2.16] ze které dostaneme rovnost
<¢1 | O¢2> = Wl ’ )\2¢2> = A2 <¢1 \ ¢2> .

Pokud nejprve vyuZzijeme hermitovosti operdtoru O, dostavame

(1| Ova) = (Ohr [ 92) = (Mt | ha) = AT (1 | ¥2) = At (@1 | ¥n)

kde jsme v poslednim kroku vyuzili toho, Ze vlastni ¢isla hermitovského operatoru jsou
realna. Obé rovnosti vychazeji ze stejného vyrazy, jejich pravé strany se tedy musi rovnat

Ag (1 [ h2) = Ay (Y1 | o)
(A2 = A1) (U1 | h2) =0,

a protoze nenulovost zavorky v posledni rovnosti mame zarucenou predpokladem A\; # Ao,
musi nutné platit

<¢1 | ¢2> = 07

tj. funkce 17 a 1y jsou navzajem kolmé.

Predchozi tvrzeni nas vede k myslence, zda by neslo vyuzit vlastni funkce hermitovského
operatoru O ke konstrukei ortogonalni baze prostoru H. V pripadé, Ze operator O nemé
degenerovana vlastni ¢isla, je vse jednoduché. Pokud k degeneraci dochazi, pak v kazdém
podprostoru vlastnich funkei piislusejicich jednotlivym vlastnim ¢islim A; zvolime libo-
volné ortonormélni baze (neméme zde zadna omezenﬁ, jaké funkce zvolit) a dohromady
budou tyto vektory tvorit ortonormalni bazi celého prostoru.

Pokud se nad tim zamyslite poradné, tak predchozi tivahy ukazuji, Ze z vlastnich funkei lze
zkonstruovat mnozinu linedrné nezavislych navzajem kolmych funkci. Ale aby tato mnozina
byla bazi prostoru H, je tieba, aby jeji linedrni obal byl roven H, tj. jinymi slovy aby
opravdu kazdy prvek H Sel vyjadrit jako linearni kombinace prvki této mnoziny. Toto se
da dokézat a je to diisledkem separability a uplnosti H, ale podrobnéjsi diskuze prekracuje
zaméteni tohoto textu.

BV nékterych piipadech (viz napi. kapitola |7.2.5) miize byt volba béaze podprostoru vlastnich funke
daného vlastniho ¢isla urcena dalsimi pozadavky vyplyvajicimi z tlohy, kterou resime.
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Vlastni funkce 9, operdtoru O hermitovského v Hilbertové prostoru H. tvori bézi tohoto
prostoru. To znamena, ze kazdou funkci ¢ € H lze jednoznacné vyjadrit jako linearni
kombinaci vlastnich funkci.

V piipadé kone¢ného nebo spocetného poctu vlastnich funkei (diskrétniho spektra) lze
tedy psat ¥ = >, c,¥n, kde ¢, € C.

Jesté si odvodme vztah, jak rychle spocitat koeficient ¢; v rozkladu obecné vinové funkce
1 jako linedrni kombinace funkci ortonormalni baze 1,,. Vime, ze pro vektor ¢ plati, ze
¢, ma vyznam prumétu obecného vektoru do sméru daného bazového vektoru €, a lze ho
urcit pomoci skaldrniho soucinu, tj.

T=Y ", =3 (€, 0)é,.
n

n

Spocitejme analogicky skalarni soucin pro funkce

(Un | ) = <¢n| ch?/)k> = (Un | k) =Y Crbpk = Cn,

kde jsme dosadili rozklad obecné funkce v a vyuzili linearity skalarniho sou¢inu a ortonor-
mality baze. Dostali jsme tedy jednoduchy vztah pro vypocet koeficientu ¢,

Cn = (Un | ¥). (2.46)

2.3 Meéreni v kvantové mechanice a relace neurditosti

Postulat o méreni v kvantové mechanice

Mnozina vlastnich ¢isel operatoru F' koresponduje s mnozinou moznych hodnot velici-
ny F' namérenych v jednotlivych mérenich dané velic¢iny (nékdy se hovoii o tzv. ,aktu
méteni®).

Jestlize je vlnova funkce 1) normovana, tj. plati-li (| 1) = 1, koresponduje skaldrni

soudin <¢| F’w> se stfedni hodnotou (F'), veli¢iny F' ve stavu ¢ vyhodnocenou z do-
statecne velkého poctu jednotlivych akti experimentu.

Tento postulat je spojovacim mustkem mezi teorii a experimentem tim, ze dava do souvis-
losti teoreticky vypoctena vlastni ¢isla operatoru 3 (tedy ¢ast formalniho aparatu kvantové
mechaniky) s ¢iselnymi hodnotami veli¢iny F' naméfenymi v experimentu (tj. s tim, co by
nam ukézal hypoteticky ,mérdk“ dané veli¢iny na svém ,displeji). Jinymi slovy, nikdy
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nelze namérit v jednom aktu meéreni veliciny F' ¢iselnou hodnotu, kterd by nebyla shodna
s nekterym vlastnim cislem F,.

Podivejme se ted podrobnéji na druhou ¢ast postulatu. Predstavuje dalsi spojovaci mustek
mezi teorii a experimentem — tvrdi, ze skalarni soucin <77/J | F 1/)> spocitany v ramci teorie
odpovida stiedni (pramérné) hodnoté (oznacujeme ji (F),,) veliciny F' ziskané v dostate¢né
pocetné sadé méreni veliciny F' u c¢astice ve stavu popsaném vInovou funkei ).

vvvvvv

_ (vl Fy)
(Fy = RO (2.47)

ktery je platny pro jakoukoliv funkeci ¥ (tedy i nenormovanouED.

Zkusme spocitat stfedni hodnotu veli¢iny F' ve stavu popsaném vlastni funkci ¢,
operatoru F (vlastni ¢&islo, které piislusi této vlastni funkei, oznac¢ime F),), tj. plati Fi, =
Fopn:

" (Yl Yn) (tn | ¥n) (W | ¥n)

Analogickym zpiisobem dostaneme i stfedni hodnotu £ ve tvaru

F,.

2, (Vn| Fn) (| Foba) _ o 0n [ ¥0)

(Vn | ¢n) (¢n | ¢n) tnl )"

a z téchto dvou vysledku snadno urc¢ime stfedni kvadratickou odchylku (6F). Provedme
nejprve obecné odvozeni

(OF)* = ((F = (F)y)*)

= (F* = 2F(F), +(F)}) =

(U Y

= (F?), = 2(F), (F)y + (F)} = (F?)y — (F)} (2.48)

a po dosazeni vlastni funkce 1, dostavame

(OF)* = ((F = (F)y,)*), =F.-F;=0.

Tyto vysledky skutecné znamenaji, ze pokud budu ve stavu v, mérit fyzikalni veli¢inu F,
namérim vzdy hodnotu F), (tj. méfeni ma nulovou odchylku a stfedni hodnota se rovna

24Pokud si vzpomenete na vztah pro vypocet normovaci konstanty vidime, Ze do vztahu pro stfedni
hodnotu byl vlastné doplnén kvadrat velikosti normovaci konstanty. Tim doslo k normovani pivodné
nenormované vinové funkce.
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prislusnému vlastnimu ¢islu). Rikdme, Ze vlastni funkce 1, popisuje stav ¢astice, v némz
ma velicina F' tzv. ostrou hodnotu, tj. jedné se o stav s ostrou hodnotou.

Vratme se nyni znovu k principu superpozice. Zkusme urcit stfedni hodnotu veliciny F’
ve stavu popsaném vlnovou funkei ¢, ktera je linearni kombinaci dvou vlastnich funkci
operatoru F, tj. ¥ = c191 + 219, kde ¢1 a ¢y jsou komplexni konstanty. Pro jednoduchost
predpokladejme, ze funkce 11, ¥y i 1 jsou normované a funkce 1 a 15 na sebe kolmé.

(Fy = <¢| F¢> = <01¢1 +extha | F (e + 021/12)>
Vyuzijeme linearity operatoru Fa linearity skalarniho soucinu
(F)y = <Cl¢1 + ot | e iy + C2F¢2> = (c1Y1 + oo | c1 Fiy + coFotho) =

= cien Py (Un | ) + cleaFh (1 | a) + caer By (o | 1) + escala (Y | 1) -

A s vyuzitim ortonormality funkci ¢; a 9 dostaneme

(F)y = |a1]? Fi + || F.

Tento vztah nam ukazuje vyznam komplexnich konstant ¢; a ¢; v linedrni kombinaci:

Je-li stav popsdn normovanou vlnovou funkci ¢ = 191 + cotho, kde 1 a ¥y jsou
normované a navzajem kolmé vlastni funkce operatoru F' a c¢; a co komplexni konstanty,
naméifme vlastn{ hodnotu F; s pravdépodobnosti |¢;|* a hodnotu Fy s pravdépodob-
nost{ |cy|%.

Reknéme to jesté jinymi slovy: VInové funkce 1/, popisuje stav ¢éstice, ktery je charakte-
risticky tim, Ze pii méteni™| veliciny F se ziska jeji piesna hodnota Fy, tj. 7e pti libovolném
poctu aktti méreni vzdy vyjde F) a ze ve stavu ¢y ma veli¢ina I’ v tomtéz smyslu presnou
hodnotu F,. Potom plati, Ze uvedeme-li ¢astici do stavu ¢ = c19; + 9109, dostaneme pri
mnohokrat opakovaném méreni veliciny F' pouze hodnoty Fj a Fy (zaddné jiné, v ndhodném
poradi) a jejich relativni ¢etnosti se budou bliZit hodnotdm |ci|? a |co|?.

Poznamka: Opakované méreni v kvantové mechanice je v porovnani s klasickou fyzikou
mirné komplikovanéjsi. U kazdého aktu meéreni se musime ujistit, ze castice je
v pozadovaném stavu ) = c19; + c105. Vzhledem k tomu, ze za chvili zformulujeme
dalsi ¢ast tohoto postulatu, ktera rika, ze méreni zméni stav ¢astice, tak to obvykle znamena
tuto castici opét do stavu ¢ uvést, pripadné mit mnoho ¢astic v tomto stavu.

ZTento vztah by se také dal chdpat tak, Ze se ¢astice s pravdépodobnosti |c1|? nalézd ve stavu 1; a
s pravdépodobnosti |cg|? ve stavu ;. Vzhledem k tomu, Ze v kvantové mechanice nelze mluvit o tom,
kde céstice je, pokud ji neméiime, tak je lepsi spise mluvit o naméreni dané hodnoty, nez o tom, ze
castice byla v néjakém stavu.
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Neni obtizné si uvédomit, ze pro nenormovanou vlnovou funkci by platilo

JaPR+|ealPR o) |co]?
- - 1
c1|? + [eaf? le1|? + [eaf? le1|? + [caf?

(F)y

a zobecnit uvedené zavéry na pripad kombinace vice navzajem kolmych vlast-
nich vlnovych funkci

> lenl*Fo
Y= E Cnn, F)y = ’ 2.49
odkud vidime, ze relativni ¢etnost ¢i pravdépodobnost naméreni hodnoty F), je dana vy-

2 . v . . . . ,
razem ZM\'c EE jehoz jmenovatel je pro normovanou funkci v roven jedné.
n n

Dalsi soucasti postulatu o méreni je popis toho, jak méreni ovliviiuje stav castice

Jestlize provedeme méreni veliciny F' u castice popsané vlnovou funkci ¢ s vysledkem
F,,, zméni méreni stav ¢astice na stav popsany vlnovou funkci 1, ktera je vlastni funkci
operatoru F' a prislusi namérenému vlastnimu ¢islu F,.

Tedy bez ohledu na to, jak komplikovany byl stav ¢astice pfed mérenim, po méreni jiz
musime k popisu stavu ¢astice pouzivat prislusnou vlastni funkci. Tomuto procesu se rika
redukce vlnové funkce.@ Tato skutecnost se vyuziva k tomu, abychom ,pfipravili“
castice do stavu, ktery je popsan znamou vlnovou funkci a o méfeni se uvazuje jako o
Hltru®.

Ukol 2.15 Oznacme si 3 vlastni vlnové funkce Hamiltonova operatoru H jako
1,9, 3. Plati pro né

Hiy = By, Hipy = 4By Hipy = TEs,

kde E je konstanta. Uvazujme obecny stav

Y= %ﬁfl + \/g(% +1)3).

26V nékteré literatuie najdete také termin kolaps vinové funkce, ktery ale nékdy vede k pfedstaveé, ze pii
méreni vlnova funkce zkolabuje a po méfeni jiz zddnou vlnovou funkci nemame. Pojmenovani redukce je
vystiznéjsi, protoze pred mérenim byl stav jisté popsan vinovou funkei rozlozitelnou na linearni kombinaci
vlastnich funkci a méfeni ji ,,zredukovalo® jen na jeden clen.
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Jaké energie mizeme ve stavu ¥ namérit? S jakou pravdépodobnosti? Urcete stredni
hodnotu energie ve stavu 1. V jakém stavu se bude systém nachazet po aktu méreni,
ve kterém namérime energii 4E7

Ukol 2.16

1. Predpokladejme, ze mame dva systémy, které se nachéazeji ve stavu popsaném
stejnou vinovou funkci. Na kazdém systému jednou zmérime veli¢inu A a ziskame
rizné hodnoty. Je to mozné? Co miizeme Tici o stavu obou systémi pred a po
meéreni?

2. Mame systém v neznamém stavu. Zmeérime velicinu A a dostaneme hodnotu Aj.
Ihned poté toto métreni zopakujeme. Jakou hodnotu namérime?

3. Mame k dispozici jediny systém nachazejici se v nezndmém stavu popsaném
vlnovou funkcei . Jak je mozné tuto funkei uréit?

2.3.1 Vztah mezi komutativitou a spoleénymi vlastnimi funkcemi

Velmi dulezita je souvislost mezi komutativitou dvou operatort a jejich vlastnimi funkcemi,
kterou popisuje nasledujici tvrzeni:

Dva linedrni operatory Fad komutuji pravé tehdy, kdyz lze zkonstruovat spoleény
systém jejich vlastnich funkei.

Nejprve si dokazme, ze pokud operatory maji spolecné vlastni funkce, potom ko-
mutuji. Uvazujme dvé fyzikdlni veliciny F' a G, jimz prislusi operatory F' a GG, a predpo-
kladejme, ze maji oba operatory spole¢nou mnozinu vlastnich funkci ), tj. Ze plati

Budeme-li aplikovat na obé strany prvni rovnice operator G a vyuzijeme jeho linearitu,
dostaneme

Jestlize naopak zaptisobime operatorem F na obé strany druhé rovnice, dostaneme podob-
nym zpusobem vysledek
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Odecteme-li nyni prvni rovnici od druhé, dostaneme diky komutativité nasobeni ¢isel na
pravych stranach

(FG — GF), = [F,Gl¢, =
V tuto chvili jeSté nemiizeme Fici, ze komutétor operatorit £ a G je nulovy. K tomu nestadi,

ze je nulovy, pokud ptsobi na vlastni funkce, ale musime znat vysledek jeho plisobeni na
libovolnou funkeci.

Vime, ze libovolnou funkei 1) | muzeme vyjadrit ve tvaru hnearm kombinace vlastnich funkci
P =Y, cahy, a protoze [F G] je linedrni operator (nebot F a @ jsou linearni operatory),
musi také platit, ze

[ﬁ,é]z/} = [F,@ chwn ch ﬁ é
Ted jsme teprve ukazali, Ze je splnéna komutacni relace
[F,G] = 0. (2.50)

Z toho plyne dokazované tvrzeni: Maji-li dva operatory spolecny systém vlastnich funkeci,
navzajem spolu komutuji.

Ted se budeme zabyvat obracenym tvrzenim, tedy zda komutujici operatory maji spo-
leény systém vlastnich funkci. Predpokladejme tedy, Ze pro operatory Fa G plati
komutacni relace [F G] = (. Ozname jako funkce 1, vlastni funkce operatoru E, pro
které tedy plati Fib, = F,1b,. Aplikujme na obé strany tohoto vztahu operator G

a na levé strané vyuzijme komutativity obou operatori a na pravé linearity operatoru G

A

Dostavame vztah, ze kterého je ziejmé, zZe vyraz Gwn je vlastni funkci operdtoru F' a
prislusi také vlastnimu c¢islu F),. Pokud je toto vlastni ¢islo nedegenerované, potom vime,
ze vlastni funkce jsou si vzadjemné imérné, lisi se jen vynasobenim konstantou (konstantu
ozna¢me G,,)

G~ = G, = Gty
Tato rovnice nam ale Tika, ze funkce 1, je vlastni funkci operatoru G.

vvvvvv

Uvazujme d,, vlastnich funkci v, pro které plati

F¢na = nwnom (251)
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jsou normované a navzajem ortogonalni, tj. ({nq | ¥ng) = dap, proa,f =1.2,...d,. V tomto
pripadé jsou vlastnimi funkcemi k vlastnimu ¢islu F), operatoru F' nikoliv jen funkce v,
(a jejich nasobky), ale vSechny funkce tvaru

¢, = Z cawna

tvorici d,-dimenziondlni podprostor prostoru H (funkce v, tvori ortonormélni bazi tohoto
podprostoru).

Provedeme nyni s d,, rovnicemi[2.51]stejné kroky, jako v predchozim pripadé, tj. zaptusobime
na né operatorem G

GEYna = GEyibna.

a vyuzijeme komutativity operatori FaGa linearity operatoru G

Fé,’vbna = Fnéwna-

Podle této rovnice je sice kazda z funkci G, vlastni funkci operatoru F', ale zaroven
nemusi byt nutné vlastni funkci operatoru GG, nebof nemusi byt jen prostym nasobkem
Una, ale linedrni kombinaci vsech ., tj. vime, ze plati

é¢na = Zgaﬁwnﬂ- (252)
B

Funkce 1, tvofici bazi podprostoru vlastnich funkei £ jsme vybrali ndhodné. Uvédomme
si, ze kdyby koeficienty g,s ve vztahu tvorili diagonalni matici, potom by funkce 9,
byly vlastnimi funkcemi i operatoru (. Nami hledans béze je tedy takova, ve které dojde
k diagonalizaci matice koeficientii g,5. Algebraickymi metodami lze ukédzat, ze takova baze
existuje.

Muzeme tedy shrnout, ze komutuji-li dva operatory F a G, pak lze vzdy zkonstruovat
spolecny systém jejich vlastnich funkci. Neznamena to tedy automaticky, ze kazda vlastni
funkce jednoho z operatort je i vlastni funkci druhého.

Pravé dokézané tvrzeni nam odhaluje fyzikdlni pozadi komutacnich vlastnosti operdtori
fyzikalnich veli¢in. Pokud operdtory F a G dvou fyzikélnich veli¢in navzdjem komutuji,
tak maji spolecné vlastni funkce. To znamend to, ze existuji stavy, v nichz se pii méreni
nameéri pro obé veliciny F' i G soucasné ostré hodnoty, coz mizeme vyjadrit i tak, ze jsou
tam obé dvé veli¢iny ,,dobfe definované“.

V opacéném pripadé, kdy spolu operatory nekomutuji, neexistuji jejich spoleéné vlastni
funkce, tj. ani stavy, ve kterych by obé veli¢iny zaroven mély ostrou hodnotu. Rikdme, ze
prislusné dvé veli¢iny nejsou principialné souc¢asné méritelné.
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Pod soucasnou méritelnosti si nejspise predstavime néco jako méreni obou veli¢in v témze
¢ase a s minimalni moznou chybou. V ramci klasické fyziky na tom neni nic zvlastniho,
protoze v ni predpoklddame, ze méreni nijak neovlivni stav castice. NepTesnosti, které se
pri métreni vzdy vyskytuji, sice neni mozné v redlném experimentu uplné odstranit, ale
peclivym tusilim a presnymi algoritmy je lze minimalizovat. Podstatné je, Ze v ramci teorie
neni zadné omezeni na presnost méreni, at mérime jednu nebo vice velicin.

Kvantova mechanika vsak je v tomto ohledu ztetelné odlisna. Pfipomenme, co jsme jiz
zjistili:

o Stav systému je mérenim ovlivnén.

o Také jsme v predchozim textu zjistili, ze pro kazdou veli¢inu existuji tzv. stavy s
ostrou hodnotou (vlastni stavy), ve kterych je hodnota dané veli¢iny ,,dobre defino-
vana“. Jinymi slovy v téchto stavech vime s urcitosti, jakou hodnotu naméfime.

e Ve vSech ostatnich stavech mame vzdy nékolik moznych hodnot vysledki métreni a
opakovand méfeni maji nenulovou neuréitost (chybu meéfeni).

o Dalsi veéci, kterd jiz také byla zminéna a musime ji vzit v tvahu, je skutecnost,
ze v ramci kvantové mechaniky se nesnazime odpovidat na otazky typu, jak véci
jsou (kde céstice je, jakd je hodnota dané velic¢iny), ale pouze na otézky typu ,co
naméfime* (pripadné co bychom namérili, kdybychom méftili).

Jak toto vSechno obsahnout v pripadeé, ze nas zajimaji dvé veli¢iny zaroven? V predchozim
textu jsme dokézali, ze dva operatory maji spolecny systém vlastnich funkei pravé tehdy,
kdyz komutuji. Z toho plyne, ze pokud dvé veli¢iny komutuji, tak jejich operatory maji
spolecné vlastni funkce, tj. existuji stavy, ve kterych jsou obé veli¢iny ,,dobte definované®.
Pokud ale veli¢iny nekomutuji, tak tyto spoleéné vlastni funkce neexistuji, coz je pricinou
toho, ze hodnoty obou veli¢in nemtzeme ,znat* soucasné.

2.3.2 Relace neurcitosti

V této casti budeme predchozi tvahy kvantifikovat. Nejprve ale jeden kratky pripravny
ukol.

Ukol 2.17 Uvazujme dva hermitovské operatory A a B. Pripomenme, zZe jejich
komutator [A, B] je také operdtor. Rozmyslete si, zda se také jedna o hermitovsky
operator, pripadné jak ho ,upravit“, abychom hermitovsky operator dostali.

Uvazujme dvé fyzikaln{ veli¢iny A a B, pro jejichZ operatory A a B plati komutaéni relace

A

[A,B] = iK, (2.53)
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kde K je hermitovsky operator (viz predchozi tikol). Abychom mohli sledovat odchylky
hodnot velicin A a B kolem jejich stfednich hodnot (A), a (B)y, zavedeme operatory
téchto odchylek e -

AA=A—(AE, AB=B-(BE. (2.54)

Pokud si uvédomime, ze stfedni hodnoty (A), a (B), jsou disla a [ jednotkovy operator,

snadno si ovéfime, ze pro operatory AA a AB plati stejné komutacni relace jako pro Aa
B, tedy o
[AAAB] =iK. (2.55)

Za meéritko velikosti chyb pfi méreni velicin A a B zvolime jejich stfedni kvadratické od-
chylky (6A)? a (6B)? (kde §A a 6B jsou tzv. neuréitosti fyzikalnich veli¢in A a B)
definované takto:

(6B)* = (AB)*)y = (v | (AB)*¢). (2.56)

Nésledujici vypocet probiha tak, Ze vezmeme specidlné zkonstruovanou vinovou funkci’|
a spocitame jeji ,velikost“. Diky pozitivni definitnosti skalarniho souc¢inu vime, ze musi
byt nezaporna. A potom budeme tuto nerovnici upravovat az na tvar, ve kterém budou
vystupovat hledané neurcitosti.

Nejprve napisme vlnovou funkci W
U = (aAA —iAB)1,
kde « je libovolné realné cislo. Spocitejme skalarni soucin
(U] W) = ((aAA —iAB)y | (aAA —iAB)y) > 0, (2.57)

o kterém vime, zZe je nezdporny pro libovolnou redlnou hodnotu «. Skalarni soucin rozna-
sobime:

o? (AAY | AAY) —ia (AAp | ABY) +ia (ABy | AAy) +i(—i) (ABy | ABy) > 0.
Pri dalsich upravach vyuzijeme toho, Ze operatory AA a AB jsou hermitovské
o <w\ (ﬂ)2w> —ia (| AARBY) +ia (v | ABAAY) + <w\ (@)2w> > 0.

Po porovnani s definicemi neurcitosti (2.56)) vidime, Ze prvni a posledni ¢len obsahuje
neurcitost. Déle druhy a treti ¢len miuzeme spojit v jeden (diky linearité skalarniho soucinu)

o? (0A)° —ia (v | [AAAB — ABAA| ) + (6B)* > 0 (2.58)

27Je tedy nutné védét ,odkud zacit®. Alternativni odvozeni lze nalézt napt. ve Skalové uéebnici.
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a uplatnit znalost komutatoru ({2.55))
a?(6A)* + a(K)y + (6B)* > 0. (2.59)

Tim jsme dospéli ke kvadratické nerovnosti, kterd musi byt splnéna pro vsechny hodnoty
realné proménné «. To je mozné jen tehdy, je-li diskriminant kvadratického trojclenu na
levé strané zaporny nebo nulovﬂ tj. dostavame podminku

((K)y)* —4(0A)*(6B)* <0, (2.60)
ktera po malé uprave dava tzv. relace neurcitosti
0AOB > ;|(K>¢| (2.61)
Tento vzorec plati obecné pro libovolné dveé fyzikalni veliciny A a B.

Pojdme prozkoumat, co nam relace neurcitosti fikaji v nékterych konkrétnich pripadech a
pro vybrané dvojice fyzikalnich velic¢in. Prvni, ¢eho je dobré si povsimnout, je skutec¢nost,
ze pro komutujici operatory je prava strana nulova a celd relace neurcitosti se ,scvrkne*
na trivialni tvrzeni, Ze soucin dvou nezapornych ¢isel je nezaporny.

Je-li sttedni hodnota komutdtoru K prislusnych dvou veli¢in v daném stavu nenulova,
pak je sou¢in 0 AdB kladny, takze obé nasobend ¢isla museji byt nenulova. Pokud chceme
mit neuréitosti co nejmensi (tj. ,,jit s presnosti az na hranici, kam nds relace neuréitosti
pusti“), tak bude ve Vztahu rovnost. Odtud jasné vidime, ze pokud budeme zmensovat
neurcitost jedné veliciny (tj. ,méfit ji presnéji“), tak se ndm bude zvétSovat neurcitost
druhé veli¢iny. Pokud bychom chtéli mit jednu veli¢inu uré¢enu ,hodné presné®, tj. jeji
neurcitost se bude blizit nule, potom neurcitost druhé veli¢iny poroste nade vSechny meze.
V limitnim pripadé, kdy prvni veli¢inu zname plné presné, tj. ¢astice se nachézi ve stavu
s ostrou hodnotou prvni veli¢iny a ma tedy nulovou neurcitost, pak relace neurcitosti rika,
ze neurcitost druhé veliciny je nekonecna, tj. feceno laicky — nevime o ni viibec nic.

Predchozi text velmi pékné vynikne napt. u volné ¢astice (podrobnosti viz kapitola .
Pro jednoduchost uvazujme jednodimenzionalni pripad. NasSimi veli¢cinami s nekomutuji-
cimi operatory budou poloha a hybnost. Jestlize je ¢éstice ve stavu s ostrou hodnotou
hybnosti, pak je v néjakém konkrétnim case popsana vinovou funkci 1 = N exp (—1%)
Hustota pravdépodobnosti nalezeni takové ¢astice je

2 _

N|? = konst.,

p=|v

tj. konstantni. Takze vime zcela presné, s jakou hybnosti se ¢astice pohybuje (dp = 0),
ale vibec nevime, kde je (pravdépodobnost jejiho nalezeni je stejnd v celém prostoru).

28Ptislusnd kvadraticka rovnice by pak neméla redlny kofen, nebo méla pouze jeden (dvojnasobny) redlny
koren.
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Podobné to dopadne, pokud bychom chtéli ¢astici velmi dobte lokalizovat, tj. jeji stav by
byl popsén d-funkei. Pak vime presné, kde céstice je, ale jak odvodime v kapitole [B.9]
vsechny hodnoty hybnosti jsou stejné pravdépodobné, tj. nevime, jak se pohybuje.

Je velmi dilezité si uvédomit, ze se opravdu jedna o zcela jinou situaci nez v klasické
fyzice. Obé veli¢iny s nekomutujicimi operatory nemohou byt urceny zaroven obé zcela
presné, a to nikoli proto, ze bychom to neuméli (pfipadné zatim neuméli), ale protoze to
neni principidlné mozné — vyslo nam to z teorie, kterou ted spoleéné budujeme a o které
se fyzici pred nami mnohokrat presvédcili, ze dobfe popisuje svét kolem nas i s témito
zvlastnostmi.

vvvvv

relaci neurcitosti pro souradnici a hybnost. Pfipomeneme-li si komutacni relaci [Z, px] =
i, dosazenim do (2.61)) ziskdme

5$k 5pk Z Z, (2.62)
které se rika Heisenbergova relace neurcitosti. Tato relace nas nuti vzdat se pojmu
trajektorie castice — ta totiz vyzaduje soucasnou znalost polohy i hybnosti castice. @ Z ne-
rovnosti je vidét, ze tvrzeni o soucasné neurcitelnosti plati jen pro odpovidajici si
slozky polohového vektoru a hybnosti. Naproti tomu velic¢iny x;, a p; jsou pro k # [ soucasné
meétitelné, nebof prislusné operatory komutuji. Pravé tak jsou soucasné meéritelné i vsechny
soutadnice zj navzajem i vSechny slozky hybnosti p; navzajem. Je tedy mozné urcit mére-
nim v urcitych stavech polohu ¢astice (ale nikoliv zaroven jeji hybnost) a v urcitych jinych
stavech hybnost Castice (ale ne polohu).

Ukol 2.18 Ukazte, ze Brownuv pohyb lze popisovat klasicky (tj. lze zanedbat
diisledky relaci neuréitosti). Parametry pohybujici se ¢astice m = 10713 kg, pramér
d = 1 um, polohu lze urcit s presnosti asi Az = d/100, v = 107° m/s.

Relace neurcitosti vylucujici soucasnou méritelnost budou platit i pro dvé veli¢iny, z nichz
jedna zavisi pouze na souradnicich ¢astice a druhd pouze na jeji hybnosti. V tom pripadé
jsou totiz prislusné operatory nekomutativni. Dilezitym konkrétnim pripadem jsou kine-
tickd energie T'(p) ¢éstice a jeji potencidlni energie V(7). Navic oba spolu nekomutujici
operatory TaVv nekomutuji ani s hamiltonidnem, ktery je jejich sou¢tem. Znamena to, ze
ve stavech s ostrou hodnotou energie E, o které se budeme prednostné zajimat, maji jeji
slozky T" a V' neostré hodnoty.

29Kazdy, kdo se za¢ind seznamovat s kvantovou mechanikou, se musi s timto problémem vyrovnat a vzdat
se predstavy, ze mikrocastice se v prostoru premistuji podobné jako makroskopicka télesa, jenom v jiném
meéritku.
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Ukol 2.19 Urdete minimalni energii elektronu a protonu, pokud obé &stice uzavieme
do objemu o velikosti atomu (cca 1079 m) ¢ atomového jadra (cca 10~ m). Porovnejte
se skutecnymi energiemi.

Pripomeneme-li si komutacni relace pro operatory slozek momentu hybnosti Ly, Ly a Ly
(zaddné dva navzajem nekomutuji, ale komutuji s velikosti momentu hybnosti), dospéjeme
k jesté prekvapivéjsi a komplikovanéjsi situaci, kdy nejde soucasné mérenim presné urcit
jednotlivé slozky téze vektorové veli¢iny. Soucasné muze byt urcena velikost vektoru a jedna
jeho slozka. Prislusny vektor nejde tedy ani graficky znazornit. Podrobnéji se k problema-
tice momentu hybnosti vratime pri vykladu chovani ¢astice v kulové symetrickém poli (viz
kapitola [5.2)).

Vypoctova uloha 2.9

Aplikujte Heisenbergovy relace neurcitosti na linedrni harmonicky oscilator (LHO),
ktery predstavuje model kvadratického potencialu, a pokuste se pomoci nich odhadnout
energii zakladniho stavu tohoto systému.

1, 242

SMw=T~.

Hamiltonidn jednodimenzionalniho LHO ma tvar: H= % = 5

Reseni:

Nasim cilem bude ukazat, Ze relace neurcitosti dava omezeni na velikost stfedni hod-
noty hamiltonidnu, presnéji, ze existuje minimum pro moznou nameéritelnou energii
¢astice v LHO (tj. spodni odhad energie zékladniho stavu). Operaci ,stfedni hodnota“
tedy aplikujeme na vyjadreni hamiltonianu v zadani tlohy, a protoze stredni hodnota
konstant (m,w) je piimo jejich ¢iselnd hodnota, 1ze psét:

A2 ~D
A\ _ /P L9\ (P >w Lo 5
Protoze studovany potencial je symetricky vzhledem k ose x = 0, je také hustota prav-
dépodobnosti nalezeni ¢astice symetricka vzhledem k této ose a tedy stfedni hodnota
(x) » = 0. Podobnou tvahu lze provést také pro hybnost — v symetrickém potenci-
dlu bude tedy také (p),, = 0. Diky tomu lze stfedni hodnoty (z), a (p), ztotoznit

s kvadraty neurcitosti (dz)?, resp. (dp)?
(62)* = <x2>¢ — (x}i = <:E2>¢,
(0p)* = (p*), — W)y, = (") -
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Tim ziskava vztah podobu
2 . (517)2 1 2 2
<H>¢ =5 gmw?(0n)” (2.64)

Z Heisenbergovy relace neurcitosti vyjadiime dp, dosadime do rovnosti 2.64] a tim ji
preménime v nerovnost:

h h
> — > —
oxdp > 5 = op > 552

<I:I> > L (n 2+1mw2((5x)2. (2.65)
v T 2m \ 20x 2

Vyraz (6x)? nynf oznac¢ime jako S a budeme vii¢i nému hledat lokdlni minimum vyrazu
napravo, ¢imz stfedni hodnotu hamiltonianu zdola omezime. Podminkou nutnou pro
existenci lokdlniho minima je nulovost prvni derivace podle 3:

d h? L5\
(16<8m5+2mw 6) =0.

Derivaci vypoc¢teme a urc¢ime stacionarni body; zaporna reseni miizeme primo zavrh-
nout, protoze hleddme vyraz, ktery je kladny (neurcitost je definovana jako odmoc-
nina):

h? 1, h? h
= = f=—.
4Am2w? b 2mw

Kontrolu toho, ze jde skutecné o lokalni minimum, mtizeme provést naptiklad dru-
hou derivaci vyrazu, kterd vyjde pro kladné § (vzhledem k definici § vime, ze mé
nezéapornou hodnotu) také kladna.

Zéavérem dosadime ziskané lokalni minimum do rovnice [2.65| a upravime:

A 1 1 h 1 1 1

HY > —— + —mw’—— = “hw+ ~hw = —hw.
< >w_8m2h’ 2 2mw 4 1 2

mw

Vysledkem nasich vypocti je zavér, ze stredni hodnota hamiltonidanu nemtze byt mensi
nez %hw Podrobnéjsimi vypocty (viz kapitolu D lze ukéazat, ze energie %Fm je pravé
rovna energii zakladniho stavu ¢astice v jednodimenzidlnim LHO. Toto je ale spise
vyjimeény pripad, ve vétsiné ostatnich systémi je energie zakladniho stavu jesté o
néco vyssi, nez je omezeni, které nam davaji relace neurcitosti.

67
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2.4 Casovy vyvoj stavu kvantového systému

2.4.1 Nestacionarni Schrodingerova rovnice

K dokonceni popisu zédkladniho formalniho schématu kvantové mechaniky jesté zbyva uvést

 jak se v konkrétnich ptipadech uréi mozné kvantové stavy ¢astice nebo souboru ¢astic,
o jak se ziskd popis ¢asového vyvoje stavu castice.

V roce 1926 nalezl E. Schrodinger diferencidlni rovnici, kterd umoznuje jak urceni vlast-
nosti kvantového objektu, tak i jeho chovani v danych — obecné c¢asové proménnych —
podminkach. Tato rovnice je jednim z postulatt kvantové mechaniky, to znamena, ze se
neda odvodit z predchozich poznatkta. E. Schréodinger se inspiroval vlnovou optikou, ale
vzhledem k tomu, Ze celou kvantovou mechaniku v tomto textu budujeme jako logicky
konzistentni teorii, nebudeme ani v tomto pripadé ,historické“ odvozeni podrobnéji roze-
birat.

Casovy vyvoj kvantového systému, jemuz piislusi hamiltonidn (Hamiltontv operétor)
H, je popsan rovnici

ih%@b(ﬁ t) = Hi(7,t). (2.66)

Tato rovnice se nazyva Schrodingerova rovnice (¢asto s privlastky ¢asova nebo
nestacionarni, jejichZ vyznam se ukdze az pozdéji).

Jeji hlavni vyznam spociva v tom, ze nam umoznuje ze znalosti vinové funkce v néjakém
case tg, tj. ze znalosti pocatecniho stavu ¥ (7t = ty), nalézt vlnovou funkci v néjakém
nasledném Case t >tg, tj. (7t >1g).

Okomentujme podrobnéji, zda je mozné najit ¢asovy vyvoj i zpétné v ¢ase. Schrodingerovu
rovnici lze samoziejmé Tesit i pro casy t < ty, podobné jako pohybové rovniceET] v jinych
¢astech fyziky. Pokud bychom méli zaruceno, ze se se systémem ,nic nedélo“, tj. neprobéhlo
zadné méteni, potom by feseni i v ¢ase zpét mélo smysl. Jakékoli méreni ale predstavuje ne-
prekrocitelnou hranici pti cesté zpét v Case, protoze neexistuje zpusob, jak ze znalosti stavu
po méreni zrekonstruovat stav pred mérenim. Z tohoto divodu se v kvantové mechanice
uvazuje jen reseni v budoucim case.

30 Jako pohybové (nebo také evoluéni) rovnice oznac¢ujeme libovolné rovnice, které uréuji, jak se bude systém
vyvijet v Case, tj. ,pohybovat“. V mechanice to je Newtoniv druhy pohybovy zdkon, Lagrangeovy ¢i
Hamiltonovy rovnice, v elektfiné a magnetismu Maxwellovy rovnice atd.
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Matematicky je Schrodingerova rovnice diferencidlni rovnici prvniho fadu v ¢asové pro-
meénné, coz souvisi s postuldtem o vlnové funkci — stav céastice je iplné popsan vinovou
funkci. To znamend, ze k nalezeni jednoznac¢ného teseni rovnice [2.66] musi stacit zadat jen
vlnovou funkci v pocatecnim ¢asovém okamziku, tj. jedinou pocateéni podminku.
Poznamka: Rovnice [2.66] predstavuje rovnost mezi dvéma funkcemi — levou a pravou stra-
nou. Rozhodné nelze tedy ,zkratit ¢ a dostat tak, ze je hamiltonian tmérny casové
derivaci. Takovy prechod mezi rovnosti funkci a rovnosti operatorii lze provést pouze v pri-
padé, ze by dand rovnost byla splnéna pro libovolnou funkei, coz zde neni (pokud by byla,
bylo by zbyte¢né tuto rovnici fesit). Na druhou stranu tzv. evolucni operator (operétor,
ktery ,posune® vlnovou funkci o néjaky ¢as déle) je s hamiltonidnem velmi tésné spjat.

2.4.2 Stacionarni Schrodingerova rovnice

Podobné jako tieba v teoretické mechanice, i v kvantové mechanice bude mit velky vyznam
studium systému, ve kterych se neméni celkova energie, tj. studovany kvantovy systém
(¢astice, soustava Géstic) je dostateéné izolovan od svého okoli. Piesnéji hamiltonian H
daného systému nezavisi explicitné na &ase, tj. H # H(t) neboli dH/dt = 0. V ta-
kovém pripadé je mozné rovnici [2.66| rozdélit metodou separace proménnych na dveé ¢asti,
jednodussi rovnici a ¢ast, ktera ptijde rovnou vyresit. Tyto apravy ted provedeme.

Explicitni nezavislost hamiltonidnu na case je jednim predpokladem. Druhym (tak trochu
docasnym) predpokladem bude separace prostorovych a ¢asovych proménnych ve vlnové
funkci

W(rt) = R(F)T(t). (2.67)

Jingmi slovy budeme hledat jen takovd feSeni rovnice [2.66] ktera spliuji uvedenou pod-
minku. Jisté citite, Zze rozhodné nemame automaticky zaruceno, ze vSechna feseni rovnice
2.66| maji tento tvar. Prozradme ale uz ted, Ze vSechna teSeni rovnice budeme schopni
L,Vytvorit® z FeSeni v tomto specidlnim (separovaném) tvaru. Jesté doplime, Ze funkci R(7)
se T{kd prostorova ¢astfl] a funkei T(t) Casovd ¢4st vinové funkee.

Dosadme tedy separovany tvar vinové funkce [2.67] do nestacionarni Schrédingerovy rovnice
2.00

ihaatR(F)T(t) — A (R(AT(1)).

Vidime, Ze na levé strané muzeme prostorovou ¢ast R(7) vytknout pred derivaci a na pravé
strané se zase ¢asova Cast vlnové funkce T'(t) chova vidi pusobeni hamiltonidnu H jako

31V nésledujicich kapitoldch ji budeme znagit uz jen ¢ (7), resp. 1 (z) pro jednorozmérné pifpady. Podle
proménnych se poznd, zda se jednd o celou vlnovou funkci, nebo jen o jeji prostorovou cast. Navic z
dalstho odvozeni vyplyne, Ze plati ¢(7) = ¥ (7t = 0).
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konstanta (vyuzijeme tedy linearitu hamiltonidnu)

ihR(f’);T(t) = T(t) HR(7).
Obé strany rovnice vydélime soucinem R(7)T'(t) a dostaneme

1 dT(t) HR(7)
T(t) dt — R(F)

(2.68)

Leva strana této rovnice je zavisla pouze na Case a prava strana je funkci pouze prostorovych
proménnych. Splnit tuto rovnici nezavisle na sobé pro kazdé 7 a pro kazdé t je mozné
jen tim, ze se obé strany budou rovnat konstanté (vysvétleni je i na obrazku . Tato
konstanta se obvykle oznacuje E — obé strany rovnice maji fyzikalni rozmeér energie a
pozdéji bude jesté zietelnéji patrné, ze se opravdu jedna o celkovou energii systému.

Tim se rovnice rozpadne na dvé jednodussi rovnice vzajemné provazané hodnotou kon-
stanty E. Prvni z téchto rovnic je velmi jednoduchéa linearni diferencialni rovnice prvniho
radu s konstantnimi koeficienty

dT(t
ihﬁ = ET(t), (2.69)
dt
jejiz reseni ma tvar
B
T(t)=e =" (2.70)

ve kterém se nachazi zatim neznaméa konstanta E a které miize byt jesté vynasobeno
libovolnym vyrazem nezavislym na case.

Druhé rovnice mé tvar

HR(7) = E R(F). (2.71)

V této diferencidlni rovnici vystupuje hamitonian H studovaného systému a Tesit ji je tedy
mozné az ve chvili, kdy vime, jaky systém studujeme a zndme jeho hamiltonian. Vyreseni
této rovnice je klicem k urceni vlastnosti systému, a proto patii k nejzakladnéjsim a velmi
casto pouzivanym vztahtim kvantové mechaniky. Pro odliseni od rovnice[2.66|se tato rovnice
nazyva se necasova nebo stacionarni Schréodingerova rovnice.

Ptripomeneme-li si kapitolu s vykladem o vlastnich ¢islech a funkcich operatori,
snadno si povSimneme, Ze rovnice je vlastné rovnici pro hledéni vlastnich funkei R, (7)
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Obrazek 2.2: Nacrtek vysvétlujici, pro¢ se obé strany rovnice rovnaji konstanté pro
vSechny hodnoty proménnych 7 a t. Pro jednoduchost uvazujeme v obrazku pouze jedinou
prostorovou soufadnici. Piedstavme si, ze jiz zndme funkce R(7) a T'(t), pak muzeme do
vyrazu dosazovat. Zvolime si néjaké konkrétni hodnoty proménnych [xy,t;] — do levé
strany dosadime t;, tim dostaneme konkrétni cislo a tomuto ¢islu se musi rovnat prava
strana pro vSechny hodnoty x (ozna¢ime si je modrou vodorovnou ¢érou), podobné pro
dalsi bod [z2, ts] (zelend vodorovnd ¢éara), ale v principu zatim nemdme jistotu, Ze se jedna
o stejné ¢islo jako na modré ¢are. Pokud si ale uvédomime, ze celou ivahu mizeme udélat
i obracené, tj. hodnoté pravé strany pro x; se musi rovnat vyraz vlevo ve vsech casech t
(modra svisld ¢ara) a podobné pro ty (zelend svisla ¢éra), tak diky bodu, ktery je ,jak
zeleny, tak modry“ (oznaceny Cervenou sipkou), vidime, ze ,modré i zelend hodnota“ musi
byt shodné. Tim dostavame, ze hodnota vyrazi na obou stranach rovnice [2.68 ma stale
stejnou hodnotu pro libovolnou volbu proménnych x a t.

a vlastnich ¢isel E, hamitonianu H. MtZeme to vyjadrit zapisem rovnice m

HR,(F) = E,R,(7), (2.72)
kam jsme vlastné ,dosadili“ nalezena feseni.
Ted miizeme interpretovat éislalﬂ E,, jako mozné hodnoty celkové energie E systému, které
lze ziskat mérenim. Zejména v pripadech, kdy se jedna o oddélené hodnoty, tak se energie
E,, také nazyvaji hladiny energie systému. A funkce R,, jsou prostorové casti vlnové funkce

popisujici takovy stav studovaného systému, v nichz ma energie ostrou hodnotu shodnou
s hodnotou ptislusného vlastniho ¢isla E,.

Vratime-li se nyni na zacatek kapitolky ke vztahu [2.67, dostavame, ze vinovou funkei ¥ (7,t)

32V tomto okamziku neni podstatné, kolik vlastnich ¢fsel a funkef hamiltonidn ma. V dalsich kapitolich
uvidime, Ze to muZe byt koneéné mnoho, nekoneéné ale spocetné mnoho (tj. ,o¢{slovatelné prirozenymi
Cisly“), ale i Ze pripustnd hodnota energie E,, muZe byt redlné éislo z néjakého intervalu.
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fesici ptivodni ¢asovou Schrodingerovu rovnici dostaneme vzajemnym vynasobenim
jeji prostorové a casové ¢asti podle vzorce ve tvaru

Un(Ft) = Ry(P)e (2.73)
Vsimnéte si, ze konstanta £/ mé index n i v ¢asové casti, protoze se jedna o stejnou kon-
stantu, kterd obé ¢asti propojuje. Podobné stejnym indexem oznacujeme i vinovou funkci
ty,. Tato funkce fesi jak nestacionarni Schrodingerovu rovnici [2.66 ze které jsme vysli,
ale i stacionarni Schrodingerovu rovnici protoze funkce ¥, (7t) a R, () se lisi pouze
vynasobenim (komplexnim) vyrazem e~ ##*/" kterym se daji obé strany rovnice diky
nezavislosti hamiltonidnu na case rozsitit. A jak jiz bylo diive Teceno, vlnova funkce a jeji
nasobky znamenaji automaticky tentyz kvantovy stav. @

Ukol 2.20 Spocitejte hustotu pravdépodobnosti p,(7,t) pro stacionarni vinovou
funkci ¥, (7, t) a diskutujte jeji zavislost na case.

Ukol 2.21 Uvazujte libovolnou velicinu A, kterd nezavisi explicitné na case. Na case
tedy nezavisi ani jeji operator A. Ukazte, ze stfedni hodnota této velic¢iny ve stacio-
narnim stavu 1, nezavisi na case.

V predchozim tikolech jste spocitali, Ze funkce 1), (7, t) popisuje stéle stejny stav, jeji hustota
pravdépodobnosti nezavisi na case a ani stfedni hodnoty ¢asové nezavislych velicin se s
¢asem neméni. Proto Feseni v, (7,t) nazyvame tzv. stacionarni vlnové funkce, resp.
stavy, které popisuji, stacionarnimi stavy.

POZOR: Neni ale pravda, Ze by stacionarni vlnova funkce nezavisela na case!

V predchozim textu jsme nasli takova feseni nestacionarni Schrodingerovy rovnice [2.66
ktera maji specialni tvar. Tato rovnice je ale linearni, a proto kazda linearni kombinace
jejich teseni

En

¢<Fa t) = Z quvbn - chRn(F>e_iTt7 (274)

n n
kde ¢, jsou libovolné komplexni konstanty, je také reSenim nestacionarni Schrodingerovy
rovnice. Vlnové funkce, které jsou linedarnimi kombinacemi stacionarnich vlnovych funkei,

tj. funkce ve tvaru se nazyvaji nestacionarni vlnové funkce. Jim ptislusejici stavy
nazyvame nestacionarni stavy.

33Viimavy ¢tenai by zde mohl namitnout, ze se nejednd o ,,pouhy“ nasobek, protoze multiplikativni faktor
zévisi na Case. A opravdu tento faktor obsahuje informaci o tom, jak se dany stav vyviji v ¢ase. Pokud
se ale pustime do méfeni polohy ¢astice (hledani, kde ji mizeme najit), budeme to délat v néjakém kon-
krétnim ¢ase tiereni. VInové funkce ¢, (7, to) a ¥, (7, tmereni) se opravdu navzajem lisi jen vyndsobenim
néjakou komplexni konstantou. Popisuji tedy stejny stav. Podobnou tvahu muzeme udélat pii méreni
jakékoli jiné veliciny, kterd explicitné nezavisi na case.
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Ukol 2.22 7 pfedchozich tvah je patrné, Ze nestacionérni vinova funkce je diky
linearité fesenim nestacionarni Schrodingerovy rovnice. I stacionarni Schrodingerova
rovnice je linearni. Lze tedy jeji feseni kombinovat. Je tedy kombinace stacionér-
nich funkei (tj. nestaciondrni vinovéa funkce

ch (F)e” i5t

fesenim stacionarni Schroédingerovy rovnice?

Ukol 2.23  Spoditejte hustotu pravdépodobnosti p(7,t) pro nestacionarni vlnovou
funkei (7, t) = 191 (7, t) + catho(7, 1), kde ¢; a ¢y jsou libovolné komplexni konstanty,
a diskutujte jeji zavislost na case.

Ukol 2.24  Ukaite, jak zavisi stfedni hodnota energie na ¢ase ve stavu, ktery je
popséan nestacionarni vinovou funkei (7, t) = 191 (7, t) + cotha(7, 1), kde ¢1 a ¢y jsou
libovolné komplexni konstanty a 1, a 1y jsou stacionarni vlnové funkce. Lze tento
vypocet zobecnit i pro kombinaci vice stacionarnich vinovych funkei?

Nakonec jesté zbyva okomentovat, zda nestacionarni vinové funkce (ziskané jako kombinace
stacionarnich vlnovych funkci dle vztahu zahrnuji opravdu vsechna feseni nestacio-
narni vlnové rovnice [2.66l Predpokladejme tedy, ze mame néjakou zcela obecnou funkci
U(r,t), kterd je fesenim nestacionarni Schrodingerovy rovnice. V okamziku ¢ = 0 plati,
ze funkce U(7,t = 0) patii do Hilbertova prostoru vinovych funkei a muze byt vyjad-
fena jako linedrni kombinace funkci baze tohoto prostoru. Jako bazi zvolime vlastni funkce
hamiltonindnu, tj. funkce R, (7). Tim dostédvame

\If t—O ZC” n(f‘):Zann(F,t:O),

kde ¢, jsou vhodné zvolené komplexni konstanty. Casovy vyvoj pravé strany zname a diky
linearité nestacionarni Schrodingerovy rovnice je jedno, zda ,nejprve secteme funkce a
potom je nechame vyvijet v case®, nebo budeme nejprve uvazovat casovy vyvoj kazdé
stacionarni vinové funkce a teprve poté vysledek secteme. 7 této tvahy je patrné, ze ne-
stacionarni vlnové funkce popisuji vsechna TeSeni nestaciondrni Schrodingerovy rovnice.

Zaveérem si dovolime jesté znovu pripomenout, ze vSechny uvahy v této kapitole jsme délali
za predpokladu, ze hamiltonian systému nezavisi explicitné na case. Klasifikace stavi a
vlnovych funkei na stacionarni a nestacionarni se tedy vztahuje jen na tento pripad. Ma-li
naproti tomu studovany systém casové zavisly hamiltonian H (t), plati pouze nestacionarni
Schrodingerova rovnice a vsechny stavy systému jsou stavy nestacionarnimi.
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Ukol 2.25 Ukazte, Ze Casovy vyvoj zachovavd normovanost.

2.4.3 Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity v diferencidlnim tvaru je vlastné jen jinym vyjadrenim zakona zacho-
vani. Naprtiklad zakon zachovani elektrického ndboje v néjakém konkrétnim bodé mizeme
napsat jako

dp -
— +divy =0,

ot
kde p je hustota naboje a 7 je hustota elektrického proudu. Prvni ¢len vyjadiuje, jak moc
se v daném bodé zménilo ,,mnozstvi“ naboje, druhy ¢len urcuje, zda prevazuje ,,odtékani*
¢i ,pritékani“ naboje do daného mista. Zména mnozstvi je dana ,nerovnovahou pritoku a
odtoku®“. Podobné 1ze rovnici kontinuity napsat i pro proudéni tekutin, kde zachovavajici
se veli¢inou je hmotnost. V tomto pripadé p bude hustota, hustotu toku vyjadrime jako pv/
a rovnice kontinuity bude mit tvar

op ..
— +div pv = 0.
ot

Na konci predchoziho kapitoly jsme vidéli, ze se zachovava normovanost vinové funkce,
tj. pravdépodobnost nalezeni ¢astice v celém prostoru zistava rovna jedné. Na to lze na-
hlizet i tak, ze pravdépodobnost nalezeni ¢astice se chova jako idedlné nestlacitelnd teku-
tina. NapiSme rovnici kontinuity pro hustotu pravdépodobnosti nalezeni castice p(7t) =
Pr(FE)Y(r)

dp

ot
To, co nam ale chybi, je vyznam hustoty toku pravdépodobnosti j Budeme tedy upravovat
prvni ¢len tak, abychom dostali vyraz ve tvaru ,divergence nécéeho“, coz poté prohlasime

za hustotu toku pravdépodobnosti j Pustme se do tprav (pro zkraceni vyrazi nebudeme
vypisovat proménné vinovych funkei)

Op _ e 0ur
ot ot ot

+divj = 0.

%
ot

+ "
Za derivaci vinové funkce dosadime z nestacionarni Schrodingerovy rovnice

. o 1=



2.4. CASOVY VYVOJ STAVU KVANTOVEHO SYSTEMU 75

posledni rovnost komplexné sdruzime a uvédomime si, ze ¢as t je redlny a operator H

hermitovsky
o 1=\ o 1=
( 8t> (me) - o T wtv

Po dosazeni do rovnice kontinuity dostavame

I
o= o (~veHY + ¢ Hy).

A7 do tohoto okamziku byly provedené kroky obecné, ale dalsi upravy smérujici k ziskani
typického tvaru rovnice kontinuity zavisi na tvaru hamiltonianu H. Omezme se zde zatim
na pripad pohybu c¢astice v konzervativnim silovém poli charakterizovaném potencialni
energii V(7,t). Hamiltonidn mé v takovém pifpadé tvar (B je jednotkovy operator)

H=—A+V(FtE. (2.75)

Dosadme tento hamiltonian do predchozi rovnice

dp 1 h? h?
m_m<—w<—2a+v>w + (—A+v)¢>

Cleny s potencidlni energii se diky komutativité nasobeni funkei odeétou

op _ h o s
5 = i WOV —YTAY). (2.76)

Pravou stranu chceme mit ve tvaru divergence. Zkusme si nejprve zavorku na pravé strané
napsat pro jednorozmérny pripad. V jedné dimenzi je vlnova funkce ¢ = v (z,t), Laplaceiv
operator A se redukuje na druhou derivaci podle souradnice x a divergence na prvni
derivaci podle soutadnice. Rovnice kontinuity méa tedy tvar

dp h 0?
ot 2im (1/1 8x2w w >

Pokud vyuzijeme pravidlo o derivovani soucinu, plati

o ( o\ oy o O
AGSE v

ox Ooxr Oz 0x?

a rovnici kontinuity muzeme tedy upravit na

o h [a( aw*) o O a( aw) aw*aw]
Ox ’

ot 2%im ox ¥ ox Oox Ox

oxr Ox ox
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kde se druhy a ¢tvrty ¢len v zavorce na pravé strané odectou. Po tpravé dostavame

9 _ h 9 [ Ot O
ot 2im Ox or oxr )’

coz uz je hledany tvar s divergenci. Hustotu toku pravdépodobnosti j v jednorozmérném

pripadé ziskdme porovnanim posledni rovnosti s rovnici kontinuity v jednorozmérném tvaru

9 _ _ 95 :
5 = xJako

= (w S — Y w) (2.77)

Ve tifrozmérném piipadé postupujeme zcela stejné. Druhy ¢len na levé strané rovnice [2.76]
upravime nasledovneé

a?w 3 3.9y o

Podobné postupujeme i s prvnim ¢lenem na levé strané rovnice a zjistime, ze soucty
s prvnimi derivacemi se odec¢tou. Dostavame tedy

op h S0 o, 0
o Ly (www¢

) 2h div (¢grad ¢* — ¢ grad ¢),

ot~ 2im = Oy, oxy, B oxy,
odkud po porovnani s obecnym tvarem rovnice kontinuity % = —divj plyne
j (¢ grad) — ¢ grad ¢*) , (2.78)

coz je hledany tok hustoty pravdépodobnosti.

Ukol 2.26 O hustoté pravdépodobnosti p vime, Ze ma jen redlné (dokonce jen
nezaporné) hodnoty. Mizeme néco takového rici i o hustoté toku pravdépodobnosti 57

Rovnice kontinuity spojuje hustotu pravdépodobnosti p a hustotu toku pravdépodobnosti
j vzdy v konkrétnim bodé. Provedeme integraci rovnice kontinuity pres objem V' vymezeny
vnitikem libovolné uzaviené plochy Sy a dostaneme
dp

/ (— +divj)dV =0 (2.79)

Jv ot
a dale provedeme podle Gaussovy véty transformaci objemového integralu z divergence
vektorové funkce na plosny integral

| L L d g -
< / pdV + / joag==< / pdV + / ., dS =0, (2.80)
dt Jv JSy dt Jv J Sy
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kde j, je prumét vektoru jdo vneéjsi normaly k plose Sy. Tim jsme dostali rovnici kontinuity
v integralnim tvaru. Snadno nahlédneme, Ze casova derivace objemového integralu ma
vyznam prirtistku pravdépodobnosti nalezeni ¢astice uvniti objemu V' za jednotku casu.
Plosnému integralu pak je mozné prisoudit vyznam ,mnozstvi pravdépodobnosti®, které
projde za jednotku c¢asu celou plochou ohranicujici objem V' smérem ven.

—

Ukol 2.27  Uréete hustotu toku pravdépodobnosti j pro vlastni funkce operatoru
hybnosti p a operatoru kinetické energie T' (viz strana

Ukol 2.28 Napiste vztah pro hustotu toku pravdépodobnosti fpro stavy popsané

1. stacionarni vlnovou funkci,

2. nestacionarni vilnovou funkei rovnou linedrni kombinaci dvou stacionarnich vlno-
vych funkei,

3. realnou vlnovou funkei.

Zamérte se zejména na casovou zavislost hustoty toku pravdépodobnosti.
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Reseni tkola z kapitoly

Reseni ZE]

V ramci klasické mechaniky je stav jednoho hmotného bodu v daném okamziku jedno-
znacné popsan, uvedeme-li jeho polohu pomoci polohového vektoru 7 a jeho hybnost p.
Oboji jsou vektorové veliciny, takze se jedna o Sest cisel, konkrétné v kartézskych sourad-
nicich o soufadnice polohy = (z,y,2) a slozky vektoru hybnosti = (p,,py.p.). Pouzit ale
muzeme i jakékoli jiné (zobecnéné) soutadnice a jim prislusejici (zobecnéné) hybnosti.

V pripadé, ze by se jednalo o jednodimenziondlni pohyb, pak by byla potieba ,cisla“ jen
dvé. Pro dvoudimenzionalni pohyb ¢étyfi.

Pohyb (= vyvoj stavu) hmotného bodu potom uréuji mechanické pohybové rovnice, napt.
druhy Newtonuv zakon, Lagrangeovy rovnice nebo Hamiltonovy kanonické rovnice.

Reseni 2 Pokud jste na polozenou otdzku odpovédeéli ,t¥i“ nebo ,Ctyri®, a to kon-

vvvvv

Vektor souradnic ve vlnové funkci neznamena polohu c¢astice v daném case, proto neni ani
vhodné ho nazyvat polohovym vektorem. Ale tii souradnice (napf. x,y,z) jsou spolu s ¢asem
proménnymi vlnové funkce, tj. ¢(7,t). To znamen4, ze pro kazdy c¢asovy okamzik (cas t)
je tfeba kazdému bodu prostoru (ur¢enému vektorem 7) prifadit komplexni ¢islo, ¢imz
vznikne funkce, které rikame vlnova funkce. A teprve tato funkce popisuje stav ¢éstice, coz
presnéji feceno znamend, ze obsahuje veskerou informaci, tj. vSe co se da o ¢astici v daném
stavu zjistit, zjistime z dané vlnové funkce, neni tieba jiz dodavat nic dalsiho.

Jednotlivych ,.¢isel“ tedy nezadavam Sest jako v klasické fyzice, ale nekone¢né mnoho. Neni

tedy divu, ze je zde popis stavu bohatsi a komplikované;jsi.

Reseni 2 Ve vsech pripadech se jedné o funkci redlné proménné x, kterd zde hraje
roli souradnice polohy. Zbyva nam tedy ovérit, zda jsou funkce spojité a zda maji spojité
derivace. Spojitost je patrna u vsech funkei.

Funkce 14 a 17 nemaji spojité derivace v bodé x = 0. Funkce 13 neméa spojité derivace
v bodech z = +a. Tyto funkce tedy nesplnuji ani 1. ¢ast postulatu o vlnové funkci.

Pozndamka: Predem prozradime, Ze vétsina funkci, kterd zatim ,prosly“, nebude spliovat
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druhou podminku, a to tzv. podminku ,normouvatelnosti®. Z této podminky také uvidime,
ze nutné A # 0. Na druhou stranu v nekterych pripadech se v ramci zjednoduseni situace
uchylime k ,nerealistickému“ modelu a z podminky na spojitost prvnich derivaci vinové
funkce ustoupime.

Reseni 2. Obé strany rovnosti museji mit stejny rozmeér. Prava strana je bez-
rozmérnd, proto |1 (7,t)|* musi mit rozmér ,1/objem* a samotna funkce ¢» ma v piipadé
t¥idimenzionalniho prostoru jednotku m~=3/2. V pifpadé jednorozmérného pohybu vychézi
jednotka pro vlnovou funkei m~/2 a v pifpadé dvourozmérného pohybu m—'. I tento vysle-
dek néas utvrzuje v tom, ze samotna vlnova funkce neméa primocarou fyzikalni interpretaci.

ReSeni 2. Pokud ma byt funkce normovana, tak musi splnovat podminku , cOZ
znamend, Ze musi existovat vlastni (= konecény) integréal pres cely prostor z druhé mocniny
jejl velikosti. Pokud je tento integral konec¢ny, ale neni roven jedné, pak lze jeho hodnotu
yupravit“ vynasobenim funkce ¢ vhodnou konstantou.

V nasem pripadé se jednd o funkce definované pro x € (—o0,+00) a pres tento interval
budeme také integrovat. V pripadé neomezenych funkei, tj. funkei 11, 15 a 13, bude integral
urcité nekonecny. Podobné i u funkei, které osciluji, tj. 15 a 7. U zbyvajicich tii funkei,
tj. funkei ¢y, V5 a g, 1ze vhodnou konstantu nalézt.

V piipadé, Ze se jednd o funkci definovanou na celém R, tak nutnou (nikoli vsak postacujici)
podminkou normovatelnosti je

A, Vo) =0
Reseni 2.@ Princip superpozice se nam obvykle vybavi v souvislosti se skladdnim

sil, resp. pohybi. Riké, Ze vysledek ptisobeni sil mizeme uréit dvojim zptisobem — bud
nejprve secteme sily a potom feSime pusobeni jejich vyslednice, nebo nejprve urcime, jak
pusobi kazda sila zvlast, a slozime vysledky jejich piisobeni. To, Ze oba zpusoby davaji
stejny vysledek, souvisi tim, Ze rovnice popisujici pohyb — podobné jako vétsina rovnic i
z dalsich fyzikalnich obort, se kterymi jste se setkali — je linearni. Podobné se skladaji
amplitudy elektromagnetickych vin ¢i akustickych signali.

Reseni 2 Vsechny potiebné vlastnosti ovérime piimo pomoci definice skalarniho
soucinu 2.6k

1. Linearita (ve 2. slozce): (¥ | 111 + caths) = ¢y (¢ | 1) + 2 (W | 1)
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Dle definice skaldarniho souc¢inu

(] erhr + carpe) = / Y (cripr + corpy) dV =

c.p.

pouzijeme linearitu integralu
= 01/ Y dV + 62/ Vihy =
c.p. c.p.

a integraly prepiSeme zpét pomoci skalarniho soucinu

=c1 (V] 1) +ca (Y| o)

. Symetrie: (¢ | ¢) = (¢ | )"

Opét dle definice

Wley=[ weav=[ (o) av=

kde jsme vyuzili komutativnosti nasobeni funkci a vlastnosti komplexniho sdruzeni.
Pokud si uvédomime, Ze element prostoru je redlny (stejné jako prostorové souradni-
ce), a tedy plati dV = (dV)*, muzeme psét

= ([ evav) =elor

. Pozitivni definitnost: (1| ) > 0 a zéroven (¢ |¢) =0 < ¢ =0

Napisme si nejprve prvni ¢ast
W)= [ wwav=[ P,
c.p. c.p.

coz je integral z nezadporné funkce, ktery je nutné nezaporny. Navic integrujeme spo-
jitou funkei (viz postuldt o vlnové funkei), coz znamend, Ze nulovy muze byt jen
tehdy, kdyz je integrovana funkce konstantné nulova, coz znamend, ze i ¢ musi byt
konstantné nulova.

ResSeni 2 Nejprve pomoci symetrie prohodime slozky skalarniho soucinu a potom
pouzijeme linearitu jeho druhé slozky, kterou jsme si dokazali v predchozim tkole.

(1t + catha | V) = (W | cxthr 4 cov02))™ = (cr (W | 1) + 2 (W | o))" =

a potom vyuzijeme vlastnosti komplexniho sdruzeni a opét symetrii

AW )"+ ) =l (Y[ ¢) + ¢ (o] )
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ResSeni 2.@ Fyzikélni veli¢cinou muze byt tfeba kinetickd energie T, potencialni
energie V, ¢i jejich soucet — celkova energie E. Déle se potkame napr. s momentem hybnosti
L. Hmotnost m a naboj ¢ budeme chapat spise jako konstanty, které popisuji ¢astici, nikoli
jako veliciny souvisejici s jejim stavem. Podobné mé své specidlni postaveni i ¢as, ktery
funguje jako parametr udavajici posloupnost jednotlivych stavi.

Pripomenme si, ze v klasické mechanice popisujeme stav ¢astice pomoci jeji polohy 7 a
hybnosti p. Vyse zminéné fyzikalni veli¢iny umime vyjadrit jako funkce polohy a hybnosti:

p? p? -
T="", V=V, E=V+T=-—+V(#), L=Fxp

2m 2m

Pokud je c¢astice v néjakém konkrétnim stavu, tak hodnotu, kterou bychom namérili v ex-
perimentu, pro vybranou veli¢inu urc¢ime tak, ze do jejtho vyjadreni dosadime konkrétni
hodnoty polohy a hybnosti. Tj. veli¢ina v klasické fyzice vystupuje jako funkce, jejiz ¢iselné
hodnoty primo koresponduji s hodnotami namérenymi v experimentu.

ReSeni 2 Operétor je vlastné zobrazeni, které funkci priradi jinou funkci. Tj. ta-
kova ,skrinka‘“, do které vstupuje funkce a ,vyléza“ jina funkce jako vysledek.

Pokud porovname uvedené pojmy, tak nejjednodussi je funkce, ktera ¢islu prirazuje jiné
¢islo (pripadné néjaké n-tici ¢isel k-tici Cisel, pokud se jedna a vicerozmérnou funkei vice
proménnych). Prikladi zndmé mnoho, tfeba funkce sinus nebo funkce, ktera poloze v okoli

vvvvvv

vvvvvv

rivovani — to je vlastné také operator — do postupu vstupuje funkce a my ji podle presné
danych pravidel ,derivujeme* az dostaneme vysledek.

Zkuste sami vymyslet dalsi priklady funkcionali a operatori, se kterymi jste se jiz setkali.

Reseni 25]

1. Aby vyniklo to, Ze operator ,méni vstupni funkci na jinou funkci“, budeme je slovné
prepisovat jako pokyny/rozkazy:

a) Vynasob tfemi.
b) Umocni na druhou.
¢) Zderivuj podle proménné .

d) Funkci komplexné sdruz.
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e) Vynésob soufadnici ;.

f) Postupné spocitej druhou derivaci vstupni funkce podle souradnic zy, x2 a x3 a
vsechny t1i vysledky se¢ti. (Pozn. Toto je tzv. Laplaceiv operator.)

2. Integraly zname dva, neurc¢ity a urcity. Neurcity integral prifazuje funkci zase jinou
funkei (tzv. primitivni funkei), takze ten muzeme povazovat za operator. Urcity integrél
(na néjakém konkrétnim intervalu) pritazuje funkei ¢islo, tj. jedna se o funkciondl.

4. My jsme jako operator definovali zobrazeni z prostoru H zpét do toho samého pro-
storu, jinak by nebylo mozné operatory sklddat=ndsobit), proto gradient ani divergence
nejsou vlastné operatory v nasem smyslu. Tomuto pozadavku vyhovuje rotace, Laplacetv
operator A a Hamiltontiv (vlnovy) operator .

5. Pokud budu é&islo = konstantu ,vnimat“ jako konstatni funkci (= funkci, kterd bez
ohledu na ,vstupujici“ ¢islo vrati vzdy stejnou hodnotu), pak mohu funkciondl vnimat
také jako operator, ktery ale prifazuje vsem funkcim vzdy konstantni funkce. Podobné lze
chépat i funkci jako operator, ktery je ale definovany jen na mnoziné konstantnich funkei.

ReSeni 2 V obou pripadech provedeme kratkou tvahu. Operator polohy 7 mé
vyznam ,,vynasob vektorem soutradnic, resp. jeho prislusnou souradnici®. Nasobeni ¢islem
je obecné komutativni. Funkce f (79) vznikne tak, Ze na mista, kde byly v puvodni funkci
f(7) souradnice, dosadime operatory souradnice, coz néas ale vzhledem ke tvaru operatoru
soutadnice privede zpét k dané funkci. Vyznam operatoru f (1%) je tedy ,,vynasob funkci
(7). A ndsobeni funkei f; a fo komutuje.

V pripadé operatoru hybnosti ﬁ je situace podobna. Do dané funkce budeme za jednotlivé
proménné dosazovat operatory slozek hybnosti a poté vyuzijeme zaménnosti derivaci.

Matematicky lze dikaz provést napiiklad rozvojem funkei f do Taylorovy rady, ¢imz komu-
tatory funkci prevedeme na soucet ¢leni obsahujicich komutatory [7" 77] = 0, resp. [p ﬂ = 0.
Timto postupem lze ukézat, Ze tvrzeni plati pro libovolny linearni operator Aa operatorové
funkce f(A), g(A), tj. ze plati

[f(A), g(A)] = 0.

ResSeni 2 Ovéteni prvnich dvou pravidel je velmi jednoduché, pti ovéreni tietiho
pravidla se postupuje nasledovné:
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do vyrazu pripiseme Sikovné zapsanou nulu (druhy a treti ¢len)

= ABC — BAC + BAC — BCA =
a vytkneme vyrazy, které mizeme prepsat zpét na komutatory

= (AB - BA)C + B(AC — CA) = B[A,C] + [A,B]C.

Podobné bychom postupovali i pro komutator [AB,C’] Zkusme ale zkombinovat pravé
odvozeny vztah a antisymetrii komutatoru. Dostavame

Podle odvozenych pravidel miizeme ted rozepsat na jednoduché komutatory i komutator,
ktery ma ve druhé slozce t¥i operatory (abychom mohli pouzit odvozeny vztah, tak v prvnim
kroku bereme C'D jako jeden operator)

Reseni 2.@

a) Do prvniho vztahu dosadime ze vztahu vyjadieni L, pomoci operatorit polohy
a hybnosti a vyuzijeme linearitu komutatoru:

(Lo, &) = [£oPs — B3pa,20] = [BoPs, 0] — [£3Pa,Ba)-

Dale opakované aplikujeme pravidlo [2.28] resp. jeho obménu, ktera obsahuje souc¢in opera-
tort v prvnim ¢lenu. Dostavame tak:

[L1,82] = Zo[Ps, @] + [Z2, Zo|P3 — T3[Pa, To] — [£3,22]P2,
pricemz pouze treti ze ¢tyr jednoduchych ziskanych komutatort je nenulovy:

[L1,20) = —@3[pa, £o] = ihis.
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Porovnejte s vysledkem vypoctové tlohy [2][6]

b) Vypocet druhého komutatoru probihd zcela stejné jako v predchazejicim odstavei — do
vztahu dosadime ze vyjadieni L; pomoci operatori polohy a hybnosti, vyuzijeme
linearitu komutatoru, rozepiseme na ¢tyti jednoduché komutatory a dostavame:

[f/luﬁi’)] = Zo[P3,p3] + [T2, P3]Ps — 3[P2, P3] — [3,D3]P2,
kde pouze posledni ze ¢tyT jednoduchych ziskanych komutétort neni nulovy:
[L1,p3] = —[23,p3]p2 = —ihpo.
Porovnejte s vysledkem vypoctové tlohy [2]/6]

c¢) I nyni za¢neme tim, ze dosadime za operatory L; a Ly podle vzorcu a ziskany vyraz
upravime diky linearité komutatoru na tvar:

[L1,L2] = [22P3 — T3Pa, T3p1 — £1P3] = [T2Ps, T3P1] — [L3pPa,Bap1] — [T2Ds,21D03] + [£3P2,21Ps)-
Dostali jsme tak linearni kombinaci ¢tyt slozenych komutatort, z nichz druhy i tieti jsou
nulovymi operdtory, nebot obsahuji ¢tverice operatort navzajem spolu komutujicich (neni-
li to uplné zfejmé, ovéite si peclivym rozepsanim). Prvni a ¢tvrty komutator obsahuji
nekomutujici operdtory 23 a ps, jejichz komutétor je [Z3,p3] = ith, takze po opakovaném
pouziti [2.28] dostaneme:

[leyﬁz] = Za[P3,23|p1 + £1[23,P3|P2 = 1A(Z1P2 — Zopr) = ihls.

Analogicky lze odvodit i komutac¢ni relace pro dalsi dvé dvojice slozek momentu hybnosti.

Vypocet muzeme i zkratit, pokud zobecnime vysledky ¢asti a) a b)
[Ly,Ls] = [Lu,@3p1 — &1p3) = [L1.23)p1 — 21[L1,ps] =
= (—ihdo)p1 — 21(—ihpe) = iA(Z1P2 — Top1) = ihf/:s-

d) Pro posledni komutator rozepiSeme operéator kvadratu velikosti momentu hybnosti a diky
linearité komutatoru ziskame:

[f/laf/2] - [f/lu-z\/% + -f/g + -Z\/:Qi] - [fjlrzlf/l] + [-zlu-iQ-f/Q] + [-Z\/laf/3f/3]7

kde prvni ¢len obsahuje pouze vzajemné komutujici operatory a je tedy nulovym operato-
rem. Rozepsanim zbyvajicich dvou slozenych komutatori podle dostavame:

[fmp] = [:2 [le,fzz] + [fmfa]fa + ﬁ3[ﬁ1,ﬁ3] + [f/17£3]f/3-

Komutétor [Ly,Ls] = ikiLs jsme jiz vyjadfili v pfedchozim tikolu, analogicky lze dopoditat,
ze [Ly1,Ls] = —ihLy. Po dosazeni tak dochézime k vysledku:

[L1,L%] = 0.
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ReSeni 2 Ve stavu ¢ = %?/)1 + \/g (19 + 13) muZzeme namérit pouze energie
odpovidajici vlastnim ¢islim Hamiltonova operatoru, tj. £y = E, Es = 4F nebo F3 = 7E.

Podle vztahu je pravdépodobnost naméteni vlastniho ¢isla E,, ddna vyrazem p(E,) =

2 7 v ’ I
Z‘%I‘c 7 V nasem pripadé tak dostavame:
n n

L 1

p(E) = 155 = ¢
3T3T3

2

< 2
p(E2)21 g 7 =

2

2 2
p(E3)—1 g 2 — &

Stredni hodnotu energie ve stavu ¢ ur¢ime podle vztahu [2.49;

_sE+3UR) +3(TE) 23,
st+2+2 5

(E)y

Na tento vypocet lze vlastné nahlizet jako na vypocet vazeného pruméru, a lze jej analo-
gicky provést také s vyse spoctenymi pravdépodobnostmi, coz je také vyjadieno vztahem

12.49¢
1. 2 2 23
(B)y =Y p(E)E, = cE + -(4E) + Z(TE) = TE.

Po méreni, ve kterém namérime hodnotu energie 4F, se systém bude nachazet ve stavu
popsaném vlastni vlnovou funkei vs.

Reseni 2@

1. Ano, je mozné na téchto systémech namérit rizné hodnoty velic¢iny A, tedy ruzna
vlastni ¢isla prislusného operatoru. Vime, ze pred mérenim byly systémy popsany
stejnou vlnovou funkci, tedy byly ve stejném stavu. Pokud byla naméfena ruzna
vlastni ¢isla, stavy systémi po méreni prislusi riaznym vlastnim funkcim — jsou tedy
ruzné. Dale miizeme o ptivodni vinové funkci rici, Zze neslo o vlastni funkci operatoru A
— v takovém pripadé by nebylo mozné namérit pro oba systémy rtzna vlastni ¢isla.

2. Pokud meéfeni ihned zopakujeme, naméfime opét hodnotu (= vlastni ¢islo) A;.

3. Vlnovou funkci nelze principialné zjistit mérenim.

Pokud méame k dispozici jediny systém a provedeme métreni néjaké veliciny, dostaneme
jako vystup jediné vlastni ¢islo. Tim zjistime pouze skutecnost, ze ve vinové funkce
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popisujici stav pred mérenim je u vlastni funkce, které namérené vlastni ¢islo prislusi,
nenulovy koeficient.

Ale ani kdybychom disponovali velkym mnozstvim systému ve stejném stavu a v kaz-
dém z nich méfeni provedli, nejsme schopni pivodni vlnovou funkci zrekonstruovat
— muzeme sice odhadovat, nakolik rtizné vlastni funkce prispivaji do ptvodniho su-
perponovaného stavu. Konec¢nym, ale opravdu velkym poctem méreni miizeme ziskat
velmi dobré odhady pravdépodobnosti naméreni jednotlivych vlastnich ¢isel. To nam
ale dava informaci jen o velikosti prislusnych koeficient v rozvoji hledané vinové
funkce jako linearni kombinace vlastnich funkci. Nedozvime se nic o fazich téchto
obecné komplexnich koeficienti. Takze i kdyby se jednalo jen o superpozici dvou
vlastnich funkei 11 a 15, tak po mnoha mérenim budeme védét, ze stav byl popsan
vinovou funkei

Y= /p11 + \/Eeié%a

kde 4 je libovolné redlné ¢islo (toto ¢islo nazyvame relativni faze).

ReSeni 2 Pokud by byl komutator KY AB - BA hermitovskym operatorem,
platilo by pro kazdé dvé vlnové funkce 1, ¢:

(V] Ke) = (K| o)

Pokud ale dosadime vyjadieni pomoci operatori A a B, dostavame s vyuzitim linearity
komutéatoru a definice hermitovského sdruzeni:

A

(v| K¢) = (v | (AB = BA)p) = (v| AByp) — (v | BAp) =

= (B'A'y| o) — (A'Bly | o).
Dle predpokladu uvedeného v tloze jsou oba operatory hermitovské, tj. At = /Al, Bt =B ,
¢imz ziskavame:

(V| Kp)=((BA=AB)p| @) = (—K¢| o).

Komutétor K tedy neni hermitovskym operatorem, ziejmé plati Kt = —K. Abychom
doséhli hermitovosti K, pottebovali bychom zfejmé k tomuto operatoru ,pridat® néjaky
¢len, ktery by pfi hermitovském sdruzeni zménil znaménko. Takovym vhodnym ¢lenem je
imaginarni jednotka — analogickym postupem vyzkousejte, ze operator iK jiz hermitovskym
operatorem je.

ReSeni 2 Provedeme velmi priblizny odhad, ve kterém budeme uvazovat, zZe
neurcitost rychlosti je srovnatelna s velikost{ rychlosti, tj. dv=1075 m/s. Pak dostdvdme
odhad:

dxdp = méxdv=10"%"Js.
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Tato hodnota je o témér osm tadi vetsi, nez limit g dany relacemi neurcitosti — jsme tedy
,bezpecné* vzdaleni od oblasti, ve které zacinaji relace neurcitosti do fungovani mikrosvéta
promlouvat.

Reseni 2 Budeme pro hruby odhad uvazovat, ze neurcitost polohy dz je srovna-
telnd s velikosti jadra (pokud by byla mensi, dostali bychom vyssi odhad minima energie).
Diky tomu mizeme odhadnout miniméalni neurcitost hybnosti:

h

pro atom 6p = — = 510 % kgms™*,
20w

Ny . h . —921 —1

pro jadro op = — = 5100 kgms .
20w

Také o hybnosti budeme predpokladat, ze jeji neurcitost je srovnatelna s jejimi hodnotami
(0p ~ p), odkud lze odhadnout minimum energie jako jako:

Dosadme konkrétni hodnoty pro jednotlivé pripady

atom jadro
elektron 1072 J~0,1eV  10712J ~ 10" eV ~ 10 MeV
proton 1072 J~107%eV 107" J =~ 10%eV ~ 10keV

ReSeni 2 Vypocet je zcela primocary:
Pn(Tit) = V57, 1)ihn (7, 1) = R*(F)elEnt/M R(7)e1Ent/h — | R(7) |2,

Z vypoctu je vidét, ze hustota pravdépodobnosti na case nijak nezavisi. Mista, kde je mozné
s velkou pravdépodobnosti nalézt danou ¢astici, se v ¢ase neméni. Z tohoto divodu se tato
feseni nazyvaji stacionarni a rovnice stacionarni Schrodingerova rovnice.

Pozor: Neni ale pravda, ze by na case nezavisela stacionarni vinova funkce, ta na case
zavisi. Tuto zavislost zname.

Reseni 2. Vypocet je opét zcela primocary — vyuzijeme definici stfedni hodnoty
a dosadime tvar funkce 1,

<A>wn(f’,t) = <1/Jn(F, t) | AQ/Jn(F’ t)> — <R(7:’)e—iEnt/h| AR(F)e_iE”t/h> _
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a vytkneme cCasové ¢leny pred skalarni soucin (vyuzijeme linearitu skaldrniho soucinu a
operatoru A)

_ oilEnt/hy Bt /h <R(f‘) | AR(F’)>) = (A) R.(7)-

Z posledni rovnosti je vidét, ze stfedni hodnota A zavisi jen na prostorové c¢asti vlinové
funkce, nikoli na casu.

Reseni 2. Prostym dosazenim funkce ¢(7,t) =3, can(F)e_i%t do stacionarni
Schrodingerovy rovnice dostavame pozadavek:

> anan(F)e’iETnt =FE> can(F)e’iETnlt

jejiz splnéni by vyzadovalo pro vSechna n : E,, = E, coz obecné rozhodné neplati. Funkce
U(rt) =X, can(f’)e_i%t tedy neni feSenim stacionarni Schrédingerovy rovnice. Tento
z&vér jsme ovSem mohli zahlédnout i bez pouziti matematiky — nase funkce (7, t) je sice
linearni kombinaci Teseni, ale nejde o n Teseni téze rovnice, ale o feseni n riznych rovnic
(kazda rovnice ma svoji hodnotu E,,).

ResSeni 2 Jedna se o primocary vypocet:
p(r,t) = V" (F )Y (7, 1) = (1t (7, 1) + catha(7) " (1t (7 1) + catdo (7)) =
(E1-Eg), ((E1-E9),

= |C1|2|R1|2 + ‘CQ|2|R2|2 + CTCgRiRgei h + clchlRée_l h s

kde posledni dva cleny jsou navzajem komplexné sdruzené, tj. jejich soucet je redlny a
roven dvojnasobku redlné ¢asti jednoho z téchto clent.

Z vypoctu je vidét, ze pokud obé stacionarni vlnové funkce v (7, t) a 1o (7, t) prisluseji riz-
nym hodnotam energie, potom hustota pravdépodobnosti je v ¢ase periodicka. Frekvence
casové zmeény p je umérna rozdilu energii obou stavi.

ReSeni 2. Vypocet si zjednodusime predpokladem, ze vsechny vinové funkce, tj.
psiy, Yo 11, jsou normované. Resit budeme opét primocarym vypoctem:

(E)y = <¢ | ﬁ¢> = <011/’1(7?= t) + (7, 1) | H (cxth (7, ) + cotba(F, t))> :

Diky bilinearité skalarniho souc¢inu upravime:

(B)y = lea” (wn | Hipn) + ciea (| Hba) + cer (| Hipr) + |eal” (o | Hepo )

Ted vyuzijeme znamé piisobeni Hamiltonova operatoru na stacionarni funkce 1, a 19

(E)y = |a1]® (1| Exn) + ciea (1 | Batba) + her (W2 | Exhr) + |cal? (v | Eatdo) .
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Konstanty vytkneme pred skalarni souciny a vyuzijeme ortonormality funkei ¥; a 1y
(E)y = |1 By + |ea s,

odkud je patrné, ze stfedni hodnota energie je i v nestacionarnich stavech nezavisla na
case.

Pokud je hamiltonian nezavisly na case, lze tento zavér zobecnit i pro linearni kombinaci
vice stacionarnich funkci. Pro nenormované vinové funkce by vypocty byly jenom ,,0 néco
delsi®, protoze pri pouziti vztahu pro stfedni hodnotu bychom museli pouzit vztah
tj. funkce ,,donormovavat“. Postup by byl stejny.

Nezavislost stfedni hodnoty energie na Case pro casové nezavisly hamiltonian je vlastné
vyjadirenim zakona zachovani energie v kvantové mechanice.

Reseni 2 Nejprve to ukazme pro stacionarni stavy, potom pro nestacionarni.

Pro stacionarni stavy je to jednoduchy vypocet. Predpokladejme, ze 1, (7, t = 0) = R, (7)
je normova, tj. plati (¢, (7, t = 0) | ¢, (7, t = 0)) = 1. Pocitejme ted v obecném case:

<¢n<f" t) | "l}n(f; t)) < (f)e t| R, ( ) Eﬁnt> =e Ente_lE < (f’) | R, (f’))
= (¥n(F 1 =0)| Y, (7t =0)) = 1.

Pro nestacionarni stav ¢ (7, t) = 3, ¢ 1, (7, t) muzeme psét

(W7, 1) | 1)) = <zcnwn<ﬁ 1S e t>> _

kde jsme si dali pozor na odliSeni obou scitacich indexti. Vyuzijeme linearitu skalarniho
soucinu

= ZZC ek (Un (T 1) | (7 1)) ZZC crpe' it (R (7) | Ry (7)) =

a ortogonalitu vlastnich funkci hamiltonianu, tj. (R, (7) | Ri(7)) = Onk
= Z [enl® (B (7) | Ru(7))

coz se rovna podmince normovanosti v ¢ase t = 0. Tedy pokud byla funkce ¢ normovana
v case t = 0, zlistane normovana i v pozdéjsich ¢asech.
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ReSeni 2. Abychom posoudili realnost hustoty toku pravdépodobnosti j’, staci
cely vyraz pro 3 komplexné sdruzit:

= h * * x h * * =
J= g (¢* grady — ¢ grady)™) = j° = ——— (Y grady™ — " grade)) = j.
im 2im

-

Dosli jsme tedy k rovnosti j = ;’*, odkud plyne, ze hustota toku pravdépodobnosti musi
byt realna.

Odpoved lze ziskat také zcela bez vypoétu — vyraz (¢* grady — i grady*) predstavuje
rozdil komplexniho ¢isla a ¢isla k nému komplexné sdruzeného. Tento rozdil je vzdy ryze
imaginarni a po prenasobeni imaginarni jednotkou v definici j tak dava ¢islo realné.

-

Reseni 2 Do defini¢niho vztahu pro hustotu toku pravdépodobnosti j dosadime
vlastni funkce operatoru hybnosti 1%, které maji tvar: ¢(7) = Cel'n (vztah , kde p'je
,vektor poskladany z vlastnich hodnot operatortu jednotlivych slozek hybnosti®, tj. je to
konstantni vektor

!
Rl
Rl

D

) —Ce'n grad(C’*eiﬁﬁF)) .

:v‘@‘
;ﬁ“ﬁ

-~ h h : .
J = — (¢" gradyp — ¢ grady™) = — (C’*e1 grad(Ce'
2im 2im

Spoctéme gradient

vy
grade'n =

. PxTH+pyy+pzz cPxT+Pyy+pzz . Pxx+pPyy+pz2z
( oe! n Oe! 3 oe' 3

Po dosazeni ziskame: " ) ) .
o 1 1 p
=—(|C)P= CP?= ) = |C]?=.

J 2im<| |hp+| ‘hp | |m

Dostavame tedy konstantni tok, ktery je timérny klasické rychlosti ¢astice

3k

V jednorozmérném piipadé by tok vysel
. p
J = |C’277
m
tj. ma stejné znaménko jako p, takze muzeme interpretovat znaménko j jako ,smér* toku.

Pro vlastni funkce operatoru T jsou vlnové funkce totozné, proto neni treba vypocet opa-
kovat.

Reseni 2.@
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1. Pro stacionarni vlnovou funkci mtzeme psat

(7)) = Ry (Fe Vi,

coz dosadime do defini¢niho vztahu pro hustotu toku pravdépodobnosti ; a po
jednoduché tpravé dostaneme:

Jj(rt) = — (¢ grad ¢, — ¥, grad ) = — (R} grad R,, — R, grad R),)
2im 2im
Z vysledku je patrné, Ze ve stacionarnim stavu je sice hustota toku pravdépodobnosti
obecné nenulova, ale v ¢ase neproménna.

2. Stejny vypocet zopakujeme s linearni kombinaci dvou stacionarnich vinovych funkci,
a to ve tvaru :

N —if1y —if24
w(r,t) = clRl(F)e h —f-CgRg(’F)G [

Po dosazeni a roznasobeni dostavame vyraz, ze kterého je ziejmé, Ze se hustota toku
pravdépodobnosti v ¢ase proménuje.

3. Pro redlnou vlnovou funkei je ¢* = 1 a dosazenim do tak dostavame:

1) = s (arad v — Y grady) = 0.
im
Hustota toku pravdépodobnosti zde vychéazi nulova, coz ale znamend, Ze na case
nemiize zaviset ani hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢astice. Pokud bychom se
omezili pouze na realné vinové funkce, dostali bychom pouze popis ¢asové nepromeén-
nych stavi. Z tohoto divodu je opravdu nezbytné v nami budované matematické
reprezentaci kvantové mechaniky pouzivat komplexni ¢isla!
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