Kapitola 5

Atom vodiku

V této kapitole prozkoumame nejjednodussi atom v prirodé — atom vodiku. Jak vime, atom
vodiku se sklada z kladné nabitého jadra a jednoho elektronu, ktery se nachazi v jeho okoli,
kde piisobi coulombicka elektrostaticka sila, tj. budeme uvazovat coulombicky potencial.
Stejnou ulohu jsme jiz Tfesili v teoretické mechanice — nejprve jsme tzv. problém dvou teles
prevedli na feseni pohybu jediného télesa, jehoz pohybem jsme pak zabyvali. Zde budeme
postupovat stejné.

5.1 Problém dvou téles

Pripomenme si problém dvou téles nejprve klasicky z pohledu teoretické mechaniky. Uva-
zujme dva hmotné body o hmotnostech m; a ms, které na sebe vzajemné piisobi, zadné
dalsi vnéjsi silové plisobeni neuvazujeme. Jejich polohové vektory oznac¢me 77 a 75 jako na
obrazku [5.1a] Jak bude vypadat hamiltonidn takového systému? Z teoretické mechaniky
vime, ze Hamiltonian systému, ve kterém se zachovava celkova energie, je dan souctem
kinetické a potencialni energie

H=T+V. (5.1)

Celkovou kinetickou energii dostaneme jako soucet kinetickych energii obou hmotnych
bodii, potencidlni energid] obou hmotnych bodit bude zaviset jen na jejich vzajemné vzda-
lenosti, tedy na velikosti rozdilu polohovych vektoru 7, 5.

1V teoretické mechanice jsme uvaZzovali potencidln{ energii v gravitaénim poli (§lo o tzv. Keplerovu tilohu),
zde je pro popis vzajemného pusobeni protonu a elektronu vyznamnéjsi potencidlni energie jejich elek-
trostatického pritahovani. Gravita¢ni pusobeni je zcela zanedbatelné. Obé interakce ale maji stejnou
zévislost na vzdalenosti, proto jsou vypocty v podstaté totozné.
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Hamiltonian naseho systému bude mit tvar

e P
to—+ Vln-nl), (5.2)
omy | 2my | 21
—_— potencidlni energie
kinetickd energie  vzijemného plisobeni

H—

kde p; a py jsou hybnosti obou hmotnych bodt. Vidime, ze tento hamiltonidn neni sepa-
rovany, tj. nelze jej rozdélit na dvé casti, z nichz kazda by zavisela pouze na proménnych
jednoho hmotného bodu, tj. na 7 a pi, nebo 75 a ps, a to kvili potencidlni energii vzajem-
ného pusobeni V (|7] — 73|).

Ptejdéme do jiného systému soufadnic a najdéme takové proménné, které ndm umozni
hamiltonian zapsat v separované podobé. Jiz jsme zminili, Ze potencialni energie zavisi na
vzdjemné vzdalenosti obou téles. Vezméme tedy vektor relativni vzdalenosti obou téles

=Ty —1T1 (5.3)
za novou soutradnici. Druhou souradnici bude polohovy vektor hmotného stredu soustavy

B Mt mary (5.4)

my + Mo

Tyto nové souradnice predstavuji jiny pohled — misto zkoumani pohybu kazdého hmotného
bodu zvlast budeme zkoumat pohyb systému jako celku a pohyb ,uvniti systému.“

Potencialni energie V' ma v novych souradnicich 7 a R jednoduché vyjadreni, ale kinetickou
energii 1" musime pomoci téchto soutadnic teprve vyjadrit.

Ze vztahu (5.3)), (5.4) vyjadiime polohové vektory 7, 7 a jejich prvni ¢asové derivace

. - TTLQF kN > m27':)
my + Mo mi + me
5 — mlf kN > mlf’
=Ry 1 iy=R4+—2 (5.6)
mi + Mo mi1 + Mo
a hybnostiﬂ obou hmotnych bodu
., : 5 m27'_"
pp=miri=m (R——F—1, (5.7)
mi + Mo
_, iR S myr
pa=mara =ma | R+ ———— | . (5.8)
my + Mma
2Skute¢né jde o zobecnéné hybnosti piislusné k zobecnénym soufadnicim 7 a R. Lze to ovéfit kratkym
vypoctem s vyuzitim definice zobecnéné hybnosti p; = g—qu, kde L =T — V je lagrangian systému dvou

hmotnych bodl v ptivodnim systému soutadnic a (q1, g2, 93) = 71, (¢4, ¢5, q6) = T2.
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(a) Pavodni soustava soufadnic. (b) Nova soustava soufadnic reprezentujici

pohyb fiktivniho hmotného bodu s hmot-
nosti p v poli centralni sily fiktivniho hmot-
ného bodu o hmotnosti M.

Obrézek 5.1: Problém dvou téles.

Dosadime do vztahu pro kinetickou energii

=9 =9
T— b1 b2
2TTI,1 2m2
1 : Mot ? 1 : myr 2
= sm (B "2 ) 4 omy (R
2 mi + mo 2 my + mg

1 = 1 mimy -
= R4+ -— = F
2(m1+m2) +2m1+m27“
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Ve vztahu pro kinetickou energii nyni vystupuji dvé nové hmotnosti. Ozna¢ime M = m; +
mo celkovou hmotnost a p = ™2 je tzv. redukovand hmotnost. Ptejdeme-li od ¢asovych

mi+ma
derivaci novych soutadnic R, ¥ k novym hybnostem, tj. polozime-li

P=MR, (5.9)
p=pr, (5.10)
muzeme kinetickou energii psat ve tvaru
15’2 =2
T=-—+2 (5.11)
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Hamiltonian tedy findlné mizeme zapsat v separovaném tvaru

P2 p?

- LA e ) 5.12
AT (5.12)
~—~— [ —
pohy}v pohyb v poli

hmotného centralni sily

stredu

Prvni ¢len muzeme interpretovat jako pohyb hmotného stredu jakozto volného hmot-
ného bodu (neptisobi na néj zadna sila, nema zddnou potencidlni energii). Druhy a tieti
¢len muZeme interpretovat jako pohyb hmotného bodu o hmotnosti g v poli centralni (ra-
diélni) sily s potencidlem V' (r). Centrum sily, resp. pocatek souradného systému, ve kterém
popisujeme pohyb tohoto fiktivniho hmotného bodu je v tézisti celé soustavy, tj. je popsan
polohovym vektorem R jak ukazuje obrazek [5

Hamiltonian ptvodniho problému dvou hmotnych bodi o hmotnostech m; a ms, které
se navzajem ovliviuji, se nam povedlo upravit na separovany tvar, kdy kazdou jeho cast
muzeme chapat jako pohyb fiktivniho hmotného bodu. Tyto dva fiktivni hmotné body o
hmotnostech M a p se navzajem neovliviiuji, jejich pohyb lze Tesit nezavisle.

Tim jsme vyTtesili klasicky problém dvou hmotnych bodt. V kvantové mechanice lze postu-
povat uplné stejné, takze mizeme prepsat ziskany vysledek pomoci principu korespondence.
Prostym ,ostriskovanim*“ tak dostaneme hamiltonidn ve tvaru

A
—»

. P2 57
a- v

7). 1
Wi 2u+V(r) (5.13)

5.1.1 Hamiltonian atomu vodiku

Vratme se nyni k puvodnimu problému, kdy nasimi hmotnymi body jsou jadro atomu
vodiku a elektron v poli centralni sily — coulombického potencidlu jadra.

Ukol 5.1  Jakou maji hodnotu veli¢iny M a p v piipadé lehkého a tézkého atomu
vodiku? Jak se bude lisit redukovana hmotnost p od hmotnosti elektronu? A jak se
bude lisit celkova hmotnost M od hmotnosti jadra?
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Ukol 5.2 Urdete redukovanou hmotnost a celkovou hmotnost pro tzv. pozitronium.
Jak se tyto hmotnosti lisi od hmotnosti elektronu, resp. od jadra pozitronia?

Pozitronium je vazany systém elektronu a pozitronu (pozitron je anti¢astice elektronu,
mé opacny naboj a stejnou hmotnost jako elektron). Tento exoticky vazany stav, ktery
se podoba atomu vodiku, je velmi nestabilni.

Hamiltonian atomu vodiku pro relativni pohyb elektronu v poli jadra

V tikolu [1] jsme se presvédcili, ze v piipadé atomu vodiku muizeme v hamiltonidnu (5.13)) pro
jednoduchost nahradit redukovanou hmotnost hmotnosti elektronu m. a celkovou hmotnost
hmotnosti jadra m;.

Jak jsme ukazali v predchozi podkapitole, mizeme reSit zvlast pohyb ,jadra“ a zvlast
pohyb ,elektronu® a pak obé feseni slozit dohromady. ,,Jadro* zde nahrazuje pohyb atomu
jako celku a ,elektron® vzajemny pohyb elektronu a jadra. Dale se budeme zabyvat pouze
casti hamiltonianu, ktera odpovida vzajemnému pohybu elektronu a jadra, pohyb atomu
jako celku uvazovat nebudeme.

Hamiltonian atomu vodiku v tomto priblizeni tak bude mit tvar

~

2 .
H = V(r). 5.14
S+ V() (514)

S vyuzitim vztahu pro operator hybnosti a vztahu pro potencialni energii elektronu v poli
jadra mizeme hamiltonian prepsat jako

h? 7Ze?

H= ——A - p— : (5.15)
2m, r
R , ——
kinetickd energie potencialni energie
elektronu elektronu v poli jadra
kde e oznacuje velikost naboje elektronu, k = 4— elektrostatickou konstantu a Z je proto-
nové ¢islo. V pripadé atomu vodiku je Z = 1. Pfi feSeni jinych atomi s jednim elektronem,
tzv. vodiku podobnych atomt, (napi. He™, Li%t, ... ) muzeme pouzit stejny vypocet jako

u atomu vodiku, jen dosadime jinou hodnotu protonového ¢isla (tj. naboje jadra).

Pro atomy s Vice elektrony v atomovém obalu (napf‘ He, LiJr Li,Be...) je situace mnohem

vvvvvv

vice teles7 ktery neni fesitelny analyticky. EXIStUJl ale i jiné metody, jak ziskat alespon
priblizné feseni i pro tyto atomy, jak uvidime v kapitole [7]
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5.2 Schrodingerova rovnice pro atom vodiku

Ziskali jsme hamiltonidn pro elektron v atomu vodiku (5.15)), ktery nezévisi explicitné na
Case, staci tedy vyresit stacionarni Schrodingerovu rovnici

Hy = FEy.

Protoze coulombicky potencial V (r) zavisi pouze na vzdélenosti elektronu od jadra |7 = r
a ne na smeéru, je cely problém sféricky symetricky. Proto bude vyhodné prejit pfi jeho
feseni do sférickych souradnic.

5.2.1 Odvozeni tvaru nékterych operatora ve sférickych sourad-
nicich

Jak jiz bylo naznaceno v kapitole klicovym operatorem pro popis sféricky symetric-
kého systému je operator momentu hybnosti La operator velikosti momentu hybnosti 12,
nyni odvodime jejich tvar ve sférickych soutadnicich.

Vztah kartézského a sférického systému soufadnic je zndzornén na obrazku [5.2] odkud
snadno odvodime vztahy mezi kartézskymi Soufadnicemiﬁ (x,y, z) a sférickymi soutadni-
cemi (1,0, ¢)

x=rsinfcoso,

y =rsinfsing, (5.16)

z=1rcosf

a pro inverzni transformaci

r=/r2+y*+ 2,

z z
6 = arccos — = arccos

- VETE T

arctan ¥ .o z>0,y>0 (5.17)
_ Jarctanf 47 ... 2 <0,y>0
¢= arctan Y +7 ... x<0,y<0
arctan ¥ + 27 ... x>0,y<0.

% kapitolena obrdzku [5.1{jsou soufadnice naseho systému oznaceny ¢arkované (x',y’, 2'). Protoze zde
nebudeme pouzivat jiné kartézské souradnice, nemutze dojit k zaméné, a proto ¢arky vynechame.
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Funkéni hodnoty funkce arctan  neodpovidaji bodiim (z,y) roviny xy jednoznacné, pro
kazdy kvadrant, ve kterém se bod (x,y) nachézi, je potfeba predpis inverzni funkce defi-
novat zvlast prictenim vhodné hodnoty z intervalu [0, 27].

Obrazek 5.2: Sférické souradnice

Operator momentu hybnosti

Operator momentu hybnosti je dan vektorovym souc¢inem
L=7xp=—ih (Fx V).

Provadét vektorovy soucin v kartézskych soutradnicich je mnohem jednodussi nez ve sfé-
rickych, proto nejprve rozepiseme jednotlivé slozky momentu hybnosti v kartézskych sou-
fadnicich a az po té je prevedeme do sférickych. Dostaneme tedy

Ly = —ih <za — xa) : (5.18)
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Zbyva nam vyjadrit derivace 8%, a%v % pomoci sférickych souradnic. Vyuzijeme fetizko-

vého pravidla pro derivaci slozené funkce:

o oo o a0
Or Ox Or 0Ox 00 Ox dp’
0 _oro o w0
oy Oyor 0Oydld Oy 0’
0 or 0 o0 0 0¢p 0

9:  0:0r 9200 0200

(5.19)

Timto zpiisobem urcéime vsech devét parcialnich derivaci sférickych soutradnic podle kar-

tézskych g—;, g—;,..., %, % ze vztahu (5.17)).

Derivace sférickych souradnic podle x vypocteme jako

or 0 x rsin 6 cos ¢

2 22 2 9 _ - .

093_ ox T4yt + 22 = x2+y2+22 - , —Slﬂ@cosqﬁ,
00 0 P 1 o 1 .

— = — | arccos — _

Ov  Ox Va? +y? + 2 \/ N T2 — 22 12

_ 1 rcos@rsm&cos¢:lcosgcosgb’ (5.20)
rsin @ r? r
%:a(arcmy>:1(_y):_ y
or  Ox T 1+ (%)2 x? x? + y?
rsinfsing  sing¢
© r2sin20  rsing’

derivace podle ostatnich kartézskych souradnic vypocteme analogicky a dostaneme

or . or . . or

a—x—sm@cosgb, a—y-sm@smgb, 5—0089,

00 1 00 1 , 00 1.
a—x—;cosﬁcomé, gy—;cos@smgé, a_—;sm@, (5.21)
%__siluﬁ %_COS(ﬁ @—O

or  rsinf’ dy rsinf’ 0z

Operatory derivaci podle kartézskych souradnic tedy budou mit tvar

. 0 1 0 sing 0
gy~ YO G OO0 G in6 06
0 o 1 0 cos¢p 0
- =sinfsing —— 4 — ing - +——fF — 5.22
Ay Smesmqba?"+Tcosgsm¢89+rsin95¢’ (5:22)
o 1 . 0
— =cosf — — —sinf —

0z or r 00"
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Nyni uz staci jen dosadit vyrazy (5.16) a (5.22)) do vztahu pro slozky momentu hybnosti
(5.18) a (pomérné dlouhymi) tGpravami ziskdme slozky momentu hybnosti vyjadiené ve
sférickych souradnicich:

L, =ih (sin¢§9+cos¢cot08) ,

O
- 0 0
— _j — g - 5.23
Lo ih (COS¢80 smqbcot@a(b) , ( )
N 0
Lg = —lh%

Povsimnéme si, ze slozky momentu hybnosti nezavisi na vzdalenosti od pocatku r, ale
pouze na tthlovych souradnicich 0, ¢. Moment hybnosti mé stejnou jednotku jako reduko-
vana Planckova konstanta A, proto musi byt zbytek vyrazu pro slozky momentu hybnosti
bezrozmérny. To jesté nutné neznamena, ze tyto vyrazy musi byt nezavislé na vzdéalenosti
r. Protoze ale ve sférickych souradnicich jina vzdalenost nez r nevystupuje, musi byt tyto
vyrazy opravdu nezavislé na r a mohou zaviset pouze na bezrozmérnych thlovych sourad-
nicich 6 a ¢.

Operator druhé mocniny velikosti momentu hybnosti

Operéator druhé mocniny velikosti momentu hybnosti L2 je dan souc¢tem druhych mocni
jednotlivych slozek

P=124+13+12. (5.24)

Dosadime do néj jeho slozky vyjadrené ve sférickych souradnicich,

~ 0 0 2 0 0 2 92
L? = —R? in¢— — — — i — — 2
h [(&n(ﬁae +cot9(:os¢a¢> + <cos¢a€ sin ¢ cot 6 a¢> + 05° (5.25)
Nejprve rozepiseme prvni kulatou zavorku
singbg —ircotécosgbE 2 =
00 o)
:(singb;;—l—cotﬁcosgbaags) (singbaae—l—cot@cosgbaaqb): 526)
. o (. 0 . 0 0 '
= smgb% (Sln¢8«9> +sm¢% <cot0€os¢a¢> +
o (. 0 0 0
+cot9¢os¢a—¢ (&nqﬁae) +cot9¢os¢a—¢ (cot&cosgba(b) =
5Jde o druhou mocninu ve smyslu slozen{ operatort, tj. L2¢ = L.(L.¢) = —ih é%(—ih g—i) =

a 2\ 2
= 2 2, nikoli (L.y)? = —12 ( gd;g) .
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Vyrazy, které nezavisi na proménnych, podle kterych je derivujeme, muzeme presunout

pred derivace,

=sin? ¢ — o +sm¢cosgb3 0’502 + cot 6 cos p — singbg +
00? 00 0] 0] 00
5 (5.27)
+ cot? § cos qb — (cos ) 8)
a derivace vypocitat,
0? 1 0 0?
o 2 7 . -
= sin ¢(‘992 + sin ¢ cos ¢ ( Sn?0 90 + cot 0 866’(]5) +
+ cot f cos ¢ cos¢2+sin¢ > + (5.28)
0p0b '

02
2 —_ _— _— =
+ cot «9005925( 81n¢a¢+cosqba¢2>

coz muzeme s vyuzitim toho, ze diky spojitosti funkci mizeme zameénit poradi parcidlnich

derivaci upravit na

2 92 2

= sin2(b8892 + cot?f cos® p — 8¢2 + 2 cot # sin ¢ cos ¢ 83&25
5 (5.29)
—sin¢cos¢<cot2 ) 8¢+cot9(:os 6%
Analogickymi tipravami pro druhou kulatou zavorku rovnice (5.25)) dostaneme
2

(cos [0) 069 sin ¢ cot 6 ﬁagb) =

92 92 2
= cos® ¢ 20 + cot? fsin? ¢ — 8(;52 — 2cot fsin ¢ cos ¢ 898¢+ (5.30)
+sin¢cos¢(cot2 ) 8¢+Cot981n (9;9

Nyni muzeme obé vypoctené zavorky (5.26) a (5.30)) dosadit do rovnice ([5.25). Vidime, zZe
¢leny s opaénymi znaménky se ode¢tou a pomoci goniometrické identity sin? z +cos? z = 1
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muzeme sloucit ¢leny u odpovidajicich si parcialnich derivaci,

A [ 02 0? 0 0?
L2:— 2 Y 2 ¥ . | =
h _892+00w a¢2+cot089—|— (%2]
[ 02 0 0?
_ 52| 9 o 2 _
—_h 802+cot089+(1+cot0)8¢2]
C 5 L (5.31)
=R == +coth -+ —0 ——| =
| 062 00  sin6? 0¢?
_ ! KL U S
= e \ 9 T 55 ) T e o

S vyuzitim pravidla pro derivovani sou¢inu dostaneme tvar druhé mocniny operatoru veli-
kosti momentu hybnosti

o (LD (g2, L (P
L7=-n (sme 90 ™% ) T snza \ a2 ) - (5:32)

Laplacetiv operator

V kinetické energii vystupuje Laplacetiv operdtor A = V2. Odvozeni jeho tvaru ve sféric-
kych soufadnicich je zcela analogické odvozeni tvaru L?. Vysledkem je

1la/,o 1 a9/ .9 1 [
A—ﬁ m(r &“>+Sln080<81n089>+81n20<&¢2> . (533)

AV

Jako Ay 4 zde oznacujeme tu ¢ast Laplaceova operatoru, ve které se vyskytuji oba thly a
derivace podle nich

1 0 (. 0 1 0?
A97¢ = @ % <Sln9 ae) + 7511129 <&¢2> . (534)

Vsimnéme si, Ze operdtor L? miZeme zapsat kratce jako

L? = —h?Ag . (5.35)
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5.2.2 Hamiltonian atomu vodiku ve sférickych
souradnicich

Ukol 5.3  Napiste hamiltonidn atomu vodiku ve sférickych soufadnicich.

Stacionarni Schrédingerova rovnice pro atom vodiku ma tvar

h1 [a <r28> +A9,¢1¢—k2:2¢:Ew, (5.37)

2mer2 | Or or
coz je diferencialni rovnice druhého radu pro funkei tii proménnych s nekonstantnimi koefi-
cienty, jejiz feseni vyzaduje pomérné naroc¢ny matematicky aparat. Mohli bychom se pustit
primo do jejiho Teseni, ale je to dosti dlouhy a komplikovany vypocet. Misto toho nejprve
provedeme nékolik ,ptripravnych praci,” podobné jako kdyz v matematice nejprve doka-
zeme nékolik drobnych lemmat pro ditkaz stézejni véty, a celkové feseni Schrodingerovy
rovnice se nam tak rozdéli na mensi snadnéji Tesitelné casti.

5.2.3 Hledani spolec¢ného systému vlastnich funkci operatoru H ,
[2al.

Misto primého feseni rovnice ((5.37)) vyuZijeme nasich znalosti o komutujicich operdtorech.
Z kapitoly vime, ze dva operatory komutuji pravé tehdy, kdyz maji spolecny systém
vlastnich funkei. Toto tvrzeni mizeme snadno rozsitit na vice nez dva navzajem komutujici
operatory.

Vime, ze Teseni stacionarni Schrodingerovy rovnice je vlastné hledani vlastnich c¢isel opera-
toru celkové energie H N ajdeme-li tedy dalsi operatory, které komutuji s hamiltonianem
H i spolu navzajem, musi existovat jejich spolecny systém vlastnich funkci. Ziskame tak
vice rovnic pro hledani vlastnich funkci. Jedna z nich je nase staciodrni Schrodingerova
rovnice a u dalsich budeme doufat, Ze se alespon nékteré budou fesit jednoduseji
a nalezneme tak nékteré c¢asti vinové funkce jesté pred reSenim samotné Schrodingerovy
rovnice.

Onémi vhodnymi operatory jsou operatory druhé mocniny velikosti momentu hybnosti L2
a z-ové slozky momentu hybnosti L..

A

Ukol 5.4  Ovéfte, ze operatory H , [? a L, navzajem komutuji (za predpokladu
sféricky symetrického pole, tj. V' =V (r)).

Ovérili jsme, Ze v nasem pripadé operatory H I*al, navzajem komutuji. Podivejme se
tedy na jejich spoleény systém vlastnich funkei ¢ = 9(r,0,¢). Tento systém tvori takové
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funkce, které splnuji rovnice

Hy = Ev, (5.40)
L*) =\, (5.41)
Lap = b, (5.42)

kde FE je vlastni ¢islo hamiltonianu, A je vlastni ¢islo operatoru druhé mocniny velikosti
momentu hybnosti a p je vlastni éisl(ﬂ operatoru primétu momentu hybnosti do osy z.

A

1. Rovnice pro L.,

Zacneme posledni z rovnic ((5.42)), ktera je nejjednodussi a jiz jsme ji Tesili v kapitole 4
uloze proto zde jen stru¢né shrneme vysledky. Rovnice ma tvar
O
—ih— = . 5.43
99~ M (5.43)
Jejim Tesenim je komplexni exponencidla v proménné ¢

U(r,0,¢) = b(r,0) ™.

Funkce ZZ(T, 0) musi byt konstantni v proménné ¢, tj. mize to byt libovolnd funkce pro-
ménnych r, 0. Z pozadavku na 27-periodi¢nost v proménné ¢ dostaneme podminku pro
vlastni ¢isla operatoru L, a prislusna kvantova éislaﬂ m

%:mEZ — m =0, +1, 42, ...

Kvantovému ¢islu m se z divodi, které se ukazou az pozdéji, rika tzv. magnetické kvantové
cislo.

2. Rovnice pro L2

Ted budeme fesit druhou z rovnic (5.41]), tedy rovnici pro vlastni ¢isla operatoru druhé
mocniny velikosti momentu hybnosti

of 1 0 (. 0 1 o B
—h (sin@ 2 (smﬁ(%) + Y <C%52>> Y=AY. (5.44)

6Je zvykem vlastni &islo operatoru Lz oznacovat 1, ackoli se bézné pouziva také k oznaceni redukované
hmotnosti, jako napt. v kapitole

"Vlastnim &islem operatoru L, je p, zatimeco m je pouze bezrozmérné ¢islo (tzv. kvantové éislo zde s
pridomkem magnetické), které ,ocislovava“ jednotlivé stavy. Protoze se p a m lis{ pouze ndsobenim
konstantou a vztahuji se k témuz fyzikalnimu stavu, ¢asto dochazi k zaméné obou pojm1.
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Misto obecné funkce 1 (r, 0, ¢) vyuzijeme vyse nalezené feseni rovnice (|5.43), protoze i
feseni této rovnice musi mit uvedeny tvar,

—h? ! g i ﬁ b 872 7 im¢ __ y ], im¢
n <sin9 00 Sm939 +sin29 06° P(r,0)e™? = X(r,0) ™.

Cleny konstantni vii¢i derivacim podle 6, resp. ¢, vytkneme pied derivace a upravime

im¢ 9 ' 37;(7’ 9) 7,;(7“ 9) H2eime _ )
_ 2 € -~ ) ) — im¢
5 (sin@ a6 (Sme 90 )" sin?0 \ 0 A(r, 6) e

V poslednim ¢lenu na levé strané provedeme naznacenou derivaci
8261m¢ o im

_ img¢
——— = —mZe 5.45
0 (5.45)

a celou rovnici vydélime nenulovym vyrazem ™9,

d (. 9¢(r0) m2 -~ o
- <sin989<sm9 o0 >—sz@¢<n€>)—w<ne>.

Dostali jsme tak diferencidlni rovnici (druhého fddu o dvou proménnych s nekonstantnimi
koeficienty) pro funkci ¢ = 1 (r,0). Postup TeSeni této rovnice je podobny jako v pripadé
linedrniho harmonického oscilatoru (myslenkou i délkou, viz kapitolu |3.8]).

Pro vlastn{ &slo A operatoru L? dostdvame podminku
A=RI(+1), (5.46)
kde tzv. vedlejsi kvantové cislo | musi kviili normovatelnosti feseni spliovat podminku
[ = |m| + né&jaké nezédporné celé ¢islo, (5.47)
coz muzeme spolecné s podminkou pro magnetické kvantové ¢islo m prepsat jako
[=0,1,2, ... A Im| <. (5.48)
Vidime tedy, ze magnetické kvantové ¢islo mtize nabyvat hodnot

m=—l,....0,....,1. (5.49)

Reseni mé tvar

Y(r,0) = R(r)NynPim(cosb) , (5.50)



5.2. SCHRODINGEROVA ROVNICE PRO ATOM VODIKU 157

kde R(r) je libovolna funkce proménné r (tj. konstanta vuci 6 a ¢), Ny, je normovaci
konstanta a P, (cos @) jsou tzv. pridruzené Legendreovy polynomyﬁ v proménné cos 6.

Celkovym fesenim rovnice ([5.44]) jsou pak funkce

U(r,0,0) = R(r) NppPyn(cosf)e™?, (5.53)
——

radidlni Cast sférickd ¢ast Yy, (0,0)
které se se skladaji z tzv. radidlni casti R(r) zavislé pouze na vzdélenosti od pocatku a
uhlové casti
Yim (0, ) = Nip P (cos 0) e™? (5.54)

kterou byva zvykem oznacovat jako tzv. kulové funkce nebo sférické harmoniky.

A7 dosud jsme pri Teseni nepouzili rovnici , v niz jediné je obsazen konkrétni tvar
potencidlu V(r), ktery urcuje, ze se jedna konkrétné o atom vodiku. Kulové funkce jsou
tedy resenim kazdého sféricky symetrického problému. Z toho plyne, ze jedina c¢ast vinové
funkce, kterou muze potencial ovlivnit, je radidlni ¢ast.

3. Rovnice pro H

Nyni ndm zbyva vytesit prvni rovnici (5.40)), tedy stacionarni Schrodingerovu rovnici

—h21 0 ,0 h?
— EQA_T

Me

1
m. 12 Or 2R+ V(Y =Ey. (5.55)

Zde poprvé pouzijeme konkrétni, a to coulombicky potencidl V'(r), feseni konkrétné atomu
vodiku tak vlastné zacind az tady.

Obecnou funkci 9(r, 0, ¢) opét nahradime vyse nalezenym resenim rovnice ((5.41)), tj.

(0, ¢0) = R(r)Y(6,¢)

8Pidruzené Legendreovy polynomy stupné ! a fadu m definujeme napi. jako

. [m|
Prn(€) = (1— €)% ((fg) ). (5.51)

Funkece P;(€) se nazyvaji Legendreovy polynomy stupné [ a definujeme je jako

l
B(¢) = ﬁ ((ff) (e-1)". (5.52)
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a vyuzijeme toho, ze operator kvadratu velikosti momentu hybnosti L2 1ze zapsat jako
L? = —h2Dg . (5.56)
Po dosazeni téchto skute¢nosti dostaneme rovnici ((5.40) ve tvaru

~-R*1 9 , 0 1
——— —r*—RY
2m, 12 arr or * 2m,r?

. Ze?
L*RY — k——RY = FERY . (5.57)
r

Cleny konstantni viiéi derivacim podle r, resp. 8 a ¢, vytkneme pied pifslusné derivace a
vyuzijeme toho, ze kulové funkce jsou vlastnimi funkcemi operatoru L?, tj. Ze

LY =\Y . (5.58)
Dostaneme
-1 0 ,0 R . Ze?
— Y- = L*Y —k=—RY = ERY . :
2m, 12 37"T 87“R * 2m.r? = r i i (5:59)

Vydélenim rovnice Y a s vyuzitim vztahu (5.46)) dostavame diferencidlni rovnici pro funkci
R = R(r) jiz jen o jediné proménné r (ovSem stéle druhého fadu s nekonstantnimi koefici-
enty)

19,0 R+ Ze?

1
iRy~ R kZ“ R=ER.
2m 12 87’r or + 2m, 12 T

Postup pfi jejim feseni je opét podobny jako u linedrniho harmonického oscilatoru. Reseni
lze zapsat pomoci tzv. pridruZenych Laguerroviych polynomiﬂ Ly, (%), kde n je tzv. hlavni
kvantové cislo, a oznacuje Bohruv polomér
h2
o —

km.e?

~5-107"m. (5.63)

9Piidruzeny Laguerrv polynom fadu p a stupné ¢ — p definujeme napf. jako

176 = (-1 (jg) L), (5.60)
kde
Ly(¢) = ¢ (i) (e75¢7) (5.61)

je tzv. q-ty Laguerriv polynom.

Pridruzeny Laguerrtiv polynom pro kvantova cisla n, [ stupné n — [ — 1 oznacujeme jako

d 21+1
Lu= B, = (1P () Lasl®). (5.62)
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Resenim rovnice (5.40)) je funkce
~ (2r\ 2 .
R@%:Mﬂ<r>Lm<r)em, (5.64)
na na

kde N,; je normovaci konstanta. Z podminky normovatelnosti vlnové funkce dostaneme
béhem vypoctu pro hlavni kvantové ¢islo podminku

n=123,... A n>l. (5.65)

Dale dostavame vztah pro energii

Z2€2 1 2E1
kde
E, = —13,66V

je energie zakladniho stavu atomu vodiku.

5.2.4 Celkové reseni

Celkovym fesenim soustavy rovnic ((5.40H5.42)) jsou vlnové funkce, které tvori spoleény
systém vlastnich funkef operatorit H, L? a L, a maji tvar

l
Ui (7.0, 0) = Rua(r) Y (0, 8) = Noto (i) L (2) ¢ ™7 Py (cos0) €™ (5.67)

Konstanta N, je celkova normovaci konstanta, ktera je souc¢inem normovacich konstant
sférické a radialni casti

anm = Nlmﬁnl.

A¢ TeSenim nejsou pékné a jednoduché funkce, lze je analyticky zapsat. V kapitole [7] uvi-
dime, ze to zdaleka neni samoziejmosti, naopak u vétsiny systému (tfeba uz jen o néco

vvvvvv
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Kvantova cisla n, [, m musi spliiovat podminky

neN,
leNy, l<n,
m € 7, |m| <.

Pro vlastni ¢isla operatort H , I2al, plati vztahy
ZQ
E= —13,6 eV 5
n
A=RI(+1),
w=hm.

Ptripomenme, ze jsme ziskali stacionarni stavy atomu vodiku, tedy stavy s ostrou hod-
notou energie. Pokud by nas zajimaly nestacionarni stavy atomu vodiku, museli bychom
vzit Teseni nestacionarni Schrodingerovy rovnice, které ziskame jako linearni kombinaci
stacionarnich feseni

\I](T707¢7t) = Z Cnlmwnlm(raeaﬁﬁ)e% s (568)

n,l,m

v tomto textu se ale omezime pouze na stacionarni reseni.

Ukol 5.5 Nadrtnéte na svislou energetickou osu hodnoty povolenych energii, tzv.
energetické hladiny atomu vodiku. Jak je mozné, ze je energie zaporna?

5.3 VlInové funkce stacionarnich stavu
atomu vodiku

V predchozi kapitole jsme vytesili stacionarni Schrodingerovu rovnici pro atom vodiku a
nalezli jsme tak analyticky zapis prislusnych stacionarnich vlnovych funkci.

Vlnova funkce samotna nema fyzikalni vyznam, ten méa az druha mocnina absolutni hod-
noty vinové funkce, ktery je roven hustoté pravdépodobnosti nalezeni elektronu v prostoru.
Proto nas bude zajimat nejen geometrické znazornéni vinovych funkei samotnych, ale pre-
devsim prubéh hustoty pravdépodobnosti.

Na tomto misté se ¢asto setkavame s pojmem orbital, ktery mtzeme chapat jako ¢ast pro-
storu, ve které se elektrony nachéazeji s velkou pravdépodobnosti nebo ptimo jako oznaceni
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pro prostorovy prubéh hustoty pravdépodobnosti. Dale tedy budeme zkoumat tvar orbitali
atomu vodiku.

Diky vztahu (5.67) vime, Ze staciondrni vinovou funkei atomu vodiku ), muzeme zapsat
jako soucin radidlni ¢asti R, a sférické ¢asti Yy,,,

77Dnlm(7ﬂa 0, ¢) = Rnl(r) Yzm(97 QS) .

Podivejme se nyni na kazdou ¢éast zvlast.

5.3.1 Sféricka cast vlnové funkce

Sféricka c¢ast vlnové funkce rika, jak se vlnova funkce méni v zavislosti na zvoleném sméru,
ktery je urCen thly 6 a ¢ a popisuji ji tzv. kulové funkce Y},,(6,¢). Pfipomenme, ze ji
muzeme zapsat jako soucin dvou dil¢ich funkci, z nichz kazda zavisi jen na jedné thlové
souradnici

kde

Oun(0) = NypPim(cos ) ,
D, (¢) = ™.

Zavislost na ¢ je jednoduché, jedna se o komplexni exponencialu a je to zaroven jedina
komplexni ¢ast vlnové funkce. Jeji absolutni hodnota je rovna jedné pro vSechna ¢, proto
spoc¢itame-li hustotu pravdépodobnosti, zavislost na ¢ zmizi. Rozlozeni hustoty pravdépo-
dobnosti tak bude vzdy rotacné symetrické kolem osy z.

Pridruzené Legendreovy polynomy

Zavislost sférické ¢asti vinové funkce na thlu 6 popisuji funkce P, (cos@), coz jsou tzv.
pridruzené Legendreovy polynomy definované v predchozi sekci vztahem ((5.51]).

Ukol 5.6  Napiste prvni ¢tyfi Legendreovy polynomy.
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Ukol 5.7 Napiste pridruzené Legendreovy polynomy v proménné cosf pro | =
0,1,2,3 a druhou mocninu jejich absolutni hodnoty. Pro nékteré z nich zkuste nacrt-
nout polarni graf nebo si ho zobrazte na pocitaci.

Kulové funkce

Kulové funkce jsou spoleénymi vlastnimi funkcemi operatortt L, a L?. Zévisi na promén-

nych 6, ¢ a oznacujeme je kvantovymi ¢isly [ a m. Pro ilustraci vypiSeme nékolik prvnich
kulovych funkei.

1 /1 17
00(0) 5 ‘/7? 30(0) A\ (5cos” 0 — 3 cosb)
1 1 /21 .
Yi0(0) = = 3 cos @ Y3+1(0) = £5 4/ — sind(5 cos’ —1) et
2\ m 8V
1 1 /1 .
}/1:|:1(0> = j:i i— Slnee:‘:m5 YE),iQ(Q) = Z 2(): si 28C0808i21¢
1[5 1 [35 i
Ys0(0) = i\ (3cos? 0 — 1) Y513(0) = :tg — sin® § 319
1 /15 :
Your(f) = £ /== si +ig
5+1(0) 5|3 St 0cosfe
L 1S o) toig
Yo10(0) = i4 5, Sii Oe

V tabulce [5.2] je vykreslena redlnd a imaginarni ¢ast prvnich ¢tyi kulovych funkei a také
druha mocnina jejich absolutni hodnoty.

Sféricka Gast hustoty pravddpodobnosti [Y,,|”

Sférickou ¢ast hustoty pravdépodobnosti vypocteme jako druhou mocninu absolutni hod-
noty kulovych funkci

. 2
Yiml® = | Nom i (05 0) ™| = [ Ny |* | P (c0s ) (5.70)
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Z 4 24

Y
NI

ISh

|Poo|2:1 |P22|2:9sin49
oy
T % T
|P10|2 = cos? 0 |P30| = i (25 cos® 0 — 30 cos* 6 + 9 cos? 6)
4 2
|P1|* = sin2 0 | Psy|” = 2 sin?6 (25 cos? 6 — 10 cos? 0 + 1)

Ky

o

|P20|2 = i (9 cos* @ — 6 cos?0 + 1) |P32| = 225 sin* 0 cos? 6

z Z 4

|Pyy|* = 9 sin 60 cos? 6 | P33|? = 225 sin® 6

Tabulka 5.1: Znazornéni druhé mocniny absolutni hodnoty pridruzenych Legendreovych
polynomt v proménné cos @ v polarnim grafu pro nizka kvantova ¢isla [, m. Pro prehlednost
neni méritko v jednotlivych obrézcich stejné.
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Re(Yy.) Im(Y) Y|

Yoo
;\ﬁ
2V
Y10
%\/ECOSQ
™
Y
1 /3 1 /3 ona 3 2
51/ 5. sin 6 cos ¢ 5\/ 55 sinfsin ¢ o sin® 0
Yi(-1

1 /3 g 1 /3 & i 3 ¢in2
51/ 52 sinf cos ¢ 51/ 5. sinfsin ¢ - sin” 0

Tabulka 5.2: Prostorové znazornéni redlné a imaginarni ¢asti kulovych funkci a druhé
mocniny jejich absolutni hodnoty pro nizka kvantova cisla [, m.
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:
.
(a) [Pro(cos O)[ (b) Vio(6, 8)
:
"
(©) [P (cos O)[* (@) Vs (60, 6)

Obrézek 5.3: Znazornéni sférické casti hustoty pravdépodobnosti pro kvant. ¢islo [ = 1.

Protoze sférickd c¢ast hustoty pravdépodobnosti nezavisi na thlu ¢, jeji celkovy prosto-
rovy prubéh dostaneme, pokud vezmeme polarni graf druhé mocniny absolutni hodnoty
Legendreovych polynomi a zarotujeme jej kolem osy z.

Pro lepsi predstavu jsou na obrazku [5.3| vedle sebe znazornény druhé mocniny absolutni
hodnoty pridruzenych Legendreovych polynomt v proménné cos 6 pro kvantové ¢islo [ = 1
a druhd mocnina absolutni hodnoty prislusnych kulovych funkci. Stejnou tivahou si lze na
zékladé polarnich grafi druhych mocnin pridruzenych Legendreovych polynomu z tabulky
predstavit tvar kulovych funkci pro jina kvantova cisla.

5.3.2 Radialni cast vlnové funkce

Radidlni ¢ast vinové funkce udava, jak se vilnova funkce méni v zavislosti na vzdalenosti
od pocatku. Muzeme ji zapsat jako soucin pridruzeného Laguerrova polynomu a klesajici
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realné exponencidly a vyrazu obsahujictho vyraz r!

~ 2r\ ! 2r r
R(r) = N () Ly () e . (5.71)

na na
Ze vztahu (5.71]) vidime, Ze pro velkd r prevazi exponencidlni ¢dst nad polynomidln{ ¢asti
a funkce bude exponencialné klesat k nule. Naopak pro mald r bude podstatny pribéh

!
g 2r
Laguerrova polynomu a vyrazu (na) .

Pridruzené Laguerrovy polynomy

Pro ilustraci uvadime tvar nékolika pridruzenych Laguerrovych polynomii vypoctenych
podle defini¢niho vztahu ([5.60)).

Ly(¢) =1 Ly(§) =1
LY(§) = —€+1 Li(§) = 26 +4
Ly(§) = & — 46 +2 Ly(§) = 3% + 18 — 18
L3(§) = —€ + 967 — 18 + 6
Pomoci nich uré¢ime pribéh radialnich vinovych funkci pro nizka kvantova ¢isla n, [
1 r 1 2 2 r
Ryy=——e¢a, R :(1_ 2) T3
0T Ve Y3 B s 2t )¢

1 r _r 2\/§ r 1 R
(EEATEI— BT
24/ 2ma’ 2a 27V 3ma3 a

R 1 ro_: R 1 (T>2 -
= — — e a s = ———— —_ e a
T A omdd a 27 81v6ra® \a

RQO =

Pribéh radialni ¢asti hustoty pravdépodobnosti

Vice nez priubéh samotné radialni ¢asti vinové funkce nas bude zajimat pritbéh jeji druhé
mocniny, tedy radidlni ¢sti hustoty pravdépodobnosti |R,|*. Podivejme se nyni na to,
kolik ma nulovych bodii a lokalnich maxim.

Redlna exponencidla e~ na je kladnd na celém R, proto pocet nulovych bodi ovliviiuje pouze

!
polynomidlni ¢ast obsahujici (%) a pridruzeny Laguerriv polynom L, (%)

na

. !
Clen (2’") ma nulovy bod pouze v poc¢atku pro stavy s kvantovym ¢islem [ # 0. Tyto stavy
tak maji v poc¢atku nulovou hustotu pravdépodobnosti, zatimco pro stavy s kvantovym
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¢islem [ = 0 ma radidlni ¢ast hustoty pravdépodobnosti v pocatku maximum, jak ukazuje

obrazek [5.4][

Dalsimi nulovymi body prispivaji pridruzené Laguerrovy polynomy svymi koreny. Pridru-
zeny Laguerriv polynom stupné k£ ma pravé k rtznych realnych korent, Laguerrovy po-
lynomy vystupujici ve vlnové funkci jsou stupné n — [ — 1, maji tedy n — [ — 1 nulovych
bodu. Pocet maxim radidlni ¢asti hustoty pravdépodobnosti tak je n — [ (pocitdno véetné
maxima v r = 0 pro [ = 0).

— |Ry/
— Ryl
--------- | Ron?
——— | Ryl
--------- R

| Rsa|®

0 ) 10 15 20 25

rlal

/ / . 417 X4 e / 2 ’ ’ s vs
Obréazek 5.4: Druhd mocnina radidlni ¢asti vinové funkce |R,;|” pro nizka kvantova cisla
n, l.

Radialni vs. bodova hustota pravdépodobnosti

Pozorovali jsme, ze pro stavy s kvantovym ¢islem | = 0 méa radialni ¢ast hustoty prav-
dépodobnosti maximum v pocatku, tedy ve stfedu atomu. Mohlo by se zdat, ze je tedy
nejpravdépodobnéjsi najit elektron ve stfedu atomu, tedy v jadie a jeho blizkosti, coz
neodpovida realité.

Musime si ale dat pozor, jestli nds zajima bodovd hustota pravdépodobnosti (resp. jeji radi-
alni ¢ést), coz je pravdépodobnost, ze elektron nalezneme v néjakém konkrétnim misté o

HMeFitko na svislé ose je pro prehlednost pro jednotlivé funkce riizné, aby byl patrny jejich pribéh.
Funkéni hodnota funkei pro I = 0 je v pocatku tak velka, ze ji nelze v obrazku zachytit, aby byl zaroven
patrny pribéh dalsich lokdlnich maxim, je ale konecna.
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soutadnicich (r, 0, ¢), nebo radidlni hustota pravdépodobnosti, coz je pravdépodobnost, Ze
elektron nalezneme v urcité vzdalenosti od stfedu atomu.

Bodovou hustotu pravdépodobnosti spoc¢itame jako druhou mocninu absolutni hodnoty
vlnové funkce

p(1,0,0) = [Yuim(18,0)|" = |Ru(r) Yim(8,0)|" . (5.72)

radialni ¢ast bodové hustoty pravdépodobnosti je tedy
Ry (r)]” . (5.73)
Radialni hustotu pravdépodobnosti pp.q(r) spocitame tak, ze ,poscitdme pravdépodob-

nosti‘ nalezeni elektronu ve vsech mistech se stejnou vzdalenosti od pocatku, tj. zintegru-
jeme bodovou hustotu pravdépodobnosti pres povrch koule s pozadovanym polomérem r

paa() = [ [ 1R) [Yin 0, 0) 1 sin 40 d6 = (5.74)
— 2 | Rour |/ /mm )|?sin 0d do =
= 72| Ru(r)]”

P1i vypoctu jsme vyuzili toho, Ze jsou kulové funkce normované, takze integral na druhém
radku je roven jedné. Vidime, ze se v radialni hustoté pravdépodobnosti objevil dalsi faktor,
a to kvadraticky vyraz 2, ktery roste stejné rychle jako povrch koule.

Hledédme-li elektron na povrchu koule s velmi malym polomérem, tj. » ~ 0, faktor r?
zpusobi, Zze bude ppaq(r) = 0. Ve velmi malych vzdalenostech od stfedu atomu tak elek-
tron nalezneme jen s malou pravdépodobnosti. Pokud hledame elektron na povrchu koule
s velkym polomérem, exponencidlni pokles vyrazu e e v R, (r) prevazi nad Laguerro-
vym polynomem i nad faktorem 72, takZe pravdépodobnost nalezeni elektronu ve velkych
vzdalenostech je také velmi mald.

Elektron tedy s urcitou nezanedbatelnou pravdépodobnosti mizeme nalézt jen v urcitém
intervalu vzdalenosti.

V prostirednim sloupecku graft v tabulce je radiadlni ¢ast bodové hustoty pravdépo-
dobnosti vykreslena modfe a radidlni hustota pravdépodobnosti zelené (métitko na svislé
ose neni pro obé funkce stejné, aby byl dobre viditelny pribéh obou funkei). Na prvnich
dvou obréazcich vidime, ze i kdyz ma bodova hustota pravdépodobnosti v poc¢atku maxi-
mum, radialni hustota pravdépodobnosti je v pocatku skutecné nulova a ve velmi malych
vzdalenostech relativné mala.
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5.3.3 Tvar orbitaltt atomu vodiku

Jiz vime, jak vypadad sféricka i radialni ¢ast vinové funkce a z nich vypoctené hustoty prav-
dépodobnosti, mizeme je tedy slozit dohromady a podivat se na prubéh celkové hustoty
pravdépodobnosti v prostou, tedy na tvar orbitalti atomu vodiku.

V tabulce [5.3] je v prvnim sloupci v polarnim grafu cervené zobrazena sféricka ¢ast hustoty
pravdépodobnosti, tj. druhd mocnina absolutni hodnoty kulovych funkci, v fezu svislou
rovinou. V prostfednim sloupci jsou grafy radialni ¢asti bodové hustoty pravdépodobnosti
(modre) a radidlni hustoty pravdépodobnosti (zelené). Celkova bodovéa hustota pravdépo-
dobnosti nalezeni elektronu v daném misté, zkonstruovana pomoci grafti sférické a radialni
¢asti bodové hustoty pravdépodobnosti, je zndzornéna ve tretim sloupci tabulky (v fezu
rovinou obsahujici svislou osu z). Pro zndzornéni celkové bodové hustoty pravdépodobnosti
je pouzita barevnd skéla s riiznou intenzitou ¢ervené barvy. Jasné ¢ervend barva znamena
vysokou hodnotu hustoty pravdépodobnosti, tmavsi odstiny ¢ervené nizsi hustotu pravdeé-
podobnosti a éerna nulovou[]

Obrazky na prvnich dvou fadcich znazornuji hustotu pravdépodobnosti pro stavy (1,0,0) a
(3,0,0). Tyto stavy maji stejnd kvantova ¢isla [ = 0, m = 0 a 1i$i se pouze v hlavnim kvan-
tovém c¢isle n. Protoze sférickd ¢ast hustoty pravdépodobnosti zavisi pouze na kvantovych
¢islech [, m, maji stavy se stejnymi kvantovymi Cisly [ a m stejny thlovy tvar. V pripadé
stavii s [ = 0 jde o kulovy tvar.

Radiélni ¢ast hustoty pravdépodobnosti zavisi na kvantovych éislech n, [, ktera urcuji pocet
jejich maxim a nulovych bodt. Jak jsme vidéli v sekci vénované Laguerrovym polynomtm,
pocet nulovych bodu radialni hustoty pravdépodobnosti je n — [ — 1 a pocet jejich maxim
je n — . Maxima radialni ¢asti hustoty pravdépodobnosti odpovidaji na obrazku celkové
hustoty pravdépodobnosti kulovym vrstvam s vysokou hustotou pravdépodobnosti (mista s
jasné ¢ervenou, piip. bilou barvou) a jsou navzdjem oddélena kulovymi plochami s nulovou
hustotou pravdépodobnosti (mista s ¢ernou barvou), které odpovidaji nulovym bodiam
radialni ¢asti hustoty pravdépodobnosti. Kvantova ¢isla n a [ tak vlastné udévaji pocet
,vrstev® orbitalu.

Na dalsich obréazcich je hustota pravdépodobnosti pro jiné kombinace kvantovych ¢isel. Pro
stavy s vedlejsim kvantovym ¢islem [ # 0 uz tvar orbitalu neni sféricky symetricky, ale ma
slozitejsi tvar.

12M&Fitko barevné §kdly neni na vSech obrazcich stejné, bild mista znamenaji vy$$i hodnotu hustoty prav-
dépodobnosti nez zobrazuje barevna skila, kterd byla nastavena tak, aby byla dobre viditelna i mista s
nizkou hustotou pravdépodobnosti.
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Poznamka o popisu orbitaltt v chemii

S popisem orbitali se casto setkame také v chemii. Popis a konvence, které pouzivaji
chemici, se v nékolika vécech lisi od téch fyzikalnich, proto je tfeba je mit pri nahlizeni do
ucebnic chemie na paméti.

1. V chemii byva zvykem orbitaly oznacovat pismeny podle vedlejsiho kvantového ¢isla
[. Orbitaly s kvantovym ¢islem [ = 0,1, 2, 3,4 se tak po fadé nazyvaji orbitaly s, p,
d, f, g.

2. V ucebnicich chemie byva casto vyobrazovana pouze sféricka ¢ast hustoty pravdépo-
dobnosti, musime dat pozor na zdménu s celkovou hustotou pravdépodobnosti.

3. Pri nahlédnuti do ucebnic chemie muzeme zjistit, ze tvar sférické casti hustoty prav-
dépodobnosti je jiny nez s jakym jsme dosud pracovali. Diky tomu, zZe stacionérni
stavy atomu vodiku, které se lis{ pouze kvantovymi ¢isly [ a m (tj. maji stejné hlavni
kvantové Cislo n), maji stejnou energii. Mizeme proto vytvorit jejich linearni kom-
binaci, kterda bude také staciondrnim stavem (tj. bude se také jednat o stav s ostrou
hodnotou energie). Mizeme tak prejit k jiné bazi staciondrnich funkci. Ve fyzice je
vyhodné pracovat s funkcemi, které jsou vlastnimi funkcemi operatoru L,.V chemii
se pro popis chemické vazby lépe hodi funkce, které maji ,stejny tvar® a rtznou
prostorovou orientaci.

5.3.4 Kvantova cisla

.....

v prubéhu reseni atomu vodiku.

Kvantova cisla slouzi k ocislovani stacionarnich stavi elektronu v atomu vodiku. Kazda
trojice kvantovych ¢isel (n,l,m) tak odpovidd jednomu stavu, ktery je popsan vlnovou
funkei ¢, odvozenou vyse. Tento zptisob volby kvantovych ¢isel je vSeobecné pouzivany,
neni vSak jediny mozny. Stavy by bylo mozné sefadit za sebe (napf. podle energie) a
ocislovat je pomoci jediného kvantového cisla, ale vztahy pro energii a ostatni vlastni cisla
by pak byly mnohem komplikovanéjsi.
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ARy
NI

0 1 2 3 r[a]
|Y00|2 |R10|2 Prad 10
zk
NIV
o 5 10 15 20 r [a]
‘Y()(J’Q ’R30‘2 Prad 30
z
T
o 5 10 15 20 r[a]
|Y721|2 |R32|2 Prad 32
Z A
T
"0 5 10 15 20 25 30 35 40 r [a]
|Y20|2 |R42|2 Prad 42 |¢420|2

Tabulka 5.3: Znazornéni sférické ¢dsti bodové hustoty pravdépodobnosti (vlevo), radidlni
¢asti bodové hustoty pravdépodobnosti (uprostied, modte), radidlni hustoty pravdépodob-
nosti (uprostied, zelené) a celkové bodové hustoty pravdépodobnosti (vpravo) pro nékolik
vybranych stacionarnich stavii atomu vodiku.
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Hlavni kvantové ¢islo n

Hlavni kvantové ¢islo n jsme dostali pri feseni stacionarni Schrédingerovy rovnice z pod-
minky na normovatelnost feseni. Urcuje energii stavi"’] a jeho hodnota ovliviiuje radidlni
¢ast vinové funkce, ne vsak thlovou c¢ast. Mize byt rovno libovolnému prirozenému ¢islu
n € N.

Spolu s vedlejsim kvantovym ¢islem urcuje také ,vrstevnatost“ orbitalu, tedy pocet maxim
radialni ¢asti vlnové funkce.

Vedlejsi kvantové cislo [

Vedlejsi kvantové ¢islo [ opét souvisi pozadavkem normovatelnosti, tentokrat reseni rovnice
pro vlastni ¢isla operatoru L2. Povolené hodnoty vedlejsiho kvantového ¢isla jsou prirozena
¢isla véetné nuly, | € Ny, pro které plati podminka [ < n. Spoluurcuje tvar jak thlové, tak
i radialni casti vinové funkce.

Magnetické kvantové cislo m

Magnetické kvantové cislo souvisi s pozadavkem na 27-periodi¢nost vlnové funkce v pro-
ménné ¢ pri feseni rovnice pro vlastni ¢isla operatoru L,. Povolené hodnoty pro magnetické
kvantové ¢islo jsou celd ¢isla, m € Z, pro néz plati podminka |m| <.

Urcuje tvar sférické casti vlnové funkce, ne vsak radialni ¢asti.

Ukol 5.8 Jaky je stupeti degenerace n-té energetické hladiny atomu vodiku?

5.4 Dalsi priblizeni modelu atomu vodiku

Pojdme se nyni znovu podivat na predpoklady a zjednoduseni, které jsme v prubéhu reseni
atomu vodiku prijali a zamyslet se nad tim, jaké dalsi efekty bychom mohli brat v tvahu,
kdybychom chtéli nase feseni zpresnovat.

13To, 7e energie stavu E,, zavis pouze na hlavnim kvantovém &isle, je specifické pro atom vodiku. Tento jev
byva oznacovan jako tzv. ndhodnd degenerace. Pro jiné sféricky symetrické problémy, které maji stejné
feseni tihlové ¢asti, zavisi energie na hlavnim i vedlejsim kvantovém cisle n a [.



5.4. DALSI PRIBLIZENI MODELU ATOMU VODIKU 173

Pripomenme znovu, ze jsme se celou dobu zabyvali staciondrnimi stavy atomu vodiku,
tedy stavy s ostrou hodnotou energie. Také tvar orbitalti atomu vodiku jsme si znazorno-
vali pouze pro tyto stavy. Pokud bychom chtéli zjistovat, jak je to s tvarem orbitali pro
nestacionarni stavy atomu vodiku, museli bychom vzit feseni nestacionarni Schrodinge-
rovy rovnice a priibéh hustoty pravdépodobnosti vypocitat z néj. Pozor, nejedna se o sou-
¢et hustot pravdépodobnosti (orbitali). Navic hustota pravdépodobnosti nestacionarnich
stavi neni na rozdil od stacionarnich stavii v ¢ase konstantni, tvar orbitali nestacionarnich
stavl se tak s casem vyviji.

Redukovand hmotnost

Prvni zptresnéni, které muzeme do naseho reseni snadno zahrnout, je nahrazeni hmotnosti
elektronu redukovanou hmotnosti, kterou jsme urcili v ikolu (I, Tato oprava je v radu
desetiny promile, tedy 107%.

Spin elektronu

V nasich tivahach jsme dosud neuvazovali spin elektronu. Elektron ma dvé mozné hodnoty
prumétu spinu j:%, kazdy stav popsany trojici kvantovych ¢isel (n,l,m) tak mizeme od-
lisit podle toho, jestli ma elektron ,spin nahoru® nebo ,spin dolti.“ Zavadime proto dalsi
kvantové ¢islo, tzv. spinové kvantové cislo mg, které popisuje primét vnitintho momentu
hybnosti elektronu — spinu. Nabyva dvou rtznych hodnot m, = £1.

Naproti tomu magnetické kvantové ¢islo m popisuje prumét momentu hybnosti (oznacova-
ného jako orbitdalni moment hybnosti), ktery souvisi s ,,pohybem* elektronu v poli centralni
sily.

Pri pridani spinu tak musime pro jednoznac¢né rozliseni jednotlivych stavi pouzit ¢tverici
¢isel (n,l,m, my). Stupen degenerace energetickych hladin atomu vodiku se spinem tak
bude 2n2.

Spin-orbitalni interakce a relativistické efekty

Z experimentu vyplyvd, ze hodnota energie dvou stavi lisicich se pouze spinovym kvanto-
vym ¢éislem se mirné 1isf (fddovée asi o 107*eV). V porovndni s rozdilem energie zdkladniho
stavu a excitovanych stavi (ktery se pohybuje v desitkach eV) je to rozdil maly, nicméné
meéritelny.
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K tomuto rozstépeni energetické hladiny prispiva interakce orbitdlniho momentu hybnosti
s vnitinim momentem hybnosti elektronu, tzv. spin-orbitdlni interakce. Orbitalni moment
hybnosti vytvari uvniti atomu magnetické polef}] se kterym interaguje spin elektronu.
Vznik tohoto magnetického pole si muzeme predstavit dvéma zptsoby, z pohledu jadra
nebo z pohledu elektronu. V prvnim ptipadé se elektron pohybuje v elektrickém poli jadra
a jakozto nabita castice vytvari magnetické pole. Z pohledu elektronu vidime, ze se kolem
néj pohybuje kladné nabity proton a vytvari proudovou smycku, kterad generuje magnetické
pole. Energie stavu elektronu pak bude zaviset na orientaci jeho spinu v tomto magnetickém

poli[]

Dalsi efekty, které musime vzit v iivahu, souviseji s relativistickym chovanim ¢astic. Misto
klasického vztahu pro kinetickou energii bychom méli pouzit relativisticky vztah pro energii

E = \/m2c* + p?c2. (5.77)

Korekce energetickych hladin, které ziskdme timto zpiisobem, jsou fddu 10~% eV, tedy stej-
ného radu jako prispévek spin-orbitdlni interakce.

Spojeni obou korekci dohromady se tika tzv. jemnd struktura spektra atomu vodiku . PTi
zapocteni téchto korekci se ve vztahu pro energii objevuji kromé hlavniho kvantového cisla
n také dalsi kvantova ¢isla a degenerace energetickych hladin vici n a [ tak mizi.

Spin jadra

Dalsim jevem, ktery jen strucné zminime je tzv. spin-spinova interakce, kdy budeme uva-
zovat i spin jadra. Mame tak vlastné dvoucasticovy systém, kdy spin jadra interaguje se
spinem elektronu. Korekce na energie, které takto ziskame, jsou piiblizné fadu 107¢ eV, coz
je vyrazné méné nez korekce pro jemnou strukturu atomu vodiku. Proto byva tato korekce
oznacovana jako tzv. hyperjemnd struktura atomu vodiku nebo hyperjemné rozstépeni.

Pribéh potencialu

Drobné nepresnosti jsme se dopustili, kdyz jsme predpokladali, ze potencidl jadra muzeme
popisovat pomoci coulombického potencidlu bodového naboje, ktery mé prubéh V(r) ~ %

14Jde opravdu o ,vnitini“ pole vytvofené atomem samotnym, nikoli o vnéjsi magnetické pole, do kterého
by atom mohl byt vlozen, jak uvidime u Zeemanova jevu v

5Pomoci klasické predstavy proudové smycky miizeme pomoci Biotova-Savartova zakona odhadnout veli-
kost tohoto magnetického pole priblizné na 2T.
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Ve skutecnosti jadro neni bodové, ale ma rozmér asi 1071° m, méli bychom tedy uvaZovat
prubéh potencialu jako u homogenné nabité koule. Oprava energie, kterou takto dostaneme,
je v fadu 107 eV (viz tloha ¢. 2299 ve Shirce TeSenych tiloh), coZ je pfi b&Zné presnosti
meéreni zanedbatelné, ale pri presném méteni se tento rozdil projevi.

Navic interakce mezi elektronem a jadrem neni ¢isté elektrostatickd (zanedbali jsme napt.
gravitacni pritahovani i krdtkodosahovou slabou interakei, kterd ma dosah cca 10717 m).
Tato zanedbani ale v porovnani s ostatnimi opravdu nejsou vyznamna.
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Reseni tikolt z kapitoly

Reseni 5.[1]

Jadro lehkého vodiku iH tvorené jednim protonem ma asi dvoutisickrat vétsi hmotnost nez
elektron, tedy m, ~ 2000 m,. Prostym dosazenim tedy dojdeme k zavéru, ze redukovana
hmotnost pro lehky vodik bude priblizné hmotnost elektronu

myMe 2000 m?2
/‘LH — — =~
my +me 2001 m,

Me

a celkovd hmotnost bude ptiblizné hmotnost jadra,

My = m, + m, = 2001 m, ~ 2000 m, =~ m,, .

Jadro tézkého vodiku 2H (nékdy oznacovaného D jako deuterium) je tvofeno jednim pro-
tonem a jednim neutronem. Hmotnost neutronu je priblizné stejna jako hmotnost protonu
(lisf se asi o jedno promile), tedy m, ~ m,. Hmotnost jadra je ddna souétemE] téchto
hmotnosti

my = my + my, = 2m, ~ 4000 m, .

Stejné jako v predchozim pripadé mizeme vypocitat redukovanou hmotnost pro deuterium

myme 4000 mg -
my+m. 4001m,

Me

pfp =
a celkovou hmotnost

Mp =my+ m, =4000m, + me ~ 4000m, ~ my .

Je tedy zfejmé, Zze pro prvni priblizeni se tyto nové hmotnosti (celkovd hmotnost, redu-
kovana hmotnost) od ptivodnich hmotnosti (hmotnosti jadra, hmotnosti elektronu) nijak
vyrazné nelisi ani v pripadé lehkého vodiku, ani v pripadé deuteria.

Muzeme tedy s védomim této malé nepfesnosti v hamiltonianu (5.13) misto M a p uva-
zovat hmotnost jadra m, a hmotnost elektronu m.. Kdybychom chtéli piesnéjsi vysledek,
ponechali bychom v hamiltonidnu hodnoty M a p a na celém vypoctu by se nic nezménilo.

3Vazebnou energii systému proton-neutron neuvazujeme.
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Presny vypocet

Pokud by néas zajimaly pfesné hodnoty redukované a celkové hmotnosti, miizeme provést
podrobnéjsi vypocet.

me = 548,579909 x 107 % u,
m, = 1,007276467 u,
mp = 2,013553213 u.

Pro lehky vodik, resp. deuterium, dostaneme hmotnosti

pr = 548,281306 x 10~ %u,
My = 1,007825047 u,

resp.

pp = 548,430669 x 10 °u,
Mp = 2,014101792u.

Relativni rozdil redukované hmotnosti a hmotnosti elektronu a rozdil celkové hmotnosti
a hmotnosti jadra vypocteme jako

A _
prr _ | = me| _ 0,00054 ,
Me Me
AMy | My —
no_ [Mu =yl _ 0,00054 ,
mp mp
resp.
A _
io _ |1 —me| _ 0,00027 ,
Me Me
AMp _ |Mp=mp| _ 4 55097,
mp mp

Vidime, ze relativni rozdily redukované hmotnosti a hmotnosti elektronu jsou v radu de-
setiny promile. Pro deuterium, jehoz jadro ma vétsi hmotnost nez jadro atomu vodiku,
je shoda lepsi. Pokud by byla hmotnost jadra nekonecna, pak by se redukovana hmot-
nost limitné blizila hmotnosti elektronu. Pro prvni priblizeni tedy mtzeme pouzit priblizné
hodnoty redukované hmotnosti z predchoziho ptiblizného vypoctu. Tyto rozdily v hmot-
nostech jsou opravdu malé, ale métitelné. Ovlivni naptiklad systém energetickych hladin
atomu vodiku, coz bylo pozorovano pri zkoumani vodikového spektra.
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Reseni 5.@

Pozitron budeme povazovat za ,jadro“ pozitronia. Potom jadro i elektron maji stejnou
hmotnost.

Redukovanou hmotnost pp vypocteme jako

M Me Mg Mg
'uP_meque C 2m. 2
celkova hmotnost Mp je
Mp = 2m6 .

Relativni rozdil redukované hmotnosti a hmotnosti elektronu, resp. celkové hmotnosti a
hmotnosti jadra, vypocteme jako

App _ |pup—me| %= 1
Mme Me Come 2
AMP . |Mp—me‘ . me _1
Me N Me _2m6_2

Vidime, ze redukovand hmotnost pp je poloviéni v porovnani s hmotnosti elektronu a cel-
kova hmotnost Mp je dvojnasobné v porovnani s hmotnosti jadra. Tento rozdil jiz rozhodné
neni zanedbatelny a pri urcovani spektra pozitronia je pottreba jej brat v tivahu.

Reseni 5-@

Do hamiltonidnu ([5.15) dosadime tvar Laplaceova operatoru ve sférickych souradnicich
(5.33). S vyuzitim oznaceni ([5.34) mizeme hamiltonian zapsat jako

. R 1[0 0 Ze?
H=——— | =P — | + Qg g| —k—. 5.36
2me 12 [87’ (r 87") + 9’4 r (5.36)
Reseni 5/4
Komutac¢ni relaci [f/z,fLQ] = 0, ktera plati bez ohledu na to, v jakych souradnicich jsou

operéatory vyjadieny, jsme jiz ovéfili v kapitole 2.2] v tloze [2][6]

Pro nalezeni komutétorti [H,L.] a [H, L?] vyuZijme zkrdceného zdpisu hamiltonidnu a
operdtoru L? pomoci operdtoru Ay 4. Navic tu ¢ast hamiltonidnu, kterd zavisi pouze na
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proménné r, pro vétsi prehlednost oznacime jako F'(r),

L* = -WN,y,
N R (1 0 0 N
= " 2m, <T2 or ( 8) + Ag’d)) +V(r)
B 1 0 2 B h? iA
N 2me r2 or (9 2m, 12 0,9
N h 1
= £ - QmeﬁAW’

Dosadme do komutétoru

A

B0 = fh.— i

. R 1 0 0 [~ h? 1
:_lh[<F(r)_2meﬂA9’¢> %— (%<F( ) 2m€7"2A0 ¢>] .

Proménné r, 6, ¢ jsou na sobé nezavislé, proto mizeme zaménit poradi derivaci. Oba ¢leny
v zavorce jsou tedy stejné a odectou se. Dostavame hledany vysledek

[H,L.]=0. (5.38)

a i druhy komutator je

[A,17=0. (5.39)

Reseni 5.@

Energie elektronu v atomu vodiku je déna vztahem (5.66), zdvisi na hlavnim kvantovém
¢isle jako % Energie Fy, Es, F3, ... na obrazku odpovidaji vazanym staviim elektronu v
atomu vodiku. Je vidét, Ze se s rostoucim n ,zahustuji“ a limitné se priblizuji k nulové
hladiné. Stavy s nezdpornou energii by pak odpovidaly rozptylovym staviim elektronu,
ktery ,proléta kolem.“ Tato energie uz by nebyla kvantovana, ,volny*“ elektron by mohl
mit libovolnou (kladnou) energii.
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E
I ,volny elektron*
0 ’ ,
vazany elektron
s l
Ey
Ey zdkladni stav

Energie vazanych stavi elektronu v atomu vodiku je zapornéd diky tomu, ze jsme zvolili
nulovou hodnotu potencialni energie v nekoneé¢nu. Jde o vazebnou energii elektronu
v atomu, tedy energii, kterou je nutno dodat pro vytrzeni elektronu z atomu.

Reseni 5@

Legendreovy polynomy pro | = 1,2, 3,4 vypoc¢teme podle vztahu (5.52). Napr. pro [ = 1
dostaneme

1d 1
Pé)=-—=(E-1'=-.20=¢.
() = 5 (1) =5 2 =¢
Pro dalsi kvantova cisla [ dostaneme polynomy
R(§) =1,
Pi(§) =¢,
1
Py(&) = 53¢ = 1),
1

P€) = 5(56° - 36).

Reseni 5-@

Pro vypocet pridruzenych Legendreovych polynomu pouzijeme definicni vztah (5.51) a
vyuzijeme jiz vypoétené Legendreovy polynomy z tkolu[6l Misto proménné £ ted dosadime
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cosf. Diky tomu, ze se ve vztahu (5.51)) kvantové ¢islo m vyskytuje pouze v absolutni
hodnoté, je P, (&) = Pr(—m)(§).

Naprt. pro [ = 1, m = £+1 dostaneme

Pu= (=@} = T- @O = 1-¢.

Pro kombinace nizkych hodnot kvantovych cisel [ a m dostaneme polynomy

Poo(§) =1 Poo =1

Pio(§) =¢ Py = cosf

P(§) =y1-&2 P =sinf

Py (&) = ; (3¢ —1) Py = ; (3cos?f —1)

Py (§) = 3¢4/1 - €2 Py =3 sinf cosb
P22<5)23(1—§2) P22:3Sin29

P3o(§) = ;(553—35) Py = ;(500539—30059)

P (§) = ; 1 —€2(15¢6% - 3) Py = g sin @ (5 cos® § — 3sin 0)
Psy(€) = 15¢ (1 — £2) Psy = 15 sin* @ cos 0

Pys(€) =15 (1 — £%)% Psy =15 sin® 6

a druhé mocniny jejich absolutni hodnoty

1
|Poo|* =1 | Pso|* = 1 (25 cos® @ — 30 cos® 6 + 9 cos®0)
9
|Pyo|* = cos?0 |Ps|* = 2 sin? 0 (25 cos* @ — 10 cos? 6 + 1)
|P1|? = sin? 6 | P3y|? = 225 sin 6 cos® 0

1
| Pyl = 1 (9 cos*@ — 6 cos® 6§ + 1) | P3s|* = 225 sin® 0

|P21|2 =9 sin2«900529 |P22|2 =9 SiIl46)

Polarni graf ziskame tak, ze pro dany tithel 6 nakreslime na polopiimku svirajici s osou z tthel
0 bod grafu, jehoz vzdalenost od pocatku se rovna velikosti funkéni hodnoty zobrazované
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funkce. Uhel # mé&fime v zdporném smyslu od osy z. Pokud je funkéni hodnota ziporna,
zakreslime bod napf. jinou barvou.m

Na obréazku vlevo je znazornén polarni graf funkce Pjg = cosf a vpravo graf funkce P, =
sinf. Pro funkci cosf je ve sméru osy z (f = 0) funkéni hodnota rovna jedné, protoze
cos0 = 1. S rostoucim thlem 6 funkcni hodnoty klesaji, az pii ¢ = 7 je funkcni hodnota
nulové, protoze cos 7 = 0. Funkéni hodnoty pro ¢ € (0,%) odpovidaji na obrazku plné
cervené linii. PTi dale se zvétSujicim thlu 6 € (7, 7) budou funkéni hodnoty zaporné, pro
0 = 7 je cosf = —1. Body grafu pro 6 € (3,m) jsou zakresleny modrou plnou linii, ktera
znaci zapornou hodnotu. Funkce sinf méa v intervalu [0,7] kladné hodnoty, které opét

odpovidaji plné cervené linii.

)
N
D)

AN
\|
ISA
SIE]
SIE]

~< -

Ve sférickych soutadnicich je tihel § definovan jako thel z intervalu [0, 7]. Proto
v polarnim grafu pro thly z intervalu (, 27) nevykreslujeme funkéni hodnoty, ale pouze
zrcadlovy obraz funkce z intervalu (0, 7), jak je v obrdzku naznaceno prerusovanou ¢arou.
Tento zrcadlovy obraz neprinasi zadnou novou informaci, pouze nam poméaha vytvorit si
lepsi predstavu o tvaru funkce.

Pro zkoumani hustoty pravdépodobnosti nas vice nez samotné pridruzené Legendreovy
polynomy budou zajimat druhé mocniny jejich absolutni hodnoty, které jsou vykresleny v
polarnich grafech v tabulce . (Zde jiz funkce a jeji zrcadlovy obraz nejsou odliseny
prerusovanou ¢arou.)

Reseni 5@

Degenerace energetické hladiny znamenad, ze rizné vlastni stavy maji stejnou energii. Pocet
ruznych vlastnich stavi se stejnou energii oznacujeme jako tzv. stupen degenerace g,. Ener-
gie stavu atomu vodiku je urcéena hlavnim kvantovym ¢islem n, ale nezavisi na vedlejSim

10 Alternativnim zpfisobem zakresleni bodt pro zdpornou funkéni hodnotu je zakresleni bodt do grafu na
opacnou polopiimku, nez na které by byla kladna funkéni hodnota stejné velikosti.
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kvantovém cisle [ ani na magnetickém kvantovém ¢isle m. To znamend, ze dva stavy, které
maji stejné hlavni kvantové ¢islo n, maji stejnou energii, i kdyz se lisi v kvantovych ¢islech
[ a m. Nase otazka je tedy stejna, jako kdybychom se ptali, kolik rtznych stavii atomu
vodiku existuje pro dané n.

Pro pevné n muze vedlejsi kvantové ¢islo nabyvat hodnot 0,1,2,...,(n — 1) a pro kazdé
vedlejsi kvantové cislo [ existuje 2] + 1 moznych hodnot magnetického kvantového cisla m
(protoze magnetické kvantové ¢islo mize nabyvat hodnot —, ... ,0, ... l). Chceme-li zjistit,

kolik existuje celkem moznych stavi pro pevné n, musime secist poc¢et moznosti kvantového
¢isla m pro vSechna mozna [, coz muzeme zapsat jako
n—1
Jn = Z(?l +1). (5.75)

=0

Jedna se o aritmetickou posloupnost, jejiz soucet je

g = g(1+2(n—1)+1) =n?. (5.76)

Zjistili jsme tedy, Ze stupen degenerace kazdé energetické hladiny je n?.
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