Kapitola 6

Spin

6.1 Zavedeni spinu do QM

Ze Sternova—Gerlachova experimentu vime, zZe pfi méreni prumétu vlastniho momentu hyb-
nosti elektronu — tzv. spinu — do vybrané osy muzeme namérit jen dvé hodnoty, a to +h/2
a —h/2. 7 dalsich experimentii a méfeni vime, ze se skutecné jednd o moment hybnosti,
protoze se sklada stejné jako orbitalni moment hybnosti a lze jej skladat i s timto or-
bitalnim. Einsteiniv — de Haastiv pokus ale ukazal, ze spin elektronu neni dan néjakou
kvantovou analogii jeho pohybu jako nabitého télesa — napr. otacenim kolem osy, vza-
jemnym pohybem jeho komponent apod. K tomuto zavéru nas vede fakt, ze pomér mezi
vnittnim magnetickym momentem elektronu a jeho vnitinim momentem hybnosti, tzv. gy-
romagneticky pomér, je dvojnasobny v porovnani s pomérem, ktery vychazi pro pohyby
elektronu v klasické i kvantové mechanice.

6.1.1 Popis spinového stavu a operatory spinu

Uvedenych experimentalnich vysledki nyni vyuzijeme k tomu, abychom si vybudovali for-
malismus popisujici spin matematicky. Skutecnost, ze existuji jen dvé nameéritelné hodnoty
spinu ukazuje, ze Hilbertiv prostor vsech jeho stavii bude dvoudimenzionalni. Zvolme si
tedy jako prvky baze tohoto prostoru stavy prislusejici vlastnim hodnotam +A/2 pii mé-
feni pramétu spinu do osy z a oznacme je |z+) a |z—). Vzhledem k tomu, Ze se jednd o
dvoudimenziondlni vektorovy prostorﬂ jisté ho lze ztotoznit s prostorem dvouslozkovych

'Radéji i na tomto misté znovu pfipometime, Ze se jedné o vektorovy prostor nad télesem komplexnich &isel
C. A dale jesté by bylo mozné namitnout, ze prostor muze byt vicedimenzionalni, protoze jedno nebo obé
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186 KAPITOLA 6. SPIN

vektorti a jako prvky baze uvazovat prvky kanonické béaze:

|ﬁ»=<é>, |p»:<?>. (6.1)

Pokud bude systém v néjakém stavu |¢), ktery bude dén linearni kombinaci obou bazovych
stavii, pak to zapiseme jako

WQZM%H+QMﬁEQ<é>+@<?)=<2>, (6.2)

tedy stav bude opravdu popsan dvoudimenzionalnim vektorem.

Tyto dvouprvkové vektory budou ,hrat stejnou roli®, jakou mély vinové funkce v predcho-
zich kapitolach. Tvori Hilbertav prostor — skalarni souc¢in dvou vektorti budeme definovat
tak, ze prvni vektor transponujeme (,udélame ze sloupecku radek*), komplexné sdruzime
(duvody jsou vysvétleny u zavadéni skalarniho soucinu pro vinové funkce) a potom maticové
vynasobime s druhym vektorem, tj.

_ [ @ _ [ ] e by \ _ . .
la) = < 0 ) , [0) = < by ) = (a|b) = ( ay aj ) ( by > = ajby + asb,.

Odtud plyne i definice normovaného vektoru

a9

\@_<“> = {a|a) = |a|> + |as)? = 1.

Ukol 6.1  Uréete pravdépodobnost naméfeni obou moznych hodnot primétu spinu
do osy z, tj. veliciny S, jestlize je stav dané ¢astice popsan vektorem

w=(111)-

Popis spinového stavu c¢astice jsme tedy vytvorili, nyni ale musime najit vhodny mate-
maticky objekt, ktery by reprezentoval spin jako fyzikalni veli¢inu. Jinymi slovy, pokud
jsme vlnové funkce nahradili vektory, je otazkou, co bude hrat roli operatori. Operator
prislusejici jakékoli méritelné fyzikalni veli¢iné musi byt linedrni zobrazeni na Hilbertové

vlastn{ ¢&isla (odpovidajici naméfitelnym hodnotdm) mohou byt degenerovand. Zkusme ted ale budovat
teorii popisujici spinovy stav elektronu co mozné nejjednodussi, tj. bez uvedené degenerace. Pokud by
nas pokus selhal (teoreticky popis neodpovidal experimentdlnim vysledkim), vime, Ze zde je moznost,
jak teorii upravit.
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prostoru a jako takové ho na vektorovém prostoru konecéné dimenze miizeme reprezentovat
matici; v nasem pripadé se bude jednat o matici 2x2.

Matici, kterd by méla reprezentovat operator primétu spinu do osy z, oznac¢ime S.. Zname
jejl vlastni ¢isla a vime, ze jeji vlastni vektory tvori bazi. Z toho plyne, zZe tato matice je
diagonalni a na diagonale jsou jeji vlastni ¢isla, tj.

. (" 0\ _h{1 0
(3 )40

Ukol 6.2 Uvahy v této kapitole lze pékné ilustrovat pomoci apletu
https://phet.colorado.edu/sims/stern-gerlach /stern-gerlach__en.html

Ovladani: V horni casti se nastavuje pocet magneti a jejich natoceni. V levé casti se
posilaji castice do magneti a lze upravit, jaké cdstice bude zdroj posilat. Koldcové grafy
pod magnety ukazuji relativni cetnosti obou moznych visledkii.

1. Zapnéte si aplet, nastavte zdroj na nahodny smér spinu castic a ukazte, ze v
takovém pripadé je pravdépodobnost naméreni obou hodnot prumétu spinu do
libovolné osy stejna.

2. Nastavte si dva magnety za sebou.

o Nejprve nechte oba magnety smétovat do osy z a vysvétlete ziskané vysledky.

o Poté prvni magnet ponechte nastaveny na 0° a zménte tthel druhého mag-
netu na 90° (méfeni primétu spinu do sméru z). Popiste, co se stalo.

» Poté prvni magnet nastavte na 180° (bude propoustét atomy se zdpornym
prumétem spinu do osy z. Uhel druhého magnetu ponechte na 90°. Popiste,
co se stalo ted.

« Poté zopakujte posledni dvé pozorovani, ale prohodte vzdy nastaveni prvni-
ho a druhého magnetu. Ziskali jste vysledky, které jste ocekavali?

V predchozim tikolu jsme zjistili, ze pokud je ¢astice v nékterém ze stavii s ostrou hodnotu
Sz, pak pravdépodobnosti naméreni obou moznych hodnot priméti spinu do osy z jsou
stejné. To znamena, ze vektory |z+) a |z—) jsou takovou linedarni kombinaci vektori |z+) a
|z—), kdy oba koeficienty maji stejnou velikost. Zapisme to matematicky pro vlastni vektor
|z+), kterému piislusi vlastni ¢islo f/2:

[z4) = Arfz+) + Azfz—) = A ( (1) ) + Ay ( (1) ) = ( ﬁl ) , kde|A;| = |Ay).
2
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Vidime, 7e |7+) ma v obou slozkach &fsla se stejnou velikosti. Zvolmd?|
V2 (1 V2
|$+>:7<1>:<i§ ; (6.4)
2
kde vyraz \/75 zajistuje normovanost (jednotkovost) vektoru.
Obecné feseni je A, = %ci” a Ay = %, kde 7 je libovolné realné ¢islo, tzv. faze komplexniho
¢isla Ap, protoze stejny stav je popsan libovolnym nasobkem daného vektoru mohu A, volit

jako realné kladné a fazi psat jen ke koeficientu A;.

Vlastni vektor |z—) prislusejici vlastnimu ¢islu —#4/2 musi byt na vektor |x+) kolmy. To
znamena, ze to musi byt vektor

- 2(3)-(F)

I toto mohu spocitat peclivéji. Oznacme

[a—) = Bi|e+) + Baf2—)

nebo néjaky jeho nasobek.

a z pravdépodobnostni interpretace koeficienta B; a By vime, ze plati
1
2 2
B = [Be|" = 5

, c0Z ma obecné reseni

S D
/ V2
Pokud vektory |z+) a |z—) popisujici stavy s ostrou hodnotou do osy z tvoii (ortonorméalni)
bézi, musi takovou bazi tvorit i vektory |x+) a |[z—) (osy z a z jsou fyzikalné rovnocenné).
Jednoduse ovérime, ze (x + |2+) = 1 a (z —|2—) = 1. Z pozadavku kolmosti obou
vektori dostavame

1 1 el 1 :
) — — 2 (1. .
0= (x+]|z-) 2(11>¢§<1> 2(1e+11),
odkud je jiz patrné, ze e = —1.

Protoze zname vlastni ¢isla a vlastni vektory matice S, a dale vime, ze matice S, musi byt

hermitovska, je jiz jednoznac¢né dana:
h h{0 1
2 | =&
0 ) 2 ( 10 ) ' (6.5)

gm:<

2Nemame zadny dal$i pozadavek na tvar |z+), proto je pfirozené si zvolit co mozna nejjednodussi tvar.

o O
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Ukol 6.3  Napiste si matici S, jako

o a b+ic
Sx—< . d ), (6.6)

b—ic

kde a, b, ¢ a d jsou redlnd ¢isla (tvar matice zarucuje jeji hermitovost). Urcete a, b, ¢
a d tak, aby vyse uvedeny vektor |x+) byl vlastnim vektorem odpovidajici vlastnimu
¢islu h/2 a vektor |x—) byl vlastnim vektorem odpovidajici vlastnimu ¢islu —A/2.

Podobné bychom mohli postupovat i pfi hledani matice Sy pro prumét spinu do osy y, ale
protoze matice S, S a S, uz nejsou na sobé zcela nezavislé, najdeme matici S rychleji.
Spin je momentem hybnostl, a proto musi jeho slozky spliovat stejné komutacm relace,
jaké jsme odvodili pro moment hybnosti dfive (viz [2.29):

A A . A A i A A h O _1
8,8, = —ih8, = &, = ﬁ[s S, = 2(1 O). (6.7)

Ukol 6.4  Spoditejte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice S'y. Bylo mozné nékterou
cast z vysledku urcit predem? Ovérte i vzajemnou kolmost vlastnich vektort.

Ukol 6.5  Spoditejte matici 52 = 52 + SZ + 52 a jeji vlastni &sla a vektory. Jsou
vysledky prekvapivé, nebo se daly odhadnout predem?

Ovérte komutacni relace mezi maticemi pro jednotlivé slozky spinu a pro kvadrat jeho
velikosti.

Shrnuti vysledka

Shrime si vysledky této kapitoly. Pro castice, které maji spin 1/2, coz jsou napriklad
elektron, proton, neutron, neutrina ¢i kvarky (ale nikoli napf. foton ¢i piony), miZeme
jejich spinovy stav popisovat pomoci dvoudimenzionalnich vektort a veli¢iny reprezentovat
pomoci hermitovskych matic 2 x 2. Tyto matice se nejcastéji vyjadiuji v bazi vlastnich

vektor primétu spinu do osy z. Operéto spinu S tedy je

5= (( 7*32 héz > : ( ih0/2 —1(7)1/2 ) ’ ( héz —7(1)/2 )) B (6.8)

3Pokud vés ,vylekalo“, Ze najednou piSeme vektorovy operator, tak si klidné pro zadatek, nez si na to

zvyknete, fikejte, ze je to jen takovy rychlejsi zpisob zapisu S = (gl, gy, gz) Casem se ukéaze, 7e je to
uzitecny zpusob jak na ty tfi operdtory nahlizet.
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()0 9) 6 )=

kde jsme symbolem & oznacili tzv. Pauliho matice.

Qv

Vsechny t¥i matice maji vlastni ¢isla +h/2 a —h/2. Vlastni vektory, tj. vektory popisujici
vlastni stavy pro jednotlivé slozky spinu jsou

=2 (1)=(3) =2 (V)=
=t (1)=(5) m=4(0)-(3) @
#=(5) - (1)

Kvadrat velikosti spinu S? je reprezentovan matici

o3 (10
S="r1o 1) (6.10)

kterd ma dvojnasobné (dvakrat degenerované) vlastni ¢islo % = h2% (% + 1) (zapis je ve
stejném tvaru jako pro moment hybnosti odvozeny diive) a vSechny vektory jsou jejimi
vlastnimi vektory.

.....

zalozenych ¢tenarti budit nedtvéru. Uvedme tedy jesté jiny postup. Vyjdeme z téchto
poznatki:

o Hledané operatory musi byt linearni a hermitovské, to znamena, ze je lze reprezento-
vat hermitovskou matici (jisté by to slo i jinak, ale kazda takovéd reprezentace pujde
homomorfné ztotoznit s maticovou reprezentaci).

e Dale z experimentu vime, Ze spin je moment hybnosti, takze hledané matice musi
splnovat stejné komutacni relace jako operatory momentu hybnosti:

A A A

5., 8,] = ihS., [S5,,5.] = ihS,, [S.,5.] = ihS,.

o 7 experimentu také vime, ze prumét spinu do jakéhokoli sméru muze nabyvat pravé
dvou hodnot, a to +h/2 a —h/2, to znamend, ze Hilbertav (stavovy) prostor je
dvoudimenziondlni. Budeme tedy tti hledat matice 2 x 2 pricemz vsechny t¥i museji
mit vlastni ¢isla +h/2.
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Hledame tti komplexni matice 2 x 2, to je 3 -4 -2 = 24 redlnych neznamych. Pozadavek
hermitovosti matic pocet realnych neznamych redukuje na 12. Znalost vlastnich ¢isel nam
déva 6 rovnic (dvé pro kazdou matici) a znalost komutacnich relaci také da 6 nezavislych
rovnic. Mame tedy dost rovnic pro nalezeni matic operatoru spinu.

Pokud bychom se pustili do reseni, tak uvidime, ze Pauliho matice nejsou jedinym fesenim
vyse uvedenych pozadavki, ale vSsechna ostatni feseni jsou fyzikalné plné ekvivalentni.
Nejednoznacnost je dana napt. volbou béze, vuci které budeme matice vyjadiovat (feseni
jsou tzv. podobné matice). Proto je mozné se omezit na Pauliho matice, aniz by teorie
ztratila na své obecnosti.

Vypoctova uloha 6.1

Spocitejte matici Sy prumétu spinu do libovolného sméru v roviné xz. (Smér charak-
terizujte ihlem ¢, ktery udava odklon tohoto sméru od osy z a nabyva hodnot od —m
do 7.)

Déle urete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice Sy.

Najdéte i matici prumétu spinu do zcela obecného sméru daného tthlem ¥ odklonu od
osy z a uhlem ¢ otoceni kolem osy z. Urcete i jeji vlastni ¢isla a vlastni vektory.

ReSeni:

Nejprve musime sestavit operator prumétu spinu do zadaného sméru 7, ktery ma v ro-
viné xz obecné vyjadreni 77 = (sin, 0, cos ). Pokud bychom pracovali s vektorem,
ziskali bychom jeho prumét do tohoto sméru pomoci bézného skaldrniho soucinu (v na-
sem tiidimenzionalnim prostoru), a pro operdtor prumétu spinu Sy pouzijeme skalarni
soucin zcela analogicky:

A v . N _ h( cos? sind
Sﬂ_S.n_stlnﬁ+SZCOSQ9—§ sintt —cosd

Vlastni ¢isla A budeme hledat pomoci rovnice

A 10
det [ Sy — A 0 1 = 0.

Po dosazeni dostaneme

h h R ., , R,
500319—)\ —§COSZ9—/\ —Zsm ﬁ_—zcos 9+ A —Zsm ¥ =0.

Rovnice ma dvé feseni A = +h/2, coZ nés nijak neprekvapuje, protoze vime, ze pramét
spinu do libovolného sméru miize nabyvat pouze téchto dvou hodnot. Vlastni vektor
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prislusejici vlastnimu ¢islu A = /A/2 oznac¢me |[J+) = ( Z ) a napisme rovnici pro jeho

nalezeni:

N h

ﬁ cost? sin a _72 a
2 \ sin? —cos? b ) 2\b

a upravé dostavame homogenni soustavu dvou rovnic

Po dosazeni

a(cosd —1) + bsin ¥ =0,
asinv + b(—cos¥—1) =0.

Resenim je napiiklad a = sind, b = 1 — cos ¥, ale také libovolny nasobek této dvojice
c¢isel. Vyhodné by bylo najit takovy nésobek, aby dany vektor byl jednotkovy, proto
s vyuzitim vzorci pro goniometrické funkce dvojndsobného thlu (sin 2x = 2sin x cos x
a cos 2z = cos? r — sin? z) uréime:

la|> +[b]* =sin?9Y + 1 —2cosv + cos® ) = 2(1 — cos 1)

(
=2 (1 — cos? g + sin? g) = 4sin? g.

Jednotkovy vlastni vektor pak ziskavd podobu
= a 1 2sin ¥ cos ¥
) = —— _ 1 ) cos 3
v |a|2+]b\2<b> 28111129(1—00321294_81112129)

1 in ¥ 9 s
L (eimgeesy ) (eong) 11
2smg 2sin® sin

Poznamka: Symbolem |9+) oznacujeme vlastni stav a k nému prirazend vinova funkce,
resp. vektor jsou urceny az na multiplikativni konstantu, tj. priddnim normovaci kon-
stanty jsme sice zde zménili vektor, ale ten popisuje porad stejny stav. Proto si ho
dovolujeme oznacovat stale stejné.

Druhy vlastni vektor [¢#—) muzeme spocitat obdobné. Nebo si staci uvédomit, Ze oba
vektory musi byt na sebe kolmé (jedné se o vlastni vektory piislusejici riznym vlastnim

¢islim) a pak lze rovnou psat
)
—sin §
=)= ( 008@2 ) '
2
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Jako kontrolu miizeme dosadit hodnoty thlu ¥ pro osu z a x a zkontrolovat, ze dosta-
neme stejné vysledky jako drive:

V=0 = |0+)=|z+4) = C9S§>:<é>
—sin? 0
= =) =l=) = cosﬁ2>:<1>

9
9 =m/2 = |9+) = |a+) = 0981%):22(1)
9
2

== (2 )-4(7)

Vypocet matice priimétu spinu do obecného sméru by byl obdobny. Smér je dan jed-
notkovym vektorem 7 = (sin v cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ). Odpovidajici operator prumétu
spinu do tohoto sméru ma tvar

h( cos v sinﬁei@>

Sy =S+ = 2\ sinde® —cosdd

Na prvni pohled je patrné, ze se jedna o hermitovskou matici. Stejnym postupem jako
vyse zjistime, ze méa dvé vlastni ¢isla £h/2 a jeji vlastni vektory jsou

s _qin Ya—ip
oo cos 3 . sin Se
[7i+) = ( sin gei“’ ) ’ =) ( Cosg > ’

Dosazenim prislusnych 1hlid mtzeme zkontrolovat, ze dostaneme diive urcené vlastni
vektory pro priméty spinu do souradnicovych os.

6.1.2 Spinovy magneticky moment

Vse, co jsme doposud odvodili a s ¢im budeme i nadale pracovat, je vnitini moment hyb-
nosti, ktery nazyvame spinem. S nim ale tizce souvisi spinovy (vnitini) magneticky mo-
ment. Z Einsteinova — de Haasova pokusu vime, Ze jsou si ﬁmérnéﬁ] a konstanta timérnosti
je dvojnasobnd nez u orbitdlntho momentu hybnosti, tj.

e

W

N St

Mme Me

4P¥ipometime, Ze zdporné znaménko je zde dano zapornym elektrickym nabojem elektronu.
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Protoze vlastni ¢isla vSech tii Pauliho matic jsou £1, nabyvaji vlastni ¢isla magnetického

spinového momentu hodnot :l:;r’;; tento vyraz oznacime jako tzv. Bohriiv magneton ug:
eh . —24 -1 -5 -1
U = =93-100"JT " =58-10""eVT .
2m,

6.1.3 Spin a postulat o méreni

Nez budete ¢ist tento oddil, je dobré si pripomenout obsah kapitoly[2.3

Na méfeni spinu lze velmi pékné ilustrovat, jak funguje postulat o méreni v kvantové
mechanice, protoze skalarni soucin pro vektory se pocita pohodInéji nez pro funkce. Veskeré
uvahy i dlohy v tomto oddile si mtizete modelovat i pomoci apletu
https://phet.colorado.edu/sims/stern-gerlach /stern-gerlach__en.html,

se kterym jste se jiz sezndmili v tkolu 6J2]

Ukol 6.6  Vrafte se k tkolu [2| pfipomerite si ziskané vysledky a interpretujte je
pomoci postulatu o mérendi.

Zdroj zareni nastavte na ndhodny smér v roviné xz. Pouzijte v apletu tfi magnety —
prvni nastavte do sméru z (thel 0°), druhy do sméru x (dhel 90°) a tfeti do sméru z
(ihel 0°). Pozorujte a popiste chovani ¢astic. Jak je mozné, Ze se ve vysledném svazku
znovu objevily cCastice se zdpornym prumétem spinu do osy z, kdyz byly za prvnim
magnetem odfiltrovany?
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Pojdme si ted situaci popsanou v tkolu vyse propocitat. Pokud do prvniho magnetu vstu-
puji atomy s nahodnou orientaci spinu, bude za nim stejna pravdépodobnost naméreni obou
moznych hodnot primétu spinu do osy z. Navic uz budeme znat vektory, které popisuji
stav atomu v obou pripadech. Zachytme si to i graficky:

nahodny
smér

spinu S GZ

|z+)
50 %

(TR

Nyni uré¢ime pravdépodobnosti naméreni obou hodnot priamétu spinu do osy z. Axiom
o meéreni Tika, Ze nejprve musime stav, ktery do méfeni vstupuje, vyjadrit jako linedrni
kombinaci vlastnich funkei operatortt mérené veli¢iny. Hledame tedy komplexni konstanty
A a B tak, aby platilo:

|z+) = Alz+) + Blz—).

(0)=2(5) ()

e

Dosadime tedy vektory

a vidime, ze musi platit

Pravdépodobnosti naméteni hodnot jsou rovny druhé mocniné velikosti prislusného koefi-
cientu, tj.

1 1
P+:|A|2:§>P—=|B|2:§~

Vidime, Ze obé hodnoty maji stejnou pravdépodobnost naméreni.

h |x+)
nahodny 7+ 2 150%
sn.1ér % 50 0/0| > SGX |X—)
spinu SGZ _ﬂ I
h |z-) i 2 ]50%
2 50 %

Nyni zbyva urcit pravdépodobnosti naméreni obou hodnot na tretim magnetu. Nebudeme
se snazit ur¢it vysledek néjakou ,spekulaci“ (,kdyz uz jsme zaporny prumét do osy z odfil-
trovali, tak by se nemél objevit“), ale provedeme vypocet striktné podle axiomu o méteni.
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Opét rozlozime vstupni stav na vlastni stavy operatoru mérené velic¢iny:

V2 1 0
lz+) = Clz+) + D]z—) = (\% ) :C<0>—|—D< 1).
2
Odtud dostavame

V2

1 1
C:D:7 = P+:|C|2:*

,P.=|D}*=_.
2 2
Naméreni obou moznych hodnot primétu spinu je tedy opét stejné pravdépodobné. Jde
o nazorny priklad toho, jak zméfeni hodnoty primétu spinu do osy x druhym magnetem
,znicilo informaci® o prumétu spinu do osy z. (Pfipomenme, ze prislusné operatory spolu
nekomutuji.) Pravé zachyceny vypocet je schématicky zachycen na obrazku:

n |z+)
2 0
X+ 50 %
. LIS SO B Yeb”
nahodny A |Z+) 50 % h |Z_)
smér 7 SGX 9 4.
spimi_| g o 50 % h |x-) 1 50 %
Z h |z-) i 2 |50%
2 50 %

Vypoctova tloha 6.2

Uvazujme, ze jsme zmeérili primét spinu do néjakého konkrétniho sméru v roviné zz
a vysledkem méteni byla hodnota +A/2. Urcete, jaké hodnoty a s jakou pravdépodob-
nosti naméfime pri nasledném méreni priumétu spinu do sméru, ktery také lezi v roviné
xz, ale je vici puvodnimu sméru pootocen o thel a.

Reseni:

Nejprve si uvédomime, ze konkrétni tthly pro méfeni si mizeme zvolit. Velmi dobre
se rozkladaji vektory do béaze vlastnich vektori S., takze budeme uvazovat, ze do
experimentu vstupuji atomy, u kterych vime, ze maji kladny priamét spinu do sméru,
ktery je od osy z odklonén o thel ¢, a nasledné méreni provedeme do osy z.

Atomy vstupujici do experimentu jsou tedy popsany vektorem |9+), ktery jsme uréili v
predchozi tloze. Ted ho budeme rozklddat do béze |z+) a |z—). ZapiSeme si to rovnici:

[94) = Alz+) + Blz—) = <C.OS§>:A<(1)>+B<(1)>,
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ze které dostavame

v v v v
A=cos—, B=sin—- = P, =|A?=cos’~, P.=|B|*=sin*_.
2 2 2 2

Spravnost vysledku si mizeme ovérit tim, ze pokud budou obé méreni provadéna ve
stejném sméru, tj. ¥ = 0, dostaneme P, = 1 a P_ = (0. Déle pokud jsou oba sméry
na sebe kolmé, tj. ¥ = 7/2, dostaneme P, = 0,5 a P_ = 0,5, coz také odpovidd
predchozim vysledkiim.

Ukol 6.7 Ovéite vysledek predchozi vipoétové tlohy pomoci apletu.

6.1.4 Spinova vilnova funkce

V predchozim oddile jsme vybudovali popis spinového stavu ¢astice se spinem 1/2, vibec
jsme se ale nevénovali tomu, ze takova ¢astice je také popsana vinovou funkei s proménnymi
7, t, kterd nam urcuje pravdépodobnost nalezeni castice. Pojdme tedy hledat cestu, jak
spojit popis spinu ¢astice pomoci dvouprvkovych vektort a popis jejtho vyskytu pomoci
vlnovych funkei.

Spin lze chapat jako dalsi stupen volnosti v popisu stavu ¢astice a zaradit ho k souradnicim
jako dalsi proménnou y do vlnové funkce, dostaneme pak W = W(7,y,t). Tato nova pro-
ménnd y ma diskrétni charakter, tj. nabyva pouze dvou hodnot +h/2, které se nejcastéji
odlisuji znaky 1 a |} nejedna se tedy o takovou proménnou, na které jsme zvykli. Funkci
U(7,x,t) bychom tedy mohli chapat jako dvé funkce, kazdou pro jednu moznou hodnotu
X, tj. Ur(rx =1 .t) a ¥ (7,x ={ ,t). Prostorovou i spinovou ¢ast zname, takze je staci dat
dohromady{f]

\IJT(F,X :T 7t) = ¢T(Fﬂf) < é ) )

. . 0
wi=b )=o),
coz pro obecny stav muzeme psat jako

w:quw(é)+@mmw(?)=(2$g3). (612

5Casto se pro strucnost téZ uzivaji hodnoty 4-1/2 nebo dokonce jen 4. Oznacen{ obou hodnot neni dilezité,
ale je tfeba si vzdy uvédomovat, co presné se oznac¢enim mysli.

6Uvédomme si, Ze Sipka nahoru 1 oznacuje stav s ostrou hodnotou spinu do vybrané osy, a tou volime osu
z.
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Vidime, Ze pro popis ¢astice se spinem 1/2 je vhodné si zavézt dvoukomponentni vinovou
funkci, kde horni komponenta obsahuje informaci o tom, kde ¢astici najdeme, pokud ma mit
prumét spinu kladny, a spodni komponenta stejnou informaci pro prumét spinu zaporny.
Tato funkce se nazyva spinova vlnova funkce, stru¢néji spinova funkce ¢i spinor.

Pokud mate pochybnosti o tom, zda je predchozi postup — tj. slozeni obou popista — korektni,
miizete ho porovnat s tim, jak jsme ,skladali“ jednotlivé ¢asti vinové funkce v pripadé
vicedimenzionalnich, ale separabilnich problémiu (viz kapitola . Pokud je hamiltonian
separabilni, znamena to, ze neobsahuje ¢leny, kde by se navzajem ,michaly“ souradnice.

Pripadné lze mit zcela pragmaticky postoj — uvedeny popis se osvédcil, coz je podstatné,
a vyse uvedeny postup lze vzit jen jako naznak toho, jak lze na néco takového prijit.

Fyzikalni interpretace spinové funkce je — podobné jako u vlnové funkce nezahrnujici spin
— opét statisticka. Veli¢iny

pr(Ft) = [T(7 T 01 = [ (PO a pu(Ft) = [B(7, L 1) = [y (R (6.13)

interpretujeme jako hustoty pravdépodobnosti nalezeni ¢astice s prumétem spinu 1 a |
v misté 7. Nespinova hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢astice (tj. hustota pravdépodob-
nosti nalezeni ¢astice bez ohledu na pramét spinu) v misté 7 je potom déna vztahem

p(Ft) = pr(Tt) + py(7t) = [ (Ft)* + [y (71

a pocitame ji zejména v situacich, kdy se nezajimame o spinové vlastnosti ¢astice, ale jen
o jeji prostorové chovani. Naproti tomu v pripadech, kdy je dilezity primeét spinu castice
bez ohledu na jeho polohu, miizeme vyjadrit pravdépodobnosti, Ze spin ¢astice ma prameét
T nebo |, takto:

Pi= [ pEorav. P= [ juEnPay

Na zakladé predchozich vztahti mizeme snadno zformulovat i normovaci podminku pro
spinovou funkci v podobé

[ (P + wyEaR) av =1, (6.14)

c.p.

Pokud vyuzijeme zavedeny zapis ¥ v podobé jednosloupcové dvouradkové matice, tj.

U(7) = ( w;g ) , (6.15)

muzeme normovaci podminku zapsat jako

L (P + TP AV = [ @0 () + (7w () aV =
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:/ UHFEDW(FE) AV = 1,
c.p.

kde
() = (YR (R0, ¥ (7))

je matice hermitovsky sdruzend (transponovana a komplexné sdruzend) s matici W(7't).

To nam ukazuje cestu, jak na prostoru vsech spinovych vlnovych funkci definovat skalarni
soucin dvou spinovych vinovych funkeci ¥, a ¥,

(U, | Uy) = /p 0, dV
nebo podrobnéji
<\I[1 | lI’2> - /C.p.(wa(ﬁt)d}%(ﬁt) + 1?11(7?7 7t)¢2¢(F7t)) dV = <¢1T | 1?2?) + <'¢1¢| 1/}2J,> :

Uvédomte si, ze jde o pfimocaré rozsiteni, integral zajistuje ,s¢itani“ pres vSechny moznosti
prostorové souradnice a skutec¢nost, ze sc¢itame prispévky pro spin nahoru a pro spin dol,
ma vyznam s¢itani pres vSechny moznosti spinové souradnice.

6.1.5 Pauliho rovnice

Jiz vime (viz vztah [2.18), Ze pokud vlozime nabitou Castici s ndbojem ¢ a hmotnosti
m. do konzervativniho pole s potencialni energii V' a zaroven do elektromagnetického pole
charakterizovaného vektorovym potencidlem A a skalarnim potencidlem @, ma hamiltonian

této Castice tvar )

H =
2m,

(0= qA)? +qp+ V. (6.16)
Ptripomenme, ze V, Aa © jsou pouze funkce souradnic a casu.

V tomto oddile se zamérime na to, jak upravit tento hamiltonian, resp. nasledné Schrodin-
gerovu rovnici tak, aby zahrnovala také spin. Existence spinu a s nim spojeného spinového
magnetického momentu se musi projevit ipravou hamiltonidnu, nebof magneticky moment
castice ma v magnetickém poli dodatecnou energii zavislou na jeho prostorové orientaci;
navic musime od vlnové funkce prejit ke dvoukomponentni spinové funkci.

Z teorie elektromagnetického pole vime, Ze energie elementarniho magnetick¢ho momen-
tu M v magnetickém poli s indukci B je E = —M - B za magnetlcky moment pritom

dosadime operator spinového magnetického momentu M P = miS . Pi{spévek Hp k ope-
ratoru celkové energie (k hamiltonidnu) dany tim, Ze se Castice s magnetickym spinovym
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momentem nachdazi ve vnéjsim magnetickém poli, je tedy:

Ap= M7 F=-23.5 (6.17)

me

Jesté poznamenejme, ze magneticka indukce B v této rovnici popisuje stejné vnéjsi mag-
netické pole jako potencidl A a plati B = rotA.

Kromé vnéjsiho magnetického pole é, do kterého jsme nabitou castici vlozili a které
muzeme meénit, si nabitd Castice svym ,pohybem® vytvaii magnetické pole, které in-
teraguje s jeho magnetickym momentem. Toto magnetické pole vzniké jako pole buzené
Lelektrickymi proudy zptisobenymi orbitdlnim pohybem prostorového zéporného naboje“ [1]
Energie nabité ¢astice souvisejici s vzajemnym ptsobenim jejiho spinového magnetického
momentu a internitho magnetického pole se nazyva spin-orbitalni interakce a prislusny
¢len v hamiltonianu oznac¢ime jako Hgo.

Pti zapisu vysledného hamiltonidanu si musime jesté uvédomit, ze zatimco cleny odpovidaji-
ci nabité ¢astici v elektromagnetickém poli (tj. jsou skalarni, zbyvajici ¢leny obsahuji
operator spinu, tj. jsou maticové. Vysledny, tzv. Pauliho hamiltonian pro c¢astici s na-
bojem ¢, hmotnosti m, a spinem +h/2 v konzervativnim poli s potencidlni energii V(7)
a v elektromagnetickém poli s potencialy Aa v ma tedy tvar

A

1 2, -, 10 S B 2
HY = 2771(19—qA)2+qso+v]<0 1>—£S-B+Hso- (6.18)

Ukol 6.8 Napiste Pauliho hamiltonidn AP specialné pro elektron a rozepiste jeho
jednotlivé slozky do jedné matice 2x2.

Zéakladni rovnici, z niz se pocitaji spinové funkce, ziskame tak, ze do Schrodingerovy rov-
nice dosadime Pauliho hamiltonidn a dvouslozkovou vinovou funkei, ¢imz dostaneme tzv.
nestacionarni Pauliho rovnici

0 N
in &‘I’(F’t) = H"U(rt), (6.19)
kterd umoznuje po zadani pocateéni podminky W = W(7ty) spocitat spinovou funkci

U (7t > tg) v kazdém pozdéjsim Casovém okamziku.

"Toto je takové dosti ,klasické vyjadieni“. Ve lze ale zd@ivodnit i mnohem striktnéji. Mezi momentem
hybnosti ¢éstice L a jejim magnetickym momentem M plati vztah M = 52— L. Diky principu korespon-

dence bude platit stejny vztah i mezi operatory M a L. Z toho napriklad plyne to, Ze oba operatory maji

stejné vlastni stavy a vlastni ¢isla M jsou jen nasobkem vlastnich ¢isel L.
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V pripadech, kdy je Pauliho hamiltonian HP nezavisly na cCase (tj. kdy na case nezavisi
potencidly vnéjsich poli A, ¢ a V), je mozné odvodit stejnym zpusobem jako v ptipadé
Schrodingerovy rovnice stacionarni Pauliho rovnici

HY®(7) = ED(F). (6.20)

Spinovou funkci potom dostaneme jako W(7,t) = ®(F)e .

Ukol 6.9 Jako prlpravu na da181 vypocty ovérte, ze pro vektorovy potencial A=
(B x 7)/2 plati B = rotA, kde B je konstantni vektor.

Vypoctova uloha 6.3

Pokud jsou mikroskopické systémy (elektrony, atomy, molekuly) studovdany ve vnéjsim
magnetickém poli, které md (diky svému makroskopickému charakteru) nehomogenity
meritelné teprve na vzddlenostech o mnoho rddu prevysujicich rozméry systému, mai-
zeme predpoklddat, Ze se systém bude chovat jako v poli homogennim.

Najdéte Pauliho hamiltonian elektronu ve slabém homogennim magnetickém poli.

ReSeni:
Hamiltonian upravime tak, ze dosadime parametry elektronu (zejména si pohli-
ddme znaménko naboje, nebot ¢ = —e) a potencidly ¢ a V jsou nulové (uvazujeme

pouze magnetické pole). Dale rozndsobime prvni ¢len

%9 2 -
p D e S e” 10 S 3, 1
H 2me+2me (A PP A)+2m€A <0 1) meS B+H

Nyni provedeme tii dil¢i ivahy:

o Pro homogenni magnetické pole muzeme potencial A psit jako A = (E X 7)/2,
coz splnuje vztah B = rotA, kde B je konstantni vektor. Toto vyjadieni A dosa-
dime do vyrazu v kulatych zdvorkach (vyuzijeme cyklickou zaménu ve smiseném

soudinu):
oon (BXF) & 1 & oo 1 o
p 5 P=5(xp)-B=g 7
~ - = (B 1= 1= o
ﬁ-Azﬁ-( ;F) 5B (Txﬁ)—iB L.

Protoze vektor B je v tomto ptipadé konstantni, komutuje s operatorem L a oba
jsou vyrazy shodné.
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e Vzhledem k tomu, ze mame uvazovat slabé pole, zanedbame ¢len s /YQ, protoze
pro slabé pole bude kvadraticky ¢len velmi maly.

e Operator spinu S rozepiseme pomoci vektoru Pauliho matic 7.

Témito tvahami jsme tvar Pauliho hamiltonianu zjednodusili na

A~

aY =

=9 ~
P “B.I

2m,  2m,

hoo o« &
(1 0>+ D5 B+ Heo. (6.21)

Déle rozepiseme c¢len odpovidajici interakci spinu a vnéjsiho pole B = (Bs, By, B.):

2me "~ 2m, \ B;+iB, —-B, ’

Qp

Je vidét, ze vhodnou volbou souradného systému tak, aby magnetické pole mitilo ve

sméru osy z, tj. B = (0,0,B), miuzeme dosahnout toho, ze tento ¢len bude diagonalni.
Tim se vztah pro magnetické pole smétujici do osy z déle zjednodusuje na

A

%9

e PT (10 eB |+ 10 1 0 -

H = 2me ( 0 1 ) + 2777,6 [Lz ( 0 1 +h 0 —1 +HS'O7 (622)
kde zavadime tzv. Larmorovu frekvenci Qp, Qp = 2;]135'

6.2 Zeemanuv jev

Na pfelomu 19. a 20. stoleti byl experimentalné prokazan vliv slabého vnéjsiho magnetic-
kého pole na emisni spektra atomti — spektroskopicka pozorovani ukazala, ze pole zplisobuje
rozstépeni puvodné jednoduchych spektralnich ¢ar na nékolik velmi blizkych ¢ar. Poprvé
pozoroval tento jev roku 1896 holandsky fyzik Pieter Zeeman, o rok pozdéji ucinil dalsi
vyznamna meéreni irsky védec Thomas Preston. Ukazalo se ovSem, ze ackoliv se oba pa-
nové vénovali vlivu magnetického pole na spektralni ¢ary atomu, objevili dva rtizné efekty
s principidlné odlisSnym vysvétlenim. V nasledujicim textu zminime rozdilnost téchto efektt
a dale se budeme podrobnéji vénovat jevu objevenému Pieterem Zeemanem, ktery ozna-
cujeme jako tzv. normalni Zeemaniiv jev.
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Pro nase avahy vyuzijeme vysledky, které jsme ziskali ve vypoctové tloze 6. a to konkrétné
Pauliho hamiltonian elektronu ve slabém homogennim magnetickém poli B miricim do osy
2 16.22

A~

)
e PT (10 ~ (10 1 0 A
H—2m6<01>+QLlLZ<01 +h 0 1 + Hso.

Tento vztah nyni upravime tak, aby popisoval nasi situaci:

1. Na rozdil od vypoctové tlohy nam nyni nejde o chovani osamoceného elektronu,
ale elektronu v atomu. Zde je ale elektron vystaven coulombickému ptisobeni jadra,
a proto do hamiltonianu musime znovu zahrnout elektrostatickou energii elektronu
v poli jadra qp = —ep, kterou jsme pti feseni tlohy ze vztahu |6.18| vyskrtli.

2. Budeme predpokladat, ze nase vnéjsi magnetické pole je sice slabé, ale na druhou
stranu dostatecné silné na to, abychom mohli zanedbat spin-orbitalni interakei (tedy
¢len Hgp) ve srovnani s energii, kterou ma elektron v nasem vnéjsim poli.

Praveé druhy predpoklad je zasadni pro pozorovani normalniho Zeemanova jevu. Pokud je
vnéjsi pole tak slabé, ze spin-orbitalni interakci zanedbat nelze, dochazi k tzv. anomalnimu
Zeemanovu jevu, a pravé tento jev (ktery je paradoxné castéjsi nez normdlni Zeemanuv
jev) pozoroval r. 1897 Thomas Preston.

Tyto dvé tpravy nam davaji hamiltonian ve tvaru:

92
AP | P 1 0 A 1 0 1 0
7= g ee] (o 1) e (o ) +2 (o &)

kde ¢st v prvni hranaté zavorce davérné zname — jde o hamiltonian (ozna¢me ho H*) pro
zaporné nabity elektron (bez zahrnuti spinu) v atomu ,,podobném vodiku“, tj. uvazujeme
pouze tento jeden elektron v elektrostatickém poli jédraﬁ

b (10 . (10 1 0
AT - g (0 1>+QL[L2<0 1>+n(0 _1)].

Resenim Schrodingerovy rovnice takového elektronu jsme se zabyvali v kapitole . Stacio-
narni stavy elektronu jsme popsali vinovou funkei ¢, s kvantovymi ¢isly n, [ a m. Jednalo

se o spolecné vlastni stavy operatortt H*, L? a L,. Ted budeme chtit tato TeSeni rozsifit
jesté o spinovou cast. Pridame tedy dalsi, tzv. spinové kvantové ¢islo m, a doplnime ho i

8Bud to znamen4, ze je dany atom ionizovany do takové miry, Ze v jeho obale zbyl jediny elektron. Druhym
moznym vykladem uvedeného vztahu je, ze popisuje elektron v obalu za predpokladu, Ze zanedbavame
vzajemné pusobeni elektront, pak popisujeme kazdy elektron zvlast a lze psat hamiltonian jen pro jeden
z nich. K tomuto zanedbani nds muze opravnovat fakt, ze ndboj jadra je vétsi nez naboj elektronu. Na
druhou stranu je to velké zjednoduseni, kterého se na tomto misté dopoustime.
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jako index do vlnové funkce ¥1mm,. Budeme tedy vlastné hledat takové stacionarni stavy,
aby kromeé vyse uvedenych operatori byly i vlastnimi stavy operatoru S, prumétu spinu
do osy z. To je Ipoiné, protoze operator S, plisobi jenom na spinovou ¢ast vlnové funkce a
operatory Aot [?al, jen na prostorovou ¢ast vinové funkce. Urcité tedy S, s nimi komu-
tuje. Skutecnost, ze se jednd o vlastni funkce uvedenych operatorti mizeme matematicky
zapsat pomoci rovnosti

Frat t
H? 7~/)nlmms = Ezl wnlmmsu

Z:—P wnlmms = h2l(l + 1) wnlmmsa (623)
Iiz 7~pnlmms = hm wnlmmsa
Sz ,lvbnlmms = hms wnlmms .

Pov§imnéte si, ze v kapitole [5| jsme odvodili, ze pro vodik zavisi energie (vlastni ¢isla
hamiltonidnu H %) pouze na hlavnim kvantovém disle n, ale zde pripoustime zdvislost
energie i na na vedlejsim kvantovém ¢isle [. To odpovida vysledkiim méreni a souvisi to
s tim, ze vzajemné puisobeni elektronii neni az tak zanedbatelné, jak jsme se tvarili pri
sestavovani hamiltonianu.

Jak jsme zjistili v predchozi ¢ésti[6.1.4] pro elektron spinové kvantové ¢islo nabyva pouze
dvou hodnot m, = i% a spinovou vlnovou funkci mizeme psat jako dvoukomponentni
vektor, kde prvni slozkou je vlnova funkce v proménnych 7 a t pro prumét spinu h/2
(symbolicky 1) a druhou slozkou vlnova funkce v proménnych 7 a ¢ pro pramét spinu —h/2

(symbolicky J):
_ wnlmT
wnlmms — ( wnlmi, ) .

Funkce ¥nimm, spliiuje stacionarni Schrodingerovu rovnici, coz ovéfime dosazenim a uva-
zenim pusobeni jednotlivych operatori na ¢mm, [6.23

F[Pwnlmms = {EZE + QLh(m + 2m5)} wnlmms-

Tuto maticovou rovnici mizeme prepsat jako dvé obycejné rovnice
TP Frat 2 | o at ) s
H Pnimtr = {H + gzL <L: + h)} Pnimt = {E,,[ + SZL (hf)l + h)} Ynim?,

HY Py, = [H* + Qp (L = B) | Yoty = [E + Qo (i — )| iy,

Vidime, ze vlastni ¢isla Pauliho hamiltonianu, tj. hodnoty energie elektronu, které mizeme
namérit, jsou v tomto pripadé rovny

Erimm. = E* 4+ Qph(m + 2my,).



6.2. ZEEMANUV JEV 205

Pro B=0 Pro B#0
E} + Qhm + Q.7 2m,
1 .
A En, + 3QLh
m=2 ‘(\5 Lh 1 at
3 E +2Q0,h
m=1 Q‘Lh 2 at
E;+Qh
a2 m=0 m=1,mz=-% 2 at
E"’ m=-1,mz=% E"’
m=-1 2 at
E,-Qh
m=-2 1
E-20,h
1 .
E,-3Q,h

Obrézek 6.1: Naznacen{ stépeni hladin pro [ = 2. Cervens &sla oznacéuji stupernn degenerace
vyslednych hladin.

Zatimco bez ptitomnosti magnetického pole byla tedy vlastni ¢isla energie E2 degenerovana
vaci m a mg (zavisela pouze na n a [), dostdavame po ,zapnuti“ magnetického pole i pro
pevné dané n a [ vice moznych naméritelnych energii v zavislosti na m a mg — ptivodné jedna
energeticka hladina se rozstépi na vice hladin. Vidime, ze ,vzdalenosti“ nové vzniklych
energii od sebe i od ptvodni energie je pfimo imérna 2; = %, tedy je primo timeérna
velikosti vnéjstho magnetického pole B.

Vyse popsany vliv magnetického pole na hodnotu energie nazorné ukazme na obr. Zde
jsme pro néjaké n > 2 zvolili [ = 2 a uvazujeme mozna rozstépeni piivodniho hladiny podle
hodnoty m (2/+1 moznych hodnot) a m, (dvé riizné hodnoty). Cleny imérné magnetickému
poli pricitame k zakladni energii postupné, aby bylo vidét, Ze nékteré hodnoty vysledné
energie mohou vzniknout dvéma rtznymi kombinacemi hodnot kvantovych ¢isel m a m.
Nékteré vysledné energie zistavaji stale degenerované — nedoslo tedy k tuplnému sejmuti
degenerace. Ve vzorovém prikladu pro [ = 2 na obrazku doslo k rozstépeni piivodnich
hladiny na sedm hladin novych, pticemz tii z nich zistaly degenerované.

Rozdil energii dvou sousednich nové vzniklych energetickych hladin je roven €2 h. Dosadme
hodnoty konstant

eh

Qph =
k 2m,

B~ (10*JT ") B=(10°eVT ™) B.

Povolené energie elektronu v atomech maji hodnoty radoveé elektronvolty ¢i jejich nasobky,
coz odpovida i energiim fotont viditelného svétla, které ve spektru pozorujeme. Magnetické
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pole B ma byt relativné slabé, takze z predchoziho vypoctu je patrné, ze vzdalenosti
nove vzniklych hladin jsou o nékolik fadu mensi v porovnani se vzdalenostmi ptivodnich
nerozstépenych hladin. Ve spektru tedy pozorujeme opravdu velmi blizké ¢ary a nelze
oc¢ekavat, ze by vlivem magnetického pole doslo k ,,pomichani“ hladin s riznym /.

Ukol 6.10  Na kolik hladin se roz$tépi hladina s [ = 3? Nakreslete obrazek. Déle
dokazte, ze pocet vyslednych hladin je obecné roven 2/ + 3.

Ukol 6.11

Na obrazku jsou cervenymi Sipkami zachyceny tri E
mozné preskoky mezi dvéma energetickymi hladinami S
v atomu. Rozmyslete si, Zze vSechny odpovidaji stejné
care ve spektru.

ny, 11=2

Poznamka: Vsimnéte si, ze na obrazku je prerusena
svisla energetickd osa. To odrazi jiz diive spocitanou |
skutecnost, Ze rozdily energif hladin, které pred za- "= _
pnutim magnetického pole splyvaly v jednu hladinu, > y
jsou o nékolik radt mensi, nez vzdalenost obou sys-

tému hladin (¢i pivodné nerozstépenych hladin).

Pojdme se zamyslet, jak se rozstépeni jednotlivych energetickych hladin v atomu projevi
v jeho spektru. Vinova délka spektralni ¢ary je dana preskokem mezi dvéma hladinami,
jinymi slovy energie vyzareného fotonu je rovna rozdilu energii elektronu pred a po vyzareni.
Zapnuti magnetického pole se projevi rozstépenim energetickych hladin, takze se zda, ze
tak ziskam docela velky pocet moznosti.

Elektron ovSem nemtize preskocit mezi libovolnymi dvéma hladinami, ale musi dodrzovat
tzv. vybérovd pravidld)]

o Hlavni kvantové ¢islo se miize zménit libovolné. Pti spektroskopickych méreni se musi
zmensit alespon o jednicku, protoze energie prislusejici stejnému n jsou tak blizké, ze
bychom tyto fotony stejné ve spektru nezachytili.

9Tato pravidla byla ptivodné odvozena z experimentu lze precizné odvodit. a zjednodusené Fedeno jsou

dusledkem zdkona zachovdni momentu hybnosti. Napf. foton, ktery ,o0dlét4“ m4 spin (vnitini moment
hybnosti) roven jedné, proto se kvantové éislo prislusejici hodnoté celkového momentu hybnosti I mén{
pravé o jednicku.
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o Vedlejsi kvantové ¢islo se musi zménit o jedna, tj. Al = +1.
o Magnetické kvantové ¢islo m se pri preskoku zméni nejvyse o 1, tj. Am = —1,0, 1.

o Pramét spinu elektronu se nezmeéni, tj. Am, = 0.

Pokud se tedy podivame na energii AE prislusejici preskoku mezi dvéma hladinami FE;
a 'y po zapnuti magnetického pole, dostavame:

AFE = Ez - Ef = Ezill - Eng + QLh(ml — Mo + 2m81 — 2m82] B AEat + QLFLATI’L
Symbolem AE?® jsme oznaéili rozdil energii téchto hladin pred zapnutim magnetického
pole, tj. puvodni hodnotu. Protoze zména magnetického kvantového cisla Am muze naby-
vat pouze til hodnot, rozstépi se puvodni spektralni ¢ara na pravé tii cary. Prostredni
cara zustane na stejné misté a po jejich stranach se objevi po jedné dalsi ¢are, prislusné
fotony maji energie vétsi/mensi o Qph a tato zména je pfimo umérnd velikosti vnéjsiho
magnetického pole.

Poznamka: Jak jsme jiz zminovali, pokud je vnéjsi magnetické pole prilis slabé, takze v po-

rovnani s energii elektronu ve vnéjsim poli nelze zanedbat spin-orbitalni interakci, hovo-

a rozstépené hladiny nejsou ekvidistantni a tim i rozstépeni spektralnich ¢ar bohatsi. Na-

opak, pokud by bylo magnetické pole prilis silné, neni mozné zanedbat kvadraticky clen
— DS, = 2

2;216 A? = 2‘;1 (BQXT (jak jsme to udélali ve vztahu|6.21)) a feSeni je opét slozitéjsi — rozsté-

peni hladiny jiz neni timérné velikosti magnetického pole B. Tento efekt se oznacuje jako

Paschentiv-Bachiv jev.

Anomalni velmi mala Normalni silna

Zeemaniiv mag. pole Zeemaniv mag. pole Pasch?m.lv-
T . -Bachiiv jev

y

N

jev
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Reseni tkola z podkapitoly @

ReSeni 6 Abychom mohli urcit pravdépodobnost naméteni hodnoty #/2, resp.
—h/2, musime zadany stav rozlozit do béze dané vektory |z+) a |z—), coz je v tomto
pripadé trivialni, nebot zjevné plati:

141 N1 ~( 0 : .
|) = < lti ) =(1+1) ( 0 ) +(1—1) ( ] > =(1+1i)|z+) + (1 —i)|z—).
Druhou moznosti je vyuzit obecny vztah pro vypocet koeficientu ¢ rozkladu do vlastnich

funkci 2.46] .
cr=(z+]y)=(1 O)(iji)zl%—i,

o= (=)= (0 1)(}2):1_1.

Odtud je zrejmé pravdépodobnost naméteni pruméru spinu //2 rovna

h ey ? 1+ i? 1
p — = = = —

2) Tl Pl T AP -ip 2

a pravdépodobnost naméreni primeéru spinu —#/2 rovna
AN lc_|? B 11 —i]? 1
P\2) TPl P T PP 2

Reseni 6 Budeme postupovat striktné matematicky na zakladé definice vlastnich
¢isel a vlastnich vektori, které nam poskytuji nasledujici dvé maticové rovnice:

A h
Sylr+) = §]x+>,

Po dosazeni dostavame:
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Zjednodusenim této soustavy prejdeme ke ¢tyrem jednoduchym linedrnim rovnicim

a—i—b—l—ic:% b—ic—i—d:g

—a+b+ic=1 —b+ic+d=-1,

které davaji feSenia =c=d =0,b = g Ziskdvame tak matici
A 0 b h{01
S‘”‘(b 0)‘2(1 0)'
Reseni 6. Hledané vlastni ¢islo oznac¢ime A, slozky vlastniho vektoru pak (

s(3)=2()

Dosadime vyjadfeni operatoru S, a upravime:

(7o) )0)=(0)

Netrivialni feseni této soustavy dostavame pro:

—\ —ik i\ > B
2 = 2— —_ = = —
olet<ig _)\>_>\ <2> 0= A=z,

Tento vysledek jsme mohli snadno oc¢ekavat — priimét spinu do libovolného sméru nabyva
téchto dvou hodnot. Kdyz nyni dosadime A = g, resp. A = —g do matice soustavy, ziskame
snadnym vypoctem vlastni vektory:

Pro)\:Z: <_11 :i)<(g>=<8>:>a:1,b:i:>|y+>:<1>,
ProX =1 (}_11><Z>—<8):»a—i,b—1;»\;,—)—(i).

Pokud mezi sebou budeme ziskané vektory skalarné néasobit, je tfeba prvni z nich prevést
na radek a komplexné jej sdruzit — vysledny skalarni soucin je pak nulovy a ukazuje kolmost
vektori.

R
~——

Resime rovnici:

Reseni 6 Operator kvadratu velikosti momentu hybnosti dostaneme jednoduchym
dosazenim do rovnice S* = 52 + S7 4 S52:

e P (o1 (o =i\ (1 0\ _3”(10
4 (\10 i 0 0 -1 4\ 0 1)
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Vidime, ze operator 52 je az na konstantu vyjadren jednotkovou matici, a ma tedy dva-
/7 Z Y7 2 Vv v v . Ve .

krat degenerované vlastni cislo %, pricemz vSechny vektory jsou vlastnimi vektory tohoto

operatoru.

ResSeni 6 Pro elektron je ¢ = —e, m. = m. a S = gc:f, takze Pauliho hamiltonian
dostava tvar

- I~ 2 10 h ~ 5 =
HP:{Qm (p+eA)2—e<,0+V]<0 1>+ 5 B+ Heo,

kde -4 jsme zavedli jako tzv. Bohritv magneton pup. Pro ovéfeni srozumitelnosti tohoto

2Me
vztahu upraveny Pauliho hamiltonian jesté prepisme v podobé jedné matice 2x2:
e — < [...]+pBB. + (ff{so)n pp(By —iBy) + ({‘A[so)n >
p(By +iBy) + (Hso)21 [...] = psB. + (Hs0)22
kde [...] = {251 (P+eA)?2 —ep+ V} a (Hgo) jsou slozky matice popisujici spin-orbitalni

vazbu.



