Kapitola 7
Priblizné metody

7.1 Variaéni metoda

Zakladni idea metody

Varia¢ni metoda slouzi ke hledéni energie a vinové funkce zakladniho stavu systému. Z toho
plyne omezeni této metody na systémy, jejichz hamiltonian nezavisi na case. Myslenka
metody je velmi jednoducha: Zakladni stav systému je stav s nejnizsi energii. Sestavime

tedy funkciondl F = F(1)):

| Hy)

Fy) = < (7.1)
(V1)

ktery bude definovan na prostoru H vlnovych funkei a bude pritazovat kazdé vinové

funkci 1 stfedni hodnotu energie ve stavu popsaném touto vinovou funkci. Potom se hle-

dani energie zédkladniho stavu vlastné stava hledanim minima funkcionalu F na prostoru

vlnovych funkei H.

Tvrzeni vyse predpokladd, ze zakladni stav, tedy stav odpovidajici nejmensimu vlastnimu
¢islu operatoru celkové energie, je zaroven i stav s minimalni stfedni hodnotou energie.
Toto tvrzeni se zda byt ziejmé, presto zde uvedme pro tplnost i jeho formalni dikaz pro
systémy s diskrétnim systémem hladin.

Predpokladejme, ze studovany systém ma stacionarni stavy popsané vinovymi funkcemi
Un, tj. ze plati
Hl«"n - E,LL,‘,[,

kde n = 0,1,2,... a kvantové ¢islo n = 0 odpovida zakladnimu stavu systému. Protoze
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212 KAPITOLA 7. PRIBLIZNE METODY

vlnové funkce 1), tvori ortonormalni bazi prostoru H vsech pripustnych vlnovych funkei,
muzeme kazdou vlnovou funkci 1) € H jednoznacné vyjadrit ve tvaru

Toto vyjadieni dosadime do tj. do definice funkciondlu F :

(S enton | HSpextb) S0 S cher (Un| Hy)
<Zm Cm¢m | Zl Cllf/)l> B Zm Zl CTncl <77/)m ’ wl> .

Jestlize uvazime ortogonalitu vlastnich funkei v, tj. rovnost (i, | ¥r) = Opk, a rovnost

Fw) -

<1/)n | H 1/)k> = (Vn | Extx) = Eidnx, miuzeme dvojnasobné sumy v Citateli a jmenovateli
posledniho vyrazu zredukovat na sumy jednoduché:

Fy) = Znanln _ Tnlenl (7.2)
Zm C:,LCm Zm ‘Cm‘z . ‘

Protoze pro n = 0 je Ej energie zakladniho stavu, pro vSsechna n > 0 plati, ze F,, > Ej.
Tedy:

2 2
/ Zn ‘CW’ EO EO Zn ‘CW’
F(@J) Z D) = D) = E().
Zm ‘C"L‘ Zm ‘Cm‘
Také je zde vidét, ze rovnost F(¢) = FEy nastava pouze v pripadé, ze vSechny konstanty ¢,
az na cg jsou nulové, tj. v pripadé, kdy ¥ = cy1pg. Tim jsme ovérili, ze energie zakladniho
stavu FEj se opravdu rovna nejmensi mozné hodnoté stfedni energie systému, tj.

Ey =min F 7.3
0 = min F(y), (7.3)
a ze vlnova funkce 1, pro kterou F (/) nabyva minimalni hodnoty, je vinovou funkei popi-
sujici zakladni stav.

Nalezeni minima funkciondlu F je obvykle stejné obtizny tkol jako piimé feSeni Schro-
dingerovy rovnice, navic se (jak bylo dokdzano v poznamce vyse) nejednd o priblizné, ale
0 presné Teseni.

Podobnou situaci znate z teoretické mechaniky. Pohyb soustavy hmotnych bodu Ize najit
vyTeSenim Lagrangeovych rovnic 2. druhu, ale také pomoci principu minimélni akce. Pokud
slo ale o Teseni néjakého konkrétniho problému, princip minimalni akce vedl na Lagrangeovy
rovnice nebo rovnice obdobné slozitosti. Stejné jako v teoretické mechanice, ani zde se nam
zatim nepodatilo ,zjednoduseni“ rovnic, jen jsme zformulovali problém jinym zptsobem.

Pokud dany problém nejsme schopni fesit presné, resp. nejsme schopni provést minimali-
zaci na celém prostoru H, mizeme zakladni stav zkusit odhadnout pomoci minimalizace
funkcionalu F nikoliv na celém prostoru , ale na jeho vhodné podmnoziné 7M. Ziskané
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Obrézek 7.1: Schématicky nacrt vztahti mezi mnozinami # a 7™

. , . 1 e 1w ey I "
minimum, které oznac¢ime E((] ), bude ¢iselné vyssi (v nejlepsim pripadé stejné) v porovnani
s hodnotou minima F na celém H:

L _ . > i _
Ey” = min F(¥) 2 min F(4) = Eo.

)

Hodnotu energie E(()l miizeme povazovat za pribliznou hodnotu energie zakladniho stavu
kvantového systému a vlnovou funkci w(()l) urcenou z podminky E(()l) =F (¢él)) za pribliznou
vlnovou funkci zakladniho stavu systému. To, o jak dobry odhad presnych hodnot ptijde,
oviem velmi zavisi na volbé podmnoziny 7. Tato volba musi vychézet z dobrého odhadu

fyzikalni situace a ze zkusenosti danych predchozimi vypocty.

Pro zpresnéni vysledki je mozné opakovat vipocty s novou podmnozinou 7® | kterd musi
byt zvolena tak, aby platilo 7! c T ¢ H (viz obréazek [7.1)). Potom totiZ zfejmé bude
Eél) > E(SQ) > Ey, tj. nové urcend hodnota energie ESQ) bude predstavovat lepsi priblizeni
k Ey. Analogicky lze vysledek zpfesiiovat volbou 7@, T4 atd.

Postup reseni tiloh variacni metodou

Ve vypoctech se hledani minima funkcionalu F prevede na hleddni minima funkce vice
proménnych nasledujicim postupem:

1. Predpokladany tvar vinové funkce zakladniho stavu napiseme tak, ze bude obsahovat
na vhodnych mistech parametry, tj. ¥ = (7 a1,00,...,q;), kde aq,00, ... ,a, jsou
parametry. Vlnové funkce, které vyhovuji zvolenému predpisu, budou tvotit podmno-
zinu T® C H, na které budeme hledat minimum funkcionalu F.
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2. Vlnovou funkci s parametry dosadime do funkcionalu a vysledek budeme chapat jako
funkci € s proménnymi oy:

(EYy =F (U(Ty00,...,00)) = E(an, ..., ap).

Ukol 7.1  Pro¢ funkce € = E(ay, . . ., @) jiz nezévisi na polohovém vektoru .

3. Podminky pro nalezeni minima funkce £ jsou

of _ 0 _ €

— = — = - =0
80(1 ’ 8062 ’ 6% ’

které tvori soustavu p algebraickych rovnic pro p neznamych hodnot parametri a.

4. Resenim soustavy rovnic ziskdme hodnoty parametrit oy, k& = 1,2,...,p. Pokud
existuje vice TeSeni, potom vybereme to, pro které ma funkce £ nejmensi hodnotu
(globalni minimum).

5. Poté uréime hodnotu energie E a tvar vlnové funkce vy dosazenim ziskanych hodnot
parametri oy do tvaru vinové funkce, tedy:

Py = ZZJ(F; 10,0020, - - - 7ap0)>

a do funkciondlu

EO = 5(0410,...,ap0) :.F(’l/}())

Variac¢ni metoda, véetné popsaného algoritmu pro vypocet energie a vinové funkce zaklad-
niho stavu systému, se da pouzit i k vypoctiim excitovanych stavii. Pro nalezeni energie E;
a vinové funkce 1 prvniho excitovaného stavu si stac¢i uvédomit, ze vlnova funkce 1); musi
byt ortogonélni k vlnové funkei zdkladniho stavu g, tj. musi platit (¢ | 1) = 0. VInovou
funkci ¢, hledame analogickym zpusobem jako 1y, nikoliv vsak mezi vSemi funkcemi v
z H, ale omezime se na funkce kolmé k .

.....

na 1y sy ml)()l(,m 7—[1. Pm l\(ud()u hmk(l W € 7—[1 C 7—[ musi plaht rovnice ¢ = z”:o (,ny(‘,”

a navic podminka ortogonality (1| 1)) = 0. Spojenim obou vztahii postupné dostaneme

0= (ol ) < rz>z dol ) = 3 endin

n=0 n=0 n=0

Podminka ¢ € H; je tedy ekvivalentni vyjadreni vinové funkce v ve tvaru

= Cathn.

n#0
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Vratime-li se nyni k funkcionalu F s definicnim oborem ztazenym z prostoru H na jeho
podmnozinu H;, mizeme v jeho vyjadieni[7.2 polozit ¢o = 0 a pro n > 1 uplatnit nerovnosti
E, > E;. Tak ziskame nerovnost

F) > E;

platnou pro vsechna 1 € H;. To vede k zavéru, ze plati vztahy

FEy = min F(¢), E, = F(¢n),
YEH
tedy obdobné vztahy (viz jako ty, z nichz jsme odvodili algoritmus pro ptiblizny vy-
pocet energie a vinové funkce zakladniho stavu systému. Je tedy mozné pri pribliznych
vypoctech kopirovat stejné kroky, jen mnozina H musi byt nahrazena mnozinou H;, po-
stupné testovaci mnoziny 7*) mnozinami Tl(k) atd.

Je ovsem tfeba vzit v ivahu, ze vysledek vypocétu prvniho excitovaného stavu bude ovlivnén
dvoji chybou — vedle chyby zptisobené tim, ze samotny vypocet je priblizny, se navic objevi
chyba dana tim, zZe tento stav hledame v podprostoru funkci ortogonélnich nikoliv k presné
vlnové funkci zédkladniho stavu g, ale k jeji vypoctené aproximaci.

Neni obtizné si predstavit postup pro vypocet dalsiho stavu s energii F,. Vinovou funkci
budeme hledat v podmnoziné Hy C H dané podminkami ¢» € H, (1| o) =0 a (W] 1) =
0, tj. pribude dalsi podminka ortogonality a tim i pri¢ina dalsi dodatecné chyby. Postup pro
vypocet dalsich excitovanych stavl je jiz nyni patrné teoreticky jasny. Varia¢ni metodou
se Tesi Siroka skala kvantové mechanickych tloh. Jeji vyhodou je, zZe pokud hamiltonindn
nezavisi explicitné na case, neklade na jeho tvar zadné dalsi omezujici podminky. Hlavni
nevyhodou je potom skutecnost, Ze je tfeba postupovat disledné od zakladniho stavu ke
staviim s vyssimi hladinami energie a kromé toho, ze se vypocet postupné zeslozituje, hrozi
postupna kumulace chyb.

7.1.1 Vzorové vyresena uloha: Zakladni stav v nekonec¢né hlu-
boké potencialové jameé

V této tloze se pokusime najit pomoci variaéni metody zakladni stav pro nekonecné hlu-
bokou jamu. Potencialni energie ma tento pribéh:

Viz) = — 00 ?ro x € (—a,a),
=0 jinak.

Vzhledem k tomu, ze tuto tlohu umime presné resit (viz a vime, ze pro zakladni stav

plati
1 T w2h?
—4/-cos—, Ey=—— 4
Yo PR 07 Sma?’ (7.4)
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Yy (x)

v

X=—-a X=a X

Obréazek 7.2: Parabola jako prvni ,nastiel” vinové funkce zakladniho stavu

budeme moci nase ptiblizné vysledky porovnat s vysledky presnymi.

Odhad pomoci kvadratické funkce

Z prubéhu potenciélni energie je jasné, ze vlnova funkce mimo interval (—a,a) musi byt
nulova. Déle musi byt spojitd vSude, tedy i v bodech |z| = a. Pfi feseni jinych tloh jsme
si povsimli, Ze vlnova funkce pro zakladni stav ma obvykle tvar ,kopce®, tj. mé jedno
maximum. Navic diky symetrii jamy ocekavame, ze vlnova funkce popisujici zakladni stav
bude suda. Nejjednodussi funkei tohoto tvaru je parabola. Jako prvni nastrel vinové funkce
zakladniho stavu tedy vyuzijeme funkci, kterou oznacime 1)z (viz obrazek :

A(a®* —2?*)  prox € (—a,a),
verlo) = { 0 jinak.

Nejprve ur¢ime normovaci konstantu A; v tomto i nasledujicim vypoc¢tu vyuzijeme toho,
ze se jedna o sudou funkci a integrujeme pres symetricky interval:

1= /a A*(a* — 2*)A(a® — 2*) dx = \A]22/a(a4 —2a’2* 4+ 2*) dr =
0

“ 2 1y 1
— 2|A)2d (1 4 ) = 30 40,
0 15

1 1
= 2|Af? {a‘lw — 2a2§x3 + —a° 5tz

b}

Odtud dostavame:

15
A2 = —.
4] 16ab
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Nyni spocitejme stfedni hodnotu energie ve stavu popsaném funkei 9), tj. F(1(2)):

Fiva) = B, = [ 47 =) (=g ) e = o) o =

—a 2m
h? a 2h% 15
=~ AP 2/0 (a® — 2?)(=2) do = “=
IR RCE
 om 16a® 3 4ma?’

Kdyz porovname ziskany vysledek (E),, s energii zakladniho stavu £, dostaneme:

<E>w(z) _ % — Eil 013
Ey Gz T

Vidime, ze variacné odhadnutda hodnota energie je vétsi, nez skutecna energie zéakladniho
stavu, ale i pri takto ,prvoplanovém® odhadu tvaru vlnové funkce zédkladniho stavu jsme
se od skutecné hodnoty odchylili jen o pouhé procento.

Odhad pomoci zobecnéné mocninné funkce

Podobné bychom mohli vyzkouset, zda by nam nedaly blizsi odhad zakladniho stavu funkce
Yy = A(a* — 2*) nebo ¢y = A(a® — 2°) apod. Misto nahodilého zkousSen{ jednotlivych
exponentil tedy udélejme z exponentu parametr a najdéme jeho nejvhodnéjsi hodnotu.
Uvazujme funkei ¥(x; X) = 1) ve tvaru

B(a*—[¢P)  pros € (~aa),

Pl d) = von(e) = { 0 jinak

kde A je redlné cislo a plati A > 1. Rozmyslete si, ze diky absolutni hodnoté v predpisu
funkce je tato funkce definovana i pro zaporné hodnoty x a je spojitda a hladka v bodé
x =0 pro A > 1 a spojitd v bodech |z| = a. Také je tato funkce suda, coz vyuzijeme ve
vypoctech. Tvar funkce v zavislosti na A modeluje nasledujici interaktivni prvek:

Presné fedeni
PiibliZné feSeni
Get the
Wolfram CDF Player

/

A 1

[

INTERAKTIVNI PRVEK - variacne demo.cdf — pozn. bud zjistim, jak pridat do skript
primo, nebo udélame kolekci takovijch demo pro celd skripta
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Ukoly k interaktivnimu prvku:

o Prohlédnéte si, jak se proménuje tvar priblizného feseni pti zméné parametru .

o Formulujte a pripadné i vypoctem ukazte, pro¢ musi byt A > 1, aby se jednalo
o vlnovou funkci.

o Zkuste nastavit parametr A tak, aby priblizné feseni bylo co nejpodobnéjsi reseni
presnému. Poznamenejte si hodnotu parametru .

Nyni stanovime optimalni hodnotu A vypoc¢tem. Nejprve uré¢ime normovaci konstantu B.
Opét vyuzijeme toho, Ze je integrovana funkce suda a interval symetricky, coz znamena, ze
integral se rovnad dvojnasobku integralu pres polovinu intervalu. P1i integraci pres kladna x
nemusime psat absolutni hodnoty.

1 :/ B (@ — |z B(a* — |z]) dz = |B? 2/ (@ — 2a*2* + 22) do
—a 0

@ 2 1
:2|B|2a2)\+1 <1_ + >
0

1 1
2 A+1 22+1
“Nr1” A+l 2A+1

A1 M+ 1"

4\ A+ 1L(A+1)
A+ 1)(A+1) 1B = 4aAtipz

Nyni, opét s vyuzitim sudosti ¢(z; A) a symetrie intervalu, uré¢ime stredni hodnotu energie
ve stavu popsaném vinovou funkei ¢ (z; A):

= 2|B|? |a*

— ’B|2 22+1

£ = F (6(a: ) = (Blugsn = /_ @ ) () e ) e =

2m
|B| 2/ a* — 2N (=N (AN = Da* 2 dr =

h2(2/\+ (A+1) AA=2 _ o 2A-2
— 4A2a2A+1 A\ — 1)/0 (a )dz =
1 A—1 1 x?)\l:|a —
0

B2 (2A+1)(A+1) N
= — AN -1 -

m g AT [a A1t T a1
B ﬁ(2A+1)(A+1)A(A_1) a? I\ 22+ 1)(A+1)
om 422! CA—1)(A—1) 4ma®2 22—1

Prubéh funkce £ = £(\) je na obrazku|7.3| (i pro hodnoty, které nejsou fyzikalné pripustné).

Pro nalezeni minima funkce £(\) spocteme nejprve jeji derivaci:

dE R (AAE3)2A-1) =220 +30+1)  B? 4N 4N -5
d\  4ma? 2\ —1)2 © 4ma?  (2) —1)2

a polozime ji rovnu nule

d&€
— = & AN — 4N -5 =
X 0 5 =0,
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—d— 1 1 2 3 4 5

| 1 15 2 2.5 E

Obréazek 7.3: Prubéh ¢éasti funkce € = £(A) pro stredni hodnotu energie v zavislosti na
A. Vlevo na intervalu zahrnujicim i fyzikalné neptipustné hodnoty A, vpravo detail v okoli
minima.

coz nas dovedlo ke kvadratické rovnici s koreny

)\:é(4i\/16—|—16-5) — 112\/6.

Pouze pro jeden koren ovSem plati, ze je vétsi nez 1. Odtud tedy dostavame, ze minimalni

stfedni energie je pro Apin = 1+2\/6 =1,724.

Dosazenim této hodnoty do vztahu pro £(Amin) = (E)y(aam,) dostaneme i odhad pro
energii zakladniho stavu:

R e+ R 24+VE)B+VE)
" 4ma? 2% ~1 ~ 8ma? V6
2

E(Mmin) = (E)y(@rmm)

(54 26).

~ 8ma?
Tento odhad opét mtizeme porovnat s presnou hodnotou:

EO 2

= 1,003.

Vidime, ze jiz velmi jednoducha volba podprostoru, na kterém budeme hledat minimum,
nas privedla k velmi dobrému odhadu energie zdkladniho stavu. PovSimnéme si, Ze se
opravdu jedna o horni odhad.

Jesté se pozastavime u otazky, nakolik jsme se priblizili ke spravné vinové funkci. Pokud
bychom chtéli ur¢it miru shody ¢iselné, mizeme spocitat koeficient ¢q v rozvoji funkce ¢ (z; A)
do linearni kombinace staciondrnich vinovych funkei, tj. co = (1g | ¥»). Pokud by se jednalo
o presné Teseni, bude koeficient ¢ roven jedné. Pro A, vyjde:

co = (Yo | Y(z; Amin)) = 0,999 938,
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X
-1 1 a

Obréazek 7.4: Pribéhy funkci — ¢ervené je presné feseni, modrie parabola a zelené funkce
s optimélnim exponentem

tj. prubéh funkci je prakticky totozny — to je koneckonct patrné i z jejich grafického po-
rovnani na obr. [7.4]

7.1.2 Ulohy k samostatnému FeSeni

Pozn: Ulohy, které jsou soucdsti Sbirky resengjch uloh z fyziky, maji v zahlavi uvvedeny odkaz
na svoje reseni (nebo pripadné odkaz na na velmi podobnou ilohu,).

Uloha 7.1 Trojthelnikovy potencial [Shirka 2020]
Pomoci variaéni metody odhadnéte energii zakladniho stavu pro potencialni energii s pri-
béhem V' (z) = Clz|, kde C' > 0. Minimalizaci provedte na t¥idé funkei ve tvaru

kde a je redlny parametr.

Uloha 7.2 Potenciél tvaru Gaussovy kiivky [Shirka 2237]
Pomoci variacni metody odhadnéte energii zakladniho stavu ¢astice vazané v potencidlni
jamé popsané vztahem

V(z) = —Voe_ﬂxQ,

. . 4/2a _ax?
w<x7 Oé) - T € )

kde «a, # a V; jsou realné parametry.

a to na tridé funkeci


http://reseneulohy.cz
http://reseneulohy.cz/2020/
http://reseneulohy.cz/2237/
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Uloha 7.3 Kvarticky oscilator [Shirka 2246]

Uvazujme castici, ktera je vazana na primku a jeji potencidlni energie je dana vztahem
V(z) = Cz*, kde C > 0. Pomoci varia¢ni metody odhadnéte energii zakladniho stavu
tohoto systému, pokud minimalizaci provedeme na t¥idé vlnovych funkei tvaru

Y(z; N) = Ae_)‘Q’DQ,

kde A je normalizacni konstanta a A je realny parametr.
Pozn.: Minimalizaci provadime na funkcich, které tvarem odpovidaji funkci zakladniho
stavu linearniho harmonického oscilatoru.

7.1.3 Ritzova variaéni metoda

V tomto oddile si ukazeme, jak je mozné obecny postup popsany vyse pouzit specifickym
zpusobem.

Vychodiska metody

e Vhodnou mnozinu vlnovych funkci 7~ C H, na které budeme hledat minimum funk-
ciondlu F, vymezime jako mnozinu vSech funkci ¢(7;cy,co, ... ,c,), které maji tvar
linearni kombinace

Y erca,. . 6) = 1di(T) + 26a(7) + -+ 6y (7) = D _¢jd; (7.5)

j=1
predem zvolenych p linearné nezavislych funkei ¢, (7).
e Samotné funkce ¢1,...,¢, a rovnéz jejich pocet p mizeme zvolit libovolné. Volba

funkef ¢; 1 jejich poctu p zavisi na optimalnim odhadu fyzikalni situace a podstatné
ovliviiuje kvalitu dosazenych vysledki.

« Budeme predpokladat, Ze jsou funkce ¢; normované, avsak nebudeme trvat na jejich
vzajemné ortogonalité. Vzajemné skaldrni souciny funkei ¢; oznacime symboly S;;,

tj. Sij = (0] ¢;)-

o Pri dalsich vypoctech budeme navic vyuzijeme i skalarni souciny tvaru
Hi; = <¢z‘ | H¢j> = Hj;,

kde H je hamiltonidn zkoumaného systému.


http://reseneulohy.cz/2246/
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« Roli parametrii analogickych parametrim o, . . ., z pfedchoziho odstavce zde hraji
koeficienty c;. Na rozdil od parametrii «;, které se v definici testovacich funkei mohly
nachézet v riznych pozicich (v exponentech, ve jmenovatelich zlomki, v argumen-
tech funkei apod.) zde vSechny parametry ¢; zaujimaji rovnocenné pozice (vsechny
jsou koeficienty v linearni kombinaci); to povede, jak dale uvidime, ke standardnimu
vypocetnimu algoritmu.

o Poznamenejme jesté, Ze parametry c; jsou obecné komplexni ¢isla, takze zdanlivy
pocet p parametri (komplexnich) znamend ve skute¢nosti 2p redlnych parametr.

Ukol 7.2  Uvédomte si, 7e nutné plati Sij = S5 a Sy = 1. Jaké by byly hodnoty S;;,
pokud by funkce ¢; byly navzajem ortogonalni? Budou stejné vztahy platit i pro }AIU?

Vzhledem k vlastnostem skaldrniho soucinu a hermitovosti operatoru H mizeme z S;; a H;;
vytvorit ¢tvercové hermitovské matice p-tého radu.

Sestrojeni funkcionalu
Pustime se tedy do hleddni minima stfedni hodnoty energie (tj. do hledani minima funk-
cionalu F) na zvolené testovaci mnoziné T

a
S = ke = 6= (1D

Dosadime za 1 zvoleny tvar testovaci funkce vyuzijeme linearitu skalarniho soucinu,
pouzijeme oznaceni zavedené vyse a dostaneme:

£ <Z§:1 CjQ; | ﬁz%:l Ck¢k> _ Z§:1 Zi:l C;Ck <¢J | ﬁ¢k> _
<le:1 Cl¢l ‘ an:l cm¢m> 5):1 ifn:l C;(Cm <¢l | ¢m>

Z§:1 Zi:l ijc;ck - C

E]lozl an,:l Slmczkcm J ’

kde jsme si jako C' a J zkracené oznadili vyrazy v Citateli a jmenovateli druhého zlomku.
Protoze koeficienty ¢; mohou byt komplexni ¢isla, funkce &£ je funkci komplexnich pro-
ménnych, takze i hledani minima pomoci derivace funkce bychom obecné méli délat podle
pravidel platicich pro funkce komplexni proménné.

Zjednoduseni: Predpoklad realnych koeficientt
Zkusme nejprve pro jednoduchost predpokladat, ze jsou koeficienty ¢; realné. K urceni
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minima funkce & je zapotiebi splnit podminkyfl]

o€

— =0 =12,...p 7.6
aCa ) « Pt 7p ( )

Derivaci v podmince provedme nejprve ve zkraceném zapisu pomoci C' a J:
1 1
o0& g C <8CJ 08J>:J<6C 88J>.

0= e T a7 -7 \ae” Yo oe. S e,

(7.7)

Déle rozepiseme derivaci C' (protoze nyni predpokladame koeficienty redlné, zmizi z vypo-
¢tu jejich komplexni sdruzeni):

ac p p p p P P

dc,  Oc, Z Z Hjnejcr, = Z Z Hjpdjacr + Z Z Hjpcjdor = Z Her + Z Hjqcj,
“ @ I= k=1 j=1k=1 j=1k=1 k=1 j=1

z ¢ehoz po preznacen{ indexu v druhém c¢lenu a vyuziti hermitovosti matice H;; dostaneme

p
Hop + Hip e = 2> Re(Har) ok

k:l k=1

M@

8ca
Vypocet derivace J je obdobny:
oJ

80(1 Oc,

p p p
Z Z SimCiCm = Z Re(Sam)Cm-
=1 m=1 m=1
Po dosazeni do a drobné upravé dostaneme podminky minima &£ ve tvaru
p
Z (Re(Har) — ERe(Sar)) e =0, a=1.2,....p. (7.8)
k=1
Protoze stfedni hodnota energie £ je realné cislo, mizeme tuto soustavu prepsat na

p
th ((Hak —SSak))Ck = 0, a = 1,2,...,]). (79)
k=1

Zobecnéni na komplexni koeficienty

Abychom nebyli nuceni pouzivat vlastnosti funkce komplexni proménné, uvédomime si, ze
kazdy komplexni koeficient ¢; mizeme nahradit dvojici redlnych koeficientl a; a b;, pro
které plati ¢; = a; +ib;. Diky této substituci pfejdeme od funkce, kterd ma p komplexnich

!Neplyne-li z okolnosti zcela jasné, ze tyto podminky vedou k minimu &, je nezbytné piipojit i podminku:

%€
>
det <aca365) >0,

ktera odlisi minimum od maxima.
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proménnych, k funkci se 2p proménnymi, které jsou ale redlné. Nalezeni minima funkce £
znamena splnit zaroven podminky

o€ o€

Prepisme si, co ted znamenaji symboly C' a J:

p p p p
C = Z Zij(aj +ib;)" (ax, +1by,), J = ZZ: 21 St (ay + iby)* (@, + 1byy,).
) 1m

oC 0 <& PP P P
da Oa. Z Z ij<a1 + ib; ) (ar, +1iby) = Z Z ik0jaCr + Z Z kCi0ar =
@ « j=1k=1 j=1k=1 i=1 k=1
p P
= Z Hakck + Z H]ac;k7
k=1 j=1

z ¢ehoZ po preznacen{ indexu v druhém c¢lenu a vyuziti hermitovosti matice H;; dostaneme

p
3 Z Hoker + Hyycp) = 2 Z Re(Honcr)-
Qo k=1 k=1
Obdobné spocteme
p p P p p
Z Z H]k Jack + Z Z ]kC 15ak Z(_lHaka + iH kck Z akck
j=1k=1 j=1k=1 k=1 k=1
a také
p aj p
amcm — =2 Jm Samcm .
aaa mz: a « m=1 ( )

Spocitané derivace dosadime do podminek pro hledani minima, ¢imz dostaneme

o0& 80 1(60 8J>
=0 =

ﬁaa dag J T \ Oag 5%

p
Z 9%2 aka - & Z %Q akck <Z ak — (‘:Sak ) =0 (710)

k=1

a analogicky

p
gbg =0 = (Z — ESp)c ) =0. (7.11)

k=1
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Pokud realné i imaginarni ¢ast n¢jakého vyrazu je nulova, musi byt nulovy i samotny vyraz.
Obé podminky tedy mizeme spojit v jedinou:

M~

(Hak — €Sak)ck =0. (7.12)

k=1

Dostali jsme tak homogenni soustavu p linedrnich rovnic pro dosud neurc¢ené komplexni
koeficienty c¢,. Homogenni soustava linedrnich rovnic mé netrivialni feseni pouze v ptipadeé,
ze je singularni, tj. jeji determinant je nulovy:

det(Hak — gSak) = 0, (713)
coz je vlastné rovnice pro urceni hodnot £. Uvédomime-li si, jak se poc¢ita determinant a
ze prvky matic H,; a Sy jsou ¢isla, vidime, ze se jedna o rovnici p-tého tadu, kterd ma
diky hermitovosti matic Hyi a Sar pouze redlné koreny (to neni prekvapivé, tyto koreny
maji mit vyznam piipustnych hodnot energie).
Hledén{ piipustnych energii pomoci rovnice [7.13] velmi pfipomind hledéni vlastnich ¢isel

matice. A opravdu staci jen drobna uprava, abychom tento problém prevedli na hledani
vlastnich c¢isel matice.

Vyjdeme z podminky pro hleddni minima, tj. ze soustavy linearnich rovnic:
p
;
Z(Hak - 55&]{)(—% - 0
k=1

a zapiseme tuto soustavu maticove:

(H—ES)e=0,

kde H a S oznacuji matice a ¢ sloupcovy vektor koeficientu ¢;. Protoze jsme pozadovali,

aby vlnové funkce ¢; byly navzajem linedrné nezavislé, je matice S reguldrni a existuje k ni
inverzni matice S™!. Touto matici vyndsobime uvedenou rovnici zleva a dostaneme

(STTH—-£S7'S)é=(ST'H-EE)¢=0,
kde E oznacuje ¢tvercovou jednotkovou matici fadu p. Z posledni rovnice je vidét, ze

piipustné energie £ jsou vlastnimi éisly matice ST'H a koeficienty ¢, tvoif jeji vlastni
vektory.

Resenfm rovnice ziskame p hodnot &,,n = 1,... p. Pro usnadnéni diskuse vysledkt
predpokladejme, zZe jsou ziskané hodnoty energie usporadany podle velikosti tak, ze plati

§<E<..E,
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kde znaménka rovnosti pripoustéji existenci vicenasobnych korenti ptrislusného mnohoc¢lenu
a v terminech kvantové mechaniky existenci degenerovanych hladin energie.

Kdyz polozime & = &, bude mit soustava rovnic [7.12] netrividlni FeSeni, coz jsou vlastné
koeficienty c( ") Jejich dosazenim do ziskdme i vlnovou funkeci

Z C(n)

Na prvni pohled se zd4, ze vazné bychom se méli zabyvat jen feSenim odpovidajicim kofenu
&1, ktery odpovidd minimu funkcionalu F na testovaci mnoziné 7 a miuze tedy byt pova-
zovan za aproximaci energie zakladniho stavu systému. Pouzijeme-li symboliky z predchozi
podkapitoly, muzeme to zapsat ve tvaru Ey, = &;. Prislusna aproximace vinové funkce

zékladnfho stavu pak bude mit tvar g = >F_; c,(:) ..

Lze ukédzat, ze vinové funkce 1, které dostaneme jako FeSen{ soustavy [7.13] pro jednot-
livé hodnoty &, jsou navzdjem ortogondlni. Na zdkladé toho jsme opravnéni povazovat
napriklad feseni & za aproximaci energie prvniho excitovaného stavu na mnoziné vsech
linedrnich kombinaci funkei ¢;. P¥i této interpretaci vypocitanych energii je ale tieba jisté
opatrnosti. Jen pri fyzikalné dobie provedené volbé testovacich funkci 1ze p feSeni rovnice
povazovat za aproximace prvnich p hladin energie systému.

Presvédéme se o vzajemné ortogonalité nalezenych vinovych funkeci. Zvolme si libovolnéa
dvé teseni &,,0, a £,,0,, a zapiSme nejprve soustavu rovnic [/.12 ve tvaru s dosazenym
v v 3 n
reSenim 577.,(:;C )

P

W 3 P /
> (Ho — EnSar)c™ =0, k=12...p. (7.14)
k=1
Vynasobime-li postupné pro ao = 1,... p kazdou z rovnic soustavy komplexné sdruzenym

koeficientem c™* a secteme-li viechny takto ziskané rovnice dohromady, dostaneme
m)* m) )Oﬁ
S Hogl = £, 373 el
a=1k=1 a=1 k=1
a po dosazeni definic H,; a Sui
p p P p )
(m)* (m) | (n)
Z (,{(} <()a \ H()A> =&, Z Z (Do | k) ;.

a=1 k=1 a=1 k=1

Posledni vztah je ekvivalentni rovnosti

(o | Hbn) = En (o | 1) - (7.15)
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Kvantova ¢isla n a m jsme zvolili libovolné, takze zaménime-li vzajemné jejich roli, mtzeme
stejnym zptusobem odvodit analogicky vztah

<(~"r1 ’ H[f‘s/'m> =&m <'(f°/"rz | “m>

a provést jeho tpravy

A A * *
<le"'rz ‘ (»/‘m,> - gm <Un | ['Fl> = <H(»/‘n | Um,> - gm <'l;"'n ‘ Ufz> =

= <Um | HL/‘71> — gm <1§;/,m | ( "'/1> .
Odectenim posledni rovnosti od rovnosti se dojde k vysledku

0= (5n - gﬁ) <1~"fl | U“> )

ktery skutecné potvrzuje fakt, ze vinové funkce vypocitané pro rizné hodnoty &, jsou
vzajemné ortogonalni.

Zavérem shrime prednosti Ritzovy variac¢ni metody:

o Pri aplikaci metody se pouziva standardnich operaci — feSeni zobecnéné sekularni
rovnice nebo vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich vektort matice.

 Jedinym fesenim soustavy rovnic se ziskd aproximace pro energii a vlnovou
funkci nejen zakladniho stavu soustavy, ale zaroven i pro energii a vlnovou funkci
jejich dalsich p — 1 stavi.

« Pti vhodné volbé testovacich funkci ¢;, pfi niz je ziejma jejich fyzikdlni interpretace,
je mozné s prihlédnutim k principu superpozice prisoudit srozumitelny fyzikalni vy-
znam i koeficienttim cg-”), presnéji FeCeno vyraziim |c§-")|2.

7.2 Poruchové metody

Pred nastupem pocitact, které umoznily tspésny rozvoj kvantové-mechanickych vypocti
zalozenych na variaénim principu vylozeném v predchozi kapitole, dominovaly mezi pribliz-
nymi metodami feseni tiloh kvantové mechaniky tzv. poruchové metody. Kapitoly uc¢ebnic
a skript pojednavajici o nich nesou obvykle titul teorie poruch, poruchovd teorie nebo
poruchovy pocet.

Zakladni myslenkou poruchové teorie je ofekdvani (povétsinou opravnéné), ze pokud se
dostatecné malo zméni fyzikalni prostiedi, v némz se nachazi studovany kvantovy systém,
potom se dostatecné malo zméni i jeho vlastnosti a chovani. Konkrétnim prikladem miuze
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byt mald zména vlastnosti puvodné izolované ¢astice (atomu, molekuly) vlozené do slabého
vnéjstho pole (elektrického, magnetického, . ..). Prevedeno do jazyka kvantové mechaniky
to znamena, ze mald zména hamiltonidnu soustavy zptsobi malé zmény jeho vlastnich ¢isel
(energetickych hladin) i vlastnich funkei. P¥islusnd zména hamiltonidnu, zptisobend napf.
zapnutim zminénych vnéjsich poli, se obvykle nazyva porucha, nebot odpovida naruseni
puvodnich podminek, a k rozliseni pojmt vztahujicich se ke studovanému systému pred
a po zapnuti poruchy se pouziva privlastki neporuseny a porusSeny (napf. neporuseny
hamiltonidn, porusena vlnova funkce apod.).

V dalsim vykladu budeme rozlisovat, je-li kvantova soustava podrobena vnéjsimu piisobeni
stalému v case (staciondrni poruse) nebo vnéjsimu vlivu ¢asové zavislému (nestacionarni
poruse). Témto pripadim odpovidd stacionarni a nestaciondrni poruchova metoda, pfi-
cemz kazdd z nich se, jak uvidime, zabyva jinym typem problému. Navic pro stacionarni
poruchy se pti vypoctech postupuje odlisné v pripadé, kdy neporuseny systém ma nede-
generované hladiny energie a v pripadé, kdy je méa degenerované. Probereme nyni tyto
pripady oddélené.

7.2.1 Stacionarni poruchova metoda pro nedegenerovany stav

Vychodiska:

e V poruchové teorii obvykle vychazime z hamiltonianu zapsaného ve tvaru
H=Hy+V =Hy+ \W, (7.16)

kde H, je neporuseny hamiltonian, H je poruseny hamiltonian a 1% je operator po-
ruchy.

« Skutecnost, ze porucha 1% je mala, je v vyjadrena jejim rozpisem ve tvaru V=
AW, tj. vytknutim malého realného parametru X\ (predpokladame, 7e 0 < X\ < 1).
Tento krok nam v dals$im textu jednak usnadni rozliSovani clent dle jejich ,fadu
malosti®, jednak si miizeme nastavovanim hodnoty A simulovat postupné ,zapinani*
poruchy.

o V této kapitole predpokladame, ze nejenom neporuseny hamiltonian ﬁo, ale také
porucha V' nezaviseji na case.

o Dale vyjdeme z pfedpokladu, ze neporuSeny hamiltonian H, odpovidé problému,
ktery jiz byl iplné vyresen. Znamend to, ze mame k dispozici tplny systém normova-
nych vlastnich funkei 1/?) hamiltonidnu Hyaze jsou znamy i neporusené energie £
Protoze uvazujeme pripad nedegenerovaného neporuseného spektra, odpovida kazdé
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hladiné energie B jediny kvantovy stav popsany funkci 1)(?) a systém vsech funkei
¥ je automaticky ortonormélni. Uvedené predpoklady mtzeme shrnout takto:

Hoo" = EQ9, (00 |47 = 6. (7.17)

Idea resSeni porusené Schrodingerovy rovnice

Pri feseni porusené Schrodingerovy rovnice se sousttedime na chovani n-té energetické hla-
diny F,, kterd je v neporuseném pripadé nedegenerovana. V tom pripadé zapnuti poruchy
zpusobi zménu energie, ale nikoliv rozstépeni hladiny na nékolik podhladin. Navic pti za-
pnuti malé poruchy predpokldddme, ze je tato zména také mald (v porovnani napiiklad
s typickymi rozdily mezi povolenymi energiemi |E7(££1 —EW|) a 7e porucha nezaméni poradi
hladin.

Lze tedy predpokladat, ze hodnota energie n-té energetické hladiny F,, se v dusledku malé
poruchy V' zméni o malou korekci AF,, kterou vyjadiime ve tvaru nekoneéné mocninné
fady v proménné ) a piicteme ji k neporugené energii E(%:

L =E9 4 (AE), = EQ + \EW + N2 E®) + (7.18)
kde AE(" je korekce energie v 1. fadu, N2E® korekce energie ve 2. fadu atd. Je-li tato
mocninna rada konvergentni, je mozné pomoci prvnich nékolika ¢lent ziskat prijatelnou
aproximaci energie F,. V takovém pripadé rikame, Ze jsme provedli vypocet v p-tém tadu
poruchové teorie.

Podobné miizeme i porusenou vinovou funkci n-tého stavu vyjadrit pomoci zmény A,
neporusené vinové funkce ) a tuto zménu zapsat ve tvaru mocninného rozvoje pomoci
koeficientu A

U =0 + (AY), = 00 + M + NP+ (7.19)

vvvvv

funkce 1), ziskdme jako nenormované a bude je tieba dodatecné normovat.
Reseni porusené Schrodingerovy rovnice

Porusenda Schrodingerova rovnice ma vzhledem k tvar

Po dosazeni rozvoji a[7.19 do rovnice dostavame:
(Ho + W) 3" Nep® = STNED $™ Amepm) = 57 5™ \Hm gDy (m), (7.21)
k=0 1=0 m=0 1=0 m=0

2Ve skutec¢nosti pro pouziti této metody postacuje, aby byl nedegenerovany stav, pro ktery hleddme opravu
k energii a vlnové funkci. Degenerace ostatnich stavii neni prekazkou. I v takovém pripadé existuje orto-
normalni baze.
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Pouzijeme substituci [ + m = k a dostavame rovnost
R R 00 © k
(Ho + AW) Y N = 575" AR ROy Z AF Z EQypED, (7.22)
k=0 k=0 1=0 k=0  1=0

kterou lze po prevedeni vSech ¢lenti na levou stranu upravit na tvar
Co+ ACL + N0y + ... XCL+ ... =0. (7.23)

Leva strana této rovnice je nekoneé¢nym mocninnym rozvojem podle parametru A s koefi-
cienty Cy, které maji charakter funkci (nikoliv konstant). Pozadavek, aby byla mocninna
fada v rovnici identicky rovna nule, vede k podminkdm na nulovou hodnotu vsech
koeficienttt Cj. Jinymi slovy, nulu ndm musi dat vSechny éleny vytknuté pred A9, \!, A2
atd.

Pokud by vam uvedeny vypocet se s¢itacimi symboly prisel slozity, 1ze potfebné rovnice
pro opravy v prvnich tadech ziskat i tak, ze do rovnice [7.20

(Ho + A\W)ip, = Enthy
dosadite prvni ¢leny rozvoju v, a E,
(Ho + AW) (90 + M0 + X292 + ) -
= (BY +XE() + ¥EQ +..) ( O a0 + NP )
Roznasobite zavorky a cleny usporadate podle mocniny parametru .
Pro k = 0 mé tento pozadavek, ziskany porovnanim rovnic a tvar:
Co=0 =  (Hy—EM© =y, (7.24)

coz je Schrodingerova rovnice pro neporuseny problém a je tudiz splnéna trividlné (viz

rovnice [7.17)).

Podobné pro k = 1 1ze formulovat stejny pozadavek:

Ci=0 = (Hy—EMW 4+ 07 — EMy© =g, (7.25)

n n

Pro ostatni koeficienty C} rozvoje potom musi platit:

Cr=0= (Hy— EMy® + (W — EW)pplk—b — ZE%“ 0, k=23,...(7.26)
=2
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Mozny postup pro uréeni oprav E*) a (¥ snaze zahlédneme, zapiSeme-li schematicky

podminku ve tvaru

A CGIED ] T
+ A2 CQ[EUL LB ] +
+ A GylE! (1)E() 2>E() B + ... .=0.

V hranatych zavorkach u koeficientt Cj je uvedeno, na kterych z téchto korekei zaviseji.
Je vidét, ze chceme-li napriklad spocitat energie a vilnové funkce v p-té aproximaci, postaci
polozit rovno nule prvnich p koeficientt Cf, ...,C,, tim ziskdme dostatecny pocet rovnic
pro jejich vypocet.

Pomocny vypocet

Pti dalsich vypoctech se nékolikrat setkdme s nasledujicim vyrazem, proto si jeho upravy
uvedeme zde:

<¢z(0)| (ﬁﬂ _ EéO))\I,> _ <7/’z(0) | fIO\If> . <¢l(0) | E7(10)\I,> _
= (" | ¥) = BEQ (" | ¥) = (5" = BY) (4" | ).

Funkce ¥ je zcela libovolné a rovnost snadno plyne z toho, ze operator H, je hermitovsky
a %(0) jsou jeho vlastni funkce.

(7.27)

Vypocet v prvni aproximaci poruchové teorie — korekce energie

Pokusime se nejprve o vypocty v prvni aproximaci poruchové teorie, kterou charakterizuje
podminka

(Ho = X)) + (W = BN =0
Pro uréeni korekéniho ¢lenu E(V postaci skaldrné vyndsobit obé strany této podminky
zleva funkci ¥(), protoze diky ortogonalité neporusené funkce 1) a jeji prvni opravy ¥,
nam vypadne neznama oprava funkce a v rovnici zbyde jedind neznama — prvni oprava
energie BV :

(O | (Ho — EY0) + (0O | (W — ED)p) = 0. (7.28)

Srovnanim s pro | = n snadno zjistime, Ze prvni skaldrni sou¢in je nulovy (energie
v zavorce se odectou), a z nulové hodnoty zbyvajictho vyrazu uz se snadno vyjadii hledané
EW a tim i celd korekee 1. fadu AE(M ve tvaru:

AES = X (w0 | Wo0) = (9| Vo). (7.29)

Vyjadreno slovy, korekce energie v 1. fadu je rovna stredni hodnoté operatoru poruchy
v neporuseném stavu.

Rozvoj opravy vlnové funkce pomoci neporusenych vinovych funkci
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P1i hledani vztahu pro korekei vinové funkee, tj. (Av),, vyjdeme z rozkladu hledané korekce
pomoci neporusenych funkci. Neporusené vinové funkce tvori bazi Hilbertova prostoru, a
proto lze psat

(D) =3 (G | (A)n) o = (0| (Ap)n) 00 + 3 (07 | (D)) v,
k k#n

kde vpravo jsme zamérné vyclenili ¢len obsahujici neporusenou vlnovou funkci pravé opra-
vovaného stavu, tj. ¥?). Pokud by ale oprava vlnové funkce (Av), ve svém rozvoji do

baze neporusenych vlnovych funkei w,(fo) obsahovala i ¢len s ¥)(?), bude tento ¢len spliiovat
jiz neporusenou Schrodingerovu rovnici a lze ho tedy ,pridat® k neporusenému feseni (to
vse plyne z linearity Schodingerovy rovnice a skutecnosti, ze vynasobenim vlnové funkce
konstantou ziskdm vlnovou funkci popisujici stejny stav). Oprava vlnové funkce je tedy li-
nearni kombinaci ostatnich neporusenych vinovych funkei, jinymi slovy je na neporusenou
vlnovou funkci opravovaného stavu kolméa. Diky tomu muzeme psat

(Av), =3 (0 ] (Av)n) 1. (7.30)
k#n

Tato tivaha plati nejenom pro celou opravu vinové funkce (A1), ale i pro kazdy ¢len jejich
rozvoje dle parametru A.

Vypocet v prvni aproximaci poruchové teorie — korekce vlnové funkce

Pii hledani korekce vInové funkce v prvnim fadu ¢! vyjdeme z jejitho rozkladu pomoci

neporusenych funkei
v =3 (|0 4, (7.31)
k#n

kde uZ je zahrnuta skutecnost, Ze hledand korekce je kolmé na opravovanou funkci ¢)(?). Ska-
larni souciny vyjadrujici koeficienty tohoto rozkladu dostaneme tak, ze se vratime k rovnici

C1 =0 (viz [7.25))
(o = B ) il + (W = B =0

a tentokrat ji zleva skalarné vynasobime funkci 1/),(;)) pro k#mn, ¢imz ziskame:
0 A 0 4
(601 (o= ED) oY + (40| (W = BD) ) 0.
S pouzitim pomocného vztahu dostavame:

(B = EQ) (1) + (7 | W) — ED (v [ 0) =0, (7.32)

Posledni skalarni soucin je nulovy diky ortonormalité funkef ¢\”. Po jeho vynechén{ upra-
vime zbytek rovnice na:

(W | Wy0)
0 0
EY - EY

(v | 9) = , k#n. (7.33)



7.2. PORUCHOVE METODY 233

Tim jsme ziskali vztah pro koeficient rozvoje hledané opravy vlnové funkce v bazi neporu-
senych vlastnich stavi, jehoz dosazenim do uvedeného rozvoje dostaneme:

O) 1 13745
i [ W) ) (7.34)

=X

ktn O _ E,EO)

Vypocet ve druhém radu poruchové teorie — korekce energie

Pti vypoctu opravy energie systému ve druhém fadu poruchové metody vyjdeme z rov-
nice pro k = 2, kterd ma tvar:

(Ho = ELX)s? + (W = ED)erl) — B = 0.

n

Postupovat budeme stejné jako v prvnim radu aproximace — vynasobime obé strany rovnice
zleva skalarné funkei (%) a provedeme jednoduché tipravy:

W1 (Ho = BY) 92) + (2 | WD) — B (0 | 0) = BR (0 | ) = 0.

V této rovnici je prvni ¢len nulovy dle pomocného vztahu [7.27] tieti ¢len je nulovy diky
tomu, Ze oprava vinové funkce je kolma na neporusenou funkci (viz predchozi ¢ast) a ska-
larni sou¢in v poslednim ¢lenu je roven jedné, protoze neporusené funkce jsou normované.
Dostavame

(v W)~ B~

Odtud jiz vypocitame korekci druhého fadu pro energii ve tvaru

A | (w7 | W) |2 (0 | Vg0 |2
2@ — 22 (O | M = )2 E " _ E : n
A n A <¢n | ¢" > A E(O) . E(O) E(O) (0
k#n n k k#n n k

. (7.35)

kterou muzeme vypocitat pomoci opravy vlnové funkce v prvnim radu wgﬂ, nebo za tuto
opravu dosadit ziskany vztah [7.34]

Vyse popsané postupy, kterymi jsme ziskali opravy energie i opravu vlnové funkce, ukazuji,
jak systematicky postupovat pti vypoctech oprav vyssich rada. Pri vypoctech v k-tém
radu pouzijeme k-tou rovnici tj. Cr = 0, a vSechny opravy nizsich radt ziskané
z predchozich rovnic. Je zfejmé, ze vzorce budou vykazovat jistou rekurenci.

Poznamka: 7Z vypoc¢tu bylo patrné, ze parametr \ hrél roli ,pomocnika“ pri rozliSovani,
jakého radu ,malosti“ jsou jednotlivé ¢leny v porusené Schrodingeroveé rovnici. Ma tedy
vyznam zejména pri odvozeni, v praktickych tlohach se casto klade A = 1 a operatory
poruchy V a W potom splyvaji.
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Na zavér jesté shriime vyhody a nevyhody poruchové metody. Hlavni nevyhodou je pred-
poklad o tvaru hamiltonianu, ktery omezuje pouziti metody jen na situace, které mu
odpovidaji. Casto je také velmi tézké spolehlivé posoudit konvergenci poruchovych rozvoji.
Vyhodou naproti tomu je, Ze se mizeme pii vypoctech soustiedit jen na zmény vlastnosti
vybranych stavi (tfeba i jediného, a to ne nutné zékladniho stavu). Déle byva jako prednost
metody uvadéna skutecnost, ze v nékterych pripadech muze jeji pouziti do prvniho nebo
druhého tadu ukazat zavislost zmén energii a vinovych funkei na parametrech poruchy,
naptiklad zda je ptislusny jev linedrné ¢i jinak zavisly na intenzité vnéjsiho pole.

7.2.2 Vzorové resena uloha: Nekonecna jama s nerovnym dnem

Vypoctova aloha 7.1

Uvazujme castici, kterd se mize pohybovat pouze po tsecce, tj. v jednodimenzionalni
nekonecné hluboké potencidlové jamé. Déle uvazujme, ze uvnitt jamy neni konstantni
potencialni energie. Pomoci poruchového metody najdéte opravy energii a vlnovych
funkci v prvnim radu pro pripad, kdy potencidlni energie uvnitt jamy zavisi na sou-
fadnici a) linedrné, b) kvadraticky.

Neporusenym piipadem zde tedy bude nekonecéné hluboka pravouhla potencidlova jama,
kterou jsme tesili v kapitole [3.7] a prevezmeme odtud vysledky. Jamu budeme uvazovat v
intervalu (0, L), neporuseny hamiltonidn m4 zde tvar

R R h2 d2
Hy=T=—-——

2m dz?

a neporusené energie a vlnové funkce
ES)) _ @7 2/}(0) _ { \/%sin (%) pro x € (O,L),
2mL?
a) Linearné stoupajici dno jamy
Poruchu, ktera zavisi linearné na souradnici muzeme psat jako
V=at= ax,
kde «a je realnd konstanta.

Pro opravu energie v pronim rddu pouzijeme vztah

B = (u0 | V).
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Po dosazeni poruchy a neporusenych funkeci dostavame

L /2 2 2 L
EY :/0 \/;sin (T) ax \/;Sin (m[ix) dzr = f& ; r sin? <nz:c> dz.

Integrovanou funkci upravime a spocitame integral

Efll) _ 2; DLxl — 0082<2"z‘”)

a [2? ( L )2 cos (2n7r93> L (2n7r93> Lar
= |= (= —z sin =,
L|2 2nm L 2nm L 0 2

Vidime, Ze oprava energie odpovidéd stfedni hodnoté poruchy v neporuseném stavu. Déle
je oprava energie stejna pro vSechny stavy. To znamend, ze se vSechny hladiny posunou
o stejnou hodnotu a vliv této poruchy se v prvnim radu neprojevi na spektru vyzarovanych
fotont (pri prechodech ¢astic z jednoho stavu do jiného).

dox =

Pro urceni opravy vinové funkce spocitame nejprve skaldrni souciny ve vyrazu [7.34, pro

k#n
<¢£0) | V¢£O)> _ /OL \/Esin (T) ax \/zsin (T) dr =
= (oo () o (B2

a po integraci dostaneme

—1+ (=1)*"| aLkn

(k;2 _ TZ2)27T2

. 2
(| V) = |
Oprava vlnové funkce v prvnim radu tedy je

o0 2[—1+(—1)k+n]aLkn 5 knr

1/)7(3) — —sin —.
k§1 (k2 — n?)272 (ESLO) o EIEO)) L 3

k#n

Vidime, Ze tento soucin je nenulovy jen pro n+k liché. Vzhledem k tomu, Ze v neporusenych
stavech se stridaji sudé a liché vinové funkce (sudost a lichost posuzujeme vici stredu jamy),
oprava vlnové funkce v prvnim radu se skldda pro sudé funkce jen z lichych funkci a naopak.
Napisme opravu konkrétné pro zakladni stav, tj, pron =1

m_ |2 knz
N =T 2 (1—k2 L
k=2
k sudé

28aymlL? = k - (knx
B sin .



236 KAPITOLA 7. PRIBLIZNE METODY

Vidime, Ze s rostoucim k koeficient u vlnové funkce rychle klesa. Dominantni ptispévek
tedy bude mit ¢len k = 2. U obecného stavu budou také nejvice k opravé prispivat ¢leny,
kde se k od n prilis nelisi.

Rozmyslete si, ze pokud bychom poruchu napsali jako V= a(x — L/2), tak nam oprava
energie v prvnim fadu vyjde nulova (coz je rovno stredni hodnoté poruchy), ale oprava
vinové funkce bude stejna, protoze se jedna jen o ,,jiné nastaveni mista s nulovou potencialni
energii“, a to neovliviiuje stav systému.

b) Parabolické dno jamy

Poruchu, ktera modeluje parabolické dno jamy, napiseme jako

S

kde (8 je redlna konstanta.

Opravu energii v prvnim radu urc¢ime dle vztahu

. 28 L IN? ., /nmx BL? 6
1) 0 0 o 2 _
B = (w010 = [T (2= 5) st (UF0) de= 5 (1- 5.

Vidime, ze v tomto pripadé se opravy energie v prvnim fadu pro jednotlivé hladiny lisi.
Pridani poruchy se tedy na spektru, které by dany systém vyzaroval, projevi uz v prvnim
radu.

Pro uréeni opravy vinové funkce je opét stézejni uréit skaldrni souciny ve vyrazu[7.34] pro

k#n
<¢,§0)\ ngo)> _ 25/; <x _ 5)2 sin (T) sin (”Zx) de =

_4pr? (14 (=1)M7) kn

NG

Vidime, ze ted je skalarni soucin nenulovy, pokud k + n je sudé, coz znamena, ze sudé
funkce budou mit sudou opravu a liché lichou. To souvisi s tim, Ze porucha ma stejnou
symetrii jako neporuseny hamiltonian. Navic hodnota skaldrniho souc¢inu opét rychle klesa
s tim, jak se hodnota k£ vzdaluje od hodnoty n, takze v opravé budou dominantni ¢leny
odpovidajici neporusenym staviim s podobné velkym kvantovym ¢islem. Za pomoci vypo-
¢itanych skaldrnich soucint je jiz jednoduché sestavit vyraz pro opravu vlnové funkce
v prvnim radu.
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7.2.3 Vzoroveé resena uloha: Poruchova metoda v maticovém for-
malismu

Vypoctova tloha 7.2

Uvazujme nenabitou ¢astici se spinem 1 v homogennim magnetickém poli ve sméru z,
tj. B = (0,0, B). Toto pole mirné pozménime tak, ze k nému priddme slabé pole
ve sméru osy zr, tj. b = (b,0,0). Uvazujte toto pole jako poruchu a urcete korekce
k energiim a vinovym funkcim. Ziskané vysledky porovnejte s presnym resenim.

Bude doplnéno.

7.2.4 Ulohy k samostatnému FeSeni

Pozn: Ulohy, které jsou soucdsti Shirky tesenych dloh z fyziky, maji v zdhlavi wvedeny odkaz
na svoje tesent (nebo pripadné odkaz na velmi podobnou tlohu,).

Uloha 7.4 Poruchova metoda v maticovém formalismu [Sbirka 2267]
Uvazujme neporuseny hamiltonidn Hy a poruchu V dané maticemi:

X 5¢ 0 0 . 0 ¢ O
0 0 -—le 0 0 2¢c

kde € a ¢ jsou realné konstanty a plati ¢ < e. Urcete:

« a) Korekei k energii v prvnim fddu poruchového poctu.

e b) Korekci k energii v druhém fadu poruchového poctu.

 ¢) Korekci k vlastnim staviim v prvnim radu poruchového poctu.

 d) Naleznéte presné hodnoty energie a rozvinte je v mocninach c¢. Porovnejte s pred-
chozimi vysledky.

« ¢) Naleznéte presné tvary porusenych vinovych funkei a rozvinte je v mocninéch c.
Porovnejte s predchozimi vysledky.

Uloha 7.5 Prvni relativistickd oprava pro nekone¢nou jamu [Shirka 2019
Uvazujme castici v nekonecné hluboké potencidlové jameé o sitce L.
a) Urcete prvni opravu energie k n-tému stavu, pokud zahrneme poruchové tzv. prvni
relativistickou opravu, tedy clen
]54
8mic?’

‘7:


http://reseneulohy.cz
http://reseneulohy.cz/2267/
http://reseneulohy.cz/2019/

238 KAPITOLA 7. PRIBLIZNE METODY

b) Urcete opravu vinové funkce v prvnim rddu pro vyse uvedenou opravu.
c) Jaké vysledky lze ocekavat pro opravy vinovych funkei a energii ve vyssich radech?

Uloha 7.6 Harmonicky oscilator v elektrostatickém poli [Sbirka 2269]
Jednorozmeérny linedrni harmonicky oscilator s ndbojem e vlozime do slabého homogenniho
elektrostatického pole o intenzité £. Urcete zménu energie zakladniho stavu pomoci poru-
chové teorie v prvnim a druhém radu. Vypocitejte presnou hodnotu energie a porovnejte
ji s vysledky ziskanymi poruchovou metodou.

Uloha 7.7 Elektron v magnetickém poli [Shirka 2275

Uvazujme elektron v magnetickém poli o indukci B = (0,0, B). Zéaroven zapneme slabé
magnetické pole o indukci b = (b,0,0). Urcete korekci energie v prvnim a druhém fadu
a korekci vlnové funkce v prvnim fadu poruchového poctu v kvantové mechanice. Najdéte
presné reseni a porovnejte ho s pribliznymi vysledky.

Uloha 7.8 Oprava zékladniho stavu vodiku pro koneéné velké jadro [Sbirka 2299
Uvazujme, ze proton v atomu vodiku neni bodovy, ale jedna se o homogenné nabitou kouli
s polomérem r, ~ 107> m. Vypocitejte opravu energie zakladniho stavu atomu vodiku
v prvnim fadu poruchové teorie.

7.2.5 Stacionarni poruchova metoda pro degenerovany stav

V predchozim odstavci jsme se zabyvali uplatnénim poruchové metody pro vypocet korekei
energie a vlnové funkce za predpokladu, Ze neporusena hladina energie byla nedegenero-
vana. Znamenalo to, ze pokud jsme hledali opravy pro n-ty kvantovy stav s neporuse-
nou energii £, hodnoty ostatnich neporusenych energii byly E,EO) # EW pro k # n.
Kdyby tomu tak nebylo, popsany algoritmus by selhal — viz vztahy pro prvni opravu vl-
nové funkce [7.34] ¢i opravu energie v druhém fadu [7.35 v nichz by se vyskytovalo déleni
nulou. Jesté jednou upozornéme, ze prekazkou neni, je-li degenerovana kterdakoliv z ostat-

nich hladin E,(CO) pro k # n.

Podivejme se na jiz probrané odvozeni prvni opravy vlnové funkce (tj. vztahu . Déleni
nulou jsme se vyhnuli diky tomu, Ze jsme si pfedem uvédomili, ze sta¢i uvazovat opravu
vlnové funkce kolmou na neporusenou vinovou funkci, tj. jeji rozklad neobsahuje ¢len s ne-
porusenou vlnovou funkei toho stavu, pro ktery opravu hledame. V pripadé degenerace
bychom ale potiebovali, aby oprava vinové funkce byla kolméa nejenom na opravovanou vl-
novou funkei, ale na cely podprostor vSech funkci, které maji stejnou neporusenou energii.

Piedstavme si, ze zndme porusené vlnové funkce 1, = %) 4+ A, tj. podaiilo se nim
vyTesit problém popsany celym hamiltonidnem H = Hy + V = Hy + AW. Pokud bychom
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poruchu postupné vypinali (zmensovali A), bude se oprava A, v porusené vinové funkci
zmensovat a porusena vlnova funkce se bude ptiblizovat k nékteré z neporusenych vino-
vych funkci, které tvori podprostor vlastnich funkei ptislusejicich degenerovanému vlast-
nimu ¢islu E,,. Z toho plyne, ze pokud bychom jako neporusenou vinovou funkei vzali tuto
funkci (limitu porusené pro nulovou poruchu) a hledali pro ni opravu, neni potteba, aby
oprava obsahovala jakoukoli z funkci uvedeného podprostoru. Takovym neporusenym vlno-
vym funkcim fikdme funkce prizptisobené poruse a komplikace, kterou prinasi degenerace,
spociva v tom, ze jesté pred hleddanim oprav musime tyto funkce najit, tj. najit spravnou
bazi neporusenych funkci, od které mame zaéit.rf]

Ukol 7.3 a) Uvazujme systém, ve kterém jsou mozné jen dva staciondrni stavy a oba
stavy maji stejnou energii Fy. Stav takového systému je popsan dvoukomponentnim

stavovym vektorem a (neporuseny) hamiltonian systému ma tvar

- Ey 0
Hy= .
0 ( 0 E )
Najdéte ortonormalni bazi prostoru stavovych vektori, kterd je slozena z vlastnich
vektortt hamiltonianu. Je tato baze dana jednoznacné?

a
b

b) Uvazujme, ze zapneme slabé pole popsané potencidlni energii (poruchou)

~ V 0
v_<0_v>
Celkovy hamiltonian ma tedy tvar

ﬁ:m+v:(%+v 0 )

0 Ey—-V

Najdéte energie (vlastni ¢isla) a vlastni vektory H (tj. najdéte presné porusené energie
a stavové vektory).

¢) Reste stejny tikol pro potenciélni energii

~ 0V
-(21)

3Nékdy se tento krok nazyva nultou aproximaci. Jesté je dobré si uvédomit, Ze vlnové funkce pfizptisobené
poruse tvori bazi podprostoru vlastnich funkci s vlastnim ¢islem F,,. Jedna se o bazi, ve které se porucha
,diagonalizuje“.




240 KAPITOLA 7. PRIBLIZNE METODY

Poznamka: 1T kdyz je tento kol zaddn velmi obecné pomoci matic, méa i primocarou
fyzikalni realizaci. Pokud si vezmeme ¢astici se spinem 1/2, tj. napiiklad elektron, mé
dvé mozné hodnoty primeétu spinu do dané osy. Tato ¢astice se nachazi v poli, které
se spinem neinteraguje nijak, proto je energie pro oba priméty stejna. Pokud zapneme
magnetické pole B (ve sméru z pro ¢ast b), resp. ve sméru z pro Cast c)), spin — resp.
s nim spojeny spinovy magneticky moment — ziskd v magnetickém poli energii, jejiz
znaménko zavisi na primeétu spinu do sméru pole a ma velikost %B. Operétor energie
magnetického spinového momentu je pak dan jako

A

B3,

‘/\/:

2me

coz pro uvedend pole presné odpovidd zadanym maticim.

Podobna tloha je fesena i ve Sbirce tloh [Shirka 2272] .

Predchozi kol nam ukazal, ze v pripadé degenerace si v neporuseném pripadé muzeme
vybrat bazi libovolné, ale jakmile p¥iddme poruchu, stane se jednaf| baze vyjimeéna v tom,
ze odpovida dané poruse.

Uvazujme neporusenou stacionarni Schrédingerovu rovnici a jeji feseni

Hop® = EOyp© o =12,....d,, (7.36)

n nao?

kde kvantové ¢islo n odlisuje rtizné energie, kvantové ¢islo o odlisuje stavy s toutéz energit
a d,, znaci stupen degenerace hladiny E(.

Piipomenme si, Ze i viechny linearni kombinace 3% | c¢,4)©) funkei (%) jsou rovnéz fesent
neporusené Schrodingerovy rovnice a prisluseji téze energii E). Viechna tato Teseni
tvori d,-dimenzionalni stavovy podprostor V, Hilbertova prostoru H vsech stacionarnich
feseni, tj. V,, C H. Funkce 1) tvori tedy jednu z mnoha bézi podprostoru V,, ktera je
zvolena libovolné, pozaduje pouze jeji ortonormalitu, tj.

<7v/}£z(2 ‘ ¢1(g(,2> = 5nk6aﬁa (737)

coz je podminka ortonormality nejen baze podprostoru V,, ale baze celého prostoru H.

Po zapnuti vnéjsi poruchy V = AW bude platit Schrodingerova rovnice ve tvaru

(Hy + A\W)yp = Enp, (7.38)

4Toto plati v piipadé, ze pridanim poruchy dojde k tplnému sejmuti degenerace, tj. porusené energie jiz
nebudou degenerované. Pokud dojde jen k Castecnému sejmuti degenerace, tak ani béaze prizptisobena
poruse neni déna zcela jednoznacné.
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kterou Tesi zatim neznamé porusené energie F,,, a porusené vinové funkce 1,,,.

Ocekavand pritomnost druhého kvantového ¢isla « u porusené energie E,, (ve srovnani
s jedinym kvantovym ¢islem u degenerované energie E)) naznacuje, ze typickym kvalita-
tivnim efektem zapnuti poruchy bude tzv. Stépeni energetickych hladin.

Na d,-nasobné degenerovanou neporusenou hladinu Eﬁlo) se totiz muzeme také divat jako
na d, ruznych stavi s hladinami energie ,,v zakrytu®, které budou mit po zapnuti poruchy
energie ruzné (rozstépi se). Jestlize se d,,-ndsobné degenerovand hladina rozstépi na d,, ruz-
nych hladin, hovoifme o tiplném sejmuti degenerace hladiny E?) v disledku ptisoben{
poruchy. V pripadé, ze i nékteré porusené hladiny zustanou degenerované, jednd se o tzv.
c¢astecné sejmuti degenerace.

Podobné jako v pripadé poruchové teorie pro nedegenerovanou hladinu energie mizeme pti
zapnuti dostatecné malé poruchy i zde ocekavat, ze porusené energie a vlnové funkce se
budou od neporusenych lisit o velmi malé korekce d E a 01, takze bude platit:

Eno = B9 + (AE),., (7.39)

wna = 1;7(1%3 + (Aw>na (740)

Dale predpokladame, ze korekce 0 E' a 99 bude opét mozné vyjadrit v podobé mocninnych
rozvoju podle malého parametru A:

(AE)pa = AEW) + N2E@ 4 (7.41)

(A)na = AL + X202 + ... (7.42)

Hlavni problém poruchové teorie pro degenerovanou hladinu spocivé ve vztahu [7.40] Jak
jsme jiz diskutovali na zac¢atku této kapitoly prvni ¢len na jeho pravé strané, tj. neporusena
vlnova funkee prizpusobend poruse (resp. nultd aproximace vinové funkce), neni totiz pred
zahajenim vypoctu znama. Proto je tento ¢len oznacen symbolem @Z;gg odlisnym od %),
abychom zduraznili skutecnost, ze do vzorce nelze dosadit libovolnou z nekonecné
mnoha neporusenych stacionarni vlnovych funkci pro danou energii, ale ze tam musime
dosadit tu, ktera je urc¢ena poruchou V=AW a je limitou porusené vinové funkce pro nu-
lovou poruchu, tj. pro A — 0. Nez pristoupime k vypoctu prvni, druhé a vyssich aproximaci
vlnové funkce, musime nejprve urcit optimalni nultou aproximaci 121(1(2

Hledani neporusenych funkci prizptsobenych poruse

Postupovat budeme stejné jako v nedegenerovaném ptipadé, tj. dosadime rozvoj porusené
energie i porusené vlnové funkce do porusené Schrodingerovy rovnice [7.38;

(Ho+AW) (9 + ) ..) = (BQ + AEW +..) (8% + M) + ...
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Déle roznasobime zavorky a rozdélime ¢leny podle mocniny parametru A. Cleny s A\’ dévaji
Hoblo) = BP0,

coz je neporusend Schrodingerova rovnice, kterou 4(0) fesi. KdyZ si napiseme cleny s !,
dostaneme

(8- EQ) vl + (W - EQ) 90 =0, (7.43)

Rovnici vynasobime zleva nékterou funkei w z libovolné zvolené baze. Kdyz uvazime
pomocny Vztah [7.27) zjistime, Ze prvni ¢len je nulovy Do druhého ¢lenu dosadime rozklad
funkce 1/)n jako linearni kombinaci funkeci baze ¢n5

dn

7 n 0

P = BZ TS, (7.44)
=1

kde T g Jsou transformacni koeficienty od nahodné vybrané ortonormalni baze 1/)( g Dro-

storu V,, k nové bazi wm slozené z funkci prizptsobenych poruse. Funkce wna jsou také
ortonormélni Pl Rovnice [7.43] dostane tvar

<<0>|(W E”)ZT >=0,

coz s vyuzitim linearity operatort i skalarniho soucinu upravime na

dn
(n) P ()!
> Tas (W1 W) — BR (081 043)) = (7.45)
B=1
Vezmeme-li v tivahu ortogonalitu funkci v druhém skalarnim soucinu <@ZJ1(107) | @Dg)ﬁ)> = 0,3,

ziskame soustavu linedrnich rovnic pro vypocet hledanych transformacnich koeficientt 7| C(Y B)

dn .
S (e W) = EQ 6ys) T =0, v =12,... dn. (7.46)
B=1

Tato homogenni soustava d,, linearnich rovnic pro neznamé T gﬁl)

pri splnéni podminky

ma netrivialni feseni pouze
det ({0 | W) — ELY 6,5) =0, (7.47)

coz je tzv. sekuldrni rovnice pro nalezeni prvni opravy energie E1. Vyjadieni deter-
minantu ma tvar polynomu d,-tého stupné v proménné E(). fesenim rovnice - tedy
ziskédme d,, hodnot EN) o =1,2,....d,.

no?

5Transformace je tedy unitarni. Tato skutecnost plyne z limitniho prechodu ,vypinani poruchy®,
nebot porusené vlnové funkce 1, jsou pro rizné (rozstépené) energie E,, ortonormaln{ a takovymi by
mély zustat i pro A — 0.
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e ) . _ .. & (0)\ . . &
Kdyz si uvédomime, ze skaldrni soucin <sz)) | W ’(,',(_,)> je roven prvku matice poruchy W,

0 v (1) oy . ;T
,(7;, tak nalezena feSeni E(1) jsou vlastn{ &isla matice AW, 5. Re-
Senim systému rovnic[7.46 do né¢hoz dosadime vypoéitané hodnoty E(!) ziskdme postupnd

no
vz ~ . n
transformacni koeficienty 7

af

kterou jsme vyjadrili v bazi ¢

jako vlastni vektory této matice a pomoci nich nakonec ze

44]1 neporusené vinové funkce pfizptisobené poruse (%)

‘no”

vztahu |

Vypocet oprav ve vyssich fadech poruchové metody probihda obdobné jako v pripadé ne-
porusené metody. Pokud dojde k tiplnému sejmuti degenerace, tj. opravy energie v prvnim
fadu E(1) nalezené pomoci sekuldrni rovnice jsou navzajem riizné, je vypocet jednodussi,
nez pokud je degenerace v prvnim radu sejmuta jen castecné.

7.2.6 Starkuv jev

Tento problém je detailné vypocitdan ve Sbirce feSenych tloh [Shirka 2273] | proto zde
shrneme spise fyzikalni ¢ast a nebudeme vse detailné pocitat.

Bude doplnéno.

7.2.7 Nestacionarni poruchova metoda

Uvazujme nyni pripad, kdy je kvantovy systém podroben pilisobeni vnéjsi poruchy, ktera je
casove zavisla. Prikladem mitize byt atom nebo molekula, na které dopadne elektromagne-
tické zareni, coz znamend, ze atom ¢i molekula bude interagovat s periodicky se ménicim
polem. Samoziejmé lze uvazovat i mnohem slozitéjsi pripady.

Podobné jako v predchazejici ¢asti budeme predpokladat, ze hamiltonidn ma tvar

A

H(t) = Hy+ V(1) (7.48)

v némz je naznacena casova zavislost poruchového ¢lenu V(t) a tedy i vysledného hamil-
tonianu H (t).

Neporuseny hamiltonian H, (naptiklad elektronu v atomu nebo molekule pred dopadem
elektromagnetické viny) budeme i zde povazovat za Casové neproménny. Z toho je patrné,
ze neporuseny systém ma staciondrni stavy (stavy s ostrou hodnotou energie) a budeme
predpokladat, ze zndme jak povolené energie FE,,, tak stacionarni vilnové funkce ,,. Plati
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pro né neporusena stacionarni Schrodingerova rovniceﬂ

ﬁodh = nwn (749)

Poruseny hamiltonian ([7.48|) zavisi na case a nelze pro néj tedy napsat stacionarni Schro-
dingerovu rovnici. Z toho je zfejmé, Ze nestacionarni poruchova metoda musi postupovat
zcela odlisné v porovnani se stacionarni poruchovou metodouﬂ Zakladni otazka, na kterou
budeme hledat odpovéd, tedy nebude, jak se ndm pozméni stavy systému, ale budeme se
ptat, zda pusobeni poruchy muze nas systém prevézt z jednoho neporuseného stavu do
jiného.

Nazornou predstavu nam muze dat nasledujici schematicky obrazek:

Na obrazku se snazime intuitivné zachytit, ze v casech t < 0 je systém popsan jen neporu-
Senym hamiltonidnem H, a uvazujeme, ze je v néjakém jeho stacionarnim stavu popsaném
energii F; a vinovou funkei ;.

V ¢ase t = 0 za¢ne pusobit porucha V' (t). Ted neméme zadn4 staciondrni feseni, je to tedy
az do okamziku t = T', kdy je ptisobeni poruchy vypnuto, takové . divoké obdobi“.

Kdyz porucha jiz neptisobi, tj. pro t > T, je systém popsan opét neporusenym hamiltonia-
nem Hj a jeho stav miizeme popsat superpozici stacionarnich stavi. Nasi otazku miizeme

6Jak se ukdze dile, v pripadé poruchy zavislé na ¢ase nebudeme délat ,rozvoje® a hledat opravy v jednot-
livych Fddech, proto je u neporusenych funkei a energi{ vynechédn horn{ index (0). K zdméné s porusenym
fesenim dojit nemiiZe, protoze poruseny hamiltonian H (t) zavisi na Case a zadné staciondrni funkce ani
energie pro néj neexistuji.

"Stacionarni a nestacionarni metoda maji spole¢ny predpoklad na tvar hamiltonindnu = ,néco, co znam,
umim vytesit + mald modifikace*. Postup vypoctu je ale zcela odlisny.
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tedy formulovat tak, Ze se ptame na pravdépodobnost nalezeni systému ve zvoleném ne-
poruseném stacionarnim stavu ;.

Poznamka: Z vypoctu bude patrné, ze neni nutné, aby porucha ptisobila pravé v casovém
intervalu (0,7"). V pripadé poruchy, ktera bude pusobit neomezené, ¢i nebude mit jasny
pocatek své platnosti, bude stacit ve vypoctu pozménit meze integrace dle c¢asu.

Uvazujme situaci, kdy systém byl pred zapnutim poruchy (tj. pro ¢t < 0) ve stavu popsaném
neporusenou vinovou funkei ;(t), coz muzeme formalné rozepsat v bazi neporusenych
stacionarnich funkei

= Z cnwn(f’)e(’i%t), kde ¢,, = ;.

V case 0 < t < T neexistuje stacionarni reseni. V kazdém konkrétnim case ¢ je stav popsan
néjakou vlnovou funkei ¢(7t), kterd je z Hilbertova prostoru vSech vlnovych funkei popi-
sujicich stav systému, tj. v tomto case jde vyjadrit ve tvaru linedrni kombinace baze tohoto
prostoru, tj. pomoci neporusenych vinovych funkci. Takové vyjadieni miizeme udélat v kaz-
dém case t. Rozdil oproti stacionarnimu feseni je v tom, ze obecné dostaneme pro kazdy
¢as jiné hodnoty koeficienti. To lze matematicky zachytit tak, ze budeme predpokladat,
ze koeficienty ¢ jsou funkcemi casu. Nestacionarni feseni tedy zapiseme jako

) =3 cn(t)iha(F)e .

Dosadme toto vyjadieni do nestacionarni Schrodingerovy rovnice
1h—ch Vb (T)e™ it (H0+V)ch Y (T)e™ it

provedme derivaci na levé strané a na pravé strané vyuzijme skutecnosti, ze funkce v, jsou
vlastni funkce H,

8cn

hz 1%6+H+ZE% Vb (F)e TR =

= S el Bt (e H + SV (en(tn(Pe

Druhy ¢len na levé strané a prvni ¢len na pravé strané se odectou. Rovnici vynasobime
skalarné zleva funkei ¢ (7) a rovnou uvazime ortonormalitu baze 1 (7) a skutecnost, zZe
skalarni soucin je ,integral pres prostor“ (¢isté casové ¢leny z néj lze vytknout)

Gck (t)

matp%:;@wmmwm%@@%’
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coz po uprave dava

) — S (] V) ealt)e T (7.50)

ot i

Toto je soustava diferencidlnich rovnic pro funkce ¢, (t), kterou fesit je ve vétsiné pripadu
velmi obtizné.

Zkusme odhadnout hledané funkce ¢, (). Vime, ze soustavu fesime s poc¢atecni podminkou
Cn(t = 0) = (51-,1.

Dosadme pocateéni podminku do pravé strany rovnice

T = 5 ) ) e

(En

B ()| T e T

tim soustava provazanych diferencialnich rovnic prejde v rovnice pro derivaci kazdé hledané
funkce ¢, (7). Rovnici mizeme zintegrovat

Cr V i it X dt 7.51

= [ (el e (7.51)
a dostaneme prvni aproximaci hodnoty koeficientu ¢, (7), tj. hodnotu koeficientu rozvoje
vlnové funkce do stacionarnich stavi v ¢ase vypnuti poruchy.

Samoziejmeé tento pl‘\'m’ odhad nemusi byt nejpresnéjsi. Pr()fo ho lze zlepsit tim, Ze dosa-
dime do rovnice za funkce ¢, (t) ziskany prvni odhad . Tim vylepsime znalost ko-
eficienti ¢ (7). Tento postup muzeme nékolikrat zopakov. (1‘t,. az ziskame dostatecné presné
vysledky (jedna se o tzv. iteracni vypocet).

Pravdépodobnost nalezeni systému ve stacionarnim stavu ¢, (tj. pravdépodobnost precho-
du, ze stavu 1; do stavu ¢ vlivem poruchy) za cas T' je ddna vyrazem

Pisi(T) = len(T)[*.

Z vyrazu je patrné, ze diky hermitovosti operatoru poruchy V(t) zameéna pocatecniho
stavu (oznaceného indexem ¢) a koncového stavu (index k) povede k tomu, ze budeme inte-
grovat komplexné sdruzeny vyraz. To, ale znamend, ze pravdépodobnost prechodu Py_,;(7T')
je stejna, tj.

Pi—>k<T> = Pk—n'(T)-

Tento vztah se nazyva princip detailni rovnovdhy a plati jen v prvnim fadu poruchové
teorie.
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7.2.8 Ulohy k procviceni

Uloha 7.9 Porucha konstantni v ¢ase [Shirka 2290]

Uvazujme systém nachazejici se v ¢ase t=0 ve vlastnim stavu 1); neporuseného hamiltonianu
H,. Vypocitejte pravdépodobnost piechodu systému z pocatecniho stavu ¢; do stavu ¢
v ¢asovém intervalu (0,7"), uvazujeme-li poruchu

V(t)=0,t<0,7 <t,

Vit)=V,7>t>0,

kde V je operator poruchy, ktery je ¢asové nezavisly.
Pozn.: Casovd zdvislost poruchy je v této iloze omezena jen na jeji zapnuti a vypnuti.

Uloha 7.10 Periodicka porucha [Sbirka 2293

Uvazujme systém nachazejici se v ¢ase t=0 ve vlastnim stavu ¢); neporuseného hamiltonianu
H,. Vypocitejte pravdépodobnost piechodu systému z pocatecniho stavu ¢; do stavu v
v ¢asovém intervalu (0,7") vlivem poruchy s periodickym ¢asovym pribéhem ve tvaru

V _ 1§6th + ﬁfe?iwt

kde 9 a 91 jsou obecné, navzajem hermitovsky sdruzené operatory, vyjadiené pomoci ope-
ratori 7 a p.

Uloha 7.11 Harmonicky oscilidtor v kondenzatoru [Shirka 2292

Linearni harmonicky oscilator nabity nabojem e je v zakladnim stavu a nachazi se v case
t —700 uvniti kondenzatoru. Kondenzator nejprve nabijeme a poté vybijeme. Intenzita
elektrického pole uvniti kondenzétoru £(t) je popsana vztahem

+\2
E(t) = &e'(5),
kde & a 7 jsou konstanty. Uvnitf kondenzatoru uvazujte homogenni pole.

Vypocitejte pravdépodobnost toho, ze v ¢ase t — oo se bude oscilator nachazet v excito-
vaném stavu.
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Reseni tkola z podkapitoly

L kde a a b jsou komplexni ¢isla, jsou vlastnimi

vektory tohoto operdtoru (matice) a bézi si mohu vybrat zcela libovolné. Prirozend volba

je samozrejmé kanonickd baze ( (1] ) a < (1) )

Reseni 7.3 Vsechny vektory ( “

ukazat i tu diagonalizaci poruchy v bazi ptrizptsobené poruse — kdyz si pripomenu linearni
algebru

Napsat, ze v tomto piipadé (jedind neporusend energie) ndm to dé rovnou presné energie,
protoze tam nejsou zadné dalsi stavy, které by to mohly modifikovat.



