Kapitola 8
Vicecasticové systémy

Dosud jsme se zabyvali jen jedinou ¢astici. Zkoumali jsme jeji chovani v jedné dimenzi (viz
harmonicky oscilator a 1D potencidlové jamy) a pak jsme svij popis rozsitili i do dvou a
tf1 dimenzi, coz ndm umoznilo prozkoumat nejjednodussi atom v prirodé — atom vodiku.
Nyni pojdme v nasem popisu svéta udélat dalsi krok a pridejme si do naseho systému dalsi

vvvvvv

Abychom mohli tato rozsifeni provést, musime doplnit také nas matematicky aparat a
prizpusobit postulaty, ze kterych jsme dosud vychazeli. Podrobme je tedy celkové revizi.

8.1 Rozsireni postulati kvantové mechaniky na sys-

4 b4

tém s vice casticemi

8.1.1 Vlnova funkce vicecasticovych systémii

Jak vime, vlnova funkce jedné c¢astice ma tvar

b =(rt) = ¢(z,y, 2,1),

je to tedy funkce prostorovych souradnic a ¢asu. Ve vinové funkci N ¢astic musime zohlednit
soutradnice kazdé z nich, a proto

w:w(Fl,Fg,...,FN,t),

bude se tedy jednat o funkci souradnic vSech ¢astic a Casu.
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Jak vime, vlnova funkce jako takova nema primocary fyzikdlni vyznam, ten ma az kvadrat
jejl absolutni hodnoty, tedy hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v urcité casti pro-
storu. Zde dostavame

P(FL, oy TN) = [O(FL Ty s )] (8.1)

coz vyjadiuje ,hustotu pravdépodobnosti, ze prvni ¢astici nalezneme v misté 77, zaroven
druhou ¢astici nalezneme v misté 75, ... a N-tou Castici v misté ry.“

A podobné jako v pripadé jedné castice klademe normovaci podminku, ktera rika, ze celkova
pravdépodobnost nalezeni vSech c¢astic v celém prostoru, kde je zkoumam, musi byt rovna
1, tedy

A A A e I (8.2)
c.p.

Jinymi slovy, kdyz zaviu sedm elektronti do krabice, tak mam jistotu, zZe je tam najdu, a
nikde jinde.

Kdyby nas zajimala hustota pravdépodobnost nalezeni jedné konkrétni castice v daném
kousku prostoru a poloha ostatnich c¢astic v systému by nas nezajimala, pouzili bychom
jednocasticovou hustotu pravdépodobnosti ve tvaru

p) = [0 T P O A7 i (5.3)
c.p.

Zjednodusené feceno, p(r) vyjadiuje hustotu pravdépodobnosti, Ze prvni ¢astice namérime
v okoli bodu o souradnici 7] a ostatni ¢astice ,jsou, kde chtéji“ — a pravé proto jsme pres
souradnice ostatnich ¢astic hustotu pravdépodobnosti p(7, 7, ..., 7x) vyintegrovali.

Podobné bychom mohli zkoumat hustotu pravdépodobnosti, Ze prvni a druhou castici
nalezneme v okoli bodu o soutradnicich 7} a 7 a ostatni ¢astice namérime kdekoliv, tedy
bychom uvazovali dvoucasticovou hustotu pravdépodobnosti

P T) = [ |0 Ty P, ) A dTY (8-4)

c.p.
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8.1.2 Operatory fyzikalnich velicin
K nalezeni operatorti polohy a hybnosti %k, ﬁk pro kazdou c¢astici vyuzijeme princip kore-

spondence, takze slozky operatort budou mit stejny tvar, jako v pripadé jednocasticovych
systémii.

TA_”k:Fk T = Tk
Uk = Uk
2k:zk
A 0
D, = —1hV D, = —1h —
) 0
Dy, = —ih —
" Oy,
0
p, = —ih—.
bz, aZk

Indexem k oznacujeme, o kterou c¢astici se jedna.

Operator kinetické energie pro N ¢astic pak dostaneme z vyse zavedenych operatorta polohy
a hybnosti diky principu korespondence. V klasické mechanice méa kineticka energie jednoho
hmotného bodu tvar

1 p?

T=-mv=_"—.

2 2m
Operator kinetické energie pak dostaneme pouhym ,osttiskovanim“ klasické kinetické ener-
gie jako

N
2m 2m~  2m \ 0z2 Oy 022

Pro N castic se bude operator kinetické energie skladat z prispévki kinetickych energii
vSech c¢astic, podobné jako je tomu u kinetické energie soustavy hmotnych bodu v klasické
mechanice, tedy

. h? 0? 0? 0? h? 0? 0? 0?
b F(ELE LBy (a0 )

2my \ 0z Oy 02 C2my \ 022 T Oy 02
N h?
S DL
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Pokud bychom provedli podobné preznaceni jako pti prechodu do konfigura¢niho prostoru
v teoretické mechanice, kde

A . . L, 0

T =4 Pey =P1 = _lhﬁTcl

N P ., 0

Y1 = T2 Py, :p2:_1h8752

2 =123 Doy = P3 = —ihaig

o . 0
IN = T(3N-2) Pey =P@BN-2) = 1 81’(31\[_2)
iy =i A _ g0

N = T(3N-1) Pyy = PBN-1) = 1 7895(3N_1)
A A ., 0

ZN = I3N Doy = Pan = —ih Ozan

mohli bychom celou kinetickou energii pohodlnéji zapsat jako

3N 2 82

3k

2my, 3xk

Hamiltonian pro systém o vice ¢asticich ma stejny tvar jako hamiltonian pro jednu éastici,
tedy
H=T+V,

kinetickych a potencidlnich energii kazdé z castlcE] ve vnéjsich polich, ale jesté pribudou
interakéni cleny, které jsou dany potencialni energii, kterou maji castice, pokud na sebe
navzajem piisobi, vi¢i sobé

H = Ti+-+Tv + Vit+W + Vot +Vvw,
—_— ——— —_—
kinetickd energie potencialni energie vzéjemnd interakén{ energie

kazdé castice ve vnéjsim poli

za predpokladu dvoucasticové interakce.

Ukol 8.1  Zkuste napsat hamiltonidn pro systém dvou elektroni v atomu hélia.

'Riizné ¢astice mohou mit obecné riiznou potencidlni energii, i kdy# se nachazeji ve stejném vnéjsim poli.
Rtzné tézké balvany maji v tthovém poli Zemé také riiznou potencidlni energii!
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8.1.3 Schrodingerova rovnice vicecasticovych systémi

Nyni uz vime, jak vypada vinova funkce pro systém vice ¢astic a zname operatory, které na
takové funkce plisobi. Pojdme tyto poznatky nyni spojit a napsat Schrodingerovu rovnici
pro systém vice ¢astic. Budeme se odkazovat na diive odvozené vysledky v kapitole [2.4.2]

Vezmeme vicecasticovou vinovou funkci a vice¢asticovy hamiltonian a oboji dosadime do
Schrodingerovy rovnice
OY(F, Ty ... TN) A

Vidime, Ze se nezménilo nic zasadniho, jen nam pribyla spousta proménnych v hledané
funkci ¥. ReSeni tak bude analogické tomu, které uz jsme provedli pro jednocasticovy
systém.

Pokud hamiltonian nezavisi explicitné na case, pak mizeme Teseni nestacionarni Schrodin-
gerovy rovnice hledat ve tvaru

= R(T,Ts,...,Tn)T(t),
kde R(7, 73, ...,7N) je prostorova ¢ast vlnové funkce a T'(t) je jeji casovy vyvoj. Dosazenim
do nestacionarni Schrédingerovy rovnice dostaneme (viz (2.69)), (2.70])) tvar ¢asového clenu

Et

T(t)=ein

a dale stacionarni Schrodingerovu rovnici

A

HR(7, 7y, ...,TNn) = ER(T, Ty ..., TN), (8.6)

coz je vlastné rovnice pro hledani vlastnich ¢isel a vlastnich stavi systému. Obecné Teseni
rovnice (8.5) pak stejné jako pro jednu ¢astici dostaneme jako linedrni kombinaci Feseni
stacionarnich.

Schrodingerova rovnice pro tfri neinteragujici ¢astice
v obecném potencialu v jedné dimenzi

Vypoctova tloha 8.1

Napiste feseni Schrodingerovy rovnice pro 3 stejné neinteragujici ¢astice vazané na
primku (tj. uvazujte, Ze se jedna o jednodimenziondlni problém), které se nachazeji ve
vn&jsim poli popsaném potencidlni energii V = V(z), kterd se neméni v ¢ase.
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Reseni:
Abychom se vyhnuli indextim, oznac¢ime si souradnice Castic x, y a z, i kdyz se ¢astice
pohybuji po jedné primce. Hamiltonidan bude mit tvar

H=H,+H,+H,,
kde

N N N h2 9?2
H, =T, = —— —
“ etV 2m Ox? +V(z)

a [:Iy a H, budou mit obdobny tvar.

Hamiltonian nezavisi explicitné na ¢ase, proto budeme tesit stacionarni Schréodingerovu
rovnici.

Prostorovou ¢ast vinové funkce uvazujme ve tvaru
R(x,y,z) = X(x)Y (y)Z(2).

Dosadime tento soucinovy tvar do stacionarni Schrédingerovy rovnice a vyuzijeme
toho, zZe je hamiltonian separovatelny.

(flx + ﬁy + f[z) R(z,y,z) = E R(x,y, 2)
(Ho+ B, + H.) X(2)Y () Z(2) = E X(2)Y () Z(2) .

Roznasobime a funkce, které jsou vzhledem k dané casti hamiltonianu konstantni,
vytkneme pred hamiltonian.

Y(9)2(2) [HX (2)] + X (2)2(2) [H,Y (y)] +X< Y (y) [

Celou rovnici vynasobime vyrazem X(x)Yl( 720
Y () Z(2) [HX ()] , X@2() H,Y (y)] L XK@Y W) 4O
X(2)Y(y)Z(2) X(x)Y(y)Z(2) X@)Y(W)Zz(z)

a vytknuté funkce zkratime:
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Na levé strané rovnice mame tii vyrazy, které zavisi kazdy jen na jedné souradnici a na
pravé strané stoji konstanta E. Pfevedeme-li dva vyrazy na pravou stranu ke konstanté
E a zvolime néjaké pevné y a z, bude vyraz na pravé strané néjaka konstanta nezavisla
na x,

AX(x) _ . HY (y) HZ(2)
X(x) Y(y) Z(z)

=F,,

a vyraz na levé strané musi byt také konstantni. Tuto konstantu oznac¢ime E,. Obdob-
nou uvahu provedeme i pro zbyvajici dva cleny. Takto se nam celd rovnice rozpadne
na tii dil¢i rovnice, v kazdé uz bude jen jedna proménna

,X(z) = B, X(x),

HyY<y) = EyY<y) 9

H.Z(2) = E.Z(2)

a plati

E=E,+E,+E..

Celkové Teseni nestacionarni Schrédingerovy rovnice pro tii ¢astice v 1D by tedy byld"]

(Ex+Ey+Ez)t

P(z,y,2,t) = X(2)Y(y)Z(2) e h

?Stejné by postup fungoval také pro tlohu, ve které by misto tii ¢dstic na pfimce vystupovala jedna
Castice v prostoru, pokud by byl hamiltonidn separovatelny. Pak by pojmenovani soutadnic x, y, z
bylo prirozené.

Timto jsme vytesili systém t¥i ¢astic v jednodimenzionalnim piipadé. Pro vice ¢astic by se
vse provedlo analogicky.

Vsimnéme si, ze nase Teseni pro tfi ¢astice v 1D oznacenim i zpusobem reseni odpovida
feseni systému jedné ¢astice ve 3D. Podobné TeSeni systému N castic v 1D odpovida reseni
systému o jedné ¢astici v N dimenzich. Re§ime-1i problém v nasem trojrozmérném prostoru,
muzeme Teseni problému N ¢éastic ve 3D nahradit feSenim problému jedné castice ve 3N
dimenzich. Mzeme tedy volné pfechazet mezi problémy

N ¢astic v 1D < 1 castice v N dimenzich,

N c¢astic ve 3D < 1 c¢astice ve 3N dimenzich.

S touto myslenkou jsme se potkali uz v teoretické mechanice pti prechodu do konfigura¢niho
prostoru.
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Schrodingerova rovnice pro N volnych neinteragujicich ¢astic

Vypoctova uloha 8.2
Napiste Teseni Schrodingerovy rovnice pro N stejnych volnych neinteargujicich castic.
Uvazujte, ze hamiltonian nezavisi explicitné na case.

Reseni:

P1i teseni vyuzijeme vySe uvedeného pozorovani a prevedeme si problém N castic ve
trojrozmérném prostoru na problém jedné ¢astice ve 3N dimenzich. Pro vétsi prehled-
nost na dalsich tadcich nebudeme explicitné zdiraznovat, ze se jedna o funkci vsech
soutadnic (7, 7, . .., 7n) = ¥(21, Ta, 23, . . ., T3y), ale budeme psét jednoduse . Cés-
tice jsou volné a neinteragujici, hamiltonian je tedy roven kinetické energii

3N 22 a2

A h: 0
A=T=- "1 2
2mj8x?

j=1

Diky tomu, zZe je hamiltonian neinteragujicich ¢astic separovatelny pro jednotlivé pro-
storové soufadnice x;, miZzeme dokonce prostorovou ¢ast vinové funkce R hledat ve
tvaru

R(z1, 29,23, ...,235) = Ri(x1)Ra(22) ... Rsn(23n)

kde Rj(x;) je prostorova ¢ast vinové funkce jedné castice v jedné dimenzi. VyTfesime-li
stacionarni Schrodingerovu rovnici , dostaneme pro jednu souradnici rovnici

h: 07
_ () = E-Ri(1.:
2m; angJ(xJ) JR](‘IJ)

a jeji Teseni ve tvaru

Rj(z;) = €% |

kde k; = /2% a B = B (vig feSen jedné &stice v 1D v kapitole [2.2.6
J

Prostorova ¢ast vlnové funkce pak bude mit tvar

. 3N
R(.Tl 1.3N) — eiklﬂtleik2x2€ik3m3 eik3Nx3N _ e1 (zjzl ijj)
yee ey C .
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Vsechna TeSeni nestacionarni Schrodigerovy rovnice pak dostaneme jako linedrni kom-
binaci Teseni stacionarni Schrédingerovy rovnice

Vo = anRa(xl, - 7:L’3N) e% — an ei(E<3N). F(:sN))e% ’
«

a

kde FE, je celkova energie systému, tj. energie vSech c¢éstic

a plati

FBN) . 2BN) — %kx
77
j=1

Schrodingerova rovnice pro dvé neinteragujici castice
v kvadratickém potencialu

Vypoctova tloha 8.3

Uvazujme jednodimenzialni systém dvou stejné tézkych neinteragujicich castic ve vnéj-
sim poli s kvadratickym pribéhem potencidlni energie. Sestavte hamiltonian, najdéte
feseni Schrodingerovy rovnice a povolené energie tohoto systému.

ResSeni:

Kazda castice méa svoji kinetickou a potencialni energii, hamiltonian systému ma tedy
tvar

) )
B=D0 4 P2y 9 a) 4 Va(n) + Vistrra). (8.7)

N 2m1 2m2

Clen Vig(x1,x9) predstavuje vzadjemnou interakéni energii, kterou zde neuvazujeme,
protoze spolu ¢astice neinteraguji.

Z kapitoly vime, Ze kvadratickou potencidlni energii, kterd odpovid4 linedrnimu
harmonickému oscilatoru, piseme ve tvaru
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kde w je parametr udavajici ,rozevieni® potencialni energie, a povolené energie lze
vyjadrit jako hAw(n + %), kde n = 0,1,2, ... je kvantové ¢islo prislusného stavu.

Dosadime za kinetickou a potencidlni energii do hamitonianu a provedeme jeho sepa-
raci:

A h? 0? 0? 1
H=_—"( =4 = —mw?(x2? + 22). 8.8
2m (8:1:% + 81‘%) + 9 (@1 +23) (8.8)
SR W
— 4+ —mw’x
! 2m Oz? = 2 v

2= T35 _ A 9

Dostaneme dvé rovnice

[:LR1<I1) = E1 Rl(ﬂfl) y
ﬁQRQ(:UQ) = E2 RQ(IQ) 5

kde R;(x;) pro j € {1,2} je prostorova ¢ast jednocasticové vlnové funkce. Kdyz roze-
piSeme hamiltonian, dostaneme pro kazdé z; rovnici

h* 02

1 9 9 )
——— —= R;(x; — “Ri(x:)=FE: R:(x; 1,2}. )
om 8sz Rj(xj) + MW Rj(xj) j R](x])’ je{l,2} (8.9)

2

Rovnici tohoto tvaru jsme uz vyftesili v kapitole Pii jejim Feseni jsme presli k

bezrozmérné soutadnici &€ = £, kde zy = /2. Déle proto misto 1, resp. xo budeme
o’ 0 mw )

pouzivat &, resp. &, abychom nemuseli ve vyrazech vypisovat zminénou substituci.

Tvar feseni tim nebude ovlivnén, feseni bude mit jen jiné méritko na vodorovné ose,

nez kdybychom pouzili ptiivodni proménné.

Reseni linearniho harmonického oscilatoru ma tvar

ok

wn = Hn(g) e 2,

kde H, (&) je Hermitiv polynom a n je kvantové ¢islo dané energetické hladiny.

Jednocasticova prostorova vinova funkce pak ma tvar

52

(Rj(&)), = Ha, (&) e ? .
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Celkovou prostorovou ¢ast vinové funkce pak dostaneme jako

2, .2
_§118

R(&1,&) = Ri(§1) Ra(&2) = Hp, (&1) Hny(&2) €72

a celkové feseni nestacionarni Schréodingerovy rovnice jako

£24¢2 Ep,+E
¥ = an RaeEi%t = Z Cring | Hny (§1) Hyy(&2) €7 Ea
(e}

ninz

Nyni zkusme znazornit energetické hladiny systému dvou stejnych neinteragujicich c¢astic
z predchozi ilohy. VyTesme nejprve nasledujici ndvodnou tlohu:

Ukol 8.2 UvaZujme jednoéasticovy systém, ktery méa t¥i povolené energetické hladiny,
jak ukazuje obréazek vlevo. Napiste hodnoty energii energetickych hladin dvoucas-
ticového systému, ktery vznikne ze stavajiciho pridanim dalsi stejné castice. Predpo-
kladejte, ze spolu Castice neinteraguji.

Vratme se nyni k predchozi tloze a pokusme se napsat prvnich nékolik hladin systému

E
T8¢
T7e
+6¢
E
) Toe
T4e T4e
T3¢
T2¢
te
(a) Systém s jednou ¢astici (b) Systém dvou ¢éstic

Obrézek 8.1: Schéma povolenych hladin k tkolu



260 KAPITOLA 8. VICECASTICOVE SYSTEMY

dvou ¢astic v kvadratickém potencialu. Budeme postupovat stejné jako v predchozim tkolu.
Energie jedné castice je dana vztahem

energie dvou Castice pak bude

1 1
E:E1+E2:mu<n1+2)+hw(n2+2):hw(nl—i-ng—i-l)

Opét sestavime tabulku, tentokrat ale do zahlavi uvedeme kvantova cisla

FE Hnlz()\nlzl‘n1:2‘n1:3‘n1:4‘...
ng =0 hw 2hw 3hw 4hw S5hw
ne =11 2hw 3hw 4hw S5hw 6hw
ny =21 3hw 4hw Shw 6hw Thw
ny =3 | 4hw Shw 6hw Thw S8hw
ng =41 bhw 6hw Thw S8hw 9hw

a vypoctené energie zakreslime do schématu jako na obrazku (8.2

Vidime, Ze energetické hladiny systému dvou ¢éastic jsou ekvidistantni, stejné jako tomu
bylo u jedné c¢astice. VSechny hladiny vyssi nez hladina zakladniho stavu jsou degenerované,
nasobnost degenerace je vidét z tabulky na vedlejsich diagonalach. Pro lepsi predstavu je
diagonala pro 4hw vyznacena Sedé, tato hladina je ¢tyrikrat degenerovana. Stupen dege-
nerace je také uveden na obrazku a plati pro néj, ze kdyz E = n hw, tak je stupen
degenerace n + 1.

8.2 Nerozlisitelnost castic

8.2.1 Princip nerozlisitelnosti castic

V prirodeé se ¢asto setkavame s ¢asticemi stejného druhu — napriklad s elektrony v atomovém
obalu. Tyto ¢astice nejenze maji stejnou hmotnost, naboj a dalsi vlastnosti, dokonce je od
sebe nemtizeme ani nijak jinak rozeznat — udélat si na né znacku, nebo je sledovat jako
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E [ho]
(6x) n=5 6
****************** T H**************** ’]’L:5
2
(5x) n=4 5
,,,,,,,,,,,,,,,,,, Ly
2
(4x) n=3 4
****************** *-% cmeeme--------n=3
(3x) n=2 3
,,,,,,,,,,,,,,,,,, s oo
2
(2x) n=1 2
ffffffffffffffffff e
n=>0 1 )
****************** +35---—-----n=0
04¥

—————————— Systém hladin jedné castice
Systém hladin dvou c¢astic

Obrézek 8.2: Povolené energie systému dvou neinteragujicich ¢astic v kvadratickém poten-
cidlu (modre), stupen degenerace je uveden vlevo. Pro porovnéni jsou ¢arkované uvedeny
povolené energie jedné cCastice ve stejném potencialu.

opicky ve vybéhu, u kterych muzeme stale védét, kterd je kterd, i kdyz vypadaji stejné.
Proto mluvime o identickych cdasticich, které jsou principialné nerozlisitelné. Fj

Tuto skuteénost musime pridat do naseho systému postulat pro systémy vice ¢astic. Diive
jsme se ji nemuseli zabyvat, protoze jsme fesili problémy pouze s jednou castici. Novy
postulat muzeme zformulovat takto:

Neexistuje zpusob, jak v experimentu odlisit dvé c¢astice stejného typu.

Zkusme se zamyslet, jestli podminka nerozlisitelnosti néjak ovlivni vlnové funkce, kterymi
muzeme takovy systém popisovat. Pro jednoduchost nyni uvazujme jen dvé identické ne-
interagujici castice. Stav, kdy se prvni ¢astice nachazi v jednocésticovém stavu A a druha
¢astice ve stavu B oznacime

Uy (21, 22) = Ya(21)Vp(12),

3V angli¢tiné je to hezky vidét na uzivani uréitého a neurcitého élenu se slovem elektron: Postrads smyslu
tikat the electron nebo this electron, tedy ,ten jeden urcity konkrétni elektron,“ na misto toho se uziva
neurcitého clenu an electron, coz je v souladu jak s anglickou gramatikou, tak s fyzikalni praxi.
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stav, kdy se prvni ¢astice nachazi ve stavu B a druhé c¢astice ve stavu A oznacime

Wy(z1,w2) = Ya(z2)hp(71) -

Pokud castice skutecné nelze rozlisit, pak musi byt stavy W, a U, fyzikalné totoinélﬂ
Kdyby nebyly, uméli bychom rozlisit, ktera ¢éastice je ve kterém stavu, a to je ve sporu
s predpoklddanou nerozlisitelnosti ¢astic. Pokud jsou W, a Wy normované, musi platit

[Wa(z1)p(22)]* = [Ya(z)p(21)]” . (8.10)

Podivejme se nyni, zda vyse uvedend obecna feseni Schrédingerovy rovnice Wy a Wy vyho-
vuji podmince (8.10)), tj. muzeme je pouzit i v pfipadé, Ze se jednd o identické Castice.

Ukol 8.3 Vezméme napriklad jednorozmérnou nekoneéné hlubokou pravothlou
potencialovou jamu sitky L, pro kterou jednocasticové feseni dobie zname, a umistéme
do ni dvé identické ¢astice. Ovérte, jestli funkce

1. ¢astice: zékladni stav (ozn. A)

Wy (z1,22) = Ya(x1)Y5(T2) {

2. ¢astice: prvni excitovany stav (ozn. B)

1. ¢astice: prvni excitovany stav

Wy(w1, 72) = Pa(z2)Vp(71) {

2. castice: zakladni stav
splnuji pozadavek nerozlisitelnosti ¢astic (8.10)).

Ndpoveda: Zkuste ovérit rovnost hustot pravdépodobnosti pro jednu konkrétni volbu
Ly, I2.

Ukol 8.4 Ovéite, 7e funkce (8.11)) a (8.12) spliiuji pozadavek nerozlisitelnosti (8.10]).

Na konkrétnim prikladu jsme ukazali, Ze zvolime-li pro popis systému dvou nerozlisitel-
nych castic symetrickou nebo antisymetrickou vlnovou funkci, pak bude pro tento popis
vyhovovat, tj. bude spliovat pozadavek nerozlisitelnosti. Pojdme nyni dokazat obecné, ze
to plati pro kazdy systém (dosud jsme pracovali pouze se dvéma Casticemi v jednoroz-
mérné pravouihlé nekonecné potencidlové jameé), a navic, ze zadn4 jind nez symetrickd nebo
antisymetricka funkce nebude vyhovovat. Jinymi slovy chceme dokazat ekvivalenci

4Stavy jsou fyzikalné totozné, pokud se vinové funkce lisf pouze o multiplikativni konstantu. Pro normované
funkce pak dostaneme pravé podminku (8.10)).
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Vlnova funkce splnuje pozadavek nerozlisitelnosti < je symetricka, nebo
antisymetricka vici prohozeni souradnic libovolné dvojice castic.

Zavedeme si operator, ktery popisuje situaci, ze si dvé castice vymeéni misto, takzvany
operdtor prohozeni, ozna¢me ho Pji, kde indexy j a k oznacuji Castice, které operdtor
,prohodi“. Uvazujme vlnovou funkci, ktera popisuje systém N nerozlisitelnych c¢astic

¢:¢($1,$2,---7$N)-

Budeme se nyni zabyvat situaci, kdy si mista prohazuji prvni a druha castice. Nasim
operatorem tak bude P = P1o. Pokud na funkei zapusobime operatorem prohozeni, musime
diky principu nerozlisitelnosti dostat opét stejny stav. Tedy vyslednéd vinova funkce se bude
od ptvodni lisit maximalné o multiplikativni konstantu A

P t(ay, 2o, ...) = Y(xa, 21,...) = AN(21, T, ...) . (8.13)

Pokud na funkci zaptisobime operatorem prohozeni podruhé, dostaneme

Proth(a1, @, ...) = (g, 21, .. .)

= A(xq,x9,...) /P
P2oap(xy, @, .. .) = Prath(aa, @1, ...) = (21, 22, .. .)

= AP (e, xa,...) = N ap(ay, 25, ..)

kde na prvnim radku jsme pouzili to, ze P2 prohazuje ¢astice a na druhém iadku, ze
) 12 )
piisobenim P%, dostaneme diky nerozlisitelnosti A*.-ndsobek funkce 1.

Odtud uz je vidét, ze plati
N ap(xy, o, ...) = Y(21, 19,...),
z toho plyne
A==+1.

Pro splnéni principu nerozlisitelnosti ¢astic musime tedy pozadovat, aby vlnové funkce
vicec¢asticovych systému splnovaly tzv. poZadavek symetrie:

¢(x1,a:2,...) = :l:w(.fL'Q,ZCl,...). (814)

Pouzitim operatort prohozeni mezi dalsimi ¢asticemi bychom pak dostali obecny pozadavek
symetrie

U(xy, To, ..., xn) = EU(P(21), P(x2), ..., Play)), (8.15)
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kde P je libovolna permutace ¢éstic.

To je ekvivalentni nasemu fyzikdlnimu pozadavku (8.10)), totiz aby hustota pravdépodob-
nosti uréend z vlnovych funkci, které se lisi jen prohozenim castic, byla stejna.

Ukézali jsme tedy, ze pokud vlnova funkce systémt identickych castic vyhovuje principu
nerozlisitelnosti, musi byt bud symetricka, nebo antisymetricka. Obracena implikace, tj. ze
symetrické a antisymetrické vinové funkce splnuji pozadavek nerozlisitelnosti, je patrna na
prvni pohled. Z experimentti vime, Ze neexistuji ¢astice, které by mohly mit obé varianty
— tj. mit nékdy symetrickou a jindy antisymetrickou vlnovou funkeci.

Céstice, které maji symetrickou vlnovou funkci, nazyvame bosony, Castice, které maji an-
tisymetrickou vlnovou funkci, nazyvame fermiony. Mezi bosony patii naptiklad fotony,
gluony, Z-bosony, W-bosony; mozna jste slySeli také o Higgsové bosonu. VSechny tyto
castice se navzajem lisi hmotnosti, nabojem a dalsimi vlastnostmi. To, co maji spolecné,
je celociselny spin, tj. naprt. spin 0, 1, a symetri¢nost vlnové funkce. Naproti tomu mezi
fermiony patti ¢astice jako je elektron, proton, neutrino, pozitron, tauon a mnoho dalsich
castic. Jejich spoleénou vlastnosti je tzv. polocely spin, nejcastéji spin % (ale i %, g, atd.),
a antisymetricka vinova funkce.

8.2.2 Pauliho vylucovaci princip

Nyni prozkoumejme, situaci, kdy se dvé ¢astice nachazi v néjakém systému obé ve stejném
stavu. Rozdélme si nase uvahy na tii pripady:

1. Ruzné castice

Slovnim spojenim ruzné castice zde myslime c¢astice rozlisitelné. Mohl by to byt fermion a
boson, dva ruzné fermiony (napriklad elektron a proton) nebo dva ruzné bosony (napiiklad
foton a gluon). Vlnova funkce dvou rozlisitelnych ¢éstic, kdy jedna je ve stavu A a druhd
ve stavu B vypada obecné takto:

U = c1Pa(r1)Yp(rs) + caa(r2)a(r) .

Nemusi byt symetricka ani antisymetricka, proto jsou c; a ¢y libovolné komplexni konstanty.
Pokud ¢4 = ¥pg, pak dostaneme

Y = c1Pa(M)Ya(ra) + c2¥a(T2)Ya(r) = (e1 + ca) V(1) a(s)
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ma pro ¢; + ¢ # 0 dobry fyzikdlni smysl i v pripadé, zZe jsou obé Castice popsany stejnou
vlnovou funkeiPl

2. Identické bosony

Vlnova funkce bosonti je symetricka,

¥ =Pa(F1)Yp(T2) +Ya(T2)p(r) .
Podivame se, jestli je takova vlnova funkce pripustna i v pripadé, ze jsou obé castice ve
stejném stavu, tedy ze Y4 = ¥p:

Ya=vp = b =2¢a(r1)va(ra).

Vidime, ze vinova funkce, kterou jsme ziskali, je pripustna. Mizeme tedy tict, Zze bosony
spolu mohou existovat v jednom systému ve stejném stavu a ,,viibec jim to nevadi®.

3. Identické fermiony

Jak to dopadne pro fermiony? Postup bude naprosto analogicky. Fermiony maji antisyme-
trickou vlnovou funkci, tedy

Y = a(r1)vp(re) — Yalr2)p(r)

a po dosazeni stejného stavu obou c¢astic dostaneme

Ya=1vp = 1 =Ya(r1)vYa(rz) — Ya(ra)a(r) =0.

Vidime, ze pokud by oba fermiony zaujimaly stejny stav, pak bychom dostali nulovou
vlnovou funkci, o které ale vime, ze nereprezentuje zadny existujici stav. To znamena, ze
v jednom systému (napf. atomu) nemohou fermiony existovat v jednom a témze stavu!

Nase pozorovani je obsahem tzv. Pauliho vylucovaciho principu, ktery je vlast-né jen di-
sledkem postulatu o nerozlisitelnosti castic:

5Zjednodusené bychom mohli fici, jsou obé é4stice ve stejném jednocéasticovém stavu. U dvou &astic riizného
druhu — naptiklad elektronu a protonu — je ale toto vyjadfeni mirné problematické, protoze ve vinové funkci
se obvykle vyskytuje hmotnost, ndboj ¢i dalsi vlastnosti dané ¢astice. Pokud se v nich uvazované ¢astice
lis{, muze se stat, Ze neexistuje vinova funkce, kterd by mohla popisovat jednocasticovy stav obou ¢astic,
tj. nemohou byt ve stejném stavu. Rozmyslete, jak vypadaji povolené energie a vlastni vlnové funkce pro
dvé rizné tézké Castice v kvadratickém potencidlu (tj. v harmonickém oscildtoru).

Pokud by se jednalo o ¢astice stejného druhu, napt. elektron a pozitron a uvazovali bychom situaci, ve které
nepusobi elektricka sila, pak by mély urcité stejné stavy, tj. popisovali bychom elektron i pozitron stejnymi
vinovymi funkecemi). Ale protoZe jsou navzijem v principu rozliSitelné (pravé pomoci elektromagnetické
interakce), tak by pro né plné platil uvedeny odstavec, véetné vyjadieni, Ze obé ¢dstice mohou byt ve
stejném jednocéasticovém stavu.
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Dva fermiony nemohou byt v jednom systému ve stejném stavu.

8.2.3 ,,Vyménna interakce*

Pro lepsi predstavu se pojdme podivat, jak vypada rozlozeni hustoty pravdépodobnosti
nalezeni éésticﬂ které maji symetrickou, ¢i antisymetrickou vinovou funkci v nekonecné
¢tvercové potencidlové jamé délky L.

Vime, ze jednocasticové vinové funkce odpovidajici dvéma nejnizsim staviim v nekonecné
jednodimenzionalni potencidlové jamé maji tvar

2

ha(z) = HZ sin (T) jednocasticovy zdkladni stav,
2 2

vp(r) = “f sin (7) jednocdsticovy 1. excitovany stav.

Vlnova funkce pro dvé nerozlisitelné castice, kdy jedna z ¢astic zaujima jednocasticovy
zékladni stav a druha jednocasticovy prvni excitovany stav, pak miize mit nasledujici dva

tvaryﬂ

(21, 72) = Ya(@1)¥p(22) + Ya(r2)Y5(21)

= f {Sin (7251) sin( 27?2) + sin (WLEQ) Sin( 27er1)

Vo1, 2) = Ya(z1)¥s(x2) — Ya(z2)vp(21)
(2 () o () n (22

Na obrézcich nize je vidét, ze symetrickd vinova funkce (graf na obr. (a)) vznikla jako
soucet vlnovych funkef rozlisitelnych ¢dstic (obr.[8.3)), zatimco antisymetrickd vinova funkce
(obr. (b)) je dana jejich rozdilem.

<

symetricka ,

antisymetricka .

Ve stavu popisovaném symetrickou vlnovou funkei je maximum v bodech 1 = x5 = % nebo

Ty = Xy = %. Déle jsou mista s vysokou hustotou pravdépodobnosti blizko u diagonaly

6Slovni spojeni viyménnd interakce (angl. exchange forces/interaction) se pouziva pro popis rozlozeni hus-
toty pravdépodobnosti nerozliSitelnych ¢astic. Nize odvozené vysledky jsou dusledkem nerozlisitelnosti
Castic, ale pripominaji nam klasické ,pritahovani“ a ,odpuzovani“, i kdyz ve skutecnosti o zddnou silo-
vou interakci nejde. V nézvu vsak slovo ,interakce“ zustalo.

"Tyto funkce popisuji prvni excitovany stav v piipadé, Ze jde o bosony, ale zdkladni stav, pokud jde o
fermiony (zatim neuvazujeme spin). Oba tyto stavy maji stejnou energii, proto je volime pro porovnavan{
hustoty pravdépodobnosti v téchto dvou pripadech.
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Ty =Ty T1 =T

Obrézek 8.3: Vlnova funkce a hustota pravdépodobnosti dvou rozlisitelnych castic v jed-
nodimenzionalni nekonecné hluboké pravoihlé potencidlové jameé.

Horni zeleny graf znazornuje vinovou funkci, spodni zeleny graf hustotu pravdépodobnosti
a vrstevnicovy graf v dolni ¢asti obrazku zachycuje strmost horniho i spodniho grafu.

r1 = X9, coz odpovida situacim, kdy jsou ¢astice blizko sebe. V antisymetrickém pripadé
je na diagonale odpovidajici 1 = x5 hustota pravdépodobnosti nulova a kolem ni nizka,
vysokych hodnot nabyva v mistech, kde se od sebe hodnoty x; a x5 vyrazneé lisi — castice jsou
daleko od sebe. Vypada to tedy, jako by mély ¢astice se symetrickou vinovou funkei tendenci
byt blizko u sebe (mit stejnou souradnici), coz pripominé ,pfitahovani“ a naopak Castice
s antisymetrickou vinovou funkci se vyskytuji dale od sebe, tj. jako by se ,odpuzovaly*.
Pouzivame zde slova, kterd v klasické fyzice pouzivame pro silové tcinky. Musime si ale
uvédomit, ze zde o zaddné skutecné silové ptisobeni, o zadné opravdové ,pritahovani“ ¢i

.....

— naseho pozadavku na symetrii vlnové funkee).

Graficky jsme prozkoumali jeden konkrétni pripad. Pojdme nyni napocitat obecné, zda se
bude néjak lisit sttedni kvadraticka vzdalenost dvou neinteragujicich ¢astic v pripadech,
kdy se jedna o rozlisitelné castice, identické bosony, nebo identické fermiony.
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T T
= &
(> N 4 @/>
ﬂv@ T1 =T
(a) Symetricka vlnovéa funkce (b) Antisymetrickd vlnova funkce

Obrazek 8.4: Vlnova funkce a hustota pravdépodobnosti dvou identickych ¢astic v neko-
necné ¢tvercové pravouhlé potencialové jameé

ReSeni:
Necht jsou pro jednoduchost dalsich vypocti uvazované dva jednocasticové stavy or-
tonormélni, tedy (v4|Yp) = 0, a necht jsou obé funkce normované. Nasim tkolem je
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urcit stredni kvadratickou hodnotu vzdélenosti obou ¢astic, tedy hodnotu vyrazu
(Az)? = (21 — 2)) Y (ay, 20) = (X7 — 22122 + 23) g (.16)

= (27)w — 2(z129)w + (23)w .

Rozlisitelné ¢astice Budeme postupné pocitat jednotlivé ¢leny z vyrazu (8.16)).

(@) uer ey = (U] 230 = / () P(ee) @ Yaler)dp(es) der d,

xr1 J T2

=/ V(1) 551 Ya(z: dil?1/ Vp(72)Yp(72) day

<x%>wA(I1)E<x1>1/)A W’B(IQ)‘ =1

Podobné vypocteme

<9€1$2>\If(z1,z2) =...=(r1)a(22)B -

KdyzZ tedy dosadime do vztahu (8.16]) pro stfedni hodnotu vzdalenosti, dostaneme

(@1 = 22)" w120 = (#1)a + (23)5 — 2(71)a(72) 5.

Identické castice Tentyz vypocet ted provedeme pro bosony a fermiony, ten bude
o malinko delsi. A protoze pro bosony i fermiony je vypocet velmi podobny, provedeme

jej najednou. Piseme rovnou misto ¥, nebo ¥, dohromady ¥, ,,

1
Vs = 7 [Va(z1)YB(22) & Ya(z2)p(21)],

kde s odpovidd bosonum (symetrickd vinova funkce) a a fermionim (antisymetrické

vlnové funkce).
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Nejprve spoc¢teme prvni ¢élen ve vyrazu (8.16)):

1
(1)po0 = (a2t a) = 5 || Oh(e)wh () o Yalen)p(e) dey day

Ty J T2

£ 10 [ unews (@) 2 vale)bslar) da da,

2:131 x2

£ 11 wnlenvs(e) 2 vale)bs(as) da da,

2%1 x2

Vi (@2)p(T1) x% Ya(r2)Yp(r1) dry day

2:171 xr2

Rozdélime integraly podle proménné a vyuzijeme ortonormalitu funkei ¢4 a 9p.

wA(xl)wA(xl vy dxl/ Vi (22)Yp(22) dzy
1

o [ e 2 dor [ i)t d
0

Vi (@) Yalzr) 23 dxl/x W (22) 05 (22) ds
0

+ ; /gc1 Vp(z))p(r)) 2] day /m 5 (22)a(22) dag

1

T2

1
4+ —
2 Jao

; Wi (z1)pa(zr) 27 day
+ ; V(@) Yp(zr) 27 day

- (<a: a+ (@)

Pti integraci pfes x5 jsme vyuzili normovanosti )4 a ¢ g, coz da v prvnim a v poslednim
¢lenu jednicku, a také ortogonality obou funkci, coz da ve druhém a ve tretim ¢lenu
nulu.

Pro x5 dostaneme stejny vztah. Proto uz dédle oznacujeme x; = x5 = x.

(@B = @B, = 5 (34 + (@)
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A analogickymi tpravami spocitdme jesté ¢len (zqz5):

(T122) 0 = (V50| T1T2Y50)
=3 /xl wA($1>¢A(LL‘1) r1 dxy /332 wB(xg)wB(xQ) Ty ds

(z)a (x)B

+ ;/Tl ¢Z($1)¢B(x1) T1 dﬂ?l /z2 w*B<ZE2)"LpA(I2) Lo dq;2

1

+ 3/ Yp(r1)a(rr) 21 dfﬁl/x Vi (r2)Yp(22) T2 dy

+; ; Yp(r1)vp(r1) 21 dm/z Vi(w2)tha(zs) T2 dg

(z)B (z)a
= 2 ({@ate)s + {2)5(e))
+ ;/zl Ya(r1)Yp(rr) v da /332 Yp(12)a(r2) To dag

i; : w*BCUl)wA(-Tl) T1 dl‘l/z ¢2($2)¢B($2)l’2 dws

Vidime, ze tentokrat se ¢leny, kde se michaji stavy A a B v jednom integralu, nevynu-
lovaly. Oznac¢me je tedy jako

| vatein@) e de = () an.

plati

()ap = (2)pa -

Pozor, nejde o stfedni hodnotu, i kdyz je oznaceni podobné. Je to clen, ktery jsme
dostali na zdkladé symetrie (antisymetrie) vlnovych funkei, a ktery muze za to, Ze je
chovani nerozlisitelnych castic jiné nez chovani rozlisitelnych castic, jak uvidime dale.
Mizeme tedy dokoncit vypocet:

(T172)y, . = 5 ((T)a(2) B + () B(T) 4 £ (¥) aB(T) B2 £ (T) Ba(T) AB)

NSRS NN

(2(2)aa) 5 = 21 (@) asl?)

z)a(z)p = [(z)anl” .

—~
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Dostavame tedy
(1179)w,, = (@) a(®)p £ [(2)an| .

Stredni hodnota vzdalenosti obou ¢éastice pak bude

(21— 22)%)w., = (@) a+ (23) — 2(@1) alz2)s F 2/ (2)an]* -

Shrneme-li tedy nase vypocty, dostaneme nasledujici vysledky:
Rozlisitelné castice
(@) 4+ (2%)p — 2(z)alr)p = (A2)?,

Identické bosony
(2%) a4+ (2%) p — 2(2) ala)p — 2[(2) apl” = (A2)® — 2 |(z)anl" .

Identické fermiony

(2%)a + (%) — 2(x) ala)p + 2 [(2) anl” = (Az)® +2|(x)an]” -

Nase vypocty se shoduji s predchozim pozorovanim. Bosony maji stfedni vzdalenost v prii-
méru mensi nez rozlisitelné ¢astice, protoze oproti rozlisitelnym ¢asticim odecitame jeste
v 2 . o P . v .r v ’
¢len 2 [(x) 4p|”, naopak u fermiont se posledni clen vyskytuje s plusem, takze maji stfedni
vzdalenost vétsi, presné jako kdyby se odpuzovaly. Jesté jednou zopakujme, Ze nejde o
pritahovani ¢i odpuzovani v pravém slova smyslu, ale jen o pripodobnéni k chovani castic,
které zndme z naseho svéta.

8.3 Pridani spinu

Nyni se podivame podrobnéji na systémy vice Castic se spinem. Az dosud jsme vlnovou
funkci chapali jako celek a nerozlisovali jsme jeji prostorovou a spinovou cast. To je také
divodem, proc¢ vse, co jsme odvodili vyse, zustava v platnosti. Pro tuto chvili budeme
celkovou vlnovou funkei jedné Eastice U brat jako soucin jeji prostorové Casti WProstor) o
spinové ¢asti y (P

\I]((:elkové) _ ‘I](prostor)x(spin)

)

qj(celkOVé) (Fla Ce 77?77,7 Sl Sn) - \I](prOStor) (Flu <o )FTI) X(Spin) (817 M Sn> :

Funkce x(s) je zvlastni tim, ze kazda jeji proménna je z diskrétniho defini¢niho oboru, tj.
naptiklad pro c¢astice se spinem % miize kazda proménnd nabyvat pouze hodnot i—g.
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8.3.1 Skladani spinu %

Pojdme se nyni na problematiku popisu systému dvou ¢astic se spinem podivat podrobnéji.
Pouzijeme aparat linedrni algebry, ktery jsme pro popis spinu pouzivali v kapitole [f] a
doplnime ho tak, abychom pomoci néj mohli popisovat i systémy o vice ¢asticich.

Céstice se spinem % maji dvé moznosti primétu spinu — k popisu nam tedy stac¢i dvoudi-
menzionalni vektorovy prostor V,,, kde n = 2. Pro popis stavu ¢astice pouzivame dvousloz-
kové vektory, tzv. spinory, a operatory na tomto prostoru reprezentujeme maticemi 2 x 2.
Operatory prumeétu spinu jedné castice do jednotlivych os maji tvar

w [0 1 . h(o0 —i . h({1 0
Sx:2<1 0)’ Sy:2<i o)’ SZ:2<0—1>'

Vezméme si ted dvé ¢astice se spinem % Kdyz je budeme popisovat oddélené, bude mit

kazd4 z &astic svitj dvoudimenzionalni prostor, oznacme je zde Vi a V. V dalim textu
pouzivame pro odliSeni vektorovych prostorii VQ(l) a \/2(2) ¢ervenou a modrou barvu, ¢imz
se vyhneme indextim u vektorti. V kazdém z prostorti mohu zvolit bazi, pro jednoduchost
zvolime v obou prostorech bézi kanonickou

o m:(é) Eag '“:<(1)>
|¢>—<(1)) '“:G)

Nyni bychom radi spojili oba prostory V2(1) a 1/'2(2) do jediného, ktery by nam umoznil
popisovat obé ¢éstice spolecné, oznac¢ime ho W,. Vime, Ze prostor W, musi byt ¢tyrdimen-
ziondlni, protoze obé Castice dohromady maji ¢tyfi moznosti, jak se praméty jejich spinu
mohou nakombinovat. Ziskdme ho pomoci tzv. tenzorového (direktniho) soucinu prostoru
VQ(I) a ‘/2(2), ktery se zapisuje jako

W, = V2(1) ® ‘/'2(2) )

Tenzorovy soucin definujeme jako zobrazeni & : ‘/'2(1) X VQ(Q) — Wy, které dvéma vektorim

U € ‘/'2(1), Uy € V2(2) pritadi vektor @ € W, nasledujicim zptisobem:

ac

L d
v1®v2:<z>®<§>: ‘gc — 0. (8.17)

8Ve shodé s kapitolou 6 jsme jako bazi pouzili vlastni vektory operatoru S..

g
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Tenzorovy soucin matic pak vypada takto:

a b aA bA
(c d>®A:<cA dA)’ (8.18)

kde A je matice 2 x 2, pro prehlednost ji nerozepisujeme do slozek.

Na prostoru W, potrebujeme definovat operatory prameétu celkového spinu, které by mohly
pusobit na nové ¢tyrdimenzionalni vektory. Vime, ze primét spinu systému do dané osy
je roven souctu pruméti spinii obou c¢éastic do dané osy, nabizi se tedy napsat operator
celkového primétu spinu jak(ﬂ

S, =814 383 (8.19)

Jenze tim bychom ziskali operator jako matici 2 x 2, tj. takovy, ktery plisobi jen na dvou-
dimenzionalni vektory, ale my oc¢ekavame, Ze spin dvou ¢astic bude popsan ¢tyrdimenzi-
onalnim vektorem, a navic s¢itdme dva operatory pusobici kazdy v jiném prostoru, coz
neni korektniF_U] Pro konstrukci operatoru vyuzijeme tenzorovy soucin. Pramét spinu prvni
éstice v dvouddsticovém systému bude reprezentovat operator S0 @ 1), kde operétor
S‘gl) pusobi na vlnovou funkci prvni ¢astice a ptisobeni na vinovou funkci druhé ¢astice,
ktera primét spinu prvni c¢astice nijak neovliviiuje, zajisti jednotkovy operator z prostoru
V@ Primét spinu druhé éstice bude analogicky reprezentovat operator 10 @ S, kde
operator 5’9 pusobi na vlnovou funkci druhé c¢astice a s vlnovou funkci prvni ¢astice se
nic nedéje, tedy na ni ptisobi jednotkovy operator, tentokré z prostoru V). Pro celkovy
prumét spinu dostavame

A A

$, =30 eid 410 gd®. (8.20)

Ukol 8.5 Spoctéte operdtory pramétu celkového spinu systému dvou ¢dstic se spinem
%. Pomoci nich pak odvodte operator velikosti spinu. Ndpovéda: Pouzijte vztahy (8.18)
a (18.20]).

A

Ukol 8.6  Spoctéte vlastni vektory a vlastni &sla opertori S, Sy, S, a S2.

Ndpovéda: Pro usnadnéni vypocth staci hledat vlastni ¢isla matic bez ¢iselného faktoru

9Priimét spinu je skaldrni veli¢ina, a proto celkovy priimét ziskdme prostym souétem hodnot pro jednotlivé
castice. Spin celkové je vektorova veli¢ina a ten se jiz sklada komplikovanéji.

0¢pe by to bylo vidét, pokud by kazd4 z ¢dstic méla jiny spin (napt. 1/2 a 1) a tim pddem byly matice
obou operatori ruzné velké. Pak by bylo jasné patrné, ze je nemuzeme jen tak secist.

1 Disledné rozlisovani jednotkovych operdtortt mé svij vyznam, i kdyz zde maji oba stejny tvar. Obecné lze
zkonstruovat tenzorovy souéin navzajem ruznych prostort (prostort, které nejsou navzdjem izomorfni),
jednotkové operdtory by pak vypadaly rizneé.
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NSt

, resp. A, resp. h? a pak ziskand vlastni ¢isla timto ¢iselnym faktorem vyndsobit.

Tento poznatek vyuzijeme na dalsich strankach pti skladani prostorové a spinové vinové
funkce.

8.3.2 Soustava dvou nerozlisitelnych c¢astic se spinem 1/2

Budeme-li chtit napsat celkovou vlnovou funkci pro dvé nerozlisitelné c¢astice, musi byt
totalné symetrickd, nebo totalné antisymetrickd. To znamend, Ze prostorova ¢ast W (prostor)
i spinova ¢ast x*P™ musi byt symetrické (index S) nebo antisymetrické (index A), a mohou
nastat nasledujici ¢tyri moznosti:

\I](celkové) _ \IIS Xs
° Waxa

\I](celkové) _ \IIS XA
A WA xs

Ukol 8.7 Ukaite, Ze vySe uvedené spinorové vlnové funkce wgelkm) a W) e0y

opravdu symetrické, nebo antisymetrické. A také, ze zadné jiné jiz neexistuji.

Prostorovou vinovou funkci budeme uvazovat ve tvaru, ktery uz jsme pouzili v (8.11]) a
(18.12)):
rostor 1 - = R N
TP = [ s () + Va2 s ()]
1
2

>

U f(lprostor) _

[Va(T1)B(72) — Ya(r2)Ys(r1)]

&l

kde uvazujeme dvé mozné prostorové ¢asti jednocasticové vinové funkce, 14 a ¥pg.

Kazda z ¢astic ma dvé mozné hodnoty primétu spinu do osy z, a to :I:g. Pracovné je mu-
Zeme oznacovat jako ,spin nahoru* (1) pro 2 a ,spin dol* () pro —2, i kdyZ samoziejmé
spin neni zadna Sipecka, kterda by mitila nahoru nebo doli, jde pouze o grafické odliseni
téchto dvou stavi.

Toto je tedy baze, ve které jsou ostre definované priméty spinu do osy z pro kazdou ¢astici
zvlast:

1), T4, 1), )



276 KAPITOLA 8. VICECASTICOVE SYSTEMY

Vidime, ze prvni a posledni funkce jsou symetrické, po prohozeni c¢astic dostaneme tu-
téz funkci. Zbylé dvé funkce nevyhovuji pozadavku nerozlisitelnosti (8.14]), protoze nejsou
symetrické ani antisymetrické. Vezmeme tedy jejich linedrni kombinace | 1)) + | [1) a

| 11) — [11), stejné jako jsme to udélali v ikolu 4| s funkcemi (8.11)) a (8.12]). Dostaneme

tedy ¢tyTi moznosti, jak muiize spinova ¢ast vinové funkce vypadat:

1)

Xs =19 o5 1T+ 1) triplet
1)

Ya— ;5 [14) = [41)] singlet

Trojice symetrickych vinovych funkei byvéa oznacovana za triplef’] Jediné antisymetrické
vinové funkei se itka singlet[]

Uz vime, jak vypadd prostorova i spinova ¢ast vlnové funkce, aby spliovala pozadavek
nerozlisitelnosti, pojdme tedy nase poznatky spojit. Céastice se spinem 1/2 jsou fermiony
s antisymetrickou vinovou funkci. Vysledna vinova funkce tedy miuze mit nasledujici dva
tvary

Ws xa :‘I’s%[ww—uﬂ]
Wal1T)

Uaxs =4Valll)
Uaos (1) + [41)]

fermiony Uy =

13§ témito pojmy se jesté setkdme u chemické vazby v kapitole @

14K rozdéleni na triplet a singlet jsme dosli na zakladé toho, Ze slo o ¢astice se spinem % Kdyby se jednalo
napriklad o castice se spinem 1, dopadlo by rozdéleni na singlet, triplet a quintuplet, obecné pak na
multiplety.
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ReSeni tikold z podkapitoly

ReSeni 8 Hélium se sklada z jadra a dvou elektroni. Hamiltonian pro oba elek-
trony tedy bude obsahovat jejich kinetické energid’] déle musi zahrnovat elektrostatickou
potencialni energii obou elektronti vii¢i jadru a poslednim ptispévkem bude vzajemné elek-
trostatické ptisobeni elektront.

]3» 2 1% 2
A 1 2 — - -
= —_— + — + V(’f’l) + V(T’Q) + V(’r’lg)
2me 2me —_— S——
= - ) potencialni energie potencialni energie
kinetickd energie elektront elektront viéi jadru elektront viici sobé

Kdyz jesté rozepiseme tvar potencialni energie, dostaneme

59 >9 2 2 2
~ Dy Ds Zes Ze e
H = + — — + ,
2m.  2me T 9 |11 — 79

kde Z je protonové ¢islo (v pfipadé atomu hélia je Z = 2), e oznacuje elementarni ndboj a
m, hmotnost elektronu.

ResSeni 8 Celkova energie systému neinteragujicich je ddna souctem energii jed-
notlivych castic, tedy

E=FE +E;.

V nasem pripadé mohou castice zaujimat stavy s energiemi e, 3¢, nebo 4e. Sestavme si
tedy tabulku, kde do zahlavi sloupctu piSeme c¢islo energetické hladiny prvni castice (n;)
a do zahlavi fadkua cislo energetické hladiny druhé ¢astice (ny). Do poli¢ek tabulky pak
piSeme soucet energii prislusnych hladin obou ¢éstic.

E ||Bi=c|Ey=3c|EB;=4e

Ei=c¢ 2¢e 4e 5e
Ey =3¢ 4e 6e Te
Es = 4e oe Te 8e

Miizeme si povsimnout, ze je tabulka symetricka podle hlavni diagonaly, protoze dvojicim
stavi (n1,n9) a (ng,ny) prislusi stejné energie. V tomto pripadé jsou hladiny s energiemi
4e, be a Te dvakrat degenerované, schéma energetickych hladin znazornuje obrazek
vpravo.

2Hamiltonian celého atomu hélia by mél také ¢len pro kinetickou energii jadra, ale zistaime u piedstavy,
Ze je jadro nehybné kladné nabité silové centrum, pak ho mizeme do naseho systému nezahrnout a tyto
¢leny vynechat.
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Reseni 8 Pouzijeme jednocasticové vinové funkce popisujici prvni a druhy ener-
geticky stav Castice v nekonecné potencialové jameé

Ya(zr) = \/g sin (?) zdkladni stav,

2 2
Yp(x) = \/;sin <Zx) 1. excitovany stav.

Dvoucasticové vinové funkce uvedené v zadani maji nasledujici dva tvary:

U (21, 2) = a0 () = = sin (”1) - sin (2”2) |

L L I
Us(21,22) = Yalz2)yp(a) = 12./ sin (7?) - sin (27201) :

které se lisi jenom zaménou obou ¢astic — matematicky se to projevi prohozenim souradnic.

Mame zjistit, zda tyto dvé funkce popisuji totozny stav, tj. zda davaji stejnou hustotu

pravdépodobnosti nalezeni ¢astice, viz rovnice . Pokud ano, museli bychom to dokazat

obecné. Pokud ne, stacilo by najit jednu dvojici (z1, z2), pro kterou tato podminka neplati,

a veédéli bychom, ze nase funkce podmince obecné nevyhovuji. Zvolme soutadnice
L L a podivejme se, jestli je pro né tato podminka splnéna.

x1:§a$2:
m(3)n(3)
Sim | — | -sin| —
2 2

sin (Z) - sin (1) ’

4

W (1, 00)[* = [tha (1) b (w2) | =

2
=1

Y

W (21,22)* = [Ya(@2)p(r) = =0.

Z toho plyne, ze
[Wa(z)p(r2)* # [Yalw2) ()]

to znamend, ze vlnové funkce Wi(xy,z5) ani Wo(xy, z2) nepopisuji pripustné stavy dvou
nerozlisitelnych ¢astic, protoze nezohlednuji jejich zaménnost.

Abychom dostali vinovou funkci, ktera bude popisovat identické ¢astice, musime vzit v tva-
hu obé moznosti, které ¢astice mohou zaujmout, tedy vezmeme linedrni kombinaci obou
uvedenych vinovych funkci. Nejjednodussi mozné linearni kombinace, ve kterych budou
obé moznosti zastoupeny rovnocenné, je obé funkce vzit a secist je, nebo je odecist, tj.

Uy (z1,20) = \}5 [Va(21)Vp(T2) + Ya(r2)Vp(21)], (8.11)
Uo(21,29) = \}5 [Wa(r1)p(r2) — Ya(r2)Pp(z1)] (8.12)

Vypocétem se muzeme presvédcit, ze takto sestavené vinové funkce uz nas pozadavek ne-
rozlisitelnosti ¢astic splnuji.
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Reseni 8.@

Wy (21, 72)| = ;ﬁx(%)@bé(@) + (@) a(r2)p(r1) () + ;¢§x($2)¢%(ﬂfl)

= |Wy(wa, 1)
W, 22)f = 5 WA YR () — Balmbalea)bn(on)vn(en) + 5 Vi) (@)

2
= |\I’a(l’2,$1)|
Muzeme si vS§imnout, Ze prohozeni ¢astic u prvni funkce W, (x4, z5) ji nijak nezméni, zatimco

u druhé funkce W, (z1,x2) se timto prohozenim zméni znaménko. Odtud je zvykem prvni
z funkci nazyvat symetrickou vinovou funkci, druhou pak antisymetrickou vinovou funkci.

Reseni 8. Pro vétsi prehlednost nyni nepiseme horni indexy oznacujici prostor, na
kterém operator ptisobi, ponechavame pouze barevné rozliseni.

A A A A A h/l() ’\Ah]-o
1 00 O 1 01]0 0 1 00 O
_@0100+§0—100_h0000
210 0[-1 0 210 o1 o | "[oooO0 o
0 0] 0 -1 0 01]0 —1 000 —1
10
0 1
01 |’
10
—i)
0 -1 —1 0
i 0 0 —i
1 0 0 -1
0O 1 1 0

Operator velikosti momentu hybnosti spoc¢teme podle vztahu

§? =524 82+ 52
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jako
200 2 2 00 =2 4 000
@_Mlo220 mf0 22 0| Ff0000
4010220 41 0 22 0 410000
200 2 -2 0 0 2 00 0 4
2000
.21 01 10
=h 0110
00 0 2
ResSeni 8,@ Matice operatoru S, je diagonélni, vlastni ¢isla tedy vidime rovnou na

diagonéle, jsou to h, —h, 0 a 0. Pro matice operatort S, a S, vypocet dopadne stejné, podle
ocekavani maji tedy vsSechny tii matice stejné spektrum. Pro matici operatoru kvadratu
velikosti spinu S? dostaneme vlastni &isla 2R2, 2h2, 2h2 a 0.

Déavaji tyto hodnoty smysl? Operatory primétu spinu pro jednu castici maji vlasti éisla
i—g. Pokud budeme mérit priméty spinu do néjaké osy obou ¢astic najednou, pak mizeme
dostat vysledky, které jsou kombinacemi praméti, které by méla kazda castice zvlast. Po-
kud tedy budou mit obé primét spinu %, bude vysledny prameét A. Pokud budou mit ¢éastice
navzajem opacny prumét spinu, pak bude vysledny primét nulovy a jsou dvé moznosti,
jak to miize nastat. Pokud by mély obé castice prumét zaporny, pak by vysledny priamét
byl —h.

Rozepisme nyni vlastni systémy vsech ¢tyr operdtort.

A=h A= A=0 A=—h,

) ) |¢¢>:

Vlastni vektory operatoru S (1.2) 1ze také ziskat piimo direktnim souc¢inem vlastnich vektort

S’Z: |TT>: ) |T¢>: ) |¢T>:

o O O
o O =
o = O O
_ o O O
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[Ty |1) = [11)
1)@ =11)
L)@ [1) =11)
L)o@ =1H)

—_ = = =

operatorit SI, 8@ pro jednu astici jako

_— OO0 O OO0 OO OoO OO o

281

Stejny vypocet mizeme provést i pro vlastni vektory zbylych operatorti a zkontrolovat si
tak nase vypocty.
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1
1)@ 1) = 1) (F)e(1)-{1]
1

10 @14 = 114 (1)e( )= {1
1
1@ = 41 (4)e(1)- El,
1
1210 = 14 (e )- i
1

Oznaceni | ),a| ), budeme pouzivat pro odliSeni vlastnich vektort jednotlivych operdtort
pouze na tomto misté, jinde v textu se jiz nevyskytuje. Proto bude-li se jednat o vektor | )
bez indexu, rozumime tim automaticky vlastni vektor operatoru S.. Vektory odpovidajici
vlastnim ¢islim A a —h vysly pomoci direktniho soucinu stejné jako primym vypoctem.
Vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu nula vysly jinak, ale tyto vlastni vektory tvori
,vlastni rovinu,“ muzeme tedy za vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu nula zvolit
jejich libovolnou linearni kombinaciF_T] Vidime, ze pokud vezmeme jejich soucet a rozdil,
dostaneme tytéz vektory (resp. jejich nasobek), jako jsme dostali pfimym vypocétem.

A=h A=0 A=0  A=—h
1 1 0 -1
A i 0 1 i
0800
—1 1 0 1
1
1 1 i
10 ®11)y = [t ()e(i)-] 1 |
1
1
|T>y®|¢>y:|T¢>y <}>®<_11>— _ila
1

12Tato vlastnost plati pravé jen diky tomu, Ze tyto vektory odpovidaji stejnému vlastnimu é&islu.
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1
41, @ 1), = 41, (L)e()-1 4]

1

1
0y ®14)y = 1) (L)e( )=

1

I zde opét souctem a rozdilem vektorit odpovidajicich vlastnimu ¢islu nula dostaneme naso-
. R S . N &
bek vlastnich vektori z primého vypoctu. Jako vlastni vektory operatorii (S 2) a (S 2)

miizeme pouzit vlastni vektory operatorit S(V a S protoze vime, Ze spolu komutuji.
Vezmeme-li jejich spravnou linedrni kombinaci, opét dostaneme

1 0 0 0

A 0 0 1 —1
2.

ST 01’ 0|’ 1] 1

0 1 0 0

Vime, Ze operatory S, 5’ a S, spolu nekomutuji, a nemaji tedy spolecny systém vlast-
nich vektort, coz odpov1da nasim vypoc¢tim. Zkusme tedy najit spolecny systém vlastnich
vektorti operdtortt S, a 52, o nichz vime, 7e spolu komutuji.

Vidime, Ze vektory [11) = (1,0,0,0) a |}1) = (0,0,0, 1) jsou spolecné obéma operatorim.
Zbyvajici dva vektory operatoru S2 pak ziskdme jako linedrni kombinaci vektoru |1 ) =
(0,1,0,0) a [}1) = (0,0,1,0) nasledovné:

0 0 0 0 0 0
1| |1 0 1| |1 0
1= lo | "1 1T lo |71
0 0 0 0 0 0

Spolecny vlastni systém operatort S, a §? tak mizeme zapsat jako

1 0
=10 =1
0 1
0 0
1 1
o+ = | -y =]
0 0
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ResSeni 8 Pokud je funkce symetricka, po prohozeni ¢astic nezméni znaménko.
Tedy ani sou¢in dvou symetrickych funkci nezméni znaménko. Antisymetricka funkce pri
prohozeni ¢astic znaménko zméni. Pokud vynasobim dvé antisymetrické funkce, pii pro-
hozeni ¢astic zméni znaménko obé, a tato znaménka se navzdjem vyrusi, vysledna funkce
bude symetrickd. A analogicky pokud k symetrické pridam antisymetrickou, ktera zna-
ménko méni, bude ho ménit i vysledna funkce, bude tedy antisymetricka.



