Kapitola 4

Kanonicky soubor

Kanonicky soubor je soubor vsech mikrostavi, ve kterych se miize nachazet systém, ktery
si se svym okolim muze vymeénovat energii, ale nedochazi k vyméné castic. Takovy systém
v termodynamice nazyvame uzavieny. Tomuto souboru budeme vénovat v tomto textu
nejvice pozornosti. VSechny mikrostavy systému, ktery si s okolim nemuze vyménovat ani
energii (termodynamicky tzv. izolovaného systému), tvori tzv. mikrokanonicky soubor. O
ném se také struéné zminime v této kapitole. Pokud by si systém mohl s okolim vymé-
riovat nejenom energii, ale i ¢astice (otevieny systém), tvoii vSechny jeho mikrostavy tzv.
grandkanonicky ¢i velky kanonicky soubor, kterému je vénovéna kapitola [6

4.1 Odvozeni kanonické rozdélovaci funkce

Nasim tkolem v této kapitole je — zatim ponékud neptesné feceno — ,najit funkci p, ktera
by k danému mikrostavu priradila pravdépodobnost, ze se v ném bude systém nalézat.*
Z Liouvilleova teorému jiz vime, Ze staci uvazovat pouze integraly pohybu a z nich si staci
ponechat jen celkovou energii. Hodnota rozdélovaci funkce p bude tedy zaviset pouze na
celkové energii systému v daném mikrostavu.

Ve shodé s ostatnimi texty budeme rozdélovaci funkei psat jako p = p(FE). Je vsak tfeba si
neustale uvédomovat, ze se nejedna o pravdépodobnost, ze systém bude mit energii £, jak
by se nam mohlo diky tomuto zapisu zdat. Rozdélovaci funkci je tfeba chapat jako slozenou
funkci, zavisi sice ,,jen” na celkové energii systému £, ale tato energie zavisi na polohach x;
a hybnostech p; vSech ¢astic (pfipadné jinych proménnych, kterymi popisujeme mikrostav
systému), tj.

p=p(E) = p(E(x;,pj)).
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B

Obrazek 4.1: Systém A a jeho okoli B — nacrtek k odvozeni kanonické rozdélovaci funkce

ale o pravdépodobnost, ze se systém bude nachazet v néjakém mikrostavu s celkovou ener-
gii F. Takovych mikrostavi ale miize byt mnoho. Pokud by nas zajimala pravdépodobnost,
ze dany systém bude mit energii F, je tfeba vyscitat, resp. zintegrovat pres vSechny mik-
rostavy s danou energii. Zde se uplatni tzv. vahovy faktor g(FE).

Zavislost rozdélovaci funkce p pouze na energii nas vede k myslence, Ze tvar rozdélovaci
funkce bude mit stejny tvar bez ohledu na to, o jaky typ systému se jednd (bude mit
stejny tvar napf. pro idedlni plyn i paramagnetickou latku). Tento predpoklad se potvrdi
v nasledujicim odvozeni.

Ozna¢me nés uzavieny systém jako A a jeho okoli jako B (viz obr. . Jako okoli mtzeme
uvazovat treba cely zbytek vesmiru. Dohromady budou systémy A a B izolované, tj. bude
se v nich zachovavat celkova energie. Protoze energie E je extenzivni veli¢ina, mizeme pro
celkovou energii F/ obou systému psat

E=FEjs+ Epg+ Ei,, (4.1)

kde E 4 je energie systému A, E'g je energie jeho okoli B a Fj,;. je energie interakce mezi sys-
témy A a B. Pro dalsi odvozeni potfebujeme predpokladat, ze FE;,; je zanedbatelna oproti
energiim systému E4 a okoli Ez. V bézné uvazovanych pripadech, kdy je systém prosto-
rové ohranifen (napr. plyn v balénku, kelimek vody, krystal pevné latky, makroskopicky
kousek paramagnetika apod.) je to dobfe splnéno, protoze systém a okoli spolu interaguji
jenom pomoci ¢astic na hranici systému a téch je zanedbatelné mélo v porovnani se vSemi
casticemi systému. Na druhou stranu, pokud bychom uvazovali napt. systém elektront
v ionizovaném plynu (napf. v plameni), tak tento predpoklad neplati. Systém (elektrony)
a okoli (kationty a neionizované atomy) se v tomto pripadé prostorové prolinaji, coz by
samo o sobé nevadilo. Prekazkou je ale skutec¢nost, ze kazdy elektron vyznamné interaguje
s kationty ve svém okoli a naopak, tuto interakéni energii rozhodné nelze zanedbat.

Nadale budeme tedy predpokladat, ze interakéni energie systému s okolim je zanedbatelna
a muzeme s dostatecnou presnosti psat

E=E\+ Ep. (4.2)
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Dalsim predpokladem, ktery pouzijeme, je nezavislost systému a jeho okoli. To znamena,
ze konkrétni mikrostav, ktery se realizuje v systému A, neni nijak ovlivnén mikrostavem
okoli B a naopak. V takovém pripadé jsou realizace konkrétniho mikrostavu systému A
a okoli B nezavislé jevy a pravdépodobnost, ze nastanou soucasné, ziskame jako soucin
pravdépodobnosti obou jevﬁ.ﬂ

Protoze v tomto odvozeni uvazujeme systémy, ve kterych se mohou proménné ménit spojité
(klasické systémy), nebudeme vyjadirovat pravdépodobnost, ze systém A bude v konkrétnim
mikrostavu, ale to, Ze se bude nachézet v néjakém jeho (infinitezimalnim) okoli. Pravdépo-
dobnost je diky definici hustoty pravdépodobnosti dana jako dws = p(E4)d® 4, kde dd4
je fazovy objem okoli daného mikrostavu (bodu fazového prostoru). Rozdélovaci funkce je
tedy presné feceno hustota pravdépodobnosti nalezeni systému v daném mikrostavu (bodu
fazového prostoru) a jejim defini¢nim oborem jsou body fazového (stavového) prostoru.
Podobné mizeme psat pro okoli dwp = p(Ep)d®p. A pro cely systém dw = p(E)dd.
Diky vzajemné nezavislosti systému a jeho okoli plati

dw = dws dwp, (4.3)

p(E)d® = p(E,) d® 4 p(Ep) ddp (4.4)

a po uvazeni toho, ze fazovy prostor systému a okoli dohromady je direktnim soucinem
fazového prostoru systému A a fazového prostoru okoli B, tj. ze plati d® = dd, dPp,
dostavame

p(Ea+ Ep) = p(Ea)p(Ep). (4.5)

Vidime, ze hledana funkce p ,prevadi sc¢itani na nédsobeni“. Mize nas rovnou napadnout,
ze takovou vlastnost méa exponencidlni funkce, tj. ze

p(E) ~ et £ — exp(konst. ). (4.6)

Konstanta v exponentu jednak zajisti bezrozmérnost exponentu (tj. jeji jednotka bude 1/J)
a dale také naznacuje, ze nutné nemusi byt zakladem exponencidly Eulerovo cislo e, ale
mohlo by to byt i jiné nezdporné ¢islo rizné od jednéE| coz by jen zménilo jeji ¢iselnou
hodnotu.

Pokud by nas exponencialni funkce hned nenapadla, muizete postupovat systematictéji.
Rovnici zlogaritmujeme

Inp(Ex + Ep) = In (p(Ea)p(Ea))

1Je to stejny piipad, jako bychom hodili nardz korunou a hraci kostkou. Jevy, Ze padne na minci znak a
na kostce trojka, jsou nezdvislé (tedy pokud neni mince ke kostce napt. prilepend). Pravdépodobnost jevu
,ha minci padne znak a na kostce soucasné padne trojka“ ziskame jako soucin pravdépodobnosti padnuti
znaku na minci a pravdépodobnosti padnuti trojky na kostce, tj. % . % = 1—12

2Exponencialni funkci o jiném zédkladu a > 0 A a # 1 mlZeme pievést na exponencidlu se zdkladem e

takto a® = (eln“)m = e "% Hodnota In a miize byt libovolna nenulova.
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a dostaneme tak diky vlastnostem logaritmické funkce
Inp(Es+ Eg) =Inp(E4) +Inp(Ey),

ze kterého je jiz patrné, ze funkce vznikla slozenim hledané funkce p a funkce In splnuje
podminky linearity, tj. ze musi platit

In p(F) = konst. F,

coz po odlogaritmovani dava

p(E) = exp (konst. F) .

Prabéh kanonické rozdélovaci funkce odpovida exponencidle. Protoze ale chceme rozdé-
lovaci funkci p interpretovat jako hustotu pravdépodobnosti nalezeni systému v daném
mikrostavu, pridame do vztahu multiplikativni konstantu, ktera zajisti normovanost. Kon-
stantu v exponentu oznac¢ime v souladu se znacenim obvyklym i v jinych textech jako —f
a normovaci konstantu jako A, takze kanonickéd rozdélovaci funkce ma tvar

p(E) = Aexp(—SE). (4.7)

Normovaci konstanta

Jako prvni krok uré¢ime normovaci konstantu A. Pokud ma mit p vyznam hustoty pravde-
podobnosti toho, ze systém bude v daném mikrostavu, pak musi byt ,integrél pres vSechny
mikrostavy“, tj. pres cely fazovy prostor, roven jedné

| = /f'p_ p(E) dd = /f.p.Aexp(—BE) dd = A/f.p. exp(—AE) do. (4.8)

Odtud mtzeme vyjadiit normovaci konstantu A, resp. jeji prevracenou hodnotu, ktera se
obvykle oznacuje jako Z a nazyva se statisticky integral

Z = ; - /f.p‘ exp(—BE) dd . (4.9)

Jak uvidime pozdéji, statisticky integral Z je velmi vyznamny a pravé z ného budeme
pocitat veskeré méritelné veliciny. V diskrétnich systémech, kde misto integrovani pres
fazovy prostor sCitame pres vSechny mozné mikrostavy, se Z nazyva statisticka sumaEl
a odvodime ji pozdéji.

Pokud systém rozdélime na dva neinteragujici systémy C a D, pak plati, Ze

7 = exp(—(QFE)dd = / exp(—f(Ec + Ep)) dPc®p =
J f.p.

J f.p.

3V jinych textech se lze také setkat s ndzvy partiéni funkce & partiéni suma.
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_ [ exp(—fE¢c) dPe /
J f.p. Jfp

Vidime, Ze normovaci konstanty se pri ,spojovani“ systémii mezi sebou néasobi. Stejnou
konstantu [ jsme pouzili, protoze jsme uvazovali rozdéleni jednoho systému na dva podsys-

GXp(—ﬁED) d(l)p = ZCZD.

témy. Konstanta 3 je ale opravdu univerzalni, bez ohledu na typ systému. Predpokladejme
na chvilku, ze je pro rizné systémy rizna, pak bude mit vztah pro dva neinteragujici
systémy A a B tvar

1 , 1 ) 1 / 1 /

—exp(—fE) = —exp(—F(Ea+ Ep)) = — exp(—fSaFE4) — exp(—FpER), (4.10)

A A ZA Zp
ktery lze splnit prave tak, ze f = Ba = PBp. Kromé trividlni rovnosti exponentii budou
v tomto pripadé i normovaci konstanty pocitany se stejnou hodnotou konstanty S a bude
pro né platit vyse uvedeny vztah Z = Z,Z5.

Odvozeni vztahu pro vnitfni energii

Ted tedy jiz zndme tvar kanonické rozdélovaci funkce az na hodnotu konstanty 3, o které
ale vime, zZe je univerzalni, tj. ma stejnou hodnotu pro vSechny systémy. Jeji hodnotu ne-
odvodime teoreticky, ale musime ji uréit na zdkladé experimentu — k tomu potifebujeme
najit vztah, ktery nadm propoji mikroskopicky popis pomoci rozdélovaci funkce p ¢i statis-
tického integralu Z s néjakou méritelnou makroskopickou veli¢inou, napt. vnitini energii
systému U, kterou ztotoznime se stfedni hodnotou energie

U:E:/f Ep(E)d(ID:%/f Eexp(—BE) d® .

Povsimneme si, ze plati

0
53 “XP(~BE) = ~Eexp(~AE).

coz dosadime do vztahu pro U

1 0
——— [ Zexp(—BE)dd.
U=-- . 85@(10( BE)d

Exponenciéla je hladka funkce, mizeme tedy prohodit derivaci a integré]ﬁ a pokracovat ve
vypoctu
U=——=— exp(—fF)dd.
Z 9B Jrp. ( )
Integral, ktery jsme v poslednim vyrazu dostali, je defini¢ni vztah pro statisticky integral

(viz vztah [4.9)), takZze dostavame
1 07
U=—-%.
Z op

4Matematici cely tento postup nazyvaji derivace podle parametru.
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Tento vztah mizeme jesté upravit s pouzitim vzorce pro derivaci slozené funkce na

-9z, (4.11)

op

coz je tvar vyhodnéjsi pro nasledujici vypocty.
Vypocet konstanty [

Vratme se ted ke hledani tvaru kanonické funkce p. Chybi nam urcit hodnota konstanty /.
Protoze je stejna pro vSechny systémy, vezméme si néjaky jednoduchy systém — napt. sys-
tém N stejnych c¢astic jednoatomového idealniho plynu — pro néj spoc¢teme vnitini energii
U a z porovnani s experimentalné urc¢enou hodnotou najdeme f.

Z molekulové fyziky vime, Ze vnitini energie U a tepelna kapacita Cy jednoatomového

plynu je rovna

U= sz:BT, Cy = 2Nk3, (4.12)

kde T je termodynamicka teplota a kg = 1,380 649-10723 JK~! je Boltzmannova konstanta,
jejiz hodnota byla ur¢ena experimentalné.

Pojdme ted U a C'y spocitat. Zacneme statistickym integralem Z. Oznac¢me slozky hybnosti
prvni castice jako py, ps a ps, druhé ¢astice py, ps a pg atd. Protoze se jedna o idealni plyn
(interakci mezi Casticemi zanedbavame, ¢astice muzeme s dobrou presnosti povazovat za
hmotné body) a neuvazujeme ani zadné vnéjsi silové pole, je celkova energie systému rovna
souctu kinetickych energii ¢astic

N p}
E = — 4.13
kZ_: 2m’ ( )

kde m je hmotnost jedné ¢astice. Energii dosadime do vztahu [4.9| pro statisticky integral

B B 3N pz‘
7 = /f.p. exp(—BE) dd _/f exp <_Bk§:12m> 4. (4.14)

P

Integraci pres fazovy prostor rozdélime na integraci pres jeho prostorovou a hybnostni ¢ast
3N P
Z = / 1do, []exp (-2 ) da,
prostor. f.p. hybnost. f.p. 1 2m

a dale rozdélime integraci na integraly pres jednotlivé soutadnice fazového prostoru
3N

Z :ﬁ(/vldxg) II </,:_oo exp (—5£> dpk> , (4.15)

k=1
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kde V' je objem, ve kterém se ¢astice mohou pohybovat a dV je infinitezimalni ¢ast tohoto
objemu zapsanda v souradnicich j-té castice. Protoze energie nezavisi na prostorovych sou-
radnicich, integrace pres souradnice kazdé ¢astice je rovna objemu systému V', tj. celkové
dostaneme z prostorové éasti vztahu vyraz V. Dale jsme vyuZili vzajemné nezdvislosti
jednotlivych slozek hybnosti a vicenasobny integral jsme rozdélili na souc¢in jednoduchych
integrall pres jednotlivé slozky hybnosti.ﬂ Vsechny tyto integraly se ale lisi jen oznacenim
integracni proménné, takze davaji stejnou hodnotu, tj. mizeme psat

~ 2 3N
Z=vY (/p:oo exp <_62pm> dp) .

Integral, ktery nam ve vyrazu zbyl, je tzv. Gausstiv integral, jehoz hodnotu zndme. Dosta-

vame
s w 2mm 3N/2
Z:VN(B) :VN<B> : (4.16)

2m
coz je hledany statisticky integral Z pro systém N ¢astic jednoatomového idealniho plynu
uzavieného v objemu V.

Dosadme ted nalezené Z (vztah [4.16) do vztahu pro vnitin{ energii [4.11]

o D v (2mm PV
U__&BIDZ__(%ID(V (5) =

0 < 3N 1

ap 2 8
Ziskany vztah porovndme se vztahem pro vnitini energii [4.12] ktery zname z molekulové
fyziky

Nan—l—S;Vln@mﬂ)—g;Vlnﬂ) =

3N1 3
5 kel
a dostavame, ze konstanta [ se rovna
g= . (4.17)
kgT

Uvédomme si, ze se opravdu jedna o konstantu, protoze popisujeme vyhradné systémy
v rovnovaze, takze teplota T' zde figuruje jako konstantni parametr, ktery urcuje podminky;,
za kterych se rovnovaha ustanovila. Tim jsme ziskali aplny tvar rozdélovaci funkce

1 E E
E)= —exp(——=), kde Z = -2 ) e 4.1
P(E) ZeXp( kBT>’ ¢ jmf“p( kBT> (4.18)

5Slozka hybnosti miiZze mit i zdpornou hodnotu, pokud se é4stice pohybuje proti sméru dané osy. Budeme
uvazovat vSechny hybnosti, i ty extrémné vysoké. Uvédomme si ale, ze hodnota integrované funkce je pro
velké hodnoty slozek hybnosti (kladné i zdporné) extrémné mald, takze bychom dostali prakticky stejné
vysledky i v pfipadé, ze bychom udélali nékde hranici a fekli, ze takto velké hybnosti jiz byt nemohou
(tfeba odpovidajici nadsvételnym rychlostem). UvaZovani vSech hodnot ndm ale zjednodusuje vypocet.
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I kdyz jsme nalezli vztah mezi § a T, presto budeme v nasledujicich vypoctech 5 i na-
déale pouzivat, protoze zpiehlediiuje vypocty, a vztah pouzijeme typicky az v zdvéru
vypoctu.

Jak uvidite z dalsich vypocti, tak pro statistickou fyziku je mnohem praktic¢téjsi pouzivat
misto termodynamické teploty T konstantu (3, vztahy jsou pak jednodussi a prehledné;jsi.
Vzhledem k tomu, Ze se jednd o monoténni funkci teploty T, tak [ je vlastné jen jinou
empirickou teplotou. Jako ilustraci vyhodnosti § si uvedme formulaci tfetiho termody-
namického zakona. Zistanme u toho nejjednodussiho a nejzndmeéjsiho znéni — konec¢nym
poctem krokti nelze dosahnout nulové termodynamické teploty — coz obvykle lidem, kteri
se s nim seznamuji poprvé, prijde podivné a vyzaduje to detailnéjsi komentar, pro¢ tomu
tak je. Pokud bychom to preformulovali pomoci 3, dostaneme, ze koneénym poctem kroki
nelze dosahnout empirické teploty 3 — oo, coz je i pfi prvnim sezndmeni velmi prirozené
a neprekvapivé.

Diskrétni systém

Ve vyse uvedeném odvozeni jsme uvazovali systém popsany veli¢inami se spojitymi hodno-
tami, jako je poloha nebo hybnost klasickych hmotnych bod. Provedme stejnou tvahu i
pro systém, ktery ma jen urcity poc¢et moznych stavi (diskrétni, kvantovy) a tedy i energii.
Odvozeni provedeme pro konecny pocet mikrostavii, ale lze ho provést i pro spocetny pocet.
Rozdélovaci funkce zde ma vyznam pravdépodobnosti, ze systém je v daném mikrostavu
(tj. neni to hustota pravdépodobnosti). Uplné stejnymi tvahami o nezavislosti systému A
a okoli B dospéjeme k tomu, ze kanonicka rozdélovaci funkce p musi mit také tvar

p = Aexp(—fE), (4.19)
kde F je energie daného mikrostavu. Pri vypoc¢tu normovaci konstanty A vyjdeme z toho,

ze p chceme interpretovat jako pravdépodobnost. Protoze jeden z mikrostavii nastat musi,
dostavame

pocet pocet
mikrostavi mikrostavi

1= Y Aexp(-BE)=A Y exp(—BE), (4.20)
j=1 j=1

odkud dostavame pro statistickou sumu Z vztah

pocet

mikrostavu

7 = % = ]szl exp(—fBE;). (4.21)

Vyraz pro 3 je stejny jako ve spojitém pripadé.
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Tim jsme ziskali aplny tvar rozdélovaci funkce i pro diskrétni pripad

pocet
1 E mikrostavi
p(E) = = exp (—) , kde Z = Z exp(—pE;). (4.22)
Z kT j=1

Ukol 4.1  Spoditejte Z pro nasledujici jednoduché diskrétn{ systémy.

a) Systém obsahujici jedinou ¢éstici, kterd muze mit energii €; nebo €.

b) Systém se 3 ¢asticemi, které kazdd mohou mit nezdvisle na sobé energii €; nebo €.
¢) Zobecnéte predchozi piipad na systém N éastic.

d) Systém obsahujici jednu, resp. vice ¢astic, pokud kazdd muze nabyvat pravé 4 rizné
energie.

e) Systém obsahujici jedinou ¢astici, kterd muze nabyvat energii ve tvaru ' = ke, kde €
je pevné dana konstanta a k =0,1,2,3, ....

Dopliime jesté vyjadieni Z pomoci vahového faktoru g = g(E) pro spojity piipad

Z = / exp(—BE) dd = / exp(—BE)g(E)dE . (4.23)

- ml'n.

A v piipadé diskrétniho (kvantového) systému pomoci stupné degenerace energetické hla-
diny g = g(E)
pocet
mikrostavi
Z= > exp(— Z exp(—GFEx) g(Ek) . (4.24)
j=1
Zde je nazorné vidét, ze v prvnim vyjadreni sCitame pres vsechny mikrostavy, které muze
systém nabyvat, a ve druhém sc¢itdme ,jen® pres vSechny mozné energie, ale ,prislusnou
exponencidlu“ nasobime poc¢tem mikrostavi s danou energii, proto jsou vysledky totozné.
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Ukol 4.2 Vlastnimi slovy formulujte viznam statistického integralu /sumy Z.

Urcete jednotku Z pro rizné situace, napi. systém obsahujici jedinou ¢astici, nékolik
castic, diskrétni systém s kone¢nym poc¢tem moznych energii, az po zcela obecné zadany
systém popsany N dvojicemi sdruzenych proménnych — zobecnénymi soufadnicemi g;
a k nim prislusejicimi zobecnénymi hybnostmi p;.

Neinteragujici castice

Nasledujici odvozeni zobecnuje vysledky Ukolu ., kde naleznete ilustraci na konkrétnim
prikladé s malym poctem c¢éstic.

Uvazujme systém N stejnych navzajem neinteragujicich ¢astic. V takovém pripadé lze cel-
kovou energii systému napsat jako soucet energii (kinetickych i potencidlnich) jednotlivych
castic, tj. mizeme psat

N
E=Y E, (4.25)
k=1

kde Ej, = Ex (7%, Dr) je energie k-té Castice a zavisi jen na jeji poloze 7 a hybnosti pj, nikoli
na polohach ¢i hybnostech ostatnich ¢astic. Spocitejme statisticky integral tohoto systému

N N
7 = /f.p. exp(—fBE)d® = /f.p. exp(—ﬁkz:; E}) d® = kl;ll/f'p' exp(—BE})) ddy

kde &, je element fazového prostoru k-té ¢astice. PTi posledni ipravé jsme vyuzili skutec-
nost, ze celkova energie k-té ¢astice Ej nezavisi na soutadnicich ostatnich c¢astic. Protoze
castice jsou stejné, bude stejny i vyraz pro jejich energii a budou mit stejny jednocasticovy
fazovy prostor. To znamend, ze vSechny integraly jsou shodné a miizeme psat

Z = </f'p‘ exp(—ﬁEl)d(I)1>N :

Integral v zavorce je statistickym integralem Z; systému, ktery by obsahoval pravé jednu
castici, tedy

7z =7N. (4.26)
Tento vztah muzeme slovné vyjadrit tak, ze pokud mame systém stejnych a navzajem
neinteragujicich ¢astic, pak nam staci spocitat statisticky integral pro systém s jedinou
castici a vysledek umocnit na pocet castic.
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Ukol 4.3 Prohlédnéte si vipocet Z pro jednoatomovy idedlni plyn, ktery jsme pouzili
pri odvozeni vztahu pro . Slo by v ném vzorec m pouzit?

Ukol 4.4  Odvodte vztah obdobny vztahu i pro statistickou sumu diskrétnich
systému.

Ukol 4.5 Uvazujme systém, ve kterém mohou jednotlivé ¢astice nabyvat pravé dve
rizné energie. Celkem jsou v systému dvé ¢astice. Urcete statistickou sumu pro pripad
a) rozlisitelnych castic,

b) nerozlisitelnych bosoni,

¢) nerozlisitelnych fermiont.

Diskutujte pouzitelnost vztahu [4.26] v jednotlivych situacich.

4.2 Systém neinteragujicich harmonickych oscilatori

Nez se pustime do odvozovani dalsich vztahti, pojdme si ukazat, jak vyuzit rozdélovaci
funkci, ale zejména statisticky integral a sumu na konkrétnim prikladé, ktery je sice velmi
zjednoduseny, ale néjaké vysledky srovnatelné s realitou také dava.

Uvazujme systém N stejnych jednodimenzionalnich harmonickych oscilatort, které kmi-
taji nezavisle na sobé. Muzeme ho brat jako opravdu hodné jednoduchy model krystalu,
ve kterém atomy kmitaji kolem svych rovnovaznych poloh nezavisle na sobé a se stej-
nou frekvenci. Kazdy takovy atom predstavuje 3 nezavislé jednodimenzionalni harmonické
oscilatory, tj. pokud by krystal mél N, atomi, pak se jedna o systém 3N, oscilatori.

V ramci klasické fyziky mutzeme pro energii jednoho oscilatoru psat:

2
1
FE = 2pim + imw%Q

a statisticky integral jednoho oscilatoru je

e (Fom( ) ) [ (252 )
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Obrazek 4.2: Na obrazku je zavislost molarni tepelné kapacity jednotlivych prvki pii tep-
loté 25 °C na atomovém c¢isle. Uvedena je hodnota pro plynny brém, pro jod je uvedena
hodnota jak pro pevné, tak plynné skupenstvi (prevzato z [I])

:F ﬂ:<27f>
o | 25 \Bw)

Pro N oscilatori tedy statisticky integral bude mit tvar
or \
Z=|—
Bw

A odtud spocitame vnitini energii (stfedni hodnotu energie) U

0 0 N
=——InZ=- NIn(2r) = NIng — N1 = — = NkgT
U a5 05( n(2m) n/j nw) 3 kg
a tepelnou kapacitu
ou
Cy = <8T>V—Nk3, (4.27)

coz odpovida Dulongovu-Petitovu zakonu, ktery popisuje chovani tepelné kapacity krystalu
pro vyssi teploty.
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Obréazek 4.3: Zavislost tepelné kapacity na teploté pro vybrané materialy, Dulongtv-
Petituv zdkon, vytvoreno na zékladé 2]

Dulonguv-Petituv zakon rika, ze molarni tepelnd kapacita vSech krystalu je stejna (viz graf
na obr. 4.2)). Z posledniho vztahu vidime, ze celkova tepelna kapacita nezavisi na hmotnosti
atomu (oscilatoru), pouze na jejich po¢tu. Mazeme ho upravit tak, Ze pocet oscilatoru N
nahradime poc¢tem atomit Ny, ktery vyjadiime pomoci latkového mnozstvi n

va = ;“TV/&'B = 35\’7(1[(),n:l{73 =nNn B:\v.llt[;

takZe vidime, Ze moldrni tepelnd kapacitd| ¢y, je rovna

Cy
Cym = — = 3.\T1AB (428)
n
coz je opravdu konstanta. Ale mérna tepelnd kapacita ¢y, se kterou se setkavame castéji,
zavisi na molarni hmotnosti M,,, ktera se pro rtuzné krystaly lisi

m_ QN ] AN I
- (*7‘ B ijA\_;LB - 54\411[3
m m A\[) n

Na obrézku[d.3]je zavislost molarni tepelné kapacity na teploté pro nékolik latek. Z obrézku
je patrné, ze konstantni tepelnd kapacita je az pro dostatecné vysoké teploty a také, ze
tato hranice je riznda pro ruzné latky.

"Souc¢in Nakp = R se nazyva univerzalni plynova konstanta. Porovnejte tento vysledek také s ekvipar-
tiénim teorémem.
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Ukol 4.6  Pomoci stiedogkolskych tabulek ovéite vztahy a

Pro bézné teploty tedy vysledek naseho velmi jednoduchého modelu odpovidd chovani
realnych krystali. Z experimentu ale vime, ze pti velmi nizkych teplotach tepelnd kapacita
kleséﬁ a jeji pokles odpovidd Cy ~ T3. Zkusme, zda by toto odlisné chovani pii nizkych
teplotach neslo vysvétlit pomoci kvantového vypoctu.

V kvantové mechanice je energie harmonického oscilatoru kvantovana a miize nabyvat
hodnot

!
Ej:ﬁw<j+2>,kdej:O,l,Z,....

Spocitejme statistickou sumu Z; pro jeden oscilator

Ze—,@E _ Ze j+2 —e 26fw Ze—ﬂhwj

7=0

Vidime, Ze mame se¢ist geometrickou fadu, jejiz kvocient je roven ¢ = e #". Soucet
nekonecné geometrické fady je roven .. Protoze prvni ¢len fady oznaceny jako ag je

1—q
roven jedné, dostavame
1

— o~ 3w
H=e 1 —e A’

coz po uprave dava

Zy = = .
DT i _ o3BT 9ginn (%ﬂhw)

Pro N oscilatoru dostéavame
1 1 -N -N
Z = (eiﬁh‘“ — e’ﬁﬁh‘”) =2 N [smh ( Bhw)] )

Spocitame vnitini energii

cosh (£ 8hw
gz eosh (55n) (L) = Do (Lon)
op sinh (%ﬁm) 2 2 2
1 Fiw
U= ith coth <2kBT> (4.29)

8Nase neklesajici tepelnd kapacita i pii teplotach blizkych absolutni nule porusuje tieti termodynamicky
zakon. Proto je zfejmé, ze nas model nepopisuje dobfte redlny systém za takovychto teplot.
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a tepelnou kapacitu

oUu 1 0 hw 1 -1 hw
= | == | = =Nhw —coth = —Nhw —
G <8T>V o Vi o o (%BT) 2 sinh2<2,f:T)< 2l<:BT2>
h2w? hw
=N inh 2 . 4.
Cv =Ny o <2kBT> (4:30)

Pokud nejste prilis zkuseni ve vypoctech s hyperbolickymi funkcemi, muizete veskeré vy-
pocty provést i s exponencidlami, vyrazy jsou jen o malicko delsi. Pro vnitini energii do-
staneme
1. 1.
= Bhw —=Bhw
0ln 7 0 1 <ez + e 2 )

T 1 8hw — 18K AT
— =N —1In (ol‘ —e 2 = N-hw
op op 2 (O%Jhw -~ Cféﬁhw>

U:

a pro tepelnou kapacitu dostaneme (prevedeme si nejprve derivaci podle teploty na derivaci

dle parametru f3)

AT I/ : 1 Bhw —1Bhw

oU  oU 9 1 U 11 (38w 4 &~ 20M)
= = = N—hw

0
Cv= == 22737 =" a2 - 57 1. I )
()T 03 (?T A"BTQ (())) A"BTQ 2 (9,)) <O§~3)}7w o Ofgdhw>

coz musime derivovat jako soucin

1 1
N = hw-
k’B T2 2

Cy = —

L8hw  —18m0\ (A1B8hw  —iBhw 180w | —18hw) (a1Bhw | —1Bhw
(O?}hw e 2ghw> (Ozdhw B Edhw> _ (OEJI,W +e Edhw> (Ozjhw +e 25m> <1 )

5 —hw
<e%ﬂﬁw o e—%ﬁf)w) 2

;thwz —4 j\“rhzwz fhiw __hw —2
— : 5 — - tecBT —e 2kgT
4ABT2 (eéﬁﬁw — é 3ﬁ,w> ]CB T2

— €

Zévislost vnitini energie a tepelné kapacity na teploté je zndzornéna grafy na obr. [£.4] Z
nich vidime, Ze pti vysokych teplotach je vnitini energie imérna teploté a tepelna kapacita
konstantni, coz se shoduje s klasickym vypoctem. Pri velmi nizkych teplotach klesa tepelna
kapacita k nule, jak vyzaduje tieti termodynamicky zakon. Vnitini energie neklesne k nule,
ale mé nenulovou hodnotu rovnou 3 Nfiw (viz vypocet limity [4.31)).

Pojdme uvedena pozorovani podporit i vypoctem limit pro vysoké i nizké teploty. Zacnéme
vysokymi teplotami

T — o0 = £ = — 0.

2kpgT
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Nk,
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Obrazek 4.4: Tvar zavislosti vnitini energie U (vlevo) a tepelné kapacity Cy (vpravo) na
teploté T" pro systém oscilatorti — klasicky vypocet oranzové, kvantovy vypocet modre

Pro velmi malé hodnoty £ muzeme pouzit rozvoj

1 1
sinh§:§+§§3+_” a cosh§=1+§€2+...
takze pro vnitini energii dostaneme
N hw hw hw cosh (s
U= coth <—> = NkgT (%BT) -
2 2kpT 2kpT sinh (2::T)
P 2
FrT (1 +3 (zsz;:r) )
hw 1w
2kpT +5 (2kBT) +

a pro tepelnou kapacitu

hw

hw \?
_ -2 _
Cv—N]{?B <2ijT> sinh (2]€BT> —Nk‘B

()

2
[2£:T - % (2::T)3 +.. ]

3 — Nkp.

I limity mtizeme spocitat bez pouziti hyperbolickych funkci. Pro vnitini energii

1 8hw —18hw Tiw hw
hw (€27 4 e 2 ho 1+ 5322+ +1— 2% 4. ..
U= NkgT—2_ ( . ) — NkpT 2 ol 2ol =
2kgT <e§3’1’w‘ - efé**”’w) 2kgT 1+ skeT T~ Lt g T
) hw 24+ ... )
= i\kBT 2]{ T 2 o :NABT
B shag +

Pro tepelnou kapacitu dostaneme

hw

2
= Nknr 4 \2kpT @
e () o

hw
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= Nkp : <ZZ/;T> 7 = Nk iw = Nkg.
(71 + 2£i1‘+“.7] +2/?,f1'+“‘> (22[],”1+>

Vidime, ze kvantovy vypocet dava pro velké teploty vysledky shodné s vypoctem klasickym.
Postupné ,priblizovani“ kvantového vypoctu ke klasickému pti zvysovani teploty T je
patrné zejména na grafech [£.4] Jesté by bylo dobré se zamyslet, co to znamend vysoké
teploty. Rozvoje délame za predpokladu

hw
S 1 = T 7:Tm’r )
T & > Skn b

coz ndm po dosazeni hodnot i = 1073 Js, k = 1072* J/K a typické maximdlni frekvence,
pii kterych kmitaji atomy v krystalu w ~ 10'2s7!, d4vd

10734 . 1012

K=5K,

takze vidime, Ze za vysoké teploty miizeme s dobrou presnosti povazovat i pokojové teploty.

Pojdme se ted podivat na chovani vnitini energie a tepelné kapacity pri nizkych teplo-
tach. Pro
hw

To0 = 2
— %pT

(0. ¢]

dostaneme

hw hw
SepT % nT hw
1 <eszT +e szT> 1 HeT 4
U= ENpos /., SN D
2 (eszT _ e_szT) 2 e2kpT — ()

1

cvv,

energii, jedna se o tzv. nulové kmity).

Pokud provedeme limitu pro tepelnou kapacitu, dostaneme

h(,(.) 2 hw hw -2 fiw 2
CV = NkB 4 (e2kBT _ e_QkBT> — 4N]{,'B i{ci N 07
2%kpT I

coz znamena, ze tepelnd kapacita klesa se snizujici se teplotou k nule. I kdyz nam limita
vysla spravné, tak z experimentu vime, ze pro velmi nizké teploty se tepelna kapacita

9Uvedena hodnota T, udava polohu ,schodu® v grafu tepelné kapacity (viz obr. .
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krystalu chové jako 7. Nam ale v tomto modelu vysla tepelnd kapacita jako suda funkce
teploty, tj. rozhodné se nemuze chovat v souladu s experimentem.

Tento extrémné jednoduchy model se pomérné dobie shoduje s vlastnostmi krystalu zejmé-
na za pokojovych teplot. Pti nizkych teplotach nam kvantovy vypocet dal vysledek, ktery
neni ve sporu s tretim termodynamickych zakonem, ale pribéh zavislosti tepelné kapacity
pti velmi nizkych teplotach stale neodpovidé experimentu (dalsi jeho zpresnéni najdete v
kapitole [6]).

V této podkapitole jsme zkusili prozkoumat jeden ze systémi, dalsi priklady, jiz vice od-
povidajici realité, najdete v kapitole 5] V této kapitole budeme pokracovat teoretictéjSimi
partiemi.

4.3 Ekviparticni teorém a tepelna kapacita viceato-
movych plynt

Uvodni tvahy

Z termodynamiky ¢i molekulové fyziky zndme ekviparti¢ni teorém ve znéni, ze

na kazdy stupen volnosti pripadd stredni hodnota energie
o velikosti %kBT na kazZdou cdstici.

V nejjednodussich formulacich se mluvi jen o stupnich volnosti transla¢niho pohybu pro
soustavu neinteragujicich hmotnych bodu (tj. fesi se ideédlni jednoatomovy plyn). Jednoa-
tomova molekula plynu ma tii stupné volnosti, nebot jeji poloha v prostoru je jednoznacné
urcena tfemi souradnicemi. Jeji pohyb je chaoticky, zadny smér neni preferovan. Energie
jedné castice je dana jako F = ﬁ (pi + pz + pz), tj. tfemi kvadratickymi ¢leny. Vnitini
energie a tepelna kapacita systému N takovych castic je dana jiz diive zminénym vztahem
(4.12)

U:;NkBT, CVngkB

U dvouatomovych molekul musime uvazovat i dalsi stupné volnosti. Lze k tomu pristoupit
dvéma zpusoby.

1. Dvé nezavislé castice (atomy) by znamenaly Sest stupni volnosti, ale jeden se ,spo-
tfebuje* na vazebnou podminku stanovujici pevnou vazebnou vzdalenost mezi atomy.
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M,, cv | cvm | evm/R | ¢ | /ey
plyn ool | K | IR KK
helium He 4003 [321] 128 ] 1,54 | 52 | 1,63
neon Ne | 20,180 | 0,63 | 12,7 | 1,52 | 1,03 | 1,64
argon Ar 39,948 | 0,32 | 12,8 1,53 [ 0,52 | 1,65
krypton Kr 83,800 | 0,15 | 12,6 1,51 | 0,25 | 1,69
xenon Xe 131,293 | 0,10 | 13,1 1,57 [0,16 | 1,67
vodik H, 2,016 10,2 | 20,6 2,47 144 | 1,41
dusik N, 28,013 | 0,74 | 20,7 2,49 1,04 | 1,40
kyslik (O} 31,998 | 0,66 | 21,1 2,53 0,92 | 1,40
chlorovodik HCl 36,461 | 0,58 | 21,1 2,54 0,8 | 1,39
oxid uhelnaty CcO 28,010 | 0,74 | 20,7 | 2,49 | 1,04 | 140
oxid dusnaty NO 30,006 | 0,72 | 21,6 2,59 1,0 | 1,39
oxid uhli¢ity CO, | 44,010 | 0,65 | 28,6 3,43 | 0,84 | 1,29
sulfan H,S 34,079 | 0,80 | 27,3 3,27 1,0 | 1,31
amoniak NH; | 17,031 | 1,66 | 28,3 | 3,39 | 2.1 | 1,30
oxid siFicity SO, | 64,064 | 050 | 32,0 | 3,84 | 0,64 127
methan CH,4 16,043 | 1,69 | 27,1 3,25 |221] 1,31
ethan CyHg | 30,069 | 1,45 | 43,6 5,23 | 1,73 | 1,19
ethen = etylén  CoHy | 28,053 | 1,25 | 35,1 | 4,20 | 1,55 | 1,24
ethin = acetylen CyH, | 26,037 | 1,37 | 35,7 | 4,28 | 1,67 | 1,23

65

Tabulka 4.1: Tepelné kapacity vybranych jednoatomovych, dvouatomovych a viceatomo-

vych plynt, udaje prevzaty z [4]

2. Pokud se budeme na molekulu divat jako na tuhé téleso, dostavame obecné tii stupné
volnosti dané translacnim pohybem molekuly jako celku a tfi stupné volnosti dané
jejim rotac¢nim pohybem. Dvouatomova molekula mé ale tvar ,isecky“, proto rotace
kolem piimky prochdzejici obéma atomy méa nulovou energii (moment setrvacnosti
rotace kolem této osy je nulovy), takze ma smysl uvazovat jen rotace kolem dvou
na sebe kolmych os kolmych zaroven i na spojnici atomt. I takto dostavame celkem

3 + 2 = 5 stupnti volnosti.

Kazdému stupni volnosti ptislusi ve vztahu pro energii jedné molekuly ¢len, ve kterém je
slozka hybnosti (translaéni ¢i thlové) v druhé mocniné. Pro vnitini energii dvouatomového

idealniho plynu dostavame podle ekviparticniho teorému

U= SNksT,

5

CV: 5]\”{3

7, predchozich tvah plyne, Ze u nelinearnich molekul by mélo byt Sest stupnt volnosti
a vnitini energie by méla byt rovna tedy U = 3NkgT, coz ale méfeni jiz iplné neodpo-
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vid4. Experimentalni hodnoty pro vybrané plyny jsou uvedeny v tabulce 4.1} Pro molarni
tepelnou kapacitu pti konstantnim objemu plati

Cym — Cva = konst. NA]CB = konst. R.

kde R = 8,314J/(molK) je tzv. univerzalni plynova konstanta. Uvedena konstanta je
spo¢itana ve zvyraznéném sloupci. Vidime, Ze pro jednoatomové plyny (prvni ¢ast tabulky)
nam vychdzi konstanta velmi blizkd hodnoté 3/2 a pro dvouatomové molekuly (druhd a
treti ¢ast tabulky) blizkd 5/2, coz je ve shodé s teorii.

Ve spodni casti tabulky jsou uvedené plyny se slozitéjsimi molekulami a vidime, ze
je jejich tepelna kapacita vyssi nez nami zatim predpovézena hodnota. Mizeme nas na-
padnout, zda je spravné uvazovat molekuly jako tuha télesa, resp. soustavy pevné roz-
misténych hmotnych bodu (atomi). Atomy kolem svych rovnovaznych poloh v molekule
kmitaji. To by mélo prinést dalsi ¢leny do vyrazu pro energii jedné molekuly. Kdyz se
vratime k dvouatomové molekule a bude uvazovat kmitani jako zkracovani a prodluzovani
vzajemné vzdalenosti obou atomt, pak nam prinese do vyrazu pro energii jedné molekuly
dva ¢leny — kinetickou a potencialni energii

Ermitani = ;mdﬁQ + ;mw2x2 ,

kde z je vzajemnéa vzdalenost obou atomil a w frekvence kmitani. Je ale otazkou, jak tyto
¢leny zapocitat do ,stupni volnosti“ zminénych v ivodnim znéni ekviparti¢niho teorému.
,Zrusenim“ pevné vzdalenosti obou atomi by tedy mélo byt 6 stupnu volnosti (podle toho,
jak jsme rozuméli stupnim volnosti v teoretické mechanice), na druhou stranu se nam zde
objevila nova energie (potencidlni energie pruznosti — pokud si molekuly predstavujeme jako
dva hmotné body propojené pruzinou, resp. obecnéji vazebné energie zavisld na vzajemné
vzdalenosti), a pravé ze vztahu pro energii ¢astice veskeré nase ivahy vychazeji.

V tomto misté nase jednoduché tivahy ukonéime a pustime se do presného vypoctu, ktery
nam pomuze vyse uvedené potize vyresit.

Odvozeni ekviparti¢cniho teorému

Uvodni tivahy ndm piinesly pozorovani, 7e se ve vyrazu pro energii jedné &stice objevuji ve
spojeni se stupni volnosti ¢leny, ve kterych se poloha ¢i hybnost vyskytuji v druhé mocniné
(tzv. kvadratické ¢leny). Pojdme ted tedy opravdu spoéitat, co ndm k vnitini energii a
tepelné kapacité dokaze Tici statisticka fyzika.

Budeme uvazovat N navzajem neinteragujicich c¢astic, coz ndm umozni spocitat statisticky
integral celého systému jako N-tou mocninu statistického integralu pro jednu ¢éstici (viz
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4.26)). Déale budeme predpokladat, Ze energie jedné ¢astice se d& napsat jako soucet dvou
casti — kvadratickych ¢lent a pak néjakého pripadného dodatku, tj.

E= Z Ak‘]lz + B(qs+1> Qn) ) (432)
k=1

kde ¢x jsou souradnice fazového prostoru (nezdlezi na tom, zda se jednd o prostorové
souradnice nebo hybnosti, pfipadné v jejich zobecnéné formé), Ay jsou konstanty, s oznacuje
pocet kvadratickych c¢lenti a B je funkce souradnic, které nemaji ve vyrazu pro energii
pouze kvadraticky ¢len. Dale pripoustime, Ze energie ¢astice muze mit i néjakou dalsi,
nekvadratickou slozku B, ale v ni se vyskytuji pouze souradnice, které nejsou v prvni ¢asti.

Ukol 4.7 a) Napiste si vztah pro celkovou energii volné ¢astice a urcete, cemu se
budou rovnat g, Ag, s a B.

b) Stejny tikol Feste i pro jednodimenzionalni ¢ tfidimenzionalni harmonicky oscilator.

c¢) Déle napiste a diskutujte pripad dvou hmotnych bodi spojenych pruzinou (model
dvouatomové molekuly). Pouzijte jednak souradnice obou hmotnych bodt, jednak sou-
radnice hmotného stredu a vzajemné relativni souradnice. Diskutujte vhodnost obou
pristupt.

d) Napiste vztah pro celkovou energii hmotného bodu obihajiciho v poli centralni
gravitacni (Ci elektrostatické) sily. Ma tato energie vySe uvedeny tvar? Pokud ano,
urcete hodnoty jednotlivych casti. Pripadné zduvodnéte, proc¢ ne.

Spoctéme ted statisticky integral Z; pro jednu ¢astici

Zy = /f exp(—fE)dd = /f exp <—5 > Axgr — BB(gs+1, qn)> dgy dgs... dg,, .
P : k=1

-p

Integral rozdélime na diléi integraly podle souradnic

s

Zl = [H/ exXp (_BAqu) qu"| /exp (_/BB(QS+1ﬂ Qn)) dgs-‘rl"' dgna
k=17 k=700

kde integraly podle prvnich s soutadnic v hranaté zavorce jsou tzv. Gaussovy integraly
a muzeme je spocitat. Posledni integral (obsahujici nezndmou funkci B) spocitat nemi-
zeme, oznacime tedy jeho hodnotum jako Zgag

s s/2
T T 1
Z —= —_— Z 31 — - Z st -
1 I | ﬁAk dalsi (ﬁ) Al .. As dalsi

k=1

10 7 1a15¢ nezavisi sice na polohovych ani hybnostnich soufadnicich, ale miize zéviset na 3.
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Statisticky integral systému s N takovymi ¢dsticemi bude roven Z = (Z;)V.

Spocitejme ted vnitini energii tohoto systému pomoci vztahu [4.17]

) 9 (sN N N
U= g3z =72 (821n7r— S - (A, A) +1nZdaléi) _

2 8 ap

Po dosazeni za  a oznaceni druhého ¢lenu jako Uy,s, dostavame

sN 1 Jln Zdaléi

1 1
U= SiNkBT + Ugatsi Cy = 85]\”{3 + Cvdaly , (433)

coz muzeme intepretovat tak, ze na kazdou souradnici (prostorovou ¢i hybnostni), ktera
ma ve vyrazu pro energii jedné ¢astice pravé jen kvadraticky c¢len, dostaneme ve vyrazu pro
vnitini energii ¢len %N kT a ve vyrazu pro tepelnou kapacitu prispévek %N kp nezavisly
na teploté. Tim jsme si ukazali, které souradnice se ,zapocitavaji do tzv. stupni volnosti*
ve zjednoduseném vyjadreni ekviparticniho teorému na zacatku této podkapitoly. Ostatni
souradnice ale mohou do celkové energie prispivat také.

Dvouatomovy idealni plyn

Vratme se zpét k dvouatomovému idealnimu plynu. Celkova energie jedné molekuly obsa-
huje 3 kvadratické ¢leny za jeji translacni pohyb (3 slozky hybnosti hmotného stiedu), dva
¢leny odpovidajici rotaci molekulylﬂ (thlovéa rychlost kolem dvou os kolmych na spojnici
atomu) a dva ¢leny odpovidajici kmiténi (zde je ¢len jak s hybnosti relativniho pohybu,
tak s relativni souradnici). Z experimentu ale vime, ze za béznych podminek se hodnoty
vnitini energie a tepelné kapacity dvouatomovych plyni velmi blizi hodnotam odpovida-
jicich pouze péti, nikoli vSech sedmi stupnim volnosti. Pro¢ tomu tak je?

Cely vypocet jsme udélali klasicky. Ale z predchozi podkapitoly jiz vime, Ze tento
pristup u kmitani selhava pro ,nizké teploty“. Presnéjsi vypocet je kvantovy, ktery dava
vysledky ve shodé s experimentem jak pro nizké, tak pro vysoké teploty, pro které jeho
vysledky odpovidaji klasickému vypoctu. Vnitini energie a tepelna kapacita systému nein-
teragujicich oscilatort jsou dény vztahy [4.29 a [£.30] jsou zobrazeny na obr. 1.4l Zejména
z grafu je dobfe patrné, ze pro nizké teploty je tepelna kapacita nulova, potom v pomérné
malém intervalu teplot naroste a potom zustava prakticky konstantni. Teploté T,;,., pTi
které se hodnota tepelné kapacity zméni, se rika vibrac¢ni, oznac¢ime ji Ty, a jeji hodnotu

U Moment setrvacnosti sice zavisi na vzdéalenosti, ale mfizeme piedpoklidat, ze vychylky z rovnoviznych
poloh obou atomua pri kmitani budou velmi malé vzhledem ke vzdalenosti obou atomu. Diky tomu zde
uvazujeme moment setrvacnosti jako konstantu.
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plyn vibracni teplota T,;, | rotacni teplota T},
vodik 'H, 6 332K 88K
tézky vodik ’H, 4 487K 44K
dusik Ny 3 393K 29K
kyslik O, 2 274K 2,1K
fluor Fy 1 283K 1,3K
chlor Cly 805 K 04K
fluorovodik FH 5955 K 30K
chlorovodik HCI 4 304K 15K
oxid uhelnaty CO 3 122K 28K

Tabulka 4.2: Vibra¢ni a rotacéni teploty pro vybrané dvouatomové plyny (prevzato z [5])

—

7/2 4 7/2 4 e

—
—
I //
1 Br
2 % Hy
321 621 Cl, / /
S | Y
H
2
" Hal 2
3/2 + 5/2 4 —

—

H,

@)
@)

T T T T T T T T T T T TTTTT
0 T, Ty 200 500 1000 2000
rot T vib T (°K)

Obrazek 4.5: Zavislost tepelné kapacity na teploté, vlevo schematicky néacrtek, tkery uka-
zuje, jak se zacinaji uplatnovat dalsi cleny pii prekroceni rotacni a vibracni teploty, vpravo
je prubéh tepelné kapacity pro vybrané dvouatomové molekuly, pfevzato z [6]

dostaneme tak, ze polozime argumenty hyperbolickych funkci ve vyrazech a roviny
jedné
hw hw

o1 = T =
2]'{:Bzﬁvibr. ’ QkB

Zjednodusené feceno bychom mohli Tici, ze pod uvedenou hrani¢ni teplotou se tento stupen
volnosti neuplatiiuje a nad ni jiz ano (viz graf na obrazku . Hodnoty vibracnich teplot
pro nékteré dvouatomové plyny uvadi tabulka Vidime z ni, Ze bézné teploty jsou prilis
nizké na to, aby se vibrac¢ni stupné volnosti uplatnily.

Zastavme se jesté u rotacnich stupni volnosti. Stejné jako je kvantovana energie u osci-
latoru, tak diky kvantovani momentu hybnosti je kvantovana i rotac¢ni energie. Rotac¢ni
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kinetickd energie E,;. je imérnd druhé mocniné velikosti momentu hybnosti L?

L2
Ero = 57>
b2
kde J je moment setrvacnosti (stejné jako hmotnost predstavuje charakteristiku dané ¢és-
tice). Pokud je dany pohybovy stav popsan kvantovym ¢islem [, pak je jeho energie rovna

R+ 1)

Ero = )
- 2.J

kde l = 0,1, 2... Pti vypoctu statistické sumy jedné ¢astice musime vzit také v ivahu, Ze na
rozdil od jednodimenzionalnich oscilatori jsou energetické hladiny degenerované, stupen
degenerace je roven 2/ + 1. Dostavame dle vzorce [4.24

Zy = il(l + 1) exp (—5h2l(l+1)> .
= 2J

Tato rada se bohuzel neda analyticky seéist.[?] Uvedme zde jen to, ze prubéh zavislosti
tepelné kapacity na teploté mé podobny charakter jako u oscilatoru. Takze i rotacni stupné
volnosti se uplatnuji az od urcité teploty, kterd se nazyva rotacni T,.,;.. Odhadnout hodnotu
rotacni teploty mizeme stejné jako u oscilatoru tak, ze argument exponencialy ve statistické
sumé polozime roven nule

h? h?

=1 =

S Ty = —— 4.34
2Tk Tror. T 2 kg (4.34)

Pro bézné dvouatomové plyny je rotacni teplota velmi nizkd (viz tab. 4.2)), proto se za
béznych teplot jiz zcela uplatnuji.

Ukol 4.8 Modelujme dvouatomovou molekulu jako dva hmotné body s pevnou
vzajemnou vzdalenosti. Spocitejte moment setrvacnosti viici ose kolmé spojnici obou
atomi prichdzejici hmotnym stfedem molekuly. Pomoci vztahu [4.34) spocitejte rotacni
teplotu T, a porovnejte s experimentalnimi tidaji v tabulce

Délky vazeb [ (prevzato z [5])

plyn H2 N2 02 Clg HF HCI CO
[ [pm] | 74,14 | 109,76 | 120,75 | 198,75 | 91,68 | 127,45 | 112,81

vz

1274jemci si mohou detailni rozbor vyhledat v pokroéilejsich textech, asto pod ndzvem kvantovy rotétor.
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Diskutovali jsme kvantovani vibracnich i rotac¢nich clenti. Zbyvaji transla¢ni stupné vol-
nosti — tj. vlastné kinetickd energie volné ¢astice. Pokud je ¢astice prostorové neomezena,
pak i v kvantovém vypoctu neni jeji kineticka energie kvantovana. Redlné systémy jsou
ale v prostoru omezené, u systému s makroskopickymi rozméry jsou ale rozdily mezi ener-
getickymi hladinami extrémné malé, takze efekty kvantovani kinetické energie nemusime
uplatnovat.

Pojdme udélat jednoduchy odhad. Uvazujme systém s makroskopickymi rozméry L ~ 1m.
Céstice se pohybuje uvniti volné, ale piedpokladame, Ze se mimo nas systém nemohou
dostat, tj. uvazujeme o systému jako o nekone¢né potencidlni jamé (pro jednoduchost
krychlové). Protoze jsou slozky hybnosti vsech ¢astic nezavislé, kazda prispiva do celkové
energie clenem

w2 h*n?
Ekin. — 9
2mL
de n = 1.2,3,... je kvantové ¢islo urcujici stav. dobné jako u vibracnich a rotac¢nich
kde 1,2,3 je kvantové ¢islo urcujici stav. Podobné jako u vibracnich a rotacnicl
pohybt porovnejme energii zakladniho s‘raWJEl pron =1 s vyrazem kT, qnsl.
kT, oL g o
‘Bl transl. = transl. — - .
’ 2mL? 2mL? kg

Oznacime jako M, relativni molekulovou hmotnost a pro hmotnost molekuly potom plati
m = M,m, (atomova hmotnosti konstanta m, = 1,66 kg). Hodnoty bezrozmérné M, pro
typické molekuly se pohybuji fadové v desitkach. Po dosazeni radovych hodnot dostavame
10 - (10734)2 10717

K= K.
M, - 1027 .12 . 1023 M,

Vidime, zZe se translacni energie uplatnuje uz od opravdu extrémné nizkych teplot.

TLr(msI‘ ~

4.4 Vyznam fluktuaci a mikrokanonické rozdéleni

Na mikroskopické trovni je rovnovaha tzv. dynamickd, coz znamend, ze se hodnoty mik-
roskopicky spocitanych veli¢in méni kolem svych stfednich hodnot. Prikladem muze byt
tfeba i energie idealniho plynu — pokud spocitame celkovou energii jako soucet kinetickych
energii jednotlivych ¢astic, tak se tato hodnota bude v ¢ase ménit i v pripadé, Ze je sys-
tém v termodynamické rovnovaze s okolim. Za makroskopickou veli¢inu — v tomto pripadé
vnitini energii — povazujeme stfedni hodnotu této velic¢iny. Ergodicka hypotéza nam umoz-
nuje zameénit definiéni casovou stfedni hodnotu za stfedni hodnotu pocitanou pres vSechny
mikrostavy, kterych muze systém nabyvat.

13U rotaéniho i vibra¢niho pohybu jsou rozdily mezi sousednimi povolenymi energiemi stejné a srovna-
telné s energii stavu s m = 1. V nekonec¢né jamé se vzdalenost sousednich hladin postupné zvétsuje, takze
charakter teplotni zavislosti tepelné kapacity je mirné odlisny. Pro jednoduchy odhad, ktery zde délame,
to ale opomineme.
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N=10 | i N=100
. L]
5
. II . . || . 50
10 100
'\'.
N=1000 N=10000
y ’X "
500 5000
1000 10000
N=10° N=10° N=10'
50 000 5-10° 5-10°

Obrazek 4.6: Pocty mikrostavii odpovidajici makrostavu charakterizovanym poctem castic
pro ruzné pocty Castic systému (v rdmeccich je vykreslen detail stfedni oblasti, pro vyssi
pocty castic je zobrazen uz jen detail stfedni ¢asti grafu, modré tsecky vyznacuji ve vsech
pripadech oblast jednoprocentni odchylky od stfedni hodnoty)
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pocet ¢astic systému N 10 100 | 1000 | 10000
pravdépodobnost odchylky vétsi nez 1% 0,754 | 0,764 | 0,507 | 0,044
pocet ¢astic systému N 10 | 10° | 10° 107

pravdépodobnost odchylky vétsi nez 0,1 % | 0,834 | 0,522 | 0,045 | 0,000

Tabulka 4.3: Pravdépodobnost, Ze se pocet castic v levé ¢asti bude od stfedni hodnoty
odlisovat o vice nez jedno procento (horni ¢ast, pro 10 a 100 ¢éstic je uvedend hodnota
jesté velmi ovlivnéna tim, zda zahrneme i poc¢ty na okraji uvedeného intervalu, ¢i nikoli,
pro vyssi pocty ¢astic jiz tato skute¢nost hodnoty pravdépodobnosti vyznamné neméni) ¢i
o vice nez desetinu procenta (spodni ¢ast) pro systémy s ruznym poctem ¢astic. Pozndmka:
Pro systém s 107 ¢asticemi je pravdépodobnost, Ze relativni odchylka poétu éastic bude
vétst nez 1074, rovna 0,527.

V této ¢asti chceme ukazat matematicky to, co zname z bézné praxe — ze pokud je systém
dostatecné velky, pak drobné fluktuace od rovnovazné hodnoty makroskopické veliciny
(témér) nepozorujeme a pro nase uvazovani jsou podstatné pouze mikrostavy odpovidajici
rovnovaznému stavu. Nejprve ilustrujme tuto myslenku na systému s N c¢asticemi, ktery
rozdélime na dvé stejné poloviny a budeme sledovat pocet ¢astic v jedné z nich. Pocty
mikrostavi odpovidajici kazdému makrostavu (ten charakterizujeme poctem Castic napt.
v levé polovingé) pro systémy s riznymi pocty ¢astic jsou znazornény grafy na obrazku
[4.6l Modrymi carami je ve vsech pripadech vyznacena oblast jednoprocentni odchylky od
prumérné hodnoty. Z obrazku je patrné, ze pro maly pocet ¢astic (napt. N = 10) je velkd
pravdépodobnost, Ze se pocet Castic v levé casti bude relativné hodné lisit od stfedni
hodnoty. Ale se vzristajicim poc¢tem ¢astic relativni odchylka klesa. Jiz pti N = 10000
mé vice nez jednoprocentni odchylka v poc¢tu ¢astic pravdépodobnost mensi nez 5% (viz
tabulka[4.3)). U makroskopickych vzorkt je pocet ¢astic typicky jesté o 20 Fadi vyssi, takze
vyznam fluktuaci jesté klesne.

Ukol 4.9 Ukazte, ze pokud si objem systému rozdélime na tfi stejné casti, pak
nejvice mikrostavi ma stav, kdy jsou castice rozdéleny rovnomérné mezi vsechny tii
casti.

K matematickému popisu fluktuaci vyuzijeme tzv. stredni kvadratickou odchylku, § F', ktera
je pro veli¢inu F definovana jakd"|

(AF) = (F~F) = F2 - (F),

14Druhou rovnost lze odvodit pouhym roznasobenim dvojélenu a uvidzenim, Ze stfedni hodnota je kon-
stanta. Pokud vynasobime veli¢inu konstantou, je stfedni hodnota tohoto sou¢inu rovna stredni hodnoté
puvodni veli¢iny vynasobené touto konstantou.



74 KAPITOLA 4. KANONICKY SOUBOR

resp. relativni sttedni kvadratickou odchylku

. (AFP _F? - (F)

OF _
O Ty
Stiredni hodnota veli¢iny F' je definovana jako
— 1 E
F=— F ——— ) dd.
Z gy P < kBT)

Pripomenme si, ze mikroskopické vyjadreni veliciny F' uvnitt integralu zavisi na mikrosko-
pickych parametrech, ale nikoli na teploté. Zavislost makroskopické veli¢iny F' na teploté
se objevi diky té exponencidle. Spocitejme ted, jak se méni F' s teplotou

oF 1 4z E 1 E E
o) LY pep(- ) det+— [ P exp (- ) do.
<8T>V 72 dT Iy, eXp( k;BT> Wtz ), eXp( k;BT> d

Poznamka: Sttedni hodnota velic¢iny £’ miize kromé teploty 1" zaviset i na dalsich makrosko-
pickych veli¢inach, jako je u plynu napr. objem V. Pro jednoduchost budeme ve vypoctu
psat, ze derivaci délame pravé za konstantniho objemu V', i kdyz tim myslime vsechny
ostatni makroskopické vnéjsi parametry.

Vyraz upravme
oF 1dZ\ 1 E 1 1 E
— | =—|=—=] = F ——— ) dP+ — — FE ——— ] do.
<8T>V (z dT) Z /f.p. eXp( kBT) T Z eXp( kBT)
Oba integraly maji vyznam stfedni hodnoty. Vyraz v prvni zavorce upravime a dosadime

do néj ze vztahu pro vnitini energii [£.35] (vnitini energii ale tentokrat neoznac¢ime jako U,
ale jako F)

1dz\ dnz 1 I
Zdr ) AT kgT?

Po dosazeni dostaneme

OF 1 - 1
—| =———EF+-—FF,
<8T>V kpT? kpT?
coz dava o7
I F
FE—-EF =kgT? | = | .
or ).,

Odvozeni jsme provedli pro libovolnou veli¢inu F, platit tedy bude i pro energii U = E.
Po dosazeni dostavame
2 oF
AEY? =E? — (E) =kpT? | o= | =kgT?Cy.
(AF) ( > 7 <8T> 1% 7 '
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Z tohoto vztahu odvodme vyraz pro relativni odchylku energie pro jednoatomovy idealni
plyn

(B (inker)” 3N

Vidime, ze relativni odchylka energie je imérna

(5E)2 _ kBT2 CV . lfBT2 %NkB 2

1
0E ~ Nk
coz znamend, ze vyznam fluktuaci (odchylek od stfedni hodnoty) klesa s velikosti souboru.
Budeme-li uvazovat makroskopicky soubor, jehoz pocet castic je srovnatelny s Avogadrovou
konstantou N, = 6-10%3, potom jsou relativni fluktuace energie na tirovni 1072, tj. k jejich
nameéreni bychom museli mérit energii s touto presnosti. Takze fluktuace energie mtizeme
opravdu u takového systému zanedbat, aniz bychom se dopustili velké chyby:.

Podivejme se na stavy s energii jen mirné odlisSnou od néjaké zadané hodnoty jesté jinak.
Z predchozi kapitoly vime, ze pro idealni plyn s N molekulami je objem fazového prostoru
vsech stavi s celkovou energii mensi nebo rovnou E roven

®(E) = konstanta - VN E3N/2

Spoctéme objem fazového prostoru, ktery odpovida staviim, jejichz energie se od E lisi jen
o AFE s vyuzitim Taylorova rozvoje

d(l) N 3N _ -
Ad = O(E+AE) = ®(E) = AE AFE = konstanta - VNSQEs‘z\lAE
v anyz SV AE
A® = konstanta - V1V E3N/2 LAE = ®(E) - §T .

Vyraz E//N je prumérna energie pfipadajici na jednu ¢astici, takze pokud se budeme za-
jimat o stavy, jejichz energie se lisi od dané hodnoty jen o hodnotu pripadajici na jednu
¢astici (coz je u makroskopickych systému velmi mald hodnota), tj. AE ~ F/n, dostdvame

AD ~ &(E).

Toto miuzeme intepretovat tak, ze pro makroskopické systémy je jedno, zda se budeme
zajimat o vSechny stavy s energii mensi ¢i rovnou dané hodnoté E, nebo o stavy, které
maji energii neprilis odlisnou od této hodnoty

Tato ivaha nam ukazuje, ze fazovy objem, ale i vahovy faktor I"

F'AE = A®

15Geometricky bychom mohli dany vyraz interpretovat i tak, ze onen 3N-dimenzionalni objekt méa
povrchovou vrstvu o ,stejném objemu* jako je jeho cely objem.
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rostou s energii mikrostavu E velmi rychle, jako mocninnéd funkce s exponentem odpovi-
dajicim poctu castic (tj. opravdu velmi vysokym). Na druhou stranu ,pravdépodobnost
toho, ze se dany mikrostav realizuje“ = tj. rozdélovaci funkce p(F) naopak exponencialné
klesa. Jejich souc¢in ma pro néjakou hodnotu maximum (rovné rovnovazné makroskopické
vnitini energii). Toto maximum je pro velky pocet ¢astic velmi tzké.

Pravé jsme si ukazali, ze u makroskopického kanonického souboru jsou podstatné pouze
prispévky, jejichz energie je rovna stfedni hodnoté energie (makroskopické vnitini energii).
To nas vede k tzv. mikrokanonickému souboru, coz je soubor mikrostavi systému, ve
kterém je konstantni nejenom pocet ¢éstic, ale i energiem

Rozdélovaci funkce mikrokanonického rozdéleni musi byt konstantni, protoze zavisi pouze
na celkové energii mikrostavu, kterou maji vsechny stavy stejnou. Nenulova je jen pro
danou konkrétni energii, pro ostatni musi byt nulova, coz nas vede k tzv. delta funkci

pmikro(E) ~ 5(E - EO) )

kde Ej oznacuje energii systému. Zbyva urcit konstantu A tak, aby integral ptes cely fazovy
prostor byl roven jedné. K tomu lze vyuzit vahovy faktor g(F)

1= /f'p. p(E)do — [ T kel E)g(E) dE = /. i"’ C3(E — Eo)g(E)dE = Cg(Ey).

min.

Odtud dostavame

1
C =
g (Eo)
a mikrokanonickou rozdélovaci funkei ve tvaru
O(FE — E
pmikro(E) = ( 0)
g (Eo)

Tvar mikrokanonické kanonické funkce odpovidda tomu, ze vyznam vahového faktoru je
nepresné receno ,pocet stavii s danou energii“, pravdépodobnost je tedy rovnomérné
yrozdélena® mezi vSechny mikrostavy.

Diskrétni pripad je jesté jednodussi. Pokud oznacime jako g(Ep) stupen degenerace (tj.
pocet stavil) dané energie, pak je rozdélovaci funkce rovna

1
9(Eo)

Soucet pres vsechny mikrostavy, kterych je pravé g(Ep), vyjde roven jedné.

Pmikro (E) =

16V mikrokanonickém souboru maji viechny stavy stejnou i mikroskopickou hodnotu energie, tj. energie
nefluktuuje kolem stredni hodnoty, kterou jsme ztotoznili s vnitini hodnotou energie. Uvédomte si, ze i v
pripadé kanonického souboru uvazujeme rovnovazny stav, tj. makroskopicka vnitini energie se také nemeéni.
Stavy systému maji spolecnou teplotu, kterd danou rovnovahu urcuje.
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4.5 Mosty mezi termodynamikou a statistickou fyzi-
kou

Jiz jsme si odvodili prvni vztah, ktery propojuje mikroskopicky popis typicky pro statis-
tickou fyziku a makroskopickou veli¢inu, kterou miizeme mérit a ovérit tak experimentalné
celou teorii. Jde o vztah pro vnitini energii

U:—gan.

op

Jesté si ho upravme tak, aby se v ném nenachazela derivace podle parametru 3, ale podle
termodynamické teploty. Vime, ze
BT = = T() =
kpB

Vyuzijeme vztah pro derivaci slozené funkce, na Z se budeme divat jako na funkci teploty
T, kterd je teprve zavisla na 3

P B dT d -1
= gy 2T = gz @) s = (2T
coz po uprave dava 9
—_ 2 —_—
U=ksT? S InZ. (4.35)

I kdyz je v principu jedno, kterou makroskopickou veli¢inu vyjadiime pomoci mikrosko-
pického popisul”’| ,mostem mezi termodynamikou a statistickou fyzikou“ byva nazyvim
nejcastéji vztah pro volnou energii F', protoze se jedna o nejjednodussi vztah, ktery pro-
pojuje termodynamickou a statistickou velic¢inu.

Pro nalezeni vztahu pro volnou energii F' vyuZijeme tzv. Helmholzovu rovnici™| zndmou
z termodynamiky

T

Porovname vztah se vztahem pro vypocet vnitini energie jako stredni hodnoty celkové
energie mikrostavu

U=-T* 9 (F) : (4.36)

B
_ 2
U=ksT* o=InZ (4.37)

I"Muzeme si to pfedstavit jako dva bfehy jedné feky — ,mikropopis“ na jedné, ,makropopis“ na druhé
strané — a je jedno, ktery most pouzijeme. Pokud bude vzdéalenéjsi mistu, kam chceme dojit, dojdeme to
prosté po druhém biehu. Fyzikalné feceno provedeme zbyvajici odvozeni jiz v ramci termodynamiky.

18Platnost tohoto vztahu si lze ovétit prostym zderivovinim pravé strany a néslednym vyuzitim definice
volné energie F' = U — T'S a jejiho diferencidlu dF = —pdV — SdT.
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a dostaneme P

Pti odvozeni vztahu pro F' jsme derivace jen tak ,neskrtli“, ale zintegrovali jsme rovnici
dle T'. Tim se ale nabizi otazka, zda neni chybou, Ze jsme neuvedli integracni konstantu.
Volna energie F' je podobné jako ostatni termodynamické potencialy (napr. vnitini energie
U) urcena az na konstantu, resp. podstatné jsou pouze jeji zmény. Z tohoto duvodu je
mozné polozit integracni konstantu rovnu nule.

Ukol 4.10  Pomoci diferencidlu volné energie dF
dFf = —pdV — SdT

vyjadrete tlak p jako derivaci volné energie F'. Do ziskaného vztahu dosadte vyraz pro
F ziskany v rdamci statistické fyziky. Statisticky integral Z spocitejte, nebo vyhledejte
v podkapitole [4.1]

Pomoci ziskaného vztahu odvodte vztah pro tlak p idealntho plynu. Poznavate vztah,
ktery jste tak dostali? Je to prekvapivé?

Jesté si vyjadieme Z ze vztahu pro F' (4.38))

F
Z =e k5T (4.39)
a pomoci tohoto vztahu mizeme rozdélovaci funkci psat ve tvaru
F—FE
p(E) = e*sT. (4.40)

4.6 Entropie v kanonickém souboru

Ze statistické funkce/sumy Z umime spocitat vnitini energii U a volnou energii F'. Entropii
umime vyjadrit z téchto veli¢in termodynamicky, a to dokonce dvojim zptsobem. Za prvé
z definice volné energie

F=U-TS = S§=-—_— (4.41)

a za druhé z diferencialu volné energie

F
AF — —SdT —pdv =  s——(9E) (4.42)
ar ).,
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Chtéli bychom odvodit statisticky vztah pro entropii. Zkusime tedy do uvedenych termo-
dynamickych vyjadieni S dosadit vztahy pro U a F' ze statistické fyziky.

Pri odvozovani vztahu pro entropii S zacneme vztahem [4.41] a uvédomime si, ze makro-
skopické veli¢iny teplota T' a volné energie F' jsou vzhledem k integraci pres fazovy prostor
konstanty

U—F E—F F-E
S:———z/ Ed@z—k/ E)do.
T T p(E) BM'@TP()

Vyuzijme skutecnosti, ze vyraz pied rozdélovaci funkei muzeme vyjadrit pomoci In p(E) =
F-E
kpT

S = —kp /f (mp(E)) p(E)de.

Tento integral ma vyznam stfedni hodnoty funkce In p(E). Dostavame tedy

S =—kplnp(E) . (4.43)

Statistickd definice entropie tedy tika, ze entropie je imérna stfedni hodnoté logaritmu
rozdélovaci funkce. Protoze rozdélovaci funkce nam iika ,pravdépodobnost®, Ze nastane
dany mikrostav, je patrné, ze logaritmus zde prevadi ndsobeni pravdépodobnosti dosazeni
konkrétnich mikrostavi dvou ¢asti systému na séitani jejich entropiif;g]

Ukol 4.11  Stejny vztah pro entropii bychom ziskali, i pokud bychom vysli ze vztahu
.42 Zkuste si to odvodit.

Jiz vime, ze pro velky pocet castic prechazi kanonické rozdéleni v mikrokanonické,
tj. ze fluktuace energie od stredni hodnoty je velmi mald, nebo jinymi slovy, ze ma smysl
uvazovat jen mikrostavy s energii rovnou stfedni hodnoté nebo jen velmi nepatrné odlisnou
(z néjakého malého okoli sttedni hodnoty). Zkusme tento poznatek aplikovat na vztah pro
entropii. Nejprve prejdéme od integrace pres fazovy prostor k integraci pres energii pomoci
vahového faktoru g(F)

S:—mmm@»:—@Aﬁmmmp@NQZ—@/mmmpwmwﬁw. (4.44)

O soucinu p(E)g(E) vime, ze mé velmi malé hodnoty vSude kromé malého intervalu ko-
lem stfedni hodnoty energie E. Nahradme tedy tento soucin funkci, kterd mimo inter-
val (E — 28 F+ %) bude nulovi a v tomto intervalu bude nabyvat hodnoty p(E)g(F)

19Pfipomenime, Ze entropie je extenzivni veli¢ina. Piipadné si jesté pfipometite odvozeni rozdélovaci
funkce pro kanonické rozdéleni a jakou roli v ném hréla extenzivnost vnitini energie.
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Obrézek 4.7: Souéin rozdélovaci a vahové funkce

(viz obrazek [4.7). Sfiku intervalu AE zvolime tak, abychom timto nahrazenim zachovali
y,hormovanost“, tj. aby platilo

1= [oB)gE)aE =0+ [ Eﬁjf p(B)g(E)dE +0 = p(E)g(E) [/ ij: "B
| = p(E)g(E)AE. (4.45)

PouZijme toto nahrazeni ve vztahu pro entropii S a zdroven si uvédomme, Ze uvedeny
interval je velmi maly, a proto i funkci In p(E) muzeme s dostateénou presnosti nahradit
jeji funkéni hodnotou In p(F)

E—-AE/2

E+AE/2 o o _ .
S=—kp [ “np(E) p(B)g(E)dE = —kyIn p(E) p(E)g(E)AL,
coz s vyuzitim vztahu dava
S = —kpglnp(E).
Pouzijme vztah jesté jednou k vyjadreni hodnoty rozdélovaci funkce pro hodnotu

energie E, tj. pro p(F)
— 1

P(E):ma
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tim dostaneme ]
S =—kgln ——— = kglng(FE) + konst.
B g(B)AE pIng(E)
Pokud si uvédomime vyznam vahového faktoru, tak muzeme Tici, Ze entropie je tmérna
logaritmu poc¢tu mikrostavii, které realizuji rovnovazny makrostav.

Ukol 4.12 'V diskrétnich systémech s malo ¢sticemi se opirdme pravé o posledni
uvedené tvrzeni. Uvazujme systém 18 magnetickych momentu (spini) v magnetickém
poli, které miti bud proti sméru magnetického pole a maji energii €, nebo ve sméru pole
a jejich energie je nulova. Tento systém rozdélime na cast A s Sesti momenty a ¢ast B
tvorenou dvanacti momenty. Magnetické momenty uvazujeme jako nepohyblivé, takze
uvazujeme pouze magnetickou energii a také neni mozné, aby moment presel z ¢asti A
do casti B.

a) UrcCete pocty mikrostavi a makrostavii obou diléich systémi A a B i celého
systému.

b) Urcete, kolik mikrostavu realizuje kazdy konkrétni makrostav systému A. Disku-
tujte souvislost s entropii.

c) Uvazujme, Ze cely systém je v rovnovaze a jeho celkova energie je rovna 9. Urcete
pocty mikrostavi ¢asti A a B, které odpovidaji staviim celého systému s danou
energii. Ukazte, Ze rovnovazny stav dil¢ich systému A a B (tak, jak je chdpeme)
odpovida maximalni entropii.

Vypocet rozdélovaci funkce ze skutec¢nosti, Ze rovnovaha odpovida maximu en-
tropie

Vyjdéme ze skutecnosti, ze v termodynamice jsme zjistili, Zze v rovnovazném stavu méa en-
tropie maximum, a zkusme odvodit, jaka rozdélovaci funkce tomuto pozadavku vyhovi.
Hleddame tedy takovou funkci p(E), pro kterou entropie S (kterou zde chapeme matema-
ticky jako funkciondl) dand vztahem

S =—kp /f.p. Inp(E) p(E)d®

nabyva maxima. Mame zde ale jesté dva pozadavky (vazebné podminky), jednak na nor-
movanost rozdélovaci funkce

| = /f p(E)ae
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a jednak na hodnotu vnitini energie (tato hodnota charakterizuje rovnovahu)

U= Ep(E)do.
fp

Jestlize pro néjakou funkci p(FE) nabyva S maxima, potom musi nabyvat maximum i funk-
cional X, ktery se od S lisi jen prictenim konstanty. Definujme tedy

S =S4 M1+ AU = /f (—kpInp(E) + A\ + AoE)p(E) dd,
.p.

kde Ay a A jsou libovolna realnéa éislam

Pro extrém ¥ plati

k
to | p(E)

Jestlize integral ma byt nulovy pro libovolnou variaci dp, musi byt integrovana funkce
nulova, tj.

—k‘B - kB lnp(E) + )\1 + )\QE =0
a odtud

A A2
g R E

p(E) =e

ALy . « 4.4 . .,

Pokud poloZime rovno efs = 1 a —22 — zduvodnéni této ,,volby“ je zcela stejné
p 7 a =2 ,volby* j j

jako pri odvozeni rozdélovaci funkce), dostavame rozdélovaci funkci p(FE) pro kanonické

rozdéleni.

Uvedené odvozeni nam ukazuje, ze tvar rozdélovaci funkce a skutecnost, ze samovolny
vyvoj k rovnovaze znamena rust entropie a v rovnovazném stavu je entropie maximéalni,
jsou dvé rovnocenné skutecnosti, které ze sebe navzajem vyplyvaji.

20Jde o pouziti metody hledani vazanych extrémii zndmé ¢asto pod ndzvem metoda Lagrangeovych
multiplikdtora.
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Reseni tkola z kapitoly

ReSeni 4 Protoze viraz pro Z (viz|4.21)) obsahuje soucet pies viechny mikrostavy,
je tfeba si vzdy nejprve ujasnit, kolik a jaké mikrostavy mohou v daném systému nastat.

a) Jedind ¢éstice v systému muze mit dvé hodnoty energie, jiné informace o systému ne-
mame, takze budeme predpokladat, Ze existuji pravé dva mikrostavy. Vyraz pro Z je

Z = exp(—fe1) + exp(—fer) .

b) U systému se tfemi Casticemi, které se mohou nachézet pravé ve dvou stavech (stejné
jako v Casti a), mdme celkem 23 = 8 mikrostavii. Jeden s celkovou energii 3¢y, tii s celkovou
energii 2¢; €9, tTi s celkovou energii €; +2¢5 a nakonec jeden s energii 3e5. Pokud poscéitame
prislusné exponencialy v Z, dostaneme

Z = exp(—3Pe1) + 3exp(—P(2€; + €2)) + 3exp(—P(€e1 + 2¢e2)) + exp(—3fes) .

Povsimnéte si, ze opravdu je podstatna jen celkova energie daného mikrostavu. Takze
pokud ma vice mikrostavi stejnou energii, pak staci prislusnou exponencialu vynasobit
jejich poc¢tem — porovnejte to s obecnym vyjddienim pomoci vahového faktoru [4.24]

c¢) Pfedchozi tikol nas navadi k tomu, Ze celkové je 2V mikrostavii, protoze kazdd ¢astice
si muze vybrat mezi dvéma moznostmi. Celkova energie se bude postupné promeénovat od
Ney, pres (N —n)e; +nes (mikrostavy, kdy pravé n éastic mé energii e, a ostatni energii €;)

y [ PR . o , « [N . ,
az po Ney. Pokud ma mit pravé n ¢astic z N energii €5, pak existuje pravé moznosti,
n

které to mohou byt, coz je pocet mikrostavi s touto energii. Pro Z tedy dostavame

2= () w80 = e+ )]

Platnost tohoto vztahu si miizeme jesté oveérit tak, ze dosadime N = 3, ptipadné mezni
pripad N = 1 a porovname s vysledkem ¢asti b), resp. ¢dsti a). Upravme jesté vyraz pro
Z na

N
N n "
/=2 (71) [exp (—Be)] ™™ [exp (—Be)]”
n=0
coz muzeme pomoci binomické véty prepsat na

Z = [exp (—fe€1) + exp (—662)]N )

Nejedna se jen o né¢jakou nahodnou moznost, ale o konkrétni priklad toho, jak 1ze spocitat Z
pro systém neinteragujicich ¢astic. Porovnejte tento vypocet s pozdéji uvedenym odvozenim

vztahu [4.26]
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d) Pro jednu ¢éstici je to snadné, podobné jako v ¢asti a) oznacime energie €, €, €3 a €4
a muzeme psat statistickou sumu Z

Zy = exp(—Pe1) + exp(—fea) + exp(—fes) + exp(—Ses) .

Pokud by byly castice dvé, pak mame celkem 4 - 4 = 16 mikrostavli, napiSme Z se
vsemi 16 séitanci a navic si exponencidlu, kterd ma v argumentu soucet obou energii,
napisme jako soucin dvou exponenciél, tj. napt. misto exp(—3(e; + €3)) budeme psat
exp(—[e1) exp(—pesz). Peclivé si promyslete, Ze statistickd suma Z m4 pravé tyto ¢leny

Ty = e—Be1g—fea 4 e Be1g—Be + e~ Be1p—Pes + e Pe1p—Pe +
e Pep=Pa 4 gPagfe 4 gPfegfa | gfeg—fu |
e PB4 g Besgfe | oPfagBas 4 oBesgfa 4
e Peap=Ber 4 oBag—fe | gPfeag—Peas | oPag—lfa

kvili tispornéjsi sazbé jsme pouzili jiné vyjadreni exponencialy, nez je v tomto textu zvy-
kem. V kazdém clenu je v argumentu prvni exponencidly energie prvni castice a argument
druhé exponencialy obsahuje energii druhé c¢astice. Usporadani clent do radkt neni na-
hodné, ale je zvoleno tak, Ze ve vSech cClenech na jednom radku je stejna energie prvni
castice, a proto se prislusna exponenciala da vytknout, tj. dostaneme

Zy= ePa (ePa 4 efe 4 efs 4 ePa) 4
efe (ef 4 efe 4 efa 4 e7ha) 4
ePe (ePa 4 ePe 4 efe 4 efu) 4
e Paa (ePa 4 e P 4 e e 4 e fa) |

coz po vytknuti zavorky dava
Ty = (8—661 +eBez g Be 8—664)2 '

Opét se tedy setkavame s tim, ze se nam podarilo statistickou sumu systému dvou c¢astic
napsat jako druhou mocninu statistické sumy systému s jedinou c¢éstici.

Uplnou indukef mtizeme odvodit, Ze toto plati i pro vyssi pocet ¢astic. Pokud mé systém
N ¢&astic, pak ma 4" mikrostavii. Rozdélme je na ¢tyii skupiny podle toho, jakou energii
mé prvni ¢astice, v kazdé skupiné bude 4V~! stavii. Pokud si vezmeme skupinu, kde ma
prvni ¢éstice energii €;, a napiSeme si piislusné ¢leny v Z, miizeme ze viech vytknout e %4
a to, co nam ,zbude v zavorce“, bude statisticka suma Zy_; systému s N — 1 ¢asticemi.
Pro Zy dostavame

Iy=e"Zy g +e P2y i +e Py +e P9Iy =21 Iy

Platnost vyrazu Zy = Z¥ pro N = 1 (dokonce i pro N = 2) jsme jiz ukdzali pfimym
vipoctem. A ted jsme ukdzali, Ze pokud vyraz Zy = Z plati pro N — 1, musi platit i
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pro N. Takze diky uplné indukci méame dokézano, ze uvedeny vyraz plati pro libovolné
prirozené cislo V.

e) Zde se setkavame se spoc¢etnym poctem mikrostavi, dle vzorce m plati
Z = Z exp(—pSke) .

Tento vztah mtzeme upravit tak, aby bylo zcela zjevné, Ze se jedna o geometrickou radu

o0

Z exp(—

kterou umime secist pravée v pripadé, ze jeji kvocient je v absolutni hodnoté mensi nez
jedna, tj. pokud

lexp(—pe)| <1,

coz plati pro kladné hodnoty energie €. Protoze prvni ¢len fady (pro & = 0) se rovnd jedné,

plati
1

T 1—exp(—fe)

ReSeni 4 Jak bylo v textu zminéno, statisticky integral, resp. suma hraji roli
normovaci konstanty. Umoznuji ndm rozdélovaci funkci interpretovat jako hustotu prav-
dépodobnosti, resp. pravdépodobnost. S hustotou pravdépodobnosti jsme se potkali jiz
v kvantové mechanice a i zde hrala normovaci konstanta velkou roli — normovani vinové
funkce nam umoznilo délat predpovédi ohledné pravdépodobnosti naméreni jednotlivych
hodnot, pocitat stfedni hodnoty apod. Zde je to podobné. Pokud bychom Z vynechali
¢i mélo jinou hodnotu, tak bude mit rozdélovaci funkce ,stejny tvar® (prubéh), ale jiné
hodnoty.

Dalsi véci, kterou je dobré si uvédomit je, ze Z nezavisi na zadnych mikroskopickych
charakteristikdch systému (jako jsou tfeba soufadnice ¢i hybnosti jednotlivych ¢astic, ¢i
energie jednotlivych ¢éstic). Ve vyjadieni Z zustéava konstanta [, kterd tam vnasi ter-
modynamickou teplotu T', kterou ale bereme pro systém v rovnovaze, ktery popisujeme,
jako neménnou. Diilezité je ale si tuto zavislost uvédomit v pripadé, ze chceme porovnavat
rozdélovaci funkce systému pri riznych teplotach.

Pted urcéovanim jednotky si pripomenime definiéni vztah Z (viz [4.9)

= /11 = /f.p. exp(—(GFE)d®
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ze kterého je patrné, ze jednotku urcuje element fazového prostoru d®. Pro systém s jedinou
castici, ktera se mize pohybovat jen v jednom sméru, je d® = dx dp, tj. jednotka je

m - kgms ' =Js,

tj. stejna jednotka jako u Planckovy konstanty a momentu hybnosti. Pokud by se tato
jedna castice mohla pohybovat ve vsech tiech smérech, pak d® = dxdydzdp,dp,dp.
a jednotka je (Js)3. U systému s N ¢asticemi pohybujicimi se ve viech tiech smérech bude
jednotkou (Js)3V. Pokud bychom uvaZovali systém s né&jakymi zobecnénymi soufadnicemi,
pak k zobecnéné soutadnici ¢ piislusi zobecnéna hybnost p, = %s, kde L je Lagrangeova
funkce, takze soucin dgdp, bude mit také jednotku Js

OL
d® = dgdp = dqd(f)q’) = [®]=]q]- B =Js,

kde hranaté zéavorky oznacuji rozmér (jednotku) dané veli¢iny.

Protoze je statisticky integral Z ve jmenovateli rozdélovaci funkce, odpovidaji uvedené
jednotky tomu, ze chceme rozdélovaci funkci v téchto pripadech interpretovat jako hustotu
pravdépodobnosti definovanou na fazovém prostoru.

Pokud uvazujeme i jiné nez mechanické energie, muze fazovy prostor vypadat i jinak.
Vratte se k tomuto tikolu pii studiu chovani paramagnetika v kapitole [5.1] Stéle ale plati,
ze jednotky statistického integralu Z a objemu fazového prostoru jsou shodné.

V diskrétnim piipadé je situace jesté jednodussi. Jiz z definice statistické sumy

pocet

mikrostavu

Z= Y exp(-PE;).

Jj=1

je jasné patrné, ze statistickd suma Z je bezrozmérna. Opét to souhlasi s interpretaci
rozdélovaci funkce jako pravdépodobnosti realizace mikrostavu (nikoli hustoty pravdépo-
dobnosti).

Reseni 4 Stru¢na odpovéd zni ano. Céstice idedlniho plynu mezi sebou neintera-
guji, takZe jejich systém spliiuje podminky pro pouZiti vztahu Z = Z}V.

Podivejme se ale na odvozeni podrobnéji. Nejprve si povSimnéme, ze vysledek (vztah [4.16])

3N
Z2=vV| =] =vV <2m”>3m
T B ’
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ma pozadovany tvar, protoze statisticky integral systému s jedinou ¢astici mtzeme odvodit
tak, ze dosadime N =1
2mm 8/2
Z1 == V <>
p
a plati Z = ZN.

Pokud se podivame na zac¢atek odvozeni — celkova energie ideadlniho plynu je ddna vztahem
4.13]
2
E=Y P
= 2m
kde m je hmotnost jedné ¢astice. A statisticky integral jsme zacali pocitat jako [4.14]

N2
Z:/ exp [ -85 2E) qo.
I p< Bk;?m)

Misto rozdéleni integralu na prostorové a hybnostni slozky miizeme nejprve rozdélit inte-
graci podle soutadnic jednotlivych ¢astic. Ozna¢me jako element fazového prostoru prvni
castice

d®, = dx, dro dwsdp, dpa dps ,
kde z1, o a x3 jsou souradnice prvni castice a pi, ps a p3 slozky jeji hybnosti. Podobné
budeme definovat element fazového objemu i pro ostatni ¢astice. Plati

d® = dP; dD,...dDy

a to nam umoznuje psat

2 2 2
7 _ / exp( p1 +2pz +p3> 4d, [p exp (_/BP3N—2 ‘I‘Z;S;JrLV—l +p3N> Ady |
N

coz je soucin N stejnych integralu (lisi se jen pojmenovanim integra¢nich proménnych) a
kazdy z nich odpovida statistickému integralu systému jediné castice.

Reseni 4. Budeme postupovat tplné stejné jako pro spojity systém. Predpokladame
energii ve tvaru

N -
E=YE,
k=1

kde E,gj ) je energie k-té ¢astice v j-tém mikrostavu. Dosadime do vztahu pro statistickou
sumu

pocet pocet

mikrostavi mikrostavi N )
2= % ewom)- Y e (-8(LE0)).

j=1 j=1 k=1
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Rozepiseme exponencidlu na souc¢in jednotlivych exponencial a prohodime soucet a soucin.
Jde vlastné o takové vytykani pred zavorku, pokud jste nefesili predchozi tikol, bylo by
vhodné se k nému vratit, protoze ukazuje vyznam nésledujictho kroku na konkrétnim
prikladé pro maly pocet ¢astic i mikrostavi. Pro koneény pocet mikrostavu je prohozeni
s¢itani a nasobeni zcela v poradku. U spocetného poctu bychom se opreli o tzv. silnou
konvergenci dané tady, kterd umoznuje jeji prerovnavani, coz je podstata tohoto kroku.
Takze dostavame

pocet
pocet mikrostavu

mikrostavi N k—té céstice

N , .
z= Y Tlew(-88) =11 % en(-08).
k=1 k=1 =1

=1

To, co se mezi sebou nasobi v poslednim vyjadreni, jsou statistické sumy pro systémy
obsahujici vzdy jednu ¢éstici. Protoze castice jsou stejné a mohou nabyvat stejnych stavii
a energii, tak se bude jednat o stejné vyrazy. Tim jsme odvodili hledany vztah

N
z=1]2z=2z".
k=1

Reseni 4@

a) Pro dvé rozlisitelné ¢astice, které oznacime jako A a B, mame 4 rtizné mikrostavy.

¢islo mikrostavu 1 2 3
Castice s energii ¢; | A, B | A B
Castice s energii €y B A

Takze dostavame statistickou sumu ve tvaru
Znon. = exp(—2f¢€1) + 2exp(—p(e1 + €)) + exp(—20¢,) ,
coz muzeme upravit na tvar
Zron. = lexp(—Pe1) + exp(—Per)]” .
Tim jsme ovéfili ofekdvany vysledek, tedy Ze vztah Z = ZN plati.

b) U nerozlisitelnych bosonu jsou mikrostavy 2 a 3 stejné, tj. jde o jediny mikrostav.
Statistickd suma bude mit tvar

Zhoson = exp(—208¢1) + exp(—f(e1 + €2)) + exp(—2€s)



4.6. ENTROPIE V KANONICKEM SOUBORU 89
a vidime, Ze zde jiz vztah neplati.

¢) U nerozlisitelnych fermioni musime jesté uvazit, ze oba fermiony nemohou byt ve stejném
stavu, tj. mikrostavy oznacené v ¢asti a) jako 1 a 4 nejsou pripustné. Zbyva tedy jediny
mikrostav, kdy jeden fermion je ve stavu s energii €; a jeden ve stavu s energii e5. Statisticka
suma bude mit tedy tvar

Zfermion = exp(—ﬁ(el + 62)) .

Z Casti b) a c¢) vidime, ze nerozlisitelnost podobné jako vzajemna interakce znemoznuje

pouZiti vztahu Z = Z} (4.26)).

Na druhou stranu, pokud méa systém mnoho tepelné dosaiitelnychﬁ povolenych energii
(napf. pro translacni pohyb lze uvazovat i spojity interval povolenych energii, tj. povolenych
energii je nekoneéné mnoho), ¢asto se pouziva dostatecné presny vztah

Zrozl.
Znerozl. = NI

ve kterém je zohlednéna skutecnost, ze vzajemnou zaménou castic nedostavame novy mi-
krostav.

ResSeni 4.@ Molarni tepelné kapacity v béznych stredoskolskych tabulkach nena-
jdeme, ale neni obtizné je pomoci molarni hmotnosti dopocitat z mérné tepelné kapacity
Cym = cvM,,.

Dalsi véc, kterou zanedbame, bude rozdil mezi tepelnou kapacitou pti konstantnim objemu
a pri konstantnim tlaku. Vzhledem k tomu, ze se jedné o pevné latky (krystaly), tepelna
objemova roztaznost je zanedbatelna, a tedy i rozdil mezi tepelnymi kapacitami bude maly.
V nésledujici tabulce jsou uvedeny stejné latky (az na tellur, jehoz tepelnd kapacita neni
v tabulkdch uvedend) jako v puvodnim ¢lanku Petita a Dulonga [3], ale ¢iselné hodnoty
jsou prevzaty ze stredoskolskych tabulek [4] (zdsadni rozdil je zejména v pouzivanych jed-
notkach).

6Tepelné dosazitelné jsou takové, pro které plati £ < kpT.
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Cy M, m Cvm Cvm / 3R

2 kJ g J
latka kg K mol mol K

bismut | 0,12 | 208,98 | 25,08 1,01
olovo 0,13 | 207,2 | 26,94 1,08
zlato 0,14 | 196,97 | 27,58 1,11
platina | 0,13 | 195,08 | 25,36 1,02
cin 0,22 | 118,71 | 26,12 1,05
stribro | 0,23 | 107,87 | 24,81 0,99
zinek 0,38 | 65,39 | 24,85 1,00
meéd 0,38 | 63,55 | 24,15 0,97
nikl 0,44 | 58,69 | 25,82 1,04
zelezo | 0,44 | 55,85 | 24,57 0,99
kobalt | 0,42 | 58,93 | 24,75 0,99
sira 0,71 | 32,07 | 22,77 0,91

Z posledniho sloupecku je vidét, ze pro uvedené latky vztah
Cym — Cva = 3NAkB =3R.

plati celkem presné.

Reseni 4.7
a) Celkova energie volné ¢éstice je rovna

E= 21,2 (n2 +pp+12)

kde m je hmotnost castice a p,, p, a p, jsou slozky hybnosti ¢astice.

Souradnice fazového prostoru s pouze kvadratickou zavislosti g, jsou pravé slozky hybnosti,
pocet téchto souradnic je s = 3, konstanty A; = Ay = A3 = ﬁ aB=0.

b) U jednodimenzionalniho oscildtoru plati
1

1
E= %pQ + imw2x2,

a vidime, ze jsou dvé souradnice s vyhradné kvadratickou zavislosti, a to ¢; = p, ¢2 = =,
s = 2 a prislusné konstanty jsou A; = ﬁ a Ay = %mwz a funkce B = 0.

U tridimenzionalniho oscilatoru je energie

E = 27171 (p2+py+12) +;mw2 (2% +17+2%) .
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Celkové je zde Sest souradnic s pouze kvadratickym c¢lenem v energii, tj. s = 6, jsou to
slozky hybnosti a souradnice. Prislusné konstanty prislusejici k hybnostem jsou Ay = Ay =
Az = ﬁ, konstanty prislusejici souradnicim jsou Ay = A5 = Ag = fmw a funkce B = 0.

¢) Pokud pouzijeme souradnice a hybnosti obou ¢éstic, dostavame pro celkovou energii
vztah

1 2 2 2 1 2 2 2 1 . o e
FE = Tﬂ’h<p1m +p1y +plz) +27m2<p21 +p2y+p2z) +§K|’r’1—}—r2| =

o (e sy ) e (4 40 +

1

5K (@1 =22+ (51— 92)* + (21— 22)%] -

V tomto vztahu je 6 souradnic s kvadratickou zavislosti, jsou to slozky hybnosti obou
castic. Veskerou zavislost na souradnicich musime zahrnout do funkce B, a to i pTesto, zZe
se zde vyskytuji ¢leny s kvadratem souradnice. Vztah vyzaduje, aby dand souradnice
méla pouze kvadraticky clen.

Mizeme ale pouzit souradnice hmotného stiedu

poloha : R = mitm _ (XY, 7),

mi+mg

hybnost : 13:171 + P = (Px, Py, Pz),

a relativni souradnice

vzdjemnou polohu : r=r —r=(zy2z2),
vzéjemnou hybnost : p=m, (% — %) = (Duy Dy, D2) -
Celkovou hmotnost ozna¢ime M = mj + mq a redukovanou hmotnost m, = 7;”3:’:22 Pro
energii plati
E= (PX+PY+PZ)+L<]9 + +p)+1K (2% +7+2%) .
oM 2m, \° Y z 2

V téchto souradnicich mame devét soutradnic, které maji ve vztahu pro energii pouze kva-
draticky ¢len, tj. s = 9. Dalsi ¢leny zde nejsou, tj. B = 0. Oba pristupy nejsou v rozporu,
ale ukazuji nam, ze volbou vhodnych souradnic si mizeme vypocet zjednodusit.

d) Pro hmotny bod obihajici v poli centralni gravitacni sily plati

)
_ D7 GmM __
E = 2m+ ro G
1 (2 2 2 m _
2m \Pz +py+pz> (22442422

= 1( 72“+ +r251n219)+GT:LM’
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kde souc¢in GmM je soucin gravitacni konstanty, hmotnosti hmotného bodu a centralniho
télesa. Prvni vyjadreni je invariantni, v druhém jsou pouzity kartézské souradnice a ve
tretim soufadnice sférické. Vidime, ze v kartézskych souradnicich jsou tfi soutadnice s
kvadratickymi ¢leny (slozky hybnosti) a ve sférickych soutadnicich je to pouze radidlni
slozka hybnosti.

Poznamka: Uvédomte si, ze nemuzeme hybnost vyjadrovat v kartézskych souradnicich a
polohu ve sférickych, protoze definice fazového prostoru vyzaduje navzdjem sdruzenou (zo-
becnénou) polohu a (zobecnénou) hybnost.

ReSeni 4 Pro rota¢ni teplotu 7,..;. mame vztah
h2
Trot. = .
2Jkp

V pripadé molekuly slozené ze dvou stejnych atomi je hmotny stied presné ve stredu
molekuly a moment setrvacnosti J je roven

N> mi2
:2 — = —
J m<2> 5

kde [ je délka vazby a m hmotnost jednoho atomu. V pripadé molekuly slozené ze dvou
ruznych (ruzné tézkych) atomt uréime nejprve polohu hmotného stiedu tak, Ze si oznacime
jako 1y vzdélenost prvniho atomu (s hmotnosti m;) od hmotného stfedu a ly vzdalenost
druhého atomu (s hmotnosti my). Pak plati

ma my
L=10+1 mily =msly = h=———I, lh=———I.
my + moy my1 + Mg
Moment setrvacnosti J ma tvar
mims
J=milf + moly = ———1%,
my + mo

kde poznavame redukovanou hmotnost a vzajemnou vzdéalenost obou atomi.

Po dosazeni uvedenych hodnot dostaneme:

délka vazby | rel. atom. hmotnost | rot. teplota

l Ar Trot.
plyn pm K
vodik Hy 74,14 1,008 87,4
dusik No 109,76 14,01 2,9
kyslik 09 120,75 16,00 2,1
chlor Cly 198,75 35,45 0,3
fluorovodik HF 91,68 1,008 19,00 28,9
chlorovodik HCl 127,45 1,008 35,45 14,9
oxid uhelnaty CO 112,81 16,00 12,01 1.4
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Jak vidime, tak se nase vysledky velmi dobte shoduji s experimentalnimi hodnotami uve-
denymi v tabulce[4.2] Jedinou vyjimkou je oxid uhelnaty, kde ndm vysla poloviéni hodnota.

Reseni 4@ Tentokrat budou data predstavovat ,tabulku®, kde ve svislém sméru
bude pocet Castic v prvni ¢asti, ve vodorovném smeéru pocet c¢astic ve druhé casti. Pocet
¢astic ve treti ¢asti systému uz je jednoznacné dan. Pro systém s 10 ¢asticemi ukazuje
pocet mikrostavii nasledujici tabulka, prazdné bunky znamenaji, Ze dand kombinace neni
MozZna.

 Jojt ]2 ] 3 ] 4]5 ] 6 ]7]8]9]10)

0 1 10 45 120 210 | 252 | 210 | 120 |45 |10 | 1
1 10 90 360 | 840 | 1260 | 1260 | 840 | 360 | 90 | 10
2 || 45 | 360 | 1260 | 2520 | 3150 | 2520 | 1260 | 360 | 45

3 [ 120 | 840 | 2520 | 4200 | 4200 | 2520 | 840 | 120

4 || 210 | 1260 | 3150 | 4200 | 3150 | 1260 | 210

5 || 252 | 1260 | 2520 | 2520 | 1260 | 252

6 || 210 | 840 | 1260 | 840 210

7 || 120 | 360 | 360 | 120

8 || 45 90 45

9 10 10

10 1

Nejvyssi hodnoty jsou znazornény tucné. Vidime, ze se jedné o takové mikrostavy, kdy jsou
castice rozdéleny mezi jednotlivé ¢asti nejrovnomérnéji, jak je to mozné. Tabulku mtzeme
znazornit i graficky.
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Na dalsim obrazku je ukazano, ze se zvysujicim se poctem cCastic roste relativni pocet
mikrostavi, které se prilis nelisi od rovnovazného rozdéleni.

N =100

Reseni 4 Z termodynamiky vime, ze volnd energie F' = F(V,T) ma totalni
diferencial
dF = —pdV — SdT.

Z matematické c¢asti o totalnich diferencidlech vime, ze obecné plati

OF OF
dF = <W>T dV + <6_T>V dT.

Porovnanim obou vyjadieni dostaneme
(o)
p=={57] -
ov ).,

Alternativni odvozeni muze predstavovat ponékud ,drevorubeckda® prace s diferencidly.
Nejprve si prepiseme diferencialy na makroskopické rozdily (diference)

AF = —pAV — SAT,

vydélime diferencidlem AV

AF AT

i~

AV AV
¢imz dostaneme podily, které limitnim pfechodem prevedeme zpét na derivace. U deri-
vaci v termodynamice musime vzdy uvést podél jaké cesty derivujeme, protoze pracujeme
s funkcemi vice proménnych. Prava strana ziskané rovnosti by se zjednodusila, pokud
bychom postupovali podél izotermy 7' = konst., tj. AT = 0. Vysledny vztah v tomto

pripadé je
(o)
— ) =-p
ov ).,
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Volnou energii F' jsme vyjadrili jako
F=—kgTInZ,

a po dosazeni do vztahu pro tlak dostavame
oF ) olnZ
pP=— —_— = ]CBT ( ) .
<3V T o ),

Statisticky integral pro idealni plyn je

3N
2 .

7Z =V (2mnkgT)

Po dosazeni do vztahu pro tlak dostavame

InZ O|NInV + 3N In(2mrkgT N
p = kT (8 . > = kT ( [ gV ( = )} = k’BTv>
T T

coz po uprave dava
pV = NkBT,

tj. termickou stavovou rovnici idedlniho plynu.

Na prvni pohled nas mtze tento vysledek prekvapit, ale pokud si uvédomime, Ze statistickou
fyziku budujeme pravé proto, aby nam pomohla z mikroskopického popisu systému odvodit
makroskopické stavové rovnice, pak nas ziskany vysledek jen ujistuje, Ze jsme pocitali
spravne.

Reseni 4 Odvozeni provedeme velmi primocare. Zacneme od vztahu a
dosadime do néj vztah pro volnou energii F

OF 0 1 (02
S =— <8T>V = —or (“hsTInZ) = kgl Z + kpT (aT>V ,

kde mame derivaci statistického integralu Z

07 9 B E B
g9z _ 9 B T _ 2 ) q0.
ar — oT Jr,. eXp( kBT) o kpT? exp( k;BT>

Jesté nez dosadime tuto derivaci do vztahu pro entropii S, odvodme vyjadieni energie
z rozdélovaci funkce p

L ( E) N £ InZ—1
=—exp|———= —=—InZ —-Inp.
P= 7 P\ T, T knT p
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Oboji dosadme do vztahu pro entropii S

1 —InZ —Inp E
=kglnZ T— _— ———) do.
S=kglnZ+ kg Z ) T exp( kBT> d

Déle vime, ze Z a T jsou vzhledem k integraci pres fazovy prostor konstanty, takze dosta-
vame
E

1 B 1
—kplnZ —kplnZ - _ BN qe / np - (—)d(l).
S B 5 A fp. exp( k‘BT> B fp. np Zexp kﬁBT

Prvni integral je roven statistickému integralu Z, v druhém integralu je rozepsana rozdé-
lovaci funkce p

1
S:kBan—kBan—Z—kB/ np pdd
Z fp-

prvni dva ¢leny se odectou a integral v poslednim ¢lenu odpovida stredni hodnoté In p

S = —kglnp,
coz je hledany vztah.
Reseni 4 a) Pii pocitani mikrostavi musime uvazovat obé moznd natoceni

kazdého momentu. Systém mé 18 momenti, kazdy dva mozné stavy, tj. pocet mikrostavi
je roven 2'8. Makrostav je charakterizovdn celkovou energii systému. Ta miize nabyvat
hodnot 0, €, 2¢, ... 18¢, tj. je celkem 19 riaznych makrostavi. Podobné uréime, ze ¢ast A
m4 2 moZnych mikrostavii a 7 makrostavii, ¢ast B ma 2'2 mikrostavii a 13 makrostavii.

Povsimnéme si, ze mikrostav celého systému je dan tak, ze nezavisle na sobé miize nastat
libovolny mikrostav casti A i libovolny mikrostav ¢asti B. Proto je pocet mikrostavi celého
systému dan soucinem poctu mikrostavii obou jeho ¢asti.

b) Cast A ma sedm riiznych makrostavi, energii urc¢uje poc¢et momentti, které maji byt
natoceny proti sméru pole. Pocet mikrostavi tedy bude dan tim, kolik existuje zpusob,
jak vybrat prislusny pocet momentu z celkového poctu. Zapisme to do tabulky.

energie makrostavu ke Oe | 1e | 2¢ | 3e | 4e | He | Ge
pocet momenti
natocenych proti poli k O|1(2]3]4]|5]|6

pocet mikrostavi (2) 1161520156 |1

Entropie je timérnd logaritmu poc¢tu mikrostavii, takze nejvétsi entropii by mél makrostav
s energii 3¢, kdy jsou obé natoceni zastoupena stejné.
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¢) Zname celkovou energii systému, ale nevime jak je rozdélena mezi diléi c¢asti A a B,
proto budeme uvazovat vSsechny moznosti. Uréime pocty mikrostavii A a B (jejich souéin
déva pocet mikrostavi celého systému). Opét si vytvorime tabulku s moznym rozlozenim
energie mezi obé c¢asti a po¢ty mikrostavi.

energie ¢asti A ke 0 € 2e 3¢ de D€ 6e
pocet momentil

v A natocenych

proti poli k 0 1 2 3 4 5) 6

pocet mikrostavi A ( 2 ) 1 6 15 20 15 6 1

energie ¢asti B (9—k) 9¢ 8¢ Te Ge be de 3e
pocet momenti

v B natocenych

proti poli 9—-k 9 8 7 6 5 4 3

pocet mikrostavi B ( 9 1—21{: 220 | 495 792 924 792 495 | 220
celkovy pocet

mikrostaviu 220 | 2970 | 11880 | 18480 | 11880 | 2970 | 220

Entropie celého systému je tmérna poctu mikrostavi systému, tj. je maximalni, pokud se
energie rozdélila v poméru velikosti obou ¢asti, coz odpovida chovani extenzivni veli¢in pro

systémy v rovnovaze.
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