Kapitola 5

Aplikace kanonického rozdéleni

V této kapitole se budeme nejprve detailné vénovat modelu paramagnetické latky, na kte-
rém si ukazeme zpusob, jak pomoci teorie vylozené v kapitole 4| odvodit makroskopické
chovani takové latky. Druha podkapitola je teoreti¢téjsi a vraci se k nékterym aspekttim roz-
délovaci funkce. Ve treti podkapitole naleznete priklad systému, ve kterém c¢astice navzajem
interaguji (redlny plyn) a zpusob, jak vhodné aproximovat tuto interakci a dospét k rov-
nicim, které jsou v termodynamice pouzivany na zakladé experimentalnich dat. Posledni
podkapitola ilustruje pouziti teorie na dvou tlohach, které neodrazeji chovani néjakého
realného systému; jejich ucelem je ukazat na dalsich prikladech, jak se teorie aplikuje.

5.1 Paramagneticka latka

V této casti se budeme zabyvat systémem velkého poc¢tu N magnetickych momenti o ve-
likosti p, které jsme vlozili do homogenniho magnetického pole s magnetickou indukei
o velikosti B. Témito momenty mohou byt napf. atomy, které maji nenulovy magneticky
moment, zpiisobeny spinem elektrontt v elektronovém obalu ¢i nenulovym souctem jejich
orbitalnich momenti. Vliv mize mit i magneticky moment jadra, ale ten je typicky o né-
kolik Fadu mensi (coz je ddno podstatné vétsi hmotnosti jadra). Magneticky moment /i
jako vektorova veli¢ina urcuje velikost, ale i natoceni magnetického momentu v prostoru.
V celé podkapitole budeme predpokladat, ze magnetické pole ma vliv pouze na natoceni
magnetického momentu, nikoli na jeho velikost.

Z elekttiny a magnetismu vime, Ze energie magnetického momentu v magnetickém poli
je rovna F = —ji - B. Vidime, ze nejmensi energii (rovhou E = —puB) méa magneticky

moment mirici ve sméru magnetického pole, coz je také jeho stabilni poloha. Naopak energie
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102 KAPITOLA 5. APLIKACE KANONICKEHO ROZDELENI

magnetického momentu miticiho proti sméru pole je E = uB, tj. nejvétsi mozna (jednd se
o labilni rovnovaznou polohu).

Ukol 5.1  Diskutujte (zatim pouze kvalitativné), jak se usporadaji magnetické mo-
menty v homogennim magnetickém poli

e a) pii extrémné nizké teploté (bliZici se termodynamické nule),
e b) pfi velmi vysoké teploté.

Jakd energie tomuto usporadani odpovida?
Néapovéda: Magnetické pole ,se snazi“ magnetické momenty srovnat do svého smeéru;

ty se ale pfi nenulové teploté ale tepelné chaoticky pohybuji, s rostouci teplotou je
tento pohyb intenzivnéjsi. Tyto vlivy jsou protichudné. Kdy ktery prevazi?

N&s model se hodi pravé pro paramagnetické materialy, které jsou slozeny z c¢astic s ne-
nulovym magnetickym momentem, ktery ale neni prilis velky (resp. vzdalenost ¢éstic je
dostatecné velkd), takze se magnetické momenty jednotlivych ¢astic navzajem neovlivﬁujiE]
Také budeme predpokladat, ze alespon v prvnim priblizeni vnéjsi magnetické pole neovliv-
nuje velikost magnetickych momenti a ze magnetické momenty jsou vic¢i vnéjsimu poli
dostatecné slabé, takze muzeme jejich magnetické pole zanedbat (tj. uvazujeme, Ze jsou
pouze ve vnéjsim poli, nikoli i v poli ostatnich magnetickych momentit).

Protoze ve vypoctech v této podkapitole nebudeme uvazovat jinou energii nez energii
magnetickou, tj. zanedbavame napt. veskery pohyb atomi, je tento model vhodny pouze pro
pevné paramagnetické latky. Prikladem takovych latek jsou sodik, draslik, hlinik, chrom,
lithium, platina a dalsi.

Co vime o paramagnetickych latkach z elektfiny a magnetismu

Paramagnetické vlastnosti latky jsou dany nevykompenzovanymi magnetickymi momenty
nékterych elektronti. Paramagnetikum tedy obsahuje atomy (¢i molekuly) s ¢astecné za-
plnénymi elektronovymi podslupkami, tzv. lokalizované magnetické momenty. U téchto
paramagnetik plati pro magnetickou susceptibilitu x,, tzv. Curietiv zakon

L. C

mNiat' m =
X T J- X T

'Pokud by k tomu dochézelo, tj. jednotlivé momenty by navzdjem ovliviiovaly sviij smér, pak i bez
vnéjstho magnetického pole by v latce vznikali oblasti se stejnou orientaci magnetickych momentu, tzv.
domény, a jednalo by se feromagnetickou latku.
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ktery 1ika, ze magneticka susceptibilita je nepfimo umérna termodynamické teploté T
(C' je tzv. Curieova konstantaE[). Magneticka susceptibilita y,, u linearnich magneticky
mekkych materialt popisuje vztah mezi vnéjsim polem popsanym magnetickou indukei B
& intenzitou H a magnetizaci M , kterou toto vnéjsi pole v materidlu vyvola. Plati

M =y H.

— —

V izotropnich materidlech maji vSechny tri vektory B , H a M stejny smér a mizeme psat

XmB: CB

Hor o prptoT

kde p.po je magnetickd permeabilita dané latky (vyjadiend pomoci relativni permeability
a permeability vakua).

Uvedené vztahy plati pro nekovova paramagnetika a vybrané kovy jako paladium a platina.
Z experimentu vime, ze u vétsiny kovovych paramagnetik se magnetickd susceptibilita
nefidi Curieho zakonem, ale je v podstaté teplotné nezavisla. Prevazi u nich totiz vliv
nelokalizovanych vodivostnich elektron,

Ale ke spravnému vysvétleni teplotni nezavislosti susceptibility kovovych paramagnetik
nestaci vzit v ivahu jen nelokalizovanost elektront (tj. uvazovat jen klasicky model elek-
tronového plynu), ale je tfeba vzit v ivahu skutecnost, ze elektrony jsou fermiony a jejich
chovan{ popisuje tzv. Fermi-Diracovo rozdéleni, které bude vylozeno v kapitole[6] Podstata
rozdilu je v tom, Ze vnéjsi magnetické pole sice i zde zvyhodnuje orientaci magnetickych
momentil ve sméru pole, ale tuto vyhodnéjsi orientaci mize zaujmout jenom velmi maléd
cast elektronti, které se nachéazeji ve stavech s energii, kterd je velmi blizka tzv. Fermiho
energiiEl Pro ostatni elektrony jsou stavy s vyhodnéjsi orientaci obsazeny jinymi elektrony;,
a protoze elektrony jsou fermiony, nemohou do takového stavu prejit. Mnozstvi elektron,
které mohou prechazet do stavi orientovanych ve sméru pole roste pifimo timeérné s teplo-
tou, ale stejné jako u nekovovych paramagnetik stfedni hodnota ,natoceni do sméru pole*
naopak s teplotou klesa (nepfimo imérné). To nam déva celkovou nezavislost magnetizace
na teploté. [IJ

2T kdyz ma Curieho konstanta stejny rozmér jako termodynamickd teplota, neni vhodné ji nazyvat
Curieho teplota. Jako Curieho teplota se oznacuje teplota, pti které feromagnetické materialy ztraceji fero-
magnetické vlastnosti a stavaji se paramagnetické. Takové latky ale zde uvedeny Curietiv zdkon nepopisuje
a ani my se jimi v této kapitole nebudeme zabyvat.

3Energie posledniho obsazeného stavu, pokud bychom obsazovali jednotlivé stavy postupné od nejmensi
energie. Se vzrustajici teplotou prechazeji elektrony i na vyssi hladiny a naopak nékteré stavy s energii
mensi nez je Fermiho energie zlistavaji neobsazené. Podrobnéji je vylozena v kapitole @
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5.1.1 Klasicky vypocet: Langeviniv model paramagnetické latky

Uvazujme paramagnetickou latku jako soubor magnetickych momentt, které se mohou
vlivem magnetického pole libovolné natacet. Velikost jednoho magnetického momentu oz-
nacme p a jejich pocet V. Pro energii jednoho magnetického momentu fi plati £y = — /ZE ,
kde B je magneticka indukce vnéjsitho magnetického pole, ve kterém se magneticky moment
nachazi. Uvazujeme homogenni pole, t;. B je konstantni vektor. Pro celkovou energii tohoto
systému potom tedy plati:

kde index 7 ¢isluje jednotlivé magnetické momenty. Magnetické pole B nam urcuje vyznacny
smér, zvolme tedy systém soutadnic tak, ze magnetické pole miti do kladného sméru osy z.
Tim se vzorec pro energii zjednodusuje na

N
E=- Z ,U/i,zB-
=1

Nasim prvnim krokem je urceni statistického integralu Z. Vyuzijeme toho, ze magnetické
momenty spolu neiteraguji a statisticky integral Z celého systému lze ziskat dle vztahu
4.26| jako Z = ZN | kde Z; je statisticky integral systému s jedinym momentem, pro ktery

plati
El) /,LZB
Z :/ — @:/ ( ) o,
! eXp( kBT> d P\ kpT d

kde integrujeme pres fazovy prostor jednoho magnetického momentu.

Ukol 5.2 N43 systém obsahuje jediny magneticky moment. Pfedpokldddme, Ze se
magneticky moment nehybe v prostoru, proto polohu ani hybnost nevyuzijeme jako
souradnice fazového prostoru (jsou konstantni). Jesté pripomerime predpoklad, Ze se
neméni velikost magnetického momentu.

Jaké jsou tedy souradnice, které udavaji stav systému? Jakych hodnot mohou nabyvat?
Co muzeme Tici o fazovém prostoru tohoto systému?

Stav magnetického momentu budeme charakterizovat primétem p, do sméru osy z a thlem
 otoceni kolem osy z. Pro statisticky integral systému jednoho momentu Z; tedy plati

I

m 1w, B kgT W, B
2= [ e (f) ande = (o)
' oo S P ) P T T T P T

Hz=—H
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2rkpT uwB uB )) AtkgT . . uB
1= 7p (exp (k:BT> eXp( knT B M sT (5.1)

A pro statisticky integral systému N magnetickych momenti dostavame
2rkpT 1B 1B )) N dnksT . pB
[ B (exp (szT) b ( kT B keT (5:2)

Ted mizeme pomoci vztahu piimocarym vypoctem urcit vnitini energii U

_ nZ knT B
U:E:kBT2an — N B(—cth“ )

,uB kBT

Uvedme predchozi vypocet i podrobnéji

olnZz B
or

U=F=kgT?

) 4k B
= kgT? )(T\ (11 BB + In7T" + Insinh Z;;) =

, (1 puB cosh kpT 1B
= kgT?N | = — = NuB — cotl .
v (T kgT? sinh “PT ! uB v lk’BT

Pripadné lze pocitat s pomoci 3 dle vztahu

01 Z 0 AT 1 ,
o N Z <1n — — In B + Insinh(/ 3/15)) N (3 — uB (:()Hl(d’//B)) ,

U=-=35 03

dostavame tak stejny vysledek.
Déle muzeme spocitat tepelnou kapacitu C), pri konstantni magnetizacﬂ M

Cn = <8T> = NubB (,uB sinh® 22 ( kBT2)) B

kT

uB )2 1
= Nkp |1— :
B ( (k’BT sinhzlf—%
B

4Magnetizace zde hraje obdobnou roli jako objem pro systémy tvofené plynem. Zménu vnitini energie
lze vyjadrit pomoci spojenych termodynamickych zakonu jako dU =T'dS + BdM.
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Obrazek 5.1: Vektor magnetického momentu /i a jeho jednotlivé slozky

Nez zacneme pocitat sttedni hodnotu magnetického momentu, ;i pripomenme si, jak se
pocita sttedni hodnota néjaké veliciny A obecné:

- : 1 7 E(q;, pi
A= Ap(E)dd = 7 A(qi, pi) exp <_((],]{),)> do,

J f.p. J f.p. /1'[,’

kde ¢; a p; jsou (prostorové a hybnostni) souradnice fazového prostoru, pres které integru-

jeme.
Celkova magnetizace M je dana jako stfedni hodnota magnetického momentu
M = Nji

a vidime, Ze stadi spocitat stfedni magneticky moment [ v rdmeci systému jediného mo-
mentuﬂ Budeme pocitat postupné jednotlivé slozky.

Nejprve vypocteme stiedni hodnotu z-ové slozky, kterou vyjadiime pomoci velikosti vek-
toru |fi| = p a jeho z-ové slozky pu, (viz obrazek |5.1])

[w =\ 1> — pZ cosp.

Pro stfedni hodnotu z-ové slozky magnetického momentu p, plati

2 m
ﬂx:/ / tz p(E) dpi. dp =
=0 Jp=—p

1 27 1% ,UZB
_ L Ny R=DN 4, dg .
ZLZO/ZZH HET iy cosp eXp(kBT> fz ¥

Vidime, ze dvojny integral se da rozdélit na dva samostatné integraly

_ I # p.B
flo = E/ cospdyp /#z_# \1? — pZ exp (kBT> dp. = 0.

=0

5Stfedni hodnota je stejnd pro vsechny momenty, takze pak stadi vysledek vynasobit poétem mo-
mentd N, abychom dostali celkovou magnetizaci.
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Integral ptes tihel ¢ je nulovy, protoze integrujeme pres periodu funkce cos. Diky tomu tedy
dostavame, Ze stfedni hodnota fi, je nulova. Slozku magnetického momentu g, mizeme
vyjadiit jako p, = /pu? —p? sing a jeji stfedni hodnota fi, vyjde nulova ze stejného
dtivodu. Sttedni hodnota g miti tedy ve sméru z. Tento vysledek neni prekvapivy, protoze ve
smeéru x i ve sméru y neexistuje nic, co by se ,,snazilo momenty v tomto sméru usporadat ‘.

Pocitejme ted stfedni hodnotu z-ové slozky pi, a ptimo provedme i trividlni integraci pres

uhel ¢
z = 5 2 €X z - €X 2.
H 7 o z:—u'u P k: T ) A =7 Z:_MM p k: T ) 9

Metodou per partes bychom odvodili vztah

/xexp (az) dox = M(ax - 1),

a?

coz vyuzijeme dale

B 14
He = QZ7T ex(ngk];g) (ka”’Z 1> -
kT pa=—p

5 (4 on () (25 0) - (25) (25
“Zz\ B ) TP aT) T PN Tk T) T kpT -

dosadime za Z z[5.1]

2
_ 2 (“57) (2 pB BB uB>
L = — 2sin
He = Bt Gy a8\, 7 O T Y T

= | coth — — —
a kT 1B

Magnetizace miri do osy z a jeji velikost je

uB  kpT

M = Nji. = Ny coth 22 — Z52
a “&D kT pB)

Zadefinujme si tzv. Langevinovu funkci L = L(x)

L(z) = coth(zx) — l

T
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201 coth x
151+

1

X
101
051l L(x) =cothx-1/x

+ + + t + X
0 1 2 3 4 5

Obrazek 5.2: Pribéh Langevinovy funkce

Na obrazku je znazornéna jak Langevinova funkce L(z), tak oba jeji diléi cleny. Z néj
je vidét, ze plati:

r—0=L(0)—0 a x—o00=L(z)—1

a pokud si udélame rozvoj této funkce, tak zjistime, ze pro mala = plati

Odvodme detailné vyse uvedené limity i rozvoj Langevinovy funkce L(x)
1
L(z) = coth(z) — —.
x
Nejprve si rozepiseme kotangens hyperbolicky pomoci exponencial
efl/’ + e—.’L’ 1
Lz)= ——— — —.

O(lf . O*L €T

7 tohoto zapisu je jiz dobte patrné, ze pro velka x plati

o4
lim L(x) = SR

T—00 el —

0=1.

Pro mala x provedeme rozvoj. To miuizeme udélat tak, ze si vyhledame Laurentiv rozvoj
funkce coth x pro mala x

" 1 n xr 2’ n
cothr~ —+ - — —
x 3 45
a potom muzeme psat
1 z 23 1 T
Lz)" -+ ——+...——~ <.
(z) r 3 45 r 3
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Pokud se chceme vyhnout vyuziti Laurentovy fady, mizeme dosadit rozvoje exponencidl

,1,'2 ,1,3 ,1,4 ,1,2 ,1,3 1,4
L() 1+:r+‘7+'§+'2‘f4+...+1—;1?+"7—'@+ﬁ+... 1
€r) = : 3 4 2 P - =
l+2+S+2+ 8+ —14+2-24+2 -+ @
v? 24
I+‘(—f+ X

a po tipravé na spole¢ného jmenovatele (piSeme jen ¢leny s mocninou z* a nizsf) dostdvame

3 . 23 73 l —_ l o
L(T):;17+7+...—r—?—... _ z (2 6>+"’ %'—"
- 12+%+ 2+ ... 3

Vnitini energii U i magnetizaci M muzeme prepsat pomoci Langevinovy funkce L

o) (t7)
U= —NuB L (2 M=nNuL(F2).
. (kBT ’ HEkpT

Tyto vztahy vyjadiuji zavislost obou veli¢in na teploté. Vysetfeme jejich chovani pri ex-
trémnich teplotéch.

a) Vysoké teploty T, tj. kgT >> uB.

V tomto piipadé x = k’% — 0, L(r) = § a dostavdme
U NuB uB Nu?B? 1 . Nu’B lonst
= — = — — = = konst. —
M2 ksT Skp T 3kpT T’

kde v poslednim vztahu pozndvame Curietv zakon znamy z elektromagnetismu (zjistény
experimentalné). Pro opravdu vysoké teploty se hodnoty obou veli¢in dle o¢ekavani (viz

Ukol [{l2) blizi k nule.

Tepelna kapacita pri zvysujici se teploté klesa k nule a to jako

N N/L2B2

Uvedme jesté pro uplnost detailni vypocet pomoci rozvoje do rady. Vyuzijeme toho, Ze

B L
E2 5 (. Dostavame
kpT

Tr =

x? x?
Cﬂj — A\v]nbv 1— N 5 — A\Y/ig 1-— 5 =
sinh” z <;17+ %:1;3 + >
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2 1,.4 2 T,,2R2
! — A\Y]{]_; 57[.) i = A\v]f]_; 1‘7 - ! )) :
e+ ... 3 :))]{'BT‘

|+
Wl
+
\

~ ‘,I,,‘
=N ]‘”U

b) Velmi nizké teploty T, tj. kT << uB

V tomto piipadé x = kf;% — 00, L(x) — 1, tedy
U= —NubB, M = Ny,
coz odpovidd tomu, Ze vSechny castice se nato¢i ve sméru magnetického pole, energie je
minimalni mozna a magnetizace maximalni.
Tepelna kapacita pri snizujici se teploté je
2
B
Cv = Nkp |1 - er)

exp (£57)

To ale znamend, Ze tento systém se pti velmi nizkych teplotach nechova v souladu s tretim
termodynamickym zakonem, podle kterého ma tepelna kapacita se snizujici se teplotou
klesat k nule.

= Nkp.

Klasicky vypocet ndm dal ocekdvané chovani jak pro vnitini energii U, tak pro magne-
tizaci M pro nizké i vysoké teploty, ale pokles vnitini energie pri nizkych teplotach neni
dostatecné rychly a projevi se nenulovou tepelnou kapacitou pii T — 0, coz je v rozporu
se tfetim termodynamickym zdkonem. V tomto ohledu tedy pii nizkych teplotach klasicky
vypocet selhdva a je treba klasicky pristup nahradit popisem kvantovym.

5.1.2 Kvantovy vypocet paramagnetika

Vypocet uvedeny v predchozim oddile je zcela klasicky, magneticky moment se muize natocit
libovolnym smérem. Vidéli jsme, ze pro urc¢eni mikroskopicky definované energie systému
je podstatny jen priumét magnetickych momentt do sméru magnetického pole. Z kvantové
mechaniky ale vime, Ze tyto priméty nemohou byt zcela libovolné, Ze jsou kvantované, tj.
maji jen nékolik povolenych hodnot. Pokud budeme uvazovat, ze ¢astice maji spin 1/2,
potom priumét p, muze nabyvatﬁ jen dvou hodnot, které oznac¢ime jako p a —pu.

6Peclivéji: Spin je vnitini moment hybnosti dané ¢astice a jeho priméty do dané osy mohou nabyvat

hodnot —%/2 a h/2. S timto momentem hybnosti je spjat spinovy magneticky moment, ktery je mu piimo

umérny a hodnoty jeho primétu jsou 2’?5 =pa —2’;’5 = —p.
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Statistickou sumu spocteme opét nejprve pro systém obsahujici jen jednu castici

Z P ( k;ET>

kde index ¢ postupné probéhne vSechny pripustné stavy systému. Ty jsou v nasem pripadé
dva, dostavame tedy

pnB ) ( B > pB
7, = I R N
1= P (kBT TP\ LT CoShIT

Statisticka suma Z systému s N kvantovymi c¢asticemi se potom rovna

B N
7 =7 = (QCOShlfBT> .

Standardnim postupem ted spoc¢teme makroskopické veli¢iny:
a) vnitini energii U

OlnZ 1 B B B
- :kBTQNiuBsmhu (_,u >:—N,uBtanhu,

U = kpT?
B 0 cosh P kgT kgT? kgT

b) tepelnou kapacitu Cy;

1 B\ N@B® 1
M

oT cosh? k‘”?f kpT? kgT? cosh? k“BT ’

c) velikost magnetizaeeﬂ M, jako sttedni hodnotu velikosti primétu magnetického momentu
do osy z:

E;
M:NJZ:NZNz,i,Ol NZUzz eXp( kg T)I

1 B B 2sinh 22
=N— [uexp(lL ) — [LexXp (_,u)} :NMJ —Nutanh

Z1 kBT kBT 2COSh kHBB kBT

kde jsme jako p; oznacili rozdélovaci funkci systému s jedingym magnetickym momentem
(protoze magneticky moment muze byt pravé ve dvou stavech, ma kanonickd funkce dva
cleny).

Vidime, ze pro vysoké teploty dostavame

kgT >>uB = U —0,M — 0,

"Ze stejnych divodi jako v klasickém pifpadé ma magnetizace smér osy z.
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Cy

Nk,

uB/ks

-NuB

U

Obrazek 5.3: Porovnani zavislosti vnitini energie U (vlevo, véetné detailu pro nizké teploty)
a tepelné kapacity (vpravo) pri klasickém (oranzové) a kvantovém (modfie) vypoctu. Mag-
netizace ma az na znaménko stejny prubéh jako vnittni energie, proto zde neni explicitné
uvedena.

3

. o (. y , , 5 .
tj. zcela chaotické chovani. Protoze pro mald  plati tanhx ~ z — % + 21% + ..., muzeme

pro vysoké teploty psat
ubB B
M =~ Np-—— = konst.—.
FhpT ~ 00T

Tedy i z kvantového vypoctu plyne Curieuv vztah pro magnetizaci za vysokych teplot. Pro

tepelnou kapacitu plati
N u>B?

Oy~ =
M= 3, T?

Pri nizkych teplotach plati
kpT <<uB = U— —-NuB, M — Npu.

Vsechny ¢éstice se natoci ve sméru magnetického pole. A pro tepelnou kapacitu plati

2

~ Nkg | —— —2— ) =
Cuy B(k T exp T 0,

coz je v souladu se tretim termodynamickym zakon.
Kvantovy vypocet nam tedy dal vysledky, které se pri vysokych teplotach hoduji s vysledky

klasickymi, ale pfi nizkych teplotach spravné popisuji chovani systému. Vysledky obou
piistupi jsou také porovnany na grafech na obrazku [5.3]
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Vypoctova tloha 5.1
Primym vypoctem urcete entropii paramagnetika v klasickém i kvantovém ptipadé.

Reseni:
Klasicky:
= o (T ) o (1 S (01 -
= kpN [ln Amksl + 1+ Insinh 5 — ﬁ coth ﬁ}
Kvantové:
S = - (‘;;)M - (%BaTTh‘Z . k:Ban+kBTag;Z _

. B

MB QSIHhkuiT MB
— JpN1 <2 h>+k: TN 5 (— )
BAY L 2C08 kgT B 2COShkl;%

")) e tanh ]
— kN |In(2cosh (F2)) h
ke [n< o8 <kBT KT T

5.2 Dvouhladinovy systém, obsazovani hladin a za-
porné teploty

V druhé éasti predchozi podkapitoly jsme zkoumali tzv. dvouhladinovy systém, tj. takovy
systém, kde kazda castice muze nabyvat pravé dvou stavi. Pripomente si tivahy, které
jsme udélali uz v podkapitole [£.4 kdy jsme systém rozdélili na dvé Casti — Céstice zde
také mohly nabyvat dvou stavi, ale oba stavy mély stejnou energii. Zde jsme zjistili, ze
nejpravdépodobnéjsi, a tedy rovnovazny stav odpovida rovnomérnému rozdéleni castic.
V této casti na to navazeme a podivame se na to, co bude znamenat rozdilna energie obou
stavl a jak se budou pocty castic v obou stavech ménit s teplotou. Jednim z cild, ktery
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pri nasledujici diskuzi budeme sledovat, bude dat presnéjsi matematicky vyznam vyroku,
ze se vzrustajici teplotou roste vyznam ,chaotického tepelného pohybu“.

Pravdépodobnost (resp. hustota pravdépodobnosti), ze se dany mikrostav realizuje, je ddna
rozdélovaci funkei, ktera exponencialné klesa s energii mikrostavu. Rychlost jejitho klesani
urcuje pravé teplota. Pripomenme si tvar rozdélovaci funkce

p(E) = e (— )

Pokud je teplota T" velmi malé, bude exponenciala klesat velmi rychle a ,nenulové“ hodnoty
bude mit jen pro stavy s nejmensi moznou energii, ¢i energii ji blizkou. V nasem pfipadé
to odpovida stavu, kdy jsou (téméf) vSechny momenty natoCeny ve sméru magnetického
pole.

Pokud se teplota zvysi, pak rozdélovaci funkce klesa pomaleji a i mikrostavy s vétsi energit
maji nezanedbatelné velkou pravdépodobnost realizace. Navic pocet mikrostavi s danou
energii roste s ,,chaoticnosti* usporadani, takze pii vysokych teplotach bude systém v né-
kterém z mnoha mikrostavi s vyssi energii. Protoze se vzristajici teplotou klesa rozdeé-
lovaci funkce pomaleji a pomaleji, tak pozorujeme, ze se se vzrustajici teplotou uplatnuji

......

P1i opravdu vysokych teplotach kleséd rozdélovaci funkce velmi pomalu, a tak ji lze pro
konecné velké energie, které nas systém miize nabyvat, povazovat za konstantni. Potom
o pravdépodobnosti realizace daného mikrostavu rozhoduje pocet mikrostavi, které ho
realizuji, tj. jeho vahovy faktor. V nasem pripadé bude pii vysokych teplotach rovnovazny
makrostav systému takovy, kdy je polovina momentti natoc¢ena jednim smérem a druha
druhym.

Prohlédnéte si grafy na obrazku[5.4l Pozorujte na nich, jak se zvysujici se teplotou rozdélo-
vaci funkce p (zakreslena modrte) klesa stdle pomaleji a pomaleji. Vahovy faktor g (zelené)
na teploté nezavisi. Jejich soucin (Cervené) muzZeme interpretovat jako pravdépodobnost,
Ze nastane stav s danou energii, tj. dany makrostav. Vidime, zZe maximum cervené funkce
se s rostouci teplotou posouva k vyssim energiim, tj. ke staviim, kdy je vice momentt nato-
¢eno proti sméru vnéjsiho magnetického pole. Také je vidét, ze v limité nekonecéné velkych
teplot bude maximalni pravdépodobnost pro stav s pravé polovinou momentu natocenych
obéma moznymi sméry.

»Zaporné teploty“
Pojdme se ted podivat na stavy, kdy by bylo vice nez polovina moment natoc¢ena proti poli.

Z ptedchoziho by mélo byt jasné patrné, Zze se nemiize jednat o rovnovazny stav systému.
Na druhou stranu jsou podobné stavy, tzv. inverzni populace stavii, velmi dilezité napt. pri
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Obréazek 5.4: Rovnovazna energie systému s 10 (horni ¢ast) a 100 (dolni ¢dst) magnetic-
kymi momenty pii riznych teplotach, na vodorovné ose pocet momentl orientovanych
proti sméru pole (coz je piimo umérné energii prislusného mikrostavu), modfe je zakres-
lena rozdélovaci funkce p, zelené pocet mikrostavii = vahovy faktor g, cervené jejich soucin
(jednotlivé funkce jsou kresleny v ruznych svislych skéldch tak, aby byl patrny jejich pru-
béh)
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konstrukei laserti. Nejsou sice stabilni, ale mohou mit pomérné dlouhou dobu zivota, jsou
tzv. metastabilni.

Ponechme na chvili stranou, Ze se nejedna o rovnovazny stav, tj. nemame opravnéni nami
budovany formalismus pouzit, a zkusime takovy stav popsat stejné jako v predchozim
pripadé. Chceme, aby ,cervend funkce® méla maximum v pravé c¢asti. Toho lze docilit jen
tak, ze ,modra exponencidla“ (rozdélovaci funkce) bude rostouci. To by ale znamenalo, Ze
do ni dosazena termodynamicka teplota 7" musi byt zaporna. Pak by bylo mozné uvedeny
matematicky formalismus pouzit.

Uvedena tvaha nam také ukazuje, ze tzv. ,zaporné teploty“, o kterych se nékdy mluvi,
nejsou teploty nizsi nez nula, ale naopak vétsi nez nekonecno, jakkoli se toto vyjadreni
zda zcela bizarni. O néco prirozenéjsi by bylo, pokud bychom rovnovazny stav nepopisovali
pomoci teploty 7', ale pomoci faktoru g ~ % Pak by zvysovani teploty snizovalo 3 az
k limitni nulové hodnoté. Pokud bychom dale ménili hodnoty 3 k zapornym hodnotam,
bude se maximum ¢ervené funkce posouvat déle k vyssim energiim. Az pro f — —oo by byly
vsechny momenty natocené proti poli. Pomoci  je také formulace 3. termodynamického
zdkona mnohem prirozenéjsi — nejde dosdhnout nekonecnych hodnot f.

5.3 Neidealni plyn — odvozeni stavové rovnice

V této kapitole odvodime stavovou rovnici neidealniho plynu v ramci statistické fyziky.
Veskera provedend zjednoduseni budeme délat tak, aby ndm vysla van der Waalsova rovnice
(zjednoduseni lze udélat i jinak, potom vyjdou jiné rovnice). Nez se do toho pustime,
pripomenme si z termodynamiky, jak prislusné vztahy vypadaji.

U realného plynu na rozdil od plynu idedlniho uvazujeme vzajemnou interakci jednotlivych
Castic a také jejich koneény objem (tj. ¢astice jiz pro nas nejsou hmotné body), pruznost
srazek mezi Casticemi i se sténami nadoby ale zachovame. Van der Waalsova rovnice je
jednou z mnoha empirickych rovnic (tj. odvozenych na zakladé namérenych dat), které se
pro popis chovani realného plynu pouzivaji, a ma tvar
2
<p+ av]\;> (V — Nb) = NkgT,

kde p, V., T a N jsou tlak, objem, termodynamicka teplota a pocet ééstkﬂ tj. stavové
veli¢iny popisujici plyn. Dale jsou zde dvé konstanty — konstanta a se dava do souvislosti

8V termodynamice se misto poétu Castic pouzivd Castéji latkové mnozstvi n, obé velidiny popisuji
mnozstvi plynu. Vzhledem k tomu, Ze pro vypocet v ramci statistické fyziky je prirozenéjsi pocet castic,
je i van der Waalsova rovnice uvedena v tomto tvaru.
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se vzdjemnou interakei ¢astic (cely ¢len aN?/V? se nazyva kohézni tlak, tj. pokud je kon-
stanta a kladnd, pak uvazujeme pritahovani ¢astic, které tlak zvysuje) a druha konstanta b
souvisi s vlastnim objemem jednotlivych éastic plynu (v rovnici ,zmensuje objem plynu*).
Vliv obou koeficientii roste s hustotou cCastic, resp. se snizujici se stfedni vzdalenosti mezi
casticemi. Naopak pokud jsou obé konstanty nulové, pak se van der Waalsova rovnice
redukuje na stavovou rovnici idealniho plynu.

Van der Waalsovu rovnici upravime na

_ NkgT _aN2
V- Nb V2

p

a za predpokladu neprilis hustého plynu (tj. Nb/V < 1) mizeme zjednodusit (pomoci
Taylorova rozvoje jmenovatele prvniho ¢lenu) na

. NEkgT Nb aN? NkgT  N?

2 (kpTh—
v T y o tyatkelb-a),

kde prvni ¢len se rovna tlaku idedlniho plynu. Takto jsme van der Waalsovu rovnici prepsali
do tady v %, jedna se o tzv. viridlovy rozvoj.

A ted se pustime do statistického vypoctu. Nebudeme pocitat zcela obecné, ale bu-
deme predpokldadat jednoatomovy plyn s konstantnim poétem stejnych castic (kanonicky
soubor).

Zacneme od statistického integralu Z, pro jehoz vypocet potrebujeme nejprve vyjadrit
(mikroskopicky) celkovou energii plynu F

N2
E:Z — + Z ‘/jk(@vfk)7

ruzné dvojice

Castic 7,k

kde prvni ¢len je kinetickd energie i-té Castice (p; je velikost jeji hybnosti) a druhy ¢len je
souctem vsech dvouéésticovychﬂ vzajemnych potencidlnich energii Vj, = Vi (7}, 7)) zavis-
Iych na polohéch éastic (z divodu zptehlednéni dalsich vypoc¢ti nebude v dalsim textu jiz
u této sumy uveden vysvétlujici text, tj. ze se v ni s¢itd pres vsechny rizné dvojice).

Protoze ¢éstice mezi sebou interaguji, nemizeme pouzit vztah a spocitat statisticky
integral Z pomoci jeho tvaru pro jedinou c¢astici, ale musime pocitat poctivé pro cely

9Pravdépodobnost, 7e se ,potkaji“ tfi ¢i dokonce vice ¢astic a dojde tak k ticasticovému (&i vicecasti-
covému) pusobeni je velmi mald, pokud plyn nenf{ p#ilis husty.
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soubor. Ve vyrazu pro energii je oddélena c¢ast zavisla na hybnostech castic a cast zavisla
na polohach éastic, proto lze dle [£.9] psét:

E
Z— [ ex (—) 4 —
f-p. P kT

2
= - ) de, | B I T
hybnost. f.p. P < Z kaBT> P prostor. f.p. P ( Z kBT)

7 1,7

Prvni integrél je stejny jako hybnostni ¢ast statistického integralu idealniho plynu (viz m
a nasledné odvozeni), tj.

2
D; 3N/2
Z, — / S P ) 40, = QrmkpT)N?
P hybnost. f.p. P ( Z kaBT> b ( TEE )

%

Ted budeme pocitat prostorovou cast Z,

Vi Vi
z.= | (exp (—2) Hexp (=) +..) deb,.
prostor. f.p. P kBT +exp kBT *

Vzajemnd plisobeni mezi ¢dsticemi, tj. potencidl V;, zavisi jen na vzajemné vzdalenosti
obou ¢éstic, tj. Vi = V(rji), kde rj, = |7;—7%|. Protoze pisobeni mezi ¢asticemi by nemélo
byt az tak dominantni, 1ze ocekavat, ze potencidlni energie je pro vétsinu vzajemnych
vzdalenosti velmi mald (jen pii velmi blizkych vzdalenostech je interakce ¢astic velkd).
Provedeme tedy tuto substituci

exp (—W) =1+ fir(rix)

kde f;r(r;x) ma pro vétsinu vzdalenosti malou velikost (pro mald Vi, jde o prvni cleny
Taylorova rozvoje). Dosadime (argumenty funkei nejsou vypsany, aby byly vztahy kratsi a
prehlednéjsi)

prostor. f.p. prostor. f.p.

Cleny, kde je soucin vice funkei f;i, zanedbame, protoze jak bylo feceno vyse, az na velmi
malé vzajemné vzdalenosti, jsou tyto funkce velmi malé a pripady, kdy maji malou vzda-
lenost vice nez dvé castice zanedbame také. Diky tomu dostdavame

Z, = / d¢m+/(f12+f13+...)d®x:
prostor. f.p.

:/ 1d<1>x+Z/ fir dAVidVa.dVi... dVi... dVy.
prostor. f.p. & prostor.f.p.



5.3. NEIDEALNI PLYN — ODVOZENI STAVOVE ROVNICE 119

V prvnim integralu integrujeme jednicku pres prostorové souradnice vSsech N castic, je
roven V¥ (viz vipocet pro idedlni plyn, vztah . Druhy clen je souctem N(N —1)/2
(celkovy pocet riznych dvojic ¢astic) stejnych integrali (lisi se jen pojmenovanim inte-
grac¢nich proménnych). Integraci pfes prostorové proménné ¢éstic, které nepatii do prave
uvazované dvojice (tj. pres dVj, kde | # j, k), dostaneme vzdy V', takZze muzZeme psat:

N(N

—1
Zm:vNJr)vN?/v /V FradV4 Vs

2

Integral v poslednim ¢lenu ozna¢me @) a spocitejme ho samostatné. Nejprve si pro inte-
graci zvolime soustavu souradnou s pocatkem v poloze prvni ¢éastice. Integrace pres jeji
prostorové souradnice da objem V', protoze integrovana funkce fi5 na nich v tomto pripadé
nezavisi. Polohu druhé ¢astice popiseme sférickymi soutadnicemi r, € a ¢

2 ™ o]
Q:/ f12dV1dV2=V/ / / fra(r) r*sin@drdf dep,
\S A% »=0J6=0 Jr=0

integrace pres ihlové proménné 6 a ¢ je rovna 4. Zbyva spocitat

Q =4nV /Ooo fra(r)r?dr.

Pripomenme si definici funkce fio

oznacme rq je typicky rozmér castice, 2ry je tedy nejmensi mozna vzdalenost, na kterou se
dvé castice mohou priblizit. Uvazme, ze v ramci tzv. modelu tvrdych kouli

e pror < 2rq je Vis obrovské, protoze prolnuti ¢astic je extrémné narocné, exponencidla
tedy bude zanedbatelna a muzeme psat fio= — 1,

o 1 > 2r( je zase potencialni energie Vi, relativné mala a miuzeme tedy pouzit rozvoj
exponencidly fip=1— 220 1 — _ Vi2()

kT kT *

Integral se nam tedy rozdélil na dveé ¢asti:

27, o]
Q:47TV/ 0(—1)7“2dr—|—47rV D r?dr =
0 2ro k?BT

8r3  AxV oo %
= gy 0 T 2dr = 20V + 2a——
VvV 3 T Jore Via(r) r=dr bV + &kBT ,
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kde a a b jsou konstanty

oo 16773
a= 27r/ Vig(r) 72 dr, b= 9, (5.3)
2rg 3
7 vypoctu je patrné, ze konstanta b souvisi s vlastnim objemem castic a konstanta a se
vzdjemnou interakei (pfitahovanim ¢ odpuzovanim, resp. presnéji s pritbéhem potencidlni
energie).

Jak jiz bylo feceno, zanedbani délame tak, abychom dospéli k van der Waalsové rovnici,
proto jsme i konstanty a a b oznacili stejné. V praxi se ale jejich hodnoty nepocitaji, ale
urcuji fitovanim nameérenych dat tak, aby van der Waalsova rovnice popisovala dany plyn
co nejlépe.

Ukol 5.3  Pro ovéfeni diivéryhodnosti nagich vipoéti a riznych zanedbani vyhle-
dejte hodnoty konstanty b pro nékolik plynti a spocitejte z ni ,typicky rozmér ¢astice*
ro, ktery odpovida nasemu vypoctu. Porovnejte se skutecnymi rozméry castic daného
plynu.

Sestavme ted cely statisticky integral Z, uvazime rovnou, ze pro velkd N plati N=N — 1

7= 2.7, = rmbsTy V2V |14 2 (—2b + 2“) . (5.4)
v 2V TnT

Pro tlak jsem odvodili vztah p = — (8—F)TN, takze nejprve vyjadiime volnou energii F'

av
pomoci vztahu [4.38]

)

3N N2b aN2
F=—kgTIhZ = _kBTT In(2mrmkgT) — kgTNInV — kT In (1 -V + Vk‘BT> )

Odtud dostavame tlak

OF 1 M el
p:—< ) = kgTN— + kpT—_ ksl
T,N

v % 1 — 2% ah?

\%4 VEkpT

Jmenovatel ma tvar ,1 4+ malé ¢islo“ (jak jiz bylo uvedeno, malost urc¢uje vyraz N/V),
proto mizeme pouzit rozvoj v fadu

L NkgT (N aN* ) (N N
P="y BEA\ Ve T VRk,T W WhgT

a upravit na
. NkgT  N?
= V —|— W(kBTb — a) y

p

coz je hledany vztah.
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Ukol 5.4 Pomoci vztahu nebo naleznéte vztah pro vnitini energii U
redlného plynu, jehoz statisticky integral je dén vztahem [5.4 Porovnejte s vyrazem
uvadénym v termodynamice.

Poznamka: Provedte stejné zanedbani, ktera jsme délali pti odvozeni vztahu pro tlak.

5.4 ReSené tilohy

V této podkapitole jsou uvedeny dvé vypoctové tlohy, které spiSe nez analyzu néjakého
realného systému ilustruji pouziti odvozenych teoretickych vztaht.

Vypoctova tloha 5.2
Relativisticky plyn s nehmotnymi casticemi

V této tloze budeme uvazovat soubor N neinteragujicich castic, u kterych je jejich
celkova energie vyjadiena stejné jako u fotont, tj. £ = pc, kde p je velikost hybnosti
(tento vztah zndme ze specidlni teorie relativity pro ¢astice s nulovou klidovou hmot-
nosti). Na rozdil od fotont ale nebudeme uvazovat jejich nerozlisitelnost (fotony jsou
bosony), tj. budeme je povazovat za klasicky systém. U fotonu je také velmi problema-
tické uvazovat jejich konstantni pocet.

Spocitejte statisticky integral Z tohoto systému. Z ni odvodte kalorickou i termickou
stavovou rovnici a dalsi termodynamické charakteristiky tohoto systému.

Reseni:

Protoze se jedné o neinteragujici a rozlisitelné ¢astice mtizeme pti vypoctu statistického
integralu Z vyuzit vztah [4.20 ktery rika, ze statisticky integral Z souboru N castic se
da vyjadrit pomoci statistického integralu systému jedné takové castice Z; jako

Z =27V

Pro jednu ¢astici plati
7z :/ exp (—fFE) d® :/ exp (—fBcp) AV dp™.
I-p. f-p.

Energie jedné castice zavisi jen na velikosti hybnosti, proto integrace pres prostorové
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soufadnice d& objem systému V' a pro integraci pfes hybnosti bude vyhodné vyuzit sfé-
rické souradnice v hybnostni ¢asti fazového prostoru. Vztah pro Z bude tedy vypadat:

o] s 2m
7| = V/ / / exp (—Bcp) p* cos ¥ dp did dp,
P U

=0 J9=0 Jp=0
kde p je velikost hybnosti a thly 9 a ¢ charakterizuji smér hybnosti tak, jak je obvyklé
ve sférickych souradnicich. Protoze integrovand funkce nezavisi na thlech, je integrace
pres thly rovna 47 a pti integraci pres velikost hybnosti pouzijeme tabulkovy integral

o 2
/ r?exp (—ar) dov = - proa > 0.
0 a
Dostavame . 5
71 =Vin /:0p2 exp (—fcp) dp =V 4w a5

v\
()

Ze statistického integralu Z ted spocteme termodynamické veli¢iny —
volnou energii F

3T3
F(T,V)=—kgTInZ = —kgTNIn <i§;> — _NEgT <87TV£B>

a vnitrni energii U

U(TV) = — (ag;z) S ;5 (Nln (&CTSV) - 3N1nﬁ> - Sév — 3NkyT,
1%

coz je hledand kaloricka rovnice. Vidime, zZe stejné jako u idealniho plynu zavisi vnitini
energie jen na teploté, a to také linearné, ale s jinym koeficientem.

Termickou stavovou rovnici dostaneme tak, ze vyjadiime vztah pro tlak p

oF NkgT
p(T\V) =~ <6V> = VB
T

a ziskanou rovnici mizeme upravit na tvar
pV = Nk?BT,

ktery je uplné stejny jako pro idealni plyn.
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Ze vztahu pro vnitini energii miuzeme urc¢it tepelnou kapacitu pri konstantnim
objemu Cy,

a tepelnou kapacitu pri konstantnim tlaku C, (v odvozeni je vyuzit 1. termody-
namicky zékon)

o l@ (AU —aWw\  [(dU+pdV) 8£ n 6’l
r=\or) ~\ or “\ T or ~\or) "P\or)
P p p P P
protoze vnitini energie U zavisi jen na teploté, je jedno, zda pti derivovani dle teploty

uvazujeme konstantni tlak nebo objem, a proto je prvni ¢len roven C'y; druhy clen
posledniho vyrazu spocitame pomoci termické stavové rovnice

a Nk)BT
Cp:CV+p( 8; ) :Cv+N]€B:4Nk‘B
p
Rozdil obou tepelnych kapacit
C, —Cy = Nkp

je také stejny jako u idealniho plynu.

Entropii S muzeme spocitat dokonce dvéma rtznymi zptsoby
U-F oF
STV)=—=—|—
e =5 - (5).
a oba vztahy daji vysledek

87TV]€BT

S(T.V) = 38Nkp + Nkpln =

Pojdme jesté uvazit, co by se na vypoctu zménilo, pokud bychom chtéli tento vypocet
provést kvantové. Pokud je objem systému dostatecné velky, mizeme ho povazovat za
,prakticky nekonecny“ a v takovém pripadé nejsou energie ¢astic kvantovany, a proto
bychom statisticky integral Z podcitali stejné (pomoci integralu pres vSechny mozné hyb-
nosti).

Mizeme udélat také pouze dodatecnou upravu klasického vztahu, aby uvazoval relace neur-
¢itosti — budeme ptedpokladat, ze jeden mikrostav ma ve fdzovém prostoru objem (27h)3",
a proto se ve vyrazu pro statisticky integral Z objevi navic faktor m
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Posledni, co je tfeba vzit v ivahu, je nerozlisitelnost. Pokud je objem dostatecné velky,
muzeme (jak bylo vySe zminéno) uvazovat, ze energie neni kvantovana, nebo piipadné
zjistime, Ze povolené energetické hladiny jsou velmi blizko u sebe a je jich velmi mnoho.
V obou pristupech ale plati, ze systém obsahuje , dostate¢né mnozstvi“ povolenych a tep-
lotné dosazitelnych stavi (tj. stavii, které jsou pii dané teploté realné obsazovany), takze
pravdépodobnost, ze by vice c¢astic bylo ve stejném stavu je zanedbatelna. Z toho plyne,
ze jsme pri klasickém vypoctu s rozlisitelnymi ¢asticemi zapocetli kazdy mikrostav neroz-
lisitelnych ¢astic N!-krat (pocet permutaci N prvki, nezélezi na tom, zda jde o bosony ¢i
fermiony). Takze v kvantovém vypocétu bychom dostali

1 <v1<;§T3>N

Zrvant. = 37 \ T2pc0

Pokud zopakujeme vypocty, zjistime, Ze vnitini energie, tlak (termickd stavova rovnice)
i obé tepelné kapacity zlistanou stejné. Volna energie bude ted vyjadrena jako

V
F(T,V) = —kBTan = kBTln N! — ]’CBTNIH (W)
a entropie
VELT3
S(T,V) =3Nkp+ Nkgln WB%?) — kgln N\

Vidime, ze vyraz pro entropii se lisi jen konstantou, resp. ¢lenem zavislym pouze na poctu
castic.

V kapitolach a jsme se zabyvali ¢dsticemi se spinem 1/2, tj. ¢asticemi, které se
mohly nachazet pravé ve dvou stavech. V nasledujici tloze se zkusime zamérit na systém,
kde by takové povolené stavy byly tfi.

Vypoctova tloha 5.3

Uvazujme systém N rozlisitelnych neinteragujicich ¢astic, jez se mohou nachazet ve
tfech riznych stavech. Energie téchto stavi jsou rovny €, 0 a —e. Odvodte statistickou
sumu Z tohoto systému a jeho makroskopické charakteristiky.

Prikladem takového systému by byly castice se spinem 1 se tfemi povolenymi primeéty
spinu do dané osy S, 0 a —S, — coz jsou treba tzv. intermedidlni bosony W a Z, vektorové
mezony a dalsi (tj. ¢astice s velmi kratkou dobou zivota). Stabilni Castici se spinem 1
je foton, ale protoze ma nulovou klidovou hmotnost, pohybuje se stale rychlosti svétla a
s jeho nulovym primeétem spinu je to slozitéjsi. Také budeme uvazovat pouze energii spinu
(magnetického momentu) ve vnéjsim magnetickém poli, takze napt. kinetickd energie by
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méla byt zanedbatelna. Tézko si predstavit néco jako pevnou latku slozenou z uvedenych
castic. Uloha tedy nepredstavuje néjaky realny systém.

Reseni:
Nejprve spocteme statistickou sumu Z. Protoze se jedna o rozlisitelné neinteragujici
¢astice, muzeme pouzit vztah [£.26] Statistickd suma Z; pro systém jediné Céstice je
rovna

Zy = exp(—pe) + 1 + exp(fBe) = 1 + 2 cosh(Je)

a statisticka suma Z celého systému je tedy

Z = 7N = (1 + 2cosh(Be))V .

Termodynamické veli¢iny spoc¢teme dosazenim do prislusnych vzorcti. Pro vnitini ener-

gii U dostavame (viz vztah |4.11))

i 2sinh (<
g Oz _ o 2sih(5) (r)
)5} 1 + 2 cosh(fe) 1 + 2cosh (k;T>

Tepelna kapacita je

ou
C’—a—T—

2cosh (57 ) [1+2cosh (57 )] — sinh () 2sinh (57) (_ e ) _
[1 + 2 cosh (k;TﬂZ e

= —2Ne¢

:2]\762 2—|—cosh(k;T)
kpT? {1+2cosh( . )}2

kT

Zakresleme obé zavislosti i graficky
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— 5""‘

-Ne

;rlm —

Modre je zakreslen prubéh zavislosti vnitini energie U (vlevo) a tepelné kapacity C
(vpravo), pro porovnani jsou oranzové zakreslené stejné zavislosti i pro systém s ¢asti-
cemi s dvéma povolenymi energiemi —e a € (viz obr. . Vidime, ze zavislosti jsou si
dosti podobné.

Jesté vyjadiime volnou energii F'

F:—@TmZ:—N@TmO+2m%(6»
T

a entropii

OF € 2sinh (kéT) (_ﬁ)

S =—— =Nk ln(1—|—2cosh< ))—l—Nk;T =
or b kT i 1 4 2 cosh (k;T)

Ne 2sinh (%
= Nkpln (1+2cosh <€>) _ 1Ye (kBT>

kT T 1+2008h(k;T) .

Muzete jesté overit, ze i vztah S = (U — F)/T dava stejny vysledek.

Predchozi priklad nam ukéazal, ze i kdyz jsme uvazovali pti vykladu paramagnetismu v pod-
kapitole vliv elektront se spinem 1/2, tak i vyssi hodnoty spinu (zde napf. 1) by ndm
daly velmi podobné chovani.
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ResSeni tikol z kapitoly

Reseni 5.|I|

a) Pii velmi nizké teploté se nebude prilis projevovat tepelny pohyb a vSechny magne-
tické momenty se stoc¢i do své stabilni polohy, tj. do sméru magnetického pole B. Celkové
energie F/ pak bude rovna souctu energii téchto moment, tj. £ ~ —NuB. Podobné celkova
magnetizace bude dana souctem vsech magnetickych momentti M ~ Np.

Se vzrustajici teplotou roste chaoticky tepelny pohyb, takze usporadani momenti ve sméru
pole bude stéle vice narusovano. Energie bude rtst, resp. vzhledem k jeji zdporné hodnoteé,
bude klesat jeji velikost a postupné se blizit nule.

b) Pii extrémné vysokych teplotich se uplatni zejména chaoticky tepelny pohyb. Se
zvysujici se teplotou se postupné snizuje prevaha momentti smérujicich ve sméru pole.
V limité nekonecné teploty maji magnetické momenty zcela nahodny smér, tj. je jich stejné
natoceno ve sméru pole, jako v opacném sméru. Celkova energie i magnetizace jsou tedy
nulové.

Pozor na zkratkovité uvahy, které by nas mohly dovést k chybnym zavérim v obou
pripadech. Prvni z nich zni, Ze pti nulové teploté je energie systému nulova. Obecné to ale
neplati, treti termodynamicky zakon nam tika, Ze energie systému je minimalni. Navic vime,
Ze vnitini energie systému je dana az na konstantu, tj. d4 se nastavit na nulu pri¢tenim
vhodné konstanty k potencidlni energii. V nasem pripadé bychom tedy museli uvazovat, ze
energie jednoho magnetického momentu je uB — i - B , aby stabilni poloha momenti méla
nulovou energii.

Druha zkratkovita ivaha vychézi z toho, ze pTi vzrustajici teploté roste vnitini energie,
takze pri limité nekonecnych teplot bude energie maximalni moznd. Prvni ¢ast je pravdiva,
energie roste s teplotou, ale druhd ¢ast minimélné v tomto pripadé neplati. Maximalni
mozné energie v nasem systému odpovida situaci, kdy vSsechny momenty mifi proti sméru
pole (tj. existuje jediny mikrostav s touto energii).

P1i urcovani pravdépodobnosti, ze systém bude mit danou (mikroskopickou) energii, je
podstatny soucin exponencialné klesajici rozdélovaci funkce a vahového faktoru (,poctu
mikrostavii®). V limité nekonec¢nych teplot je ale rozdélovaci funkce pro konecné energie
prakticky konstantni, takze rozhodujici je vahovy faktor, tj. zalezi na tom, kterou ,energii
lze vytvorit nejvice mikrostavy “. Plati, ze v limité nekonecnych teplot bude energie systému
nejvetsi mozna ze vsech moznych rovnovaznych teplot, mohou ale existovat mikrostavy
s energii vyssi, které nejsou rovnovazné.
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Vyse uvedené teseni polozenych otazek je formulovano velmi jednoduse. Zastavme se jesté
u nékterych bodt a trochu je konkretizujme. Nejprve, co znamena nizka a vysoka teplota.
Jak uvidime z dalstho vypoctu, teplotu pomérujeme s velikosti magnetického pole. Za velké
teploty povazujeme takové, pro které plati kg1 > uB (oba souciny maji rozmér energie,
a proto je lze pomérovat).

Uvahy jsme provadéli s fenomenologickou predstavou, Ze se vzristajici teplotou roste vliv
»chaotického tepelného pohybu“. Co to ale presné znamena je diskutovano v podkapi-

tole 5.2

ReSeni 5 Protoze velikost magnetického momentu je pevné dana, je jeho stav
jednoznacéné dan jeho natocenim. Natoceni lze charakterizovat napriklad dvéma thly —
tthlem 6 (odklon od kladné ¢asti osy z) a tthlem ¢ (otoceni kolem osy z), tj. stejnymi 1hly,
které pouzivame ve sférickych soutadnicich. Uhel § m4 hodnoty od nuly do 7, thel ¢ od
nuly do 27.

Protoze v této tloze budeme hodné pracovat s prumétem g do osy z, tak misto uhlu 6
muzeme pouzit praumét u,. Jejich vztah p, = pcosf je vzadjemné jednoznacny. Pramét pu,
méa hodnoty od —u do p.

Fazovy prostor jednoho magnetického momentu, ktery pouzijeme v dalsim vypoctu, je
tedy dvoudimenziondlni, jednou soufadnici je prumét p, € (—u,p) a druhou souradnici
thel ¢ € (0,27). Energie systému zavisi jen na p,, energetické nadplochy jsou tedy kiivky
odpovidajici konstantnimu hlu ¢.

Podivejme se na strukturu fazového prostoru jesté podrobnéji. Pokud pouzijeme sférické
souradnice, pak je infinitezimalni ¢ast fazového objemu rovna

d® = p*sinfdhddy,

fazovy prostor predstavuje vlastné povrch koule o poloméru u. Protoze energie je zavisla
jen na uhlu 6
E = —Bpcost,

miizeme provést substituci

1
dE = Busin 6 do = df = m dE

a dostaneme

d® = ;*siné dEdy.

1
B sinf
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Pro pripady, kdy budeme integrovat pouze funkce zavislé na energii, mizeme pres thel ¢
vyintegrovat a dostaneme pro vahovy faktor g(£) vztah

d® = g(F)dE = 2/7% dE,

tj. v systému jednoho magnetického momentu maji vSechny energie ,stejnou vahu, jsou
stejné pravdépodobné.

Pro tplnost jesté mizeme udélat v elementu fazového prostoru d® prechod od soutadnice ¢
k souradnici p,. Protoze plati

[, = jrcosf = dp, = —psin 6 do = df = —du.,
1 sin 6
dostaneme
‘ 1
d® = p*siné (— - > dup,dp = —pdu, dp.
i sin
Pro energii plati
E=—-Bu, = dE = —-Bdu,,

coz vede ke stejnému vahovému faktoru jako v predchozim pripadé.
Reseni 5 Nejprve si ze vztahu [5.3| pro konstantu b vyjadieme to, ¢emu jsme ve

vypoctu tikali typicky rozmér ¢astice rg

1677} 5/ 3b
b= 3 = ro = 167

Odvozeni délame pro jednoatomovy plyn, zkusme tedy nejprve jeho hodnoty.

a b To
Plyn | Jm?/mol? | m3/mol m? nm
Helium | 0,03457 0,0237 | 3,94-107%° | 1,33
Neon | 02135 | 001709 | 2.84-10°% | 1,19
Argon 1,363 0,03219 | 5,35-1072¢ | 1,47
Xenon | 425 | 0,05105 | 84810 % | 1,72

Typické rozméry c¢éastice se pro jednoatomové plyny pohybuji kolem 1nm, coz je hodnota
celkem blizkd rozméru atomu, takze nase tvahy nas dovedly k realistickym vysledkiim.

Poznamka: Rozmér ¢astice jsme pri odvozovani urcili jako vzdalenost, kde je jiz velmi silné
odpuzovani, coz neni to samé jako rozmeér atomu.

Zkusme dopocitat rg i pro vybrané viceatomové plyny.
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a b To

Plyn Jm3/mol? | m3/mol m? nm
Dusik 1,408 0,03913 | 6,52-1072¢ | 1,57
Chlor 6,579 0,05622 | 9,37-1072¢ | 1,77
Kyslik 1,378 0,03183 | 5,31-1072¢ | 1,47
Methan 2,283 0,04278 | 7,13-1072° | 1,62

Oxid uhelnaty | 1,505 | 0,03985 | 6,64 - 1025 | 1,58
Oxid uhlicity 3,64 0,04267 | 7,11 - 1025 | 1,62
Voda 5,536 | 0,03049 | 5,08 - 10~ | 1,45
Vodik 0,2476 | 0,02661 | 4,44 - 10~ | 1,38

Opét dostdavame hodnoty jen mirné vyssi nez 1 nm. Pokud porovname plyny s podobnou
molekulovou hmotnosti, pak vidime, ze tyto hodnoty jsou u viceatomovych plyni mirné
vyssi nez u jednoatomovych.

Reseni 5 Jedna se v podstaté o primocary vypocet. Pripomenme si statisticky
integral Z vyjadreny pomoci parametru (3

3N/2
. (27Tm> PN (1 N, N%B)

B %4 Vv

a pustme se do vypoctu vnitini energie U

U:

OlnZ Oln |3N 3N N?b  N2%ap3

Qﬁ _L%+M

3N 1 Mo
= — [_ + v
1= v
Stejné jako u vypoctu tlaku provedeme rozvoj jmenovatele posledniho zlomku

3N1 NZa ) N?b B N2%ap3
B 2V 2V
a zanedbame malé ¢leny
3N NZ2a
= —kgT — —.
U 5 kg v

Tento vyraz odpovida vztahu znamému z termodynamiky.



Literatura

[1] Sedldk B., Stoll I. (2013) Elektfina a magnetismus. Praha: Karolinum. 3. vydani. ISBN:
978-80-246-2198-2.

131



