Kapitola 1

Matematika pro termodynamiku

Text této kapitoly si klade za cil zopakovat pojmy, které by studenti méli znat z mate-
matickych prednasek a které vétsinou jiz aktivné pouzivali v predchozich kurzech fyziky.
Pojmy nejsou uvadény s matematickou preciznosti, diraz je kladen na pochopeni jejich
vyznamu, prohloubeni geometrické interpretace a upozornéni na pripadny odlisny pristup,
ktery budeme v termodynamice uplatnovat, v porovnani napriklad s ptristupem, ktery zna
¢tenal z mechaniky. Zajemce o presnéjsi matematické formulace odkazujeme na ucebnice
matematické analyzy.

1.1 Par slov o jiném pohledu na funkce a proménné
a o jiném znaceni

V termodynamice v porovnani napr. s mechanikou zneprijemnuje situaci skutecnost, ze
neni jasné rozdéleni veli¢in na ty, které hraji roli funkci, a ty, které jsou jejich proménnymi.
V mechanice je situace prehlednéjsi. Cas a soufadnice uréujici polohu jsou typickymi pro-
ménnymi, funkcemi jsou takové veli¢iny jako kineticka ¢i potencialni energie a svoje role
si obvykle nevyménuji — vétsinou jsme kinetickou ¢i potencidlni energii vyjadrili pomoci
soufadnic a ¢ast] ale nebylo b&zné, Ze bychom soufadnici chépali jako funkci kinetické
energie.

Ukol 1.1  Necht je nasim systémem volné padajici mald kulicka (uvazujte ji jako
hmotny bod) v mistnosti. K popisu jejtho stavu muzeme pouzit nasledujici veliciny —
vzdalenost od podlahy, rychlost, kinetické energie, potencidlni energie.

LV kinetické energii je rychlost (hybnost) vyjadfena jako derivace soufadnice podle ¢asu.
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(1) Najdéte rovnice, které tyto veli¢iny vzajemné svazuji.

(2) Které z nich obvykle uvazujeme jako nezavislé a které jako zavislé? Mohou si svoje
role prohodit? Pokud ano, vyjadiete prislusné rovnice.

(3) Jaké derivace bychom mohli pocitat?

Uvazujme ted nejcastéji uvadény priklad systému v termodynamice — tim je konstantni
mnozstvi idealniho plynu. Stav tohoto systému popisme pomoci objemu V', tlaku p a teploty
T, které svazuje stavova rovnice idealniho plynu ve tvaru

pV =nRT,
kde n je latkové mnoZstvi plynu a R = 8,3J K~ mol™! univerzalni plynova konstanta.

Pokud budeme mit plyn ve velmi pevné lahvi, je prirozené uvazovat objem a teplotu jako
nezavislé proménné (objem nastavime volbou lahve a teplota se ustali na teploté okolf)
a tlak jako jejich funkei p = p(V, T), tj. zavislou proménnou. Stavova rovnice by tedy méla
tvar

nRT
Pokud se ale budeme bavit o plynu uzavieném v balénku ¢i mydlové bublinéﬂ, je prirozené
uvazovat jako nezavislé proménné tlak p a teplotu T" a jako zavislou proménnou objem V'
a stavovou rovnici prepsat na tvar

RT
V=V(Tp)=""

Ukol 1.2 Vymyslete situaci, kdy by bylo prirozené brat jako nezavislé veli¢iny
objem V a tlak p a pomoci nich vyjadrit jako zavislou proménnou teplotu 7.

Ukol 1.3 UvaZujme kondenzétor s proménnou kapacitou. Najdéte t¥i stavové velic¢iny
popisujici jeho stav a rovnici, kterd je svazuje. Vymyslete riizné situace, které se lisi tim,
které ze stavovych veli¢in je vhodné brat jako nezavislé a které jako zavislé. Napiste
i prislusné tvary stavové rovnice.

2V téchto jednoduchych tivahich, které zde déldme, neuvazujte tlak zptisobeny povrchovym napétim
Ci pevnosti gumy — tlak plynu uvniti balénku ¢i bubliny je pak roven vnéjsimu, nejcastéji atmosférickému
tlaku. Pokud bychom chtéli povrchové napéti ¢i pevnost gumy uvazovat, pak bude celkovy tlak plynu
uvnitt dan sou¢tem vnéjsiho tlaku a tlaku zpusobeného mydlovou ¢i gumovou bldnou, ktery je zavisly i na
objemu bubliny ¢i balénku. Stavova rovnice bude komplikovanéjsi a muze se stat, ze objem nebude mozné
explicitné vyjadrit, tj. bude pouze zaddn jako implicitni funkce.
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Z predchozich prikladi a kol je patrné, ze v termodynamice je bézné v riznych situacich
uvazovat jako nezavislé proménné rizné veli¢iny a pomoci nich vyjadrovat zbylé, zavislé
veli¢iny. Proto povazujeme za vhodné pred samotnym zacatkem studia termodynamiky
pripomenout znalosti tykajici se funkci vice proménnych a jejich derivaci.

1.2 Derivace inverzni funkce

Z prednasek z matematiky vime, Ze pokud je funkce f : y = f(x) ,,pékné‘ﬂ a prosta na
néjakém okoli bodu x, lze na tomto okoli definovat inverzni funkcﬂ fin :x = fin(y). Mezi
derivacemi obou funkci plati, Zze ,jedna je prevracenou hodnotou druhé®. Presnéji:

df 1 1
I R = —— =
= de| — fl, dfw]
0 dy Yo

kde plati yo = f(z0), resp. 2o = fin(v0). Z toho je navic patrné, ze derivace dané funkce
musi byt nenulova.

Jadro matematického diikazu je ve vztahu pro derivaci slozené funkce. Slozime-li funkci f
a jejl inverzi fi,, plati v okoli bodu x

fnlf(2)) = .

Zderivujeme-li obé strany tohoto vztahu podle x v bodé xy, dostavame

fin(F @)y - F'(@0) 4y = finlf (0)) f'(0) = 1,
a po dosazeni rovnosti f(z9) = yo a upraveni ziskdvame hledany vztah

1

Jw) = 5ty

Geometrickd interpretace je ziejmd z obrazku [I.1] Derivace funkce f v bodé z je rovna
smérnici tecny v tomto bodé, tj. tan¢. Pokud si funkei zobrazime v osové soumérnosti
s osou y = x, dostaneme funkci k ni inverzni. Zobrazime-li stejné i tecnu a dany uhel,
vidime, ze pro derivaci inverzni funkce plati

11
tang  f!

fi, = tany’ = tan (;T - gp) = cotp =

3My budeme uvazovat pouze spojité a hladké funkce, coz je postacujici.
41 kdyZ je obvyklé znagit inverzni funkei jako f~!, volime znacen{ odlisné, aby nemohlo dojit k zdméné
s prevracenou hodnotou.
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Obrazek 1.1: Geometricka interpretace vztahu pro derivaci inverzni funkce

A jesté zminme ,fyzikalni pristup“ — i kdyz se jedna spise o mnemotechnickou pomucku.
Ve fyzice k derivacim pristupujeme nejcastéji jako k limité podilu dvou rozdili blizkych
éise]lﬂ7 tj. jako k podilu toho, jak se zméni y (samo zavislé na z), pokud se malicko zménilo
x. Limita spoc¢iva v tom, Ze zmensujeme zménu nezavislé proménné x, tj.

- ,_dy Ay
f=b) == %

U inverzni funkce se prohodi role x a y — uvazujeme x jako zavislé na y a pro derivaci plati

_dw y Ax

=— = lim —.
dy Ay—0 Ay

fin = (@)

Je vidét, ze pred provedenim limity mély oba zlomky navzdjem prevracenou hodnotu.
Jedna-li se o funkce spojité, pak neni diivod, aby provedeni limity na této skute¢nosti néco
zménilo: q . .

x
f i/ =

5Proto je také ve fyzice mnohem &ast&jsi znadit derivaci jako g—i, nikoli jako f’. A také obvykle ozna-
¢ujeme funkci stejnym pismenem jako jeji vysledek, tj. y = y(z).



1.3. DERIVACE FUNKCE VICE PROMENNYCH 9

1.3 Derivace funkce vice proménnych

Ukol 1.4  Uvedte co nejvice zptisobt, jak se lze divat na derivaci a jeji vyznam.
Nemusi se jednat o presné definice, spise nam jde o rizné pohledy na derivaci.

Ukol 1.5 Mgjme funkei vice proménnych, napt. hustotu hmyzu H v pralese jako
funkci soutradnic x, y a z a ¢asu t. Uvedte, jak se pocitaji a jaky vyznam maji parcialni
a totalni derivace H podle ¢asu t. Cim se tyto derivace lisi?

Vse potom ilustrujte také na nadmorské vysce V jako funkci souradnic x a y.

Predchozi kol pripomnél odlisnosti parcialni a totalni derivace, pojdme to shrnout:

o Uvazujme funkci F' = F(x,y,t), kterd zavisi na dvouﬁ souradnicich = a y a case t.
Déle méjme néjakou trajektorii popsanou zavislostmi souradnic © = z(t) a y = y(t)
na case.

o Pri pocitani parcialni derivace %—f funkci F' ,normalné* derivujeme podle ¢ a ostatni
proménné bereme jako konstanty.

o Pri pocitani totalni derivace % musime znat zavislost ostatnich proménnych na t —
méame pak dvé moznosti. Bud dosadime zadané zavislosti x = x(t), y = y(¢) atd.,

¢imz ziskame funkci jediné proménné t a tu zderivujeme, nebo aplikujeme vztah
dFf  O0F dx 0F d oF
— = —— + i + =, (1.1)
dt Ox dt Oy dt ot

ktery vyuziva znalost zavislosti F' na proménnych z, y atd., coz mize vypocet usnad-

nit (napt. pokud se = vyskytuje ve vyrazu pro F' nékolikrit a samotnd jeho zavislost
na ¢ je komplikovanéjsi).

V predchozim oddile jsme si ukazali, ze v termodynamice nemusi byt tuplné jasné, co
povazujeme za proménné a co za funkce. Pii pocitani parcidlnich derivaci je tedy nutné

uvadeét, jaké jsou ostatni proménné derivované funkce, které povazujeme za konstanty. To
. , . . e . OF(z, e L.
znamena, ze misto stru¢ného zapisu g—i je treba psat #, ze kterého je patrné, ze

druhou proménnou je y a tu povazujeme pri derivovani za konstantu. V termodynamice se

Vv

spodni index derivace, tj. zapis vypada takto (g—i)
y
OF _ 0F(y) _ (OF
or  0x  \Oz y'

5Dvé soufadnice jsou zde zvoleny proto, aby zdpisy vztahti byly piehledné. Viechny vztahy ale plati i
pro funkce s jinym poctem proménnych. Navic, jak uvidime déle, ndAm to umozni ilustrovat vSe pomoci
nazorného modelu krajiny.
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vvvvvv

nez jen pri konstantni druhé proménné. Vztah [I.1] potom m4 tvar
dF oOF d OF d OF
S o () S () (L) . (1.2)
dt ox dt dy dt ot
y,t z,t x,y

Ukol 1.6  Uvazujte valec o vysce v a poloméru podstavy 7.
(1) Urcete, jak rychle se méni plocha jeho plasté S (tj. jeho povrch bez podstav)

s vyskou v za predpokladu, ze polomér podstavy je konstantni — tj. derivaci (%) .
(2) Tutéz derivaci spoctéte za podminky, ze konstantni je objem valce V' — nyni jde
o derivaci (%)V

Porovnejte a okomentujte rozdily obou vysledki.

Pojdme si jesté na ndsledujici tloze ovérit, ze ve vztahu umime priradit vyznam jed-
notlivym derivacim, které v ném vystupuji.

Ukol 1.7

Pojdme se projit v okoli Ripu. I zde si zavedeme funkeci
nadmotské vysky V = V(z,y) jako funkci polohy urcené
souradnicemi x a y. Prohlédnéte si mapu, naleznéte vrs-
tevnice a pripomerite si jejich vyznam. Najdéte mista, kde
je kopec strmy a kde je naopak velmi pozvolny (,skoro“
rovina).

Uvazujte, Ze vase cesta je vyznacena ¢ervenou barvou a ze
jdete stale stejné rychle. Nacrtnéte grafy casové zavislosti
soufadnice x, souradnice y a nadmorské vysky V', ale také

et dz Ay (9V v\ . dv i~ :
derivact 47, 4, (fh)y’ 8y)z a <5 - Popiste, které¢ grafy
spolu navzajem souvisi a jak.




1.3. DERIVACE FUNKCE VICE PROMENNYCH 11
X |— y |— %4
t t

a G G, &t

Y

v

Pokud vam kol cini problémy, pouzijte k jeho vyreseni vhodny model. Osvedcil se
prostorovy papirovy model kopce, vhodnd miska nebo polovina pomela, které je zabaleno
v igelitu, takZe na néj lze psdt stiracimi fixy a v pripadé potreby vytvorit prislusné rezy
nozem.

Ukol 1.8 UvaZujme stejnou situaci jako v predchozim tikolu, tj. funkci V dvou pro-
ménnych z a y s vyznamem nadmotské vysky v okoli kopce. Opét se zde ,,prochazime*,
tj. mame zde definovanou néjakou krivku popsanou parametrem t. Pro totalni derivaci

plati
v _(ovY do, (oV) dy
dt — \ox dt dy dt
y,t i

totalni derivace = o -0 + o - o

Tento vztah ma tvar

kde na mistech puntikt jsou derivace.
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Najdéte na kopci takové misto a nakreslete v ném takovou cestu, aby tento vyraz mél
tvar:

1. kladné ¢islo - zaporné ¢islo + zaporné cislo - kladné ¢islo,

2. nula - kladné ¢islo 4+ zaporné ¢islo - nula.

Vymyslete i dalsi kombinace kladné, zaporné a nulové hodnoty a najdéte je na mapé.
Je mozné najit libovolnou z nich?

Ukol 1.9

Vratte se k zadani predchoziho tkolu.

Tentokrat budeme znat prubéh derivace nadmorské
vysky V' béhem naseho vyletu, tj. %. Vasim tkolem
je najit trasu tohoto vyletu.

Je Teseni jednoznacné?

Vypoctova dloha 1.1
Zkusme uz tlohu ¢isté termodynamickou. Zajima nas, jak se méni teplota pti adiaba-
tickém rozpinani idealniho plynu.

Reseni:

Pripomenme si, ze stavova rovnice idedlniho plynu ma tvar pV = nRT a adiabaticky
déj je dan vztahem pV* = K = konst., kde tlak p, objem V a teplota 1" popisuji
stav plynu, R je univerzalni plynova konstanta, n latkové mnozstvi plynu, konstanta
K souvisi s pocatecnim stavem plyn a konstanta s je rovna podilu tepelnych kapacit
pri konstantnim tlaku a pti konstantnim objemu, tj. x = 5—5 > 1.

Zména teploty pri adiabatickém rozpinani znamena, ze hledame derivaci teploty podle
oT

objemu za predpokladu, zZe se pohybujeme po adiabaté, tj. hledame (W) .
adiab.

V analogii s nasimi prochazkami kolem Ripu si celou tilohu pedstavime tak, Ze stavova

rovnice udava ,tvar krajiny“, teplota 7' hraje roli nadmotské vysky, izotermy tedy

predstavuji vrstevnice. Rovnice adiabaty udava nasi cestu (na obrazku Cervené) a nasi

otazku muzeme formulovat takto: ,,Jak je nase cesta strma?“
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Pustme se do poc¢itani. Uvazujeme stavovou rovnici T = T'(V,p) a rovnici adiabaty uda-
vajici zéavislost tlaku na objemu p = p(V), tj. po dosazeni dostaneme 7' = T'(V,p(V)).
Derivace T' dle objemu V je

<dT> _ <3T> N <3T> (dp>
dv adiab. 8V p 8]7 |4 dv adiab.
Do obecného vztahu muzeme dosadit konkrétni zavislosti. Pro idedlni plyn plati
pV oT P oT %
T = — - - = i -
nRkR = <8V> nR’ (8}9 , nR
p

a pro adiabaticky déj

K () AV
P dv adiab. B Vet .
. _p  V sK

AV ) ... nR  nRVsU

Dosadime K = pV* a upravime

dT P
— =——(k—1).
( dv)adiab. nk (H )

Vidime, ze derivace je zaporna, coz je ve shodé s tim, ze o adiabatickém rozpinani
plynu vime, Ze se pii ném plyn ochlazuje (coz je patrné i z grafu).

Po dosazeni
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Samoziejmé jsme hledanou derivaci mohli urcit i pfimo, z rovnice pro adiabaticky déj
vyjadiime tlak p, dosadime do stavové rovnice a tak dostaneme teplotu 71" jako funkci
jediné proménné V

T

niR nRk

W _ KV KV ary _RVE=w) ey
~nR  VenR  nR AV ) sen '

Vidime, Ze obéma postupy jsme ziskali stejny vysledek.

Vztah pro vypocet derivace slozené funkce (1.2} tzv. ,Fetizkové pravidlo“) muzeme uplatnit
i v pripadé, ze vnitini funkce jsou také funkcemi vice proménnych. Ukazme si to na ptikladu
sférickych soufadnic r € (0,00), ¥ €< 0,1) a ¢ €< 0,27). Kartézské souradnice muzeme
vyjadrit pomoci sférickych souradnic z, y a z

T = T COos psin v, y = rsin @ sin v, 2z =rcosv.

Ale toto vyjadreni lze i invertovat, tj. vyjadrit sférické souradnice pomoci kartézskych
souradnic

R
r=/x?+y?+ 22, ﬁ:arctani, cp:arctang.
z xr

Pokud mame funkci F' a vyjadiime ji ve sférickych souradnicich F' = F(r, 9, ¢). mizZzeme
se na jeji vyjadreni ,divat pres sférické souradnice*

F = F(T’,ﬂ, 90) =F (T(m,y,z),ﬁ(ﬂf,?hz)» (P($,y,2)) :

oF
ox

OF\ _(0FY (ar\ (0F\ (a0)  (oF\ (0
Ox S \or ), \ox oV Ox o), 4 \Ox ‘
Y,z P Y,z s Y,z T Y,z

)

Pokud mame nyni spocitat napt. derivaci ( ) , muzeme podle Tetizkového pravidla psat
y7z

Vyhoda takového postupu se ukaze v pripadé, ze funkce F' je sféricky symetricka, tj. zavisi
jen na souradnici r, pak v predchozim vztahu bude nenulovy jen prvni ¢len.

Alternativné muzeme nejprve dosadit vyjadreni souradnic r, ¥ a ¢ do vztahu pro funkci
F, ¢imz efektivné dostaneme funkci F' = F(z,y,2), kterou pak ,kartézsky“ zderivujeme.
Oba zpusoby samoziejmé davaji stejny vysledek.
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1.4 Derivace ve sméru a gradient

Parcialni derivaci si tedy muzeme predstavit jako derivaci pocitanou tak, ze jdeme po
cesté ve sméru prislusné osy (ve sméru, kterym roste dana proménnd). Odtud se jiz pfimo
dostavame k tzv. derivaci ve sméru. V nasem piikladé s funkei nadmotské vysky v krajine F
je velmi pékné vidét jeji geometricky vyznam — jde o derivaci dané funkce, pokud se budu
pohybovat po cesté v daném sméru jednotkovou rychlosti. Pojdme podle této predstavy
tuto derivaci spocitat. Smér necht je dan jednotkovym vektorem v = (v,,v,), ktery bude
mit v tomto prikladé vyznam rychlosti. Pro polohu v zavislosti na case t plati:

Pro derivaci ve sméru v tedy dostavame

dF OF\ dx n oF\ dy or n oF
_— = _— —_— —_— - — /ULB 7 (¥ A .
dt ), \ox ), dt dy ), dt or ), " \9y/,
Z posledniho vztahu je patrné zobecnéni pro funkce vice proménnych. Pokud bychom si za-
vedli formalné vektor parcidlnich derivaci (pro funkce vice proménnych pridame analogicky

dalsi slozky)
VF =grad I' = ((W) ; <8F> ) ;
ox y dy ),

muzeme derivaci ve sméru prepsat pomoci skalarniho soucinu jako

dF
=) =§.VF.
(dt) v-V

i

Nasge ,,odvozeni“ vztahu z geometrického vyznamu odpovida i presné matematické definici.

Ukol 1.10 S gradientem jsme se jiz potkali jako s operatorem, ktery u skaldrni
funkce vice proménnych udavd smér, ve kterém funkce nejvice roste. Ukazte (staci
u funkei dvou proménnych), ze ,derivace ve sméru gradientu“ je opravdu ze vSech
derivaci v riznych smérech nejvétsi.
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5 Derivace funkce zadané implicitné

Dalsi uzite¢né pouziti derivace slozené funkce vice proménnych je pti odvozeni vztahu pro
derivaci funkce, ktera je dana implicitné [ Nejprve ilustrujme funkei danou implicitné
obecné — takova funkce je déna predpisem F(z,y) = 0, ktery urcuje kiivku, na které
dand rovnost plati (pokud by F' byla funkce nadmotské vysky, tak se jedna o vrstevnici).
Uvedeny predpis muzeme chépat jako zadani funkce y = y(z) a muzeme hledat jeji derivaci
%. Pouzijme vztah pro derivaci funkce vice proménnych:

dF oF OF\ dy
F(z,y(x))=0 = E_O = (&r)y+(8g/>x(i;5_o’

odkud mutzeme hledanou derivaci lehce vyjadrit

@ (5),
e (50)

a protoze jsme derivaci y hledali za podminky, ze F' = 0, mizeme jesté doplnit znaceni

(a;,) . @i)y (1.3)

%le (%),

Ukol 1.11  Procvi¢me si derivaci funkce dané implicitné p¥i hleddn{ derivace v bodech
lezicich na kruznici. Uvazujme kruznici o poloméru 1, kterd je déna rovnici F(z,y) =
22 4+ y% — 1 = 0. Tento pfedpis definuje funkci na okoli viech bodt kruznice az na dva.
V tomto smyslu ji budeme chapat jako funkci danou implicitné.

Nakreslete si obrazek a z néj odhadnéte velikost derivace v bodech [0,1], [v/2/2, v/2/2]

Poté najdéte derivace pomoci vztahu pro derivaci implicitni funkce. Vypocet ovérte
tim, Ze z dané rovnice vyjadiite y = y(x) pro horni polokruznici a zderivujete ho.

Ukol 1.12  Uvazujme idedln{ plyn popsany rovnici pV = nRT a izotermicky déj
(tj. d&j, pri kterém je teplota T konstantni). Na chvili se ,tvaime“, Ze z uvedené
rovnice neumime vyjadrit tlak p jako funkci objemu V. Urcete derivaci (W>T pomoci
derivace implicitni funkce.

Ip

"Jednoduse fedeno je funkce dand implicitné ve chvili, kdy jeji predpis nemd tvar ,y = néjaky vzoredek
“

ST,
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Ziskany vysledek ovérte tak, ze tlak p ze stavové rovnice vyjadrite a zderivujete.

Pozn.: Pro idedlni plyn se opravdu jednd o trividlni cviceni a vztah pro derivaci funkce
dané implicitné zde pouzivame opravdu jen ze ,cvicnych duvodi“. Ddle se ale budeme
potkdvat se situacemi, kdy opravdu nebude mozné (nebo bude velmi obtizné) konkrétni
velicinu ze stavové rovnice vyjadrit. Prikladem maize byt objem V' ve van der Waalsove
stavové rovnici pro redlny plyn

2

an
(p + W) (V — nb) =nRT.

Aplikujme vySe uvedeny postup (viz odvozeni vztahu [1.3) na termodynamicky systém
v rovnovazném stavu, ve kterém je popsan stavovou rovnici ve tvaru p = p(7,V), a odvodme
vztah

afp =~

mezi

o teplotnim soucinitelem objemové roztaznosti v = % (gg) ,

P
 teplotnim soucinitelem rozpinavosti 5 = % (%)V a
e soucinitelem izotermické stlacitelnosti o = —% (%)T.

Ukol 1.13  NeZ budete poéitat dél, uvédomte si, co ktery koeficient znamend fyzi-
kalné, jak definicni vztah souvisi s jeho nazvem a proc je v posledni definici minus.

Systém je popsan stavovou rovnici, kterou muzeme uvazovat napiiklad ve tvaru p = p(T,V).

Protoze se budeme snazit vyjadrit koeficient ~, budeme pocitat derivaci V' podle T' na

izobafe, tj. (%) . Izobaru budeme chapat jako funkci p = p(7,V(T)) = konst., resp.
p

p = p(T,V(T)) = 0 (pozn. konstantu muzeme od obou stran rovnice odecist, v deriva-
cich nebude hréat roli). Hledanou derivaci pak nalezneme pomoci véty o derivaci implicitni

funkece:
(av> (&)
or P (%>T

Pokud navic na derivaci ve jmenovateli pouzijeme vétu o derivaci inverzni funkce, dosta-

neme
(8[/) <8p> <av)
ar ), or ), \ap ),
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Porovnanim téchto vyrazi s definicemi soucinitelti (v odrazkach vyse) dostavame:
WV = (=Bp)(=aV) = afp = 1.

Tento vztah plati zcela obecné — pro libovolny systém (napr. redlny plyn) popsany veli¢i-
nami V,paT.

Ukol 1.14  Jako drobné cviceni vyjdéte ze stavové rovnice pro idedln{ plyn pV = nRT.
Spocitejte vSechny tii koeficienty a ovérte odvozeny vztah.

Ukol 1.15  Uvazujme tii veli¢iny A, B a C, mezi kterymi plati vatah A = A(B,C).
Pomoci derivace implicitni funkce ukazte, ze plati

32).(2), (55,

Jak by se zménil uvedeny vztah, pokud by platilo B = B(A,C), resp. C' = C(A,B)?

1.6 Zpétna rekonstrukce funkce z grafii derivaci

V predchozim textu jsme k funkcim hledali derivace. Ted zkusime jako nacvik na dalsi
latku vytesit jednu konkrétni tlohu, ktera vyzaduje obraceny postup:

Vypoctova tloha 1.2

Vyrazime spolecné na malou vychazku. Jako spravni ,matfyzaci® si krajinu popiseme
kartézskymi souradnicemi — souradnice x miii na vychod a souradnice y miii na sever.
Déle si zde zavedeme funkci dvou proménnych F' = F(z,y), kterd vyjadiuje nadmot-
skou vysku v daném misté. Vychazka je popsana nasledujicimi ¢tyrmi grafy:
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Vzorové reseni:

Nejprve vyuzijeme prvni dva grafy, které nam davaji informaci o tom, jak rychle se ménily
nase souradnice, tj. davaji ndm pribéh rychlosti. Pro nazornost zvolime jednotky pro obé
osy (obr. — udélejme z toho takovou ptildenni, ¢tyrhodinovou prochézku celkem po-
hodovym tempem. Pritom budeme uvazovat, ze ,strmost“ krajiny neni nijak velka, takze
muzeme zanedbat slozky rychlosti ve sméru z a zaménovat primeét rychlosti do vodorovné
roviny s celkovou rychlosti.

A jak vypadal nas vylet po hodinach? Zkusime to vycist z grafi:

 Prvni hodinu jsme §li pouze ve sméru z (vychodnim smérem), a to rychlosti 4 km/h.
Urazili jsme tedy 4 km.
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Obrazek 1.2: Grafy popisujici priubéh rychlosti, nyni uz s jednotkami

Obréazek 1.3: Mapa nasi vychazky
e Druhou hodinu jsme §li ve sméru (1,1), tj. severovychodné, a nase rychlost byla
V22 + 22 km/h = 2,8 km/h.

e Ve treti hodiné vychazky jsme kraceli proti sméru osy z, tedy zapadné, a to rychlosti
jen 2 km /h.

 Posledni, ¢tvrtou hodinu jsme §li smérem na sever rychlosti 4 km/h.

Vytvorime nyni mapu naseho putovani (obr. [1.3]) a naznac¢ime do ni i ¢asové tdaje, tj. kdy
jsme v daném misté byli. Z grafi v zadani nijak neplyne, ze jsme zacinali v pocatku
souradnicové soustavy, ale pro jednoduchost je tak obrazek namalovan.

Nyni nastal ¢as vzit v ivahu i zbylé dva grafy. Dopliime i do nich ¢&iselné idaje (obr. [?7)
a opet se podivejme na nas vylet po hodinach.

Béhem prvni hodiny nasi vychazky méla krajina v z-ovém (tj. vychodnim) sméru staly
sklon 20 m/1 km. Nase cesta vedla na vychod, takze jeji stoupani bylo stélé, a protoze
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Obrazek 1.4: Grafy popisujici krajinu naseho vyletu

Obréazek 1.5: Spejle predstavuje cestu a jeji sklon ve sméru na vychod, paratka uréuji sklon
krajiny v okoli cesty.

jsme $li jiz difve urcenou rychlosti 4 km/h, nastoupali jsme na ¢tyrech uslych kilometrech
80 vyskovych metri. Mizeme se také podivat, jak vypadala krajina okolo, tedy v nejbliz-
sim okoli cesty (znalost derivace ndam umoznuje odhalit pravé jen nejblizsi okoli). Sklon
krajiny ve sméru kolmém na nasi cestu se z pocatec¢ni nulové hodnoty postupné zvysoval,
tj. postupné jsme sli po vice a vice piikrém ubo¢i — po nasi levé ruce (smérem na sever) se
zvedal svah, po nasi pravé ruce (jih) bylo udoli (viz obr. [77)).

Ve druhé hodiné vidime, ze ve sméru z je rovina a ve sméru y stalé stoupani 20 m/km
(alespon v okoli nasi cesty). Protoze jsme se vydali ve sméru (1, 1), tj. severovychodné,
nejdeme ani po roviné, ani pfimo do kopce. Spoc¢téme nase ,stoupani“ pomoci derivace
slozené funkce — rychlost zmény nadmorské vysky <L je v €asech ¢ € (1h;2h) rovna
dF_((?F) dx (8F> dy_Om 2km m

— = (=) =+ (% km g I pkmyym
dt dx ) dt dy ) dt  "km " h km ~h k'

Pokud bychom si chtéli spocitat sklon nasi cesty, vyuzijeme toho, Ze jsme jiz diive urcili
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délku druhého tiseku (2,8 km), tj. sklon cesty byl 22 2.8 fn—14 (s stoupdni bylo tedy mirnéjsi
nez v prvnim useku.

Sklon cesty na druhém tseku miizeme spocitat také jinym zpiisobem, a to pomoci derivace

ve sméru cesty. Jednotkovy vektor ve sméru nasi cesty je 17 = (?, ?) a derivace ve sméru
7 je potom

oOF oF
_ N.i= [ 22
o7 = (grad F')-ii = <8x )y Ny

Zcela neprekvapive dostavame stejny sklon cesty jako predchozim postupem.

OF V2 V2 |
+ <8y> OH —+20E A 14H

Treti hodina nasi vychazky bude na rozlusténi asi nejzapeklitéjsi. Jdeme proti sméru
osy x, tj. na zapad, a pro sklon nasi cesty je tedy urcujici derivace F' podle x. Ta je po
celou hodinu zépornd, to znamend, ze ve sméru rustu z (tj. vychodnim smérem) funkce F
(tj. nadmotska vyska) klesd. Protoze ale Slapeme na zépad, jdeme celou tieti hodinu do
kopce. Mozna pomitze i formalni vypocet — napriklad v case t = 2,5 h stoupame tempem

dAF _(OF\ dr  (OF\ dy
dt — \ oz ), dt dy ), dt’

dF km km m
dt_< 10m>'<‘2h> ( QOM)‘(‘)J—Q%‘

Protoze sklon cesty linedrné roste z nuly az na kone¢nych 20 m/km, muzeme za celou tieti
hodinu uvazovat ,prumérny“ sklon 10 m/km, coz dava pii drive zjisténé rychlosti chiize
2 km/h celkové nastoupané prevyseni ve tfetim tiseku 20 metrii; vyskovy profil cesty bude
parabolicky.

Pokud jde o okoli cesty, ve sméru y ma krajina staly ,zaporny“ sklon, celou dobu tedy
jdeme po stéle stejné  naklonéném* ibodci. Po pravé ruce (na severu) je pod ndmi tdoli,
po levé ruce (na jihu) se nad ndmi ty¢i svah — alespon v blizkém okoli cesty.

V posledni, étvrté hodiné, jsme nabrali stejnou rychlost jako na pocatku, tj. 4 km/h,
a mifime na sever. Konec¢né jdeme z kopce, protoze pro sklon nasi cesty je nyni rozhodujici
derivace F' podle y, kterd je zdporna. Klesani je na zac¢atku ¢tvrté hodiny rovno —20 m/km,
ale postupné se zmensuje a na uplném konci vychazky prechézi cesta v rovinku. Celkove
ztratime béhem ¢tvrté hodiny 40 vyskovych metri — sklon cesty ma az na znaménko stejny
casovy prubéh jako ve tretim tseku, ale protoze jdeme dvakrat tak rychle, je i zména
nadmotské vysky dvojnasobna.

Ani stran okolo cesty neni rovna, klesd kolmo na cestu od zdpadu smérem k vychodu
a jeji sklon se postupné zmensuje. Mize nas napadnout, jakym smérem bychom se museli
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Obréazek 1.6: Mapa nasi cesty doplnéna o prevyseni, sklony a vzdalenosti

v daném misté cesty rozbéhnout, abychom klesali ¢i stoupali nejvice — tento smér urcuje
gradient F'. Napriklad v ¢ase t = 3,5 h mame

OF OF m m m V2 /2

Tento vysledek znamend, Ze v tomto misté krajina stoupa nejrychleji jihozapadnim smérem,
z ¢ehoz lze usoudit, ze na druhou stranu, tj. na severovychod bude nejvice klesat. Sklon je
zde 14 m/km.

Mapu nasi vychazky z obr. muzeme nyni aktualizovat doplnénim prevyseni a sklonu
cesty (obr. [1.6]) a celou krajinu v okoli nasi cesty si ndzorné namodelujeme — obr. [1.7]

Z doplnéné mapy lze snadno nakreslit vyskovy profil cesty v ¢ase a jeji ,,sklon v ¢ase“ (obr.
1.6]). Stejné tak muzeme zakreslit zavislost vyskového profilu a sklonu cesty na urazené
vzdélenosti (obr. [1.9). Rozmystele si, Ze

o ,sklon v ¢ase“ neni nic jiného nez totalni derivace nadmorské vysky F,
o grafy na obr.[1.9]se od grafii na obr. [I.8|lisf jen tim, Ze byly osy preskalovany rychlosti
nasi chiize v jednotlivych hodinach cesty.
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Obrazek 1.7: Uff, konecné v cili! Cela cesta a krajina v jejim nejblizsim okoli znazornéna
pomoci Spejli a paratek.

Obrazek 1.8: Zavislosti nadmotské vysky a sklonu nasi cesty na urazené vzdéalenosti
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Obrézek 1.9: Zavislosti nadmotské vysky a sklonu nasi cesty na case

1.7 Totalni diferencial a Pfaffovy formy

Znalost derivaci ndm fik4, jak rychle dana funkce (fyzikalnéji velic¢ina) roste, kdyz se méni
jejl proménné. V termodynamice budeme casto vyjadirovat misto derivaci primo prirustky
veli¢in, tj. budeme hledat vyrazy, které ndm feknou, jak se zméni veli¢ina F' = F(x,y), po-
kud se zméni jeji proménné x a y, pricemz uvedené zmény budeme brat jako infinitezimalné
malé. Budeme tedy pracovat s vyrazy ve tvaru

dF = f(z,y)dz + g(z,y) dy,

kde f = f(z,y) a g = g(x,y) jsou néjaké funkce proménnych z a y. Omezime se na pripady,
kdy jsou tyto funkce spojité a hladké v obou proménnych.

Uvazujme nyni, ze funkci F' zndme. Protoze funkce f ndm vlastné rika, jak rychle ma rust

F' pri zméné z, vidime, Ze ji mizeme ztotoznit s parcialni derivaci podle x, tj. f = (8—F)

oz ).,
podobné g = (%—Z)m.

Ke stejnému zévéru lze dojit i tak, ze vyraz pro totalni derivaci funkce F(z,y) (vztah [1.2)
,vynasobime“ diferencidlem dt:

AF_(OF) do (OF) ),
dt — \ox ), dt oy ), di
OF OF

Vyraz na predchozim faddku budeme nazyvat totalnim diferencidlem funkce F(z,y).
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Obrazek 1.10: Funkce F(x,y) = xy sestavend z pohyblivych te¢nych rovin (vlevo) a tecné
roviny umisténé , do stejné vysky“ (vpravo), coz nazorné ukazuje jakou informaci o priubéhu
dané veli¢iny poskytuje znalost Pfaffovy formy (resp. zde totalniho diferencidlu).

V matematice se jako totdlni diferencidl oznacuje linedrni zobrazent, které nejlépe aproxi-
mugje funkci v daném bode. Toto linedrni zobrazeni lze geometricky zndzornit jako tecnou
nadrovinu; v nasem pripadé funkci dvou proménngch (at jde o nadmorskou visku v okoli
Ripu nebo teplotu idedlniho plynu jako funkci objemu a tlaku) se jednd o rovinu. Tato rovina
je urcena tecnami ve smérech x a y, tj. obéma parcidalnimi derivacemi. To ale znamend, Ze
jak ,matematicky“, tak ,fyzikdlni“ totdini diferencidl nesou stejnou informaci.

Pokud zistaneme u funkce dvou proménnych F' = F(x,y) a tfeti prostorovou soufadnici
pouzijeme k zachyceni funkéni hodnoty, lze si informace ulozené v totalnim diferencialu
geometricky predstavit i tak, ze pribéh funkce budeme aproximovat tec¢nymi rovinami
a vSechny tyto roviny umistime do stejné vysky (viz obr. vpravo).

Ukol 1.16  Pokuste se vyjadiit obecnou nebo parametrickou rovnici tefné roviny
pomoci uvedenych parcialnich derivaci funkce F'.

Je vidét, ze pokud zname funkci F', je vytvoreni jejiho totalniho diferencialu velmi jedno-
duché. My se ale nyni budeme zabyvat tlohou obracenou. V termodynamice totiz ¢asto
sestavime vyraz, ktery 1ika, jak se néjaka velicina méni pri zménach veli¢in, které jsme se
rozhodli povazovat za jeji proménné. A bylo by pro nas velmi vyhodné umét tuto veli¢inu
explicitné vyjadrit, pripadné konstatovat, ze takové vyjadreni neexistuje. Prevedeno do reci
matematiky, budeme mit vyraz typu

dF = f(z,y)dz + g(z,y) dy,



1.7. TOTALNI DIFERENCIAL A PEAFFOVY FORMY 27

ktery ma stejny tvar jako totalni diferencial vyse, ale funkce f a g mohou byt libovolné
hladké a spojité funkce; vyrazy tohoto typu budeme nazyvat (diferencidlni) Pfaffovy
formy.lﬂ A budeme se ptat, zda existuje funkce F' = F'(x,y), takova, ze by se jednalo o jeji
totalni diferencidl. Pokud takovda F' = F(x,y) existuje, nazveme takovou Pfaffovu formu
integrabilni, pokud ne, budeme hovorit o neintegrabilni Pfaffové formeé.

Terminologie a znaceni: V pripade, Ze pracujeme s obecnou Pfaffovou formou, pismeno @ se
Lskrtd“, aby se zdiraznilo, Ze se nejednd o totdlni diferencidl. Pokud uz vime, Ze se jednd o
integrabilni Pfaffovu formu, tj. jde o totdini diferencidl néjaké funkce, pak se d neskrtd. Ve
fyzice obvykle jiz budeme vedet, které veliciny maji integrabilni, resp. neintegrabilni formy,
a tedy i ,jaké d pouZit”.

Misto integrabilni Pfaffova forma se také pouziva oznaceni uplny diferencidl a neintegrabilni
Pfaffova forma se oznacuje jako neuplny diferencial.

Vypoctova dloha 1.3
Nez budeme pokracovat obecné, ukazme si jednu konkrétni Pfaffovu formu — praci
plynu.

Reseni:

Nejprve velmi jednoduse: Jestlize plyn zvétsi sviij objem V| pak vykond préaci rovnou
soucinu tlaku p a zméné objemu §V. Tlak ale mize zaviset na objemu, tak musime
uvazovat jen malou zménu objemu dV, pro kterou se tlak ptili§ nezméni, tj.

aw = p(V)dv.

V pripadé vétsi zmény objemu 6V celkovou praci naintegrujeme
Vo+oV

W= p(V)av.
Vo

Je prirozené pracovat s nezavislymi proménnymi p a V' (tj. vse budeme vyjadiovat
pomoci tlaku a objemu). Uplny zépis diferencidlu (formy) prace je tedy
dW =pdV + 0dp,

coz nam Ttikéa, ze pri zméné objemu se kona prace imérna velikosti tlaku a pri zméné
tlaku se prace nekond. Vse shrnuje obrazek:

8Johann Friedrich Pfaff (22. 12. 1765 — 21. 4 1825), némecky matematik
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Diferencial prace je zde v jednotlivych bodech vyjadien pomoci roviny, ktera naznacuje
prirtstek ¢i ubytek prace v zavislosti na tom, kterym smérem se vydame. Vidime, zZe ve
sméru V' jsou roviny sklonéné ttimérné hodnoté tlaku p (porovname-li strmost kosticek
v jednotlivych fadcich, tak postupné nartistd) a ve sméru p maji vSechny roviny nulovy
sklon (vsechny kosticky v jednom fadku jsou stejné strmé).

Jak jiz bylo naznaceno, znalost diferencialu (Pfaffovy formy) ndm umoznuje pocitat
kiivkové integraly. Geometricky to znazornuje nésledujici obréazek — kosticky jsou na-
rovnany do takové vysky, aby na ,na sebe navazovaly“. Celkovd zména vysky nam
tedy tekne vysledny integral.
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Zkusme najit néjaké pravidlo, které by nam umoznilo jednoduse zjistit, zda konkrétni
Pfaffova forma je integrabilni. Pokud se jedna o integrabilni Pfaffovu formu, tj. existuje
prislusnd funkce F', pak musi platit

of L 00F _ 0 OF 2
oy Oy O0x  Ox Oy  Ox
Zaménnost obou derivaci mame zaruc¢enu tim, Ze jsme se v nasich tvahach omezili pouze
na funkce, které maji vsechny derivace az do druhého radu. Pozdéji dokazeme, ze uvedené
tvrzeni plati i obracené. Tj. pokud je podminka
0 9]
of _ 99 (1.4)
oy O
splnéna, funkce F' existuje, a pokud splnéna neni, funkce F' neexistuje. Tim jsme ziskali
pomérné jednoduchy zptisob, jak ovérit existenci funkce F, tj. integrabilitu formy dF.

Poznamka: Pokud bychom pracovali s Pfaffovou formou veli¢iny zavislé na vice nez dvou
proménnych, je nutné, aby byla splnéna podminka analogickd podmince [1.4] pro kazdou

dvojici proménnych.

Pojdme si pouziti podminky ilustrovat na dvou konkrétnich jednoduchych pripadech:

Vypoctova uloha 1.4
Zjistéte, zda jsou nasledujici Pfaffovy formy integrabilni:

e a) dF =ydx + zdy,
e b) 4G =ydx — xdy.

Reseni:
Redeni spocivé v ovéfeni podminky [1.4}

a) Zacnéme s formou dF = ydzr + xdy:

of

flxy) =y = oy 1,
g(ry) ==z = gi =1.

Vidime, ze podminka je splnéna, jednéd se tedy o integrabilni Pfaffovu formu. Neda
prilis prace uhodnout, ze dana Pfaffova forma vznikla jako totalni diferencial funkce
F(z,y) = zy + C, kde C je libovolnd konstanta. (Obecné plati, ze diferencial ndm
funkci uréi az na aditivni konstantu.)
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b) Nyni ovéfime podminku pro dG = ydx — z dy:

of
= = 1
flzy) =y = 9y "
g(zy) = —x = gi - 1.

Podminka splnéna neni, jednd se tedy o neintegrabilni Pfaffovu formu a neexistuje
zadna funkce, pro kterou by tato forma byla totalnim diferencialem.

Pojdme vypocty ilustrovat jesté na mechanickém modelu, ktery ukazuje teéné roviny
v bodech P = [0,0], X = [dz,0], Y = [0, dy] a B = [dz, dy]. Zveddnim cervenych
kvadrikt se pokusime danou funkci ,,vytvorit“. Obé parcialni derivace F' v bodé P =
[0, 0] jsou nulové. To znamend, Ze kdyz zvolime hodnotu (tj. vysku pro tecné roviny)
v tomto bodé, pak hodnota v bodé (vyska roviny), ktery je o maly kousek posunuty
ve sméru x, by méla byt stejnd (obdobné i ve sméru y). Tim mame nastavené polohy
kvadiika v bodech X a Y (viz obrazek [1.7] vlevo).

Problém nastane, pokud se pokusime umistit te¢nou rovinu do bodu B = [dz, dy] .
Kvadiik v bodé X ve sméru y klesé (prislusna derivace je zde zapornd), coz znamena,
ze kvadrik v bodé B by mél byt ostie nize, nez tii jiz umisténé kvadriky.

Na druhou stranu kvadiik umistény v bodé Y ve sméru x roste (derivace je kladnd),

coz naopak tika, ze kvadrik v bodé B by mél byt ostre vyse, nez tii predeslé.

A pokud by ndm tyto komplikace nestacily, tak prima cesta z bodu P do bodu B ma
nulovou derivaci, takze podle této informace bychom méli ¢tvrty kvadiik umistit do
stejné vysky jako tii predchozi.
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Z toho je jasné patrné, ze hodnota G v bodé B (vyjadrena vyskou, do které bychom
dany kvadrik umistili) neni dédna jednoznacné, ale zavisi na zpusobu, jak se snazime
tuto funkci vytvaret. Coz je obsahem tvrzeni, ze neexistuje funkce G = G(x,y), kterd
by tvorila onu plochu, ke které by dG urcovala teéné roviny. Te¢né roviny urcené dG
se nedaji ,naskladat“ do hladké plochy.

1.8 Integrabilita Pfaffovy formy a krivkovy integral

V naésledujicich dvou jednoduchych prikladech uvidime, ze u integrabilni formy nezavisi
integral [ dF na ,cesté“, ale pouze na volbé pocatecniho a koncového bodu, naopak u
neintegrabilni formy je vysledek integralu na cesté zavisly. Odtud také plyne pojmenovani
integrabilni a neintegrabilni formy.

Vypoctova tloha 1.5

A) Uvazujme Pfaffovu formu dF = ydx + xdy. Spocitejte
kiivkovy integral [{ dF, kde pocateéni bod A ma soufadnice
[0,0] a koncovy bod B mé soufadnice [1,1]. Integral spocitejte
po téchto trech cestach:

 a) Nejprve po ose x do bodu C = [1,0] a potom ve sméru
osy y do koncového bodu [1,1] (na obrazku cervené).

» b) Nejprve po ose y do bodu D = [0,1] a potom ve sméru
osy x do koncového bodu [1,1] (na obrdzku modfe).

o ¢) Po primé cesté, tj. po pfimce y = x (resp. tsecce AB,
na obrézku zeleng).

B) Poté cely vypocet zopakujte pro Pfaffovu formu dG = ydz — x dy.

Reseni:
A) Pfaffova forma dF = ydx + = dy je integrabilni, ocekédvame tedy, ze integral bude
mit stejnou hodnotu pro vsechny tii cesty.

a) Cervena cesta: Integral si rozdélime na dvé ¢asti:

B C B
/ dF :/ dF+/ dF,
A A C
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V prvnim integralu jdeme ve sméru osy z, tj. dz je nenulové a dy nulové, ve druhé
casti cesty je to obracené. Dostavame:

B C B
/ dF:/ ydx—i—/ zdy.
A A C

Dosadime konkrétni hodnoty mezi i konkrétni hodnoty x a y na prislusnych castech
cesty a zintegrujeme:

B 1 1
/ dF:/ 0dx+/ Ldy =0+ [y)_ = 1.
A =0 y=0

b) Modra cesta: Vypocet integralu po této cesté je obdobny jako v predchozim pii-
padeé:

B D B 1 1
/ dF:/ dF+/ dF:/ Ody—i—/ lder =0+ 2]}, = 1.
A A D y=0 =0

c) Zelena cesta: Vypocet integralu po této kiivce si ukdzeme dvéma zpisoby. Nejprve
vyuzijeme znalosti predpisu dané krivky jako funkce y = y(z) = z. Urc¢ime vztah mezi
diferencialy obou proménnych

dy:@dledx: dx.
dx

Vidime, ze kfivka je popséna touto funkci pro z € (0,1), coz budou integracni meze.
Nyni sestavime integral a dosadime za y i za diferencial dy:

B B 1 1
/A dF:/A (ydx—l—:cdy):/ (a:dw+xdx):/ 2vdr = [2%)}_, = 1.
x =0

=0

Druhou moznosti je popsat kiivku pomoci vhodného parametru t. Zde
r=z(t)=t,y=y(t) =t kde t € (0,1).
Odtud spocitame diferencidly

dx dy
de = —dt = dt, dy = —=dt = dt
ST R AT

a vSe dosadime do integralu
1 1

/AB dF = /;0 (y(t) do + z(t) dy) = /t (tdt +tdt) = [ 2tdt=[t*], =1,

=0 t=0
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ktery je diky trivialnimu tvaru kiivky prakticky totozny s predchozim vypoctem.

Vidime, Ze integrace po vSech trech cestdach vede ke stejnému vysledku, coz nas u in-
tegrabilni formy neprekvapuje. Jesté si mizeme uvédomit, ze hodnota uvedeného in-
tegralu je rovna rozdilu hodnoty funkce F' v koncovém a pocatecnim bodé.

B) Jak vime z predchozi ulohy, Pfaffova forma dG = y dz—z dy je neintegrabilni, takze
oc¢ekavame, ze by integrace po uvedenych cestach mohla vést k rozdilnym vysledkiim.
Protoze je tato forma zamérné zvolena tak, aby se lisila od predchozi jen v jednom
znaménku, bude i vypocet obdobny. Proto ho zde jen stru¢né zopakujeme a barevné

vyznac¢ime mista, ktera se lisi.

a) Cervend cesta

B c B 1 1
/ an/ dG+/ dG:/ de—/ Ldy =0 — [y],—g = —1.
A A C =0 y=0

b) Modra cesta

B D B 1 !
Joac=["ac+ [Tac——[ ody+ [ tde=0+[al, =1
A A D y=0 z=0

c) Zelena cesta

B B 1 1
/ HG:/ (ydx—xdy):/ (xdx—xdx):/ 0dz = 0.
A A x=0 x=0

Jak jsme ocekdvali, u neintegrabilni formy nam pro rtzné cesty vysly rtzné vysledky.
Vypocet nazorné ukazuje i nasledujici obrazek.
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A jesté jeden fyzikalni priklad.

Reseni:
Jiz vime, zZe praci plynu lze urcit pomoci integrace:

kon. stav
W= aw = p(V)dV.
poc. stav
Konkrétné:
3V
a) W,= podV +0 = po(3Vo — Vo) = 2pVo = 8kJ,

0

3V
by W= 0+/ " 290 dV + 0 = 2p0(3Vi — Vi) = 4poVo = 16 kJ.
Vo
Pred vypoctem prace po zelené cesté si uvédomime, ze zde plati

— — 2po — 3
P—Po _ Pr—Po _ 4Po—Po N pzﬁV-l—ﬂ
V=W Vi=-W 3W-W 2Vo 2
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a to dosadime do integrace

3Vo

3Vi
© Do — 6poVp = 12kJ.

o W= v+p°dvz[p°v2+p2°v

A 2 4V,

Vo

Vidime, ze dle ocekavani celkova prace zavisi na zptusobu, jakym se plyn z pocatecniho
do koncového stavu dostal, tj. prace ma neintegrabilni Pfaffovu formu.

Jiz na stredni skole se dany integral interpretuje pomoci plochy pod ktivkou zavislosti
tlaku p na objemu V (tzv. pV-diagram, viz obrézek).

Ale integrovat muzeme i pomoci ,kvadiiki“. Objem V a tlak p umistime do vodorovné
roviny a treti, na né kolmou osu vyuzijeme ke znazornéni toho, jak ,narusta* prace.




36 KAPITOLA 1. MATEMATIKA PRO TERMODYNAMIKU

1.9 Hledani funkce na zakladé jeji Pfaffovy formy

Pojdme si na formach z predchozi c¢asti ukazat postup, jak hledat funkci F' na zakladé
znalosti jeji Pfaffovy formy dF. Jednd se také o jeden ze zplisobt, jak zjistit ¢i ovérit
integrability dané formy. Pokud sestavené rovnice maji feseni, tj. funkci F' nalezneme,
forma dF' je integrabilni. V opa¢ném pripadé zjistime, Ze soustava rovnic TeSeni nema a
forma dF je tedy neintegrabilni.

Vypoctova uloha 1.7
Naleznéte funkci F', pokud znate jeji diferencialni formu d@F = ydx + = dy.

Reseni:
Nechame ted stranou, ze vysledek vlastné zname, protoze jsme ho uz diive ,,uhodli®.
Nasim tkolem je ukazat si obecny postup.

7 tvaru zadané formy zname vztahy pro parcialni derivace F

OF\ _ oF\ _,
8x y_y7 ay x_ )

takze mame vyTesit tuto soustavu dvou parcialnich diferencialnich rovnic.

Poznamka: Velmi béznou chybou pri feseni této soustavy je ,zintegrovani obou rovnic
kazdé zvlast a secteni vysledki“. To by zde dalo F' = yx + xy = 2xy. Zderivovanim
zjistime, ze totalni diferencial dF' = 2y dx + 2z dy je odlisny od formy v zadani.

Z prvni rovnice dostavame pro F' vyraz

<(ZF> —y = Flay) =y +C),

kde roli integra¢ni konstanty muze hrat libovolné funkce C' = C(y) proménné y. Tento
tvar F' dosadime do druhé rovnice

oF\ _ o dc |
oy m—x dy_x dy

coz ndm dava diferencialni rovnici pro funkci C' = C(y), jejimz feSenim je konstantni
funkce.

Hledanou funkci F' je tedy funkce F' = zy + konstanta.
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Vypoctova dloha 1.8
Naleznéte funkci G, pokud znéate jeji diferencialni formu dG = ydx — z dy.

ReSeni:
Nyni postup zopakujeme jiz rychleji. Mame rovnice

oG _ oGy _
al. y_y7 ay :E_ I

<8G>y:y = G(zy) =yr + K(y)

Prvni rovnice ndm dava

Dz

a druhé rovnice

(9£ —x+%——m = %——Z’E
oy ). dy dy

Posledni vztah nelze splnit zadnou funkei K, kterd by zavisela pouze na proménné y.
Soustava rovnic tedy nema reseni a neexistuje funkce G, pro kterou by forma @G byla
totalnim diferencidlem. Jednd se o neintegrabilni formu.

7 predchozich dvou tloh je vidét obecné platné dilezité tvrzeni:

Pokud je Pfaffova forma integrabilni, pak urcuje funkci F' jednoznacné az na aditivni
konstantu.

Pravdivost uvedeného tvrzeni lze nézorné ilustrovat i pomoci modeli. Diky formé znam
tecné roviny ve vSech bodech funkce. Pokud mam pomoci nich funkci F' konstruovat, tak
musim nékde zacit a zvolit hodnotu funkce F' v tomto bodé = vysku tecné roviny (kvad-
fiku) = hodnotu uvedené aditivni konstanty. Sklon roviny mi urcuje polohu te¢nych rovin
(kvadrikt) v okoli mého vychoziho bodu (v infinitezimalnich vzdélenostech). A tyto roviny
mohu pouzit k nalezeni hodnot funkce F' zase ,,0 kousek dal“ a postupnymi kroky vytvorit
celou funkci. I kdyz tento postup vypada ponékud naivné a neohrabané, uvédomte si, ze po
pridani limity ,rozméry kvadiiku se zmensuji“, nejde o nic jiného nez o poctivou integraci
zadané formy.
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Ukol 1.17  Vratte se jesté k praci plynu dW = pdV. Ovéite, Ze pro nf neplati pod-
minka integrability Pokuste se tuto formu zintegrovat vyse uvedenym postupem a
ukazte, kde presné postup selze.

1.10 Integracni faktor a jeho hledani

Pokud je Pfaffova forma d@F = f(z,y,...)dz + g(z,vy, ...) dy + ... neintegrabilni, 1ze nékdy
najit funkci u = u(x,y,...) takovou, ze forma dG = pdF integrabilni je. Funkci p potom
nazyvame integracni faktor. Z fyzikalniho hlediska je to velmi dulezité, protoze tak
déjovou velicinu F' ,prevedeme* na stavovou veli¢inu G.

Uvedme konkrétni priklad.

Vypoctova tloha 1.9
Naleznéte integracni faktor p = p(z,y) pro neintegrabilni Pfaffovu formu

dG =ydx — xdy.

ReSeni:
Je-li g = p(x,y) integraénim faktorem dF, pak

dH = pdG = pyde — prdy

je integrabilni Pfaffovou formou (totdlnim diferencidlem néjaké funkce G) a musi spl-
novat podminku tj. musi platit

Opy) _ O(—px) op  Op
oy Oz ~ yay+“_ v H

coz je parcidlni diferencialni rovnice pro funkci p. My ale nemusime najit vSechna jeji
reseni, stac¢i nam najit feseni jediné. Pojdme proto vyzkouset, zda by p nemohlo byt
pouze funkci jedné proménné — vyzkousime, zda rovnici Tesi nefesi napr. funkce typu
= p(z):
O—l—,u:—x%—,u = x%—l—Qu:O,
dx dx

Dosazenim jsme ziskali diferencidlni rovnici prvniho fadu, kterou lze Tesit separaci
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proménnych

1
/d’u:—Q/dx = lnpu=-2hz = p=—.
1 T T

Protoze jsme hledali jedno konkrétni feseni, polozili jsme pro jednoduchost i integracni
konstantu rovnu nule. Dostavame tedy formu

1 1 1
dH = pdG = —sydr — o dy = Y qw - —dy
x? x? x? x
a je velmi snadné ovérit, ze tato forma splnuje podminku [1.4

Nalezené tTeseni neni samozrejmeé jediné. Obdobné lze uvazovat i funkci p zavislou jen
na y, pripadné linearni kombinace téchto reseni.

V tvodu tohoto oddilu jsme uvedli, Ze integracni faktor je mozné nalézt. Podle poctu
proménnych nastavaji pro integracni faktor tyto pripady:

e Pokud se jedna o formu jediné proménné, tj.
dF = f(z)dx,

pak vzhledem k tomu, Ze f(z) je spojitd a ma derivaci, je mozné ji vzdy zintegrovat a F'(x)
je primitivni funkei k funkei f(x).

e Pokud se jedna o formu dvou proménnych, tj.
dG = gi(z,y) dz + go(,y) dy,

muze byt tato integrabilni nebo neintegrabilni, ale v pripadé jeji neintegrability vzdy exis-
tuje integracni faktor p(z,y).

e Pokud ma forma tfi a vice proménnych, mohou nastat tii pripady:

o Forma je integrabilni.
« Forma je neintegrabilni, ale existuje integra¢ni faktor (tzv. holonomni forma).

« Forma je neintegrabilni a ani neexistuje integra¢ni faktor (tzv. neholonomni forma).

Nebudeme uvedené tvrzeni detailné dokazovat. Uvedme jen naznak dikazu. Hledana funkce

P P e ) . . , N(N—1 .
i ma N proménnych, tj. N derivaci v daném bodé. Pro tyto derivace mame %) podmi-
nek (tolik, kolik je dvojic proménnych, viz . Tato homogenni soustava rovnic ma vzdy

netrivialni feseni, pokud je rovnic méné nez proménnych, tj.
N(N -1)

< N,
2 Y
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coz je splnéno pro N = 1 a N = 2. Pro N > 3 jiz existence netrivialniho reSeni neni

zarucena.

Ukol 1.18 Vratme se opét k praci plynu W, jejiz diferencidl je ddn vztahem daW =
pdV.

1. Jiz vime, Ze se jedna o neintegrabilni formu. Naleznéte jeji integracni faktor .
2. Fyzikalné interpretujte stavovou veli¢inu, jejiz diferencial je pd .

3. Doposud jsme vSe vyjadrovali pomoci nezavislych proménnych objem V' a tlak p.
Zkuste uvedené uvahy provést i za predpokladu, ze nasimi nezavislymi veli¢inami
budou objem V' a teplota 7. V takovém pripadé ale musime dodat zavislost
teploty T' na tlaku a objemu, uvazujme tedy idealni plyn, pro ktery plati pV =
nRT, kde n je latkové mnozstvi plynu (uvazujme ho jako konstantni) a R plynova
konstanta.

1.11 Véta o péti ekvivalencich

V tomto oddile shrneme vse, co jsme si o Pfaffovych forméch tekli a ilustrovali na jedno-
duchych prikladech. Vse zachycuje tzv. véta o péti ekvivalencich.

Uvazujme n funkei n proménnych f;(z1, z2, . .. z,), které maji spojité vSechny derivace.
Potom nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

1. Pfaffova forma dF(zq,xs,...z,) = fidx; + fodxe + - - + f, dx, je integrabilni,
tj. existuje funkce F' = F(xq, 2o, ...x,), pro kterou je tato forma totalnim dife-
rencidlem.

2. Existuje funkce ®(x1,zo,...x,) takovd, Ze libovolny kiivkovy integral [ f dF =
®(B) — P(A), kde A je pocatetni a B koncovy bod dané kiivky.

3. Krivkovy integral [ dF' nezavisi na zvolené ceste.
4. Integral po uzaviené krivce ¢, dF = 0.

5. Pro vSechny dvojice indexii 7,k € 1,2,...n je splnéna podminka 3712 = ng’;.

Poznamenejme explicitné, ze ekvivalence téchto péti vyrokli znamenad, ze jsou splnény
bud vsechny, nebo zadny z nich.
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Misto dikazu této véty si ukazeme, jak by jeji jednotliva tvrzeni vypadala v pripadé, ktery
je ndm dobre znam z mechaniky — pro diferencial vykonané prace, tj. skalarni soucin sily F'

a posunuti dr’ .
dW = F . dr = F,dz + F,dy + F. d=z.

Vidime, ze slozky sily zde hraji roli ,koeficienti urcujicich rychlost nartistu prace” ve
smérech jednotlivych os.

Prvni vyrok z véty o péti ekvivalencich by znél tak, ze silové pole je konzervativni — jedna se
tedy pouze o jiné pojmenovani. Druhy vyrok se v mechanice obvykle formuluje tak, ze 1ze
zavést potencidlni energii ® a préaci po urcité kiivce pocitat jako rozdil potencialni energie
v koncovém a pocatecnim bodé. Treti a ¢tvrty vyrok zustavaji beze zmény. Posledni, paté
tvrzeni (tj. podminky integrability) nejprve prepisme pro sily. Pro slozky z a y plati

OF, _OF, _ OF, OF
oy Oz Ox oy

kde v posledni rovnici poznavame z-ovou slozku rot F'. Ostatni podminky integrability daji
nulovost zbylych dvou slozek rotace sily. Podminky integrability lze tedy v Te¢i mechaniky
formulovat tak, ze pole je konzervativni praveé tehdy, kdyz je rotace sily nulova.

Diikazy ekvivalence jednotlivych tvrzeni v obecnéjsi podobé, jak jsme je uvedli zde, jsou
zcela analogické tém, které jste délali v mechanice.
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1.12 Ulohy pro procvideni

1. Zjistéte, zda se jedna o totalni diferencial. Pokud ano, zintegrujte. Pokud ne, pokuste se
nalézt integracni faktor.
a) dF(xy) =2xsinydr + ($2 cosy — %) dy

b) dF(z,y) = 2?dx + 2zy* dy

c) dF(x,y) = 6zy>dr + 92y dy
d) dF(x,y) = 6xy?de + 9%y dy

e) dF(z,y) = 2rydz + 2% dy

f) dF(x,y) = 2zyde + (2* + y?) dy

(x,y,2) = de +ydz
(x,y,2) = (siny —ycosz + yz)dr + (rcosy —sinx + xz) dy + xy dz
F(z,y,2) = (y* +52*25 4+ 2y2?) do + (2vy + 3y?2* + 222%) dy + (4y> 23 + 62725 + 4ayz) dz

dF
ar

e

—
~—

2. Integrujte Pfaffovu formu
AW = (y* + 522 + 2y2?) dw + 2oy + 3y22* + 2222) dy + (4y°2° + 62°2° + 4wyz) dz

po kiivce T', kterd vede z bodu [0,0,0] do bodu [1,1,1], a to

a) ve sméru os v poradi z,y, z;

b) ve sméru os v poradi z,y, x;

¢) piimo, po diagondle (pfi integraci vyuzijte parametrizaci kiivky).

Provedte totéz s Pfaffovou formou dW(x,y, 2) = dx + ydz. Diskutujte rozdily.

3. Vyrazy dF(z,y) = 6zy®de + 92%y*dy a dF(r,y) = 6zy*dr + 92?ydy zintegrujte
po kfivkédch +; a 7,. Pred integraci se pokuste odhadnout vysledek (vyuzijte vysledky
predchozi ulohy).

Krivka «; se sklada ze dvou ¢asti. Za¢ind v bodé (z1,y;). Na prvni ¢asti se neméni proménna
x a prvni ¢ast kon¢i v bodé (z1,y2). Na druhé ¢asti se neméni proménnd y a krivka konci
v bodé (z2,y2).

U druhé kiivky je to naopak — v prvni ¢asti se neméni proménna y a v druhé proménna x.
Kiivka v tedy vede z bodu (z1,y1) pres bod (z9,11) do bodu (z2,y2).

Obé krivky tedy maji stejny pocatek a konec (nakreslete si jejich obrazek).

4. Uvazujte potencialni energii V' v tithovém poli s osou z orientovanou svisle vzhiru.
V roviné zz plati V(x,z) = mgz. Spoctéte parcidlni derivaci podle = pro V(z,z) a pro
U(z,r), kde r je vzdalenost od pocatku (tj. soufadnice r z polarnich soufadnic). Vysledek
ilustrujte i pomoci vhodného obréazku.



