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Uvod

Vyuka termodynamiky, kterou na KDF realizujeme, je zaméfena vyrazné konceptualné,
a proto je matematizaci nékterych situaci v prezenc¢ni vyuce vénovana mensi pozornost,
nez na kterou jste byli v jinych predmétech (napt. v teoretické ¢ kvantové mechanice)
zvykli.

Cilem tohoto textu je proto nabidnout sadu fesenych prikladu, které ilustruji matematické
postupy typické pro termodynamické ulohy, a pritom je doprovazet relevantnim fyzikalnim
komentarem.

V textu je vyuzivan nasledujici barevny kod:

Cervené jsou zvyraznéna zadani pocetnich tloh.
Modie jsou zvyraznény fyzikalni komentafe k matematickym vysledkim tloh.
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Prehled systémii, které vystupuji v jednotlivych tlohach

V nésledujicim textu budeme pracovat s riznymi termodynamickymi systémy. Abychom
nemuseli vzdy znovu pfipominat jejich vlastnosti, nasleduje zde, v tvodu textu, stru¢ny
popis jednotlivych systémi jim prislusejicich stavovych rovnic. Pokud si v jednotlivych
tlohéch nejste jisti, jak se systém, se kterym maéte pracovat, chova, doporucujeme vratit
se na toto misto a zakladni fakta si pfipomenout.

Model idealniho plynu

Ideélni plyn (IP) je nejjednodussim modelem plynu, ktery neuvazuje silové ptusobeni mezi
¢asticemi plynu ani jejich rozméry. V termodynamice je definovan termickou stavovou
rovnici

pV =nRT,
(kde p je tlak, V objem, n latkové mnozstvi, R = 831 JK™! mol ™! univerzalni plynova
konstanta a T' termodynamicka teplota) a kalorickou stavovou rovnici

U(T)=CyT,

kde Cy je tepelnad kapacita plynu pii stdlém objemu. Pii stalém latkovém mnozstvim IP
tedy jeho vnitini energie zavisi explicitné pouze na jeho teploté. Diferenciél préce je, stejné
jako u dalsich plynnych systémii, dan vztahem dWW = —pdV'.

Van der Waalstiv model plynu

Model van der Waalsova plynu uvazuje nékteré vlastnosti realného plynu, které model IP
zanedbava — konkrétné jsou zohlednény nenulové rozméry molekul plynu a sily, které mezi
nimi pusobi. Termicka stavovi rovnice van der Waalsova plynu ma tvar

na
(p + W) (V — nb) = nRT,

kde a, b jsou konstanty experimentalné stanovené pro jednotlivé plyny.

Redlichtiv-Kwongtv model plynu

Redlichiv-Kwongtuv model, ktery byl navrzen vyhradné na zékladné empirie, sice nem4

fyzikalni nazornost van der Waalsova modelu plynu, ale ve vétsiné situaci popisuje chovani

realnych plyni vérnéji (predevsim za vyssich teplot). Termicka stavova rovnice méa tvar:
nRT an?

Vi—nb TV(V +nb)

kde a, b jsou konstanty experimentalné stanovené pro jednotlivé plyny.

p(V7 T) =
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Pryzova tycinka

Stav ty¢inky budeme popisovat jeji klidovou délkou L, aktuélni délkou z, termodynamickou
teplotou T" a silou F', ktera ty¢inku deformuje. Vnitini energie tyc¢inky zéavisi explicitné
pouze na jeji teploté, tj. kalorickd stavova rovnice ma tvar U = U(T'). Termicka stavova
rovnice je ddna vztahem

F(2,T) = aT (% - i’—j) = al7 (1 - (95) :

kde o > 0 je konstanta. Diferencidl prace pro tento systém ma tvar dW = Fdx.

Fotonovy plyn

Ptedstavme si dutinu o objemu V, jejiz stény maji teplotu 7. Pokud z této dutiny vycer-
pame veskery vzduch (nebo jesté presnéji, odebereme veskeré ¢astice s nenulovou klidovou
hmotnosti), zistane dutina vyplnéna pouze fotony, které jsou emitovany (ale také absor-
bovéany) jejimi sténami. Tento systém fotonu se oznacuje jako fotonovy plyn. Jestlize je
stfedni pocet emitovanych fotoni roven stfednimu poctu absorbovanych fotont, je tento
systém v termodynamické rovnovaze.

Pro popis této rovnovahy budeme vyuzivat stejné veli¢iny jako pro popis ,,molekularnich
plynnych systémi, tj. tlak p, objem V' a teplotu T'; také diferencial prace ma stejny tvar,

tj. dW = —pdV. Termicka stavova rovnice mé podobu
1
= b7
p 3 )

kde b = 7,56:107'0 JK *m~? je konstanta spojena se Stefanovou-Boltzmannovou konstan-
tou o vztahem b = 47“, kde c je rychlost svétla ve vakuu.



Parcialni derivace a jejich interpretace

V predchazejicich partiich fyziky jste se setkavali s mnoha parcidlnimi derivacemi a obvykle
nebylo tézké rozhodnout, co a podle ¢eho derivovat. Typicky jste derivovali funkce typu
F = F(7,t), které explicitné zavisely na ¢ase a na prostorovych soufadnicich.[] Bylo jasné,
které veliciny jsou zavislé (derivujeme je) a které nezavislé (derivujeme podle nich). Také
bylo jasné, jak nalozit s veli¢inami, které jsou nezavislé, ale nederivujeme podle nich — ty
jsme automaticky povazovali za konstantni, aniz bychom méli potiebu to explicitné zapi-
sovat. Vyraz %—f tedy napiiklad jednoznac¢né signalizoval, ze zbylé prostorové soutadnice y
a z a Cas t povazujeme za konstanty.

vvvvvv

zavislé, zavisi na konkrétni situaci, kterou matematizujeme, na experimentu, ktery zkou-
mame. A ani kdyz spravné rozkli¢ujeme, které veli¢iny derivovat podle kterych, musime
navic spravné urcit ,,cestu, na které prislusnou derivaci pocitdme — tato cesta je typicky
charakterizovana veli¢inou nebo vyrazem, ktery se na ni zachovava a ktery pro jednoznac-
nost zapisujeme jako dolni index parcialni derivace. Pojdme nyni vyse uvedené ilustrovat
na konkrétnim piikladu.

! P¥ipadné jste také uvaZzovali zavislost na zobecnénych soufadnicich a hybnostech.
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Strmost izotermy a adiabaty ideidlniho plynu

Zadani 1: Uvazujme, Ze nasim systémem je IP stalé hmotnosti. Jednou nechdme tento
plyn podstupovat déj izotermicky, podruhé déj adiabaticky, a v obou piipadech nas bude
zajimat, jak rychle se méni tlak se zménou objemu — jinymi slovy, budeme urcovat sklon
prislusné krivky (izptermy ¢i adiabaty) v pV-diagramu. V piipadé izotermy tedy pijde o to

spoc¢itat derivaci (%)1, zatimco v p¥ipadé adiabaty derivaci (@)p\/“.

oV
ResSeni 1:
V pfipadé izotermického déje dostaneme zavislost p = p(V') piimocaie z termické stavové

rovnice, tedy:
@ B i nRT\ nRT
o), oV\V ), vz’

U adiabatického déje si nejprve piipomenme, ze jde o déj, pii kterém nedochazi k tepelné
vyméneé a ktery je pro IP vymezen rovnosti pV/" = K, kde K je konstanta dana poc¢ate¢nim
rovnovaznym stavem, tj. tlakem plynu py a jeho objemem V; (poVy* = K). Konstanta x > 1
se oznacuje jako Poissonova konstanta a jeji ¢iselna hodnota souvisi s typem molekul, které
plyn tvori (napf. pro jednoatomové molekuly je k = g, zatimco pro molekuly dvouatomové
je kK = %) Zavislost p = p(V) vyjadiime z podminky pV* = K a stavovou rovnici IP
vyuzijeme az v zavéru vypoctu:

OV ) e OV AVE) o Vs Ty Ty 2

K vypoctu lze pristoupit i jinym zptusobem — rovnost pV* = K, resp. pV'*" — K = 0
zadava prubéh adiabaty p = p(V) implicitné, a derivaci (g_g)p\/“ tedy muZeme spocitat

také s vyuzitim véty o derivaci implicitni funkce, samoziejmé se stejnym vysledkem:

— = —K— = —K .
% 2 (Ve - K)y Ve |4 V2

Pojdme se fyzikalné podivat na oba vysledky. Predné je patrné, Ze obé derivace jsou zaporné
— to neni prekvapivé, v obou pripadech se s rostoucim objemem snizuje tlak. Déle vidime,
7e strmost poklesu adiabaty je k-krat vétsi nez strmost poklesu izotermy, coz odpovida
uz ze stiedni skoly znamé poucce, 7e ,adiabata je strméjsi nez izoterma“. To ale muze
byt ponékud zavadéjici formulace — kdyz se pozorné podivame na prubéh obou kiivek
zachycenych na obr. [T} vidime, Ze napiiklad v oblasti vétsich objemu klesa izoterma strméji,
nez adiabata — k¥ivky se k sobé v této oblasti priblizuji a nakonec se pro limitné nekonec¢ny
objem znovu setkaji... Neni to ve sporu s nasimi vypocty? Neni. Uvédomme si, ze abychom
mohli vysledky obou vypocti porovnat, musime do obou dosazovat stejné 1" a V'; ze stavové
rovnice pak musi byt stejny i tlak p. Jinymi slovy, strmost porovnavame v bodé, kde se
obé k¥ivky protinaji — a v tomto bodé (na obrazku |I| ma souradnice [Vg, po]) je skutecné
adiabata strméjsi. Porovnavat strmosti obou kfivek v jinych bodech nedéva zadny fyzikalni
smysl.

(@) L 7 (V" — K), B kpVrt D nRT
pvr



PARCIALNI DERIVACE A JEJICH INTERPRETACE 7

p

a
A

200

160

120
Py

80

izoterma

40
adiabata

-V
0 04 08:12 16 20 24 28 32 36 40 44 litry

)

£

Obrazek 1: Adiabata a izoterma idedlniho plynu protinajici se za pokojovych podminek, tedy pro
po = 100 kPa, Vp = 1 litr, Tp = 300 K (odtud plyne latkové mnozstvi plynu n= 0,04 mol).

Zahtivani pryzové tycinky

Zadani 2: V nésledujicim vypoctu bude nasim systémem pryzova tycinka, ktera prochézi
termodynamickym déjem zachycenym naltomto VideuE. Video zhlédnéte a navrhnéte, jakou
parcialni derivaci byste popsali déj, ktery na videu probihal. Tuto derivaci potom spocitejte.

ReSeni 2:

V zachyceném experimentu dochazi ke zméné aktudlni délky gumové tycinky v zavislosti na
jeji teploté. To vse se déje pii staléem zatiZeni tycinky (prostiednictvim sily, kterou pisobi
na ty¢inku zavésené zavazi). Vhodny vyraz, ktery popisuje tento déj, je tedy (g—;)F — tato
derivace popisuje teplotni roztaznost, konkrétné rychlost, s jakou se tycinka prodluzuje se
zvysujici se teplotou. Z termické stavové rovnice neni snadné vyjadrit x jako funkci F' a T,
proto derivaci spoditame alternativné bud pomoci véty o derivaci implicitni funkce, nebo
pomoci véty o derivaci inverzni funkce. Pro porovnani provedeme nyni oba vypocty.

https: //www.youtube.com/watch?v—ASabiciNwA0


https://www.youtube.com/watch?v=ASa6iciNwA0
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1. Dle véty o derivaci implicitn{ funkce:

z2 T
or 55y a2 (T(E-%), TGE+ZE) T 1+%47

0 T 12 3
or\ (), o (T(-%)), 2o o, op
) =- : _

2. Ve druhém piipadé vyuzijeme skuteCnost, Ze ze stavové rovnice sice neni snadné

vyjadiit x = z(F,T), ale vyjadiit T = T'(F, x) je jednoduché. Pied aplikovanim véty

o derivaci inverzni funkce je vyhodné nejdiive spocitat derivaci (?)_Z) P

ory _o( F \ _ F i+%
AT F_ a (z_L_j)Q'

L

Za F' muzeme dosadit z termické stavové rovnice a upravit:

L2 2 2

aT (ﬁ——2> 1, 212 1, 212

(9T _ L x I 23 :—TL+ 23
ox ) Q (z_L_Q)2 z _ L2
L 72 L T

Nyni uz jen aplikujeme vétu o derivaci inverzni funkce:

<8x) 11 2By Lo
or F (%)F T %Jr%f T 1+%5

Vysledky (¢ervené) ziskané prvni i druhou metodou se (nepiekvapivé) shoduji; stoji ale za
povsimnuti, Ze v tomto konkrétnim piikladé vede pouziti véty o implicitni funkci pomérné
rychle k cili, zatimco vypocet pomoci derivace inverzni funkce je pracnéjsi.

I nyni se pojdme nad vysledkem fyzikalné zamyslet, primérné z hlediska jeho znaménka.
V nasi situaci byla tyc¢inka diky zavésenému zavazi protazena, tedy béhem celého experi-
mentu bylo x > L, a tedy (g—;) < 0. Jinymi slovy, zvySovéani teploty by mélo zpusobovat
zkracovani tycinky, coz je ve shodé se zhlédnutym videozéznamem. Kdyby byla naopak
pryzova tycinka pri experimentu stalou silou F' stlacena na délku x < L, bude (@) »>0,

oT
a tedy zahtati tycinky bude vést k jejimu prodluzovani.

Oba zavéry muzeme shrnout do pozorovani, zZe at uz je ty¢inka stalou vnéjsi silou nata-
zena nebo zkracena, p¥i zvySovani teploty se snazi ,,vratit“ na svoji klidovou délku L (tzv.
Goughuv-Jouletv efekt). Toto na prvni pohled nezvyklé chovani souvisi s vnitini struk-
turou gumy, ktera je tvorena dlouhymi polymerovymi tetézci. Pokud vnéjsi silou vnutime
fetézcim deformovany tvar (natdhneme je nebo zkratime), vraceji se pii zahiati (dodani
tepla) do svého puvodniho stavu s vySsi entropii.
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Izobaricky teplotni soucinitel objemové roztaznosti

Zadani 3: Urcete izobaricky teplotni soucinitel objemové roztaznosti pro van der Waalsuv
plyn stalé hmotnosti.

ReSeni 3:

Veli¢ina, kterou budeme urcovat, nese nazev ,izobaricky teplotni soucinitel objemové roz-
taznosti“ (oznacovany 7y), odkud lze rozborem jednotlivych slov dospét k tomu, Ze nas bude
zajimat parcidlni derivace objemu podle teploty pii stalém tlaku, tedy ,jak se méni objem
pii zméné teploty, pokud tlak neménime®. Definice soucinitele obsahuje navic jesté jakési
normovani na aktualni objem, tedy matematicky je dan vztahem:

ar 1 (OV
Tovi\er),

Pohledem na termickou stavovou rovnici van der Waalsova plynu je zfejmé, Ze nelze nijak
elegantné ziskat predpis V = V(p,T), a tedy bude tieba vyuzit vétu o derivaci implicitni
funkce nebo vétu o derivaci inverzni funkce. Zac¢neme-li implicitni funkei, dostavame:

_1<0V)_ LGy 1
p

T=v\ar Vi), T VEE_ _am

oV V3 (V—nb)2

Po jednoduchych, ale relativné pracnych algebraickych tpraviach dojdeme k vysledku:

~ RVE(V —nb)
7T RTVE —2na(V — nb)?’

% yuilti Véty o derivaci inverzni funkce pfedeklédé 7e budeme umét SpOéitat (_) CO%Z
’ ov/p’
termické stavova rovnice umoifluje:

O _ 1 0 (L gy e mlab\ L (0 nta 2niab
ov), ~nrov \"" TP L ar\PT v T v )

Nyni dosadime z termické stavové rovnice za p, pouzijeme vétu o derivaci inverzni funkce,
dosadime do v a dostaneme stejny vysledek jako v piipadé vyuziti implicitni funkce.

Urcitou kontrolou, ze nas vypocet je spravny, muze byt ovéfeni, Ze pokud bude a = 0
a soucasné b = 0, méli bychom ziskat vysledky pro model IP. A skutecné, v takovém
pripadé je:
RV?3 1
TTRTVE T T

coz je vysledek, ktery bychom ziskali, kdybychom vyjadiili zavislost V' =V (p, T') z termické

stavové rovnice IP:
_l ov _la nRT _nR_l
"mv\er), " vor\"p ), W T
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Kromé soucinitele v se pro plyny zavadi také izochoricky teplotni soucinitel rozpinavosti

dﬁf 1 (9p oo . . . , o . dﬁf 1 v
b= 5 (8_T)V a soucinitel izotermické stlacitelnosti k = —; o

rivaci implicitni funkce 1ze snadno dopocitat, ze [% = p, a to nezavisle na tom, zda jde
o ideélni ¢i redlny plyn.

.S vyuzitim véty o de-
T

Kriticky stav van der Waalsova plynu

Zadani 4: Pro kriticky stav van der Waalsova plynu naleznéte vztahy, pomoci kterych lze
tlak, teplotu a objem v kritickém bodé vyjadrit pouze pomoci konstant a a b, pfipadné
latkového mnozstvi n.

Reseni 4:

Odhlédnéme nyni od toho, co se v kritickém bodé dé&je fyzikalné, tj. ze zde konéi kiivka
syté pary a pfi dalsim zvySovani teploty nebo tlaku prechazi latka do tzv. superkritické
faze, ve které se stird rozdil mezi kapalinou a jeji sytou parou. Z matematického hlediska
je pro nas nejuziteénéjsi informace, ze kriticky bod je inflexnim bodem kritické izotermy —
prvni i druhé parcialni derivace tlaku podle objemu tedy musi byt v kritickém budé nulova.
Nejprve tedy vyjadiime z termické stavové rovnice van der Waalsova plynu tlak

nRT na
V—-nb V2 (1)

p(V.T) =

a poté obé derivace spocitame:
dp\ _ 0 ( nmRT @ ___nRT N 2na
oV), OV \V-nb V2),. (V-nb2 V3’

@ _i B nRT +2n2a B 2nRT 6n%a
ovz ), oV \ (V—-nb?2 V3 ),

(V —nb)® VA~

V kritickém stavu jsou obé derivace nulové, tedy

nRT;  2n*a @)
(Vo —nb)2 V3’

2nRTc 6n2a (3)
(VC —nb)3 N VC4 '

kde jsme indexem C' oznadili, Ze jde o konkrétni tlak, objem a teplotu kritického stavu.
Tyto veli¢iny (kriticky tlak, objem a kritickou teplotu) nyni vyjadiime z rovnic , a
(méame tedy tii rovnice o t¥ech neznamych). Vydélime-li rovnici rovnic{ , dostaneme
kriticky objem Ve:
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Vc—nbiﬁ
2 3

Kritickou teplotu pak uz snadno ur¢ime dosazenim do jedné ze dvou rovnic nebo (3)
(pouzijeme napiiklad prvni z nich) a kriticky tlak spo¢itame piimo z termické stavové
rovnice, tj. vlastné rovnice (|1):

nRTz  2n’a Lo Sa
(2nb)2 ~ (3nb)? “ " 2TRY’
B nR% n’a a

PO="onp T (anb)? 210
Pov§imnéme si, Ze zatimco ve vyjadieni intenzivnich veli¢in (teploty a tlaku) se vyskytuji
pouze konstanty a a b, v pripadé kritického objemu vystupuje i latkové mnozstvi, které zde
,dodéava extenzivnost®.
Pro plyny se nékdy zavadi tzv. kompresibilni faktor 7 = %, ktery v jistém smyslu
popisuje, nakolik se plyn 1isi od plynu idealniho; z definice je patrné, ze pro IP je Z =1,
a to vzdy, bez ohledu na stav, ve kterém se plyn nachézi. Pokud se budeme ptat, jaky
je kompresibilni faktor van der Waalsova plynu v kritickém stavu, staci dosadit kritické
hodnoty:
_pcVe  gmpc3nb 3

nRTc  nRp% 8

Z

Mizeme vidét, ze dle teorie nezavisi kompresibilni faktor v kritickém stavu na druhu real-
ného plynu, konstanty charakteristické pro jednotlivé plyny z vyjadieni vypadly. Vysledek,
tedy Z = 0,375, je od hodnoty 1 pro IP velmi vzdalen, coz neni prekvapivé — v kritickém
bodé (a vlastné ani nikde v blizkém okoli kiivky syté pary ¢i na ni) se chovani realného
plynu modelu IP neblizi.



Prvni termodynamicky zakon, vypocet
prace

Aplikace prvniho termodynamického zakona na jednoduché systémy s sebou obvykle prfi-
nasi tkol urcit pro vybrany déj tii zakladni veli¢iny — zménu vnitini energie, konanou praci
a vyménéné teplo. Pravé vypoc¢tim téchto t¥i veli¢in se budou vénovat néasledujici komen-
tované priklady.

Pripomenime uzitecnou znaménkovou konvenci, podle které budeme uvaZovat hodnoty prdce
a tepla jako kladné, pokud zvysSuji vnitini energit systému, a naopak jako zdporné, pokud
vniting energit Systému sniZuji.

Izotermicka expanze

Zadani 5: Nasim systémem budiz IP stidlé hmotnosti. UrCete zménu vnitini energie, ko-
nanou praci a vymeénéné teplo pii izotermické (IT) expanzi plynu z pocateéniho objemu
Vb na jeho dvojnéasobek 2V4.

ReSeni 5:

e Zacfneme urcenim zmény vnitini energie AUy, coZ je v tomto pi¥ipadé trivialni tkol.
Vnitini energie idedlntho plynu stidlé hmotnosti je pfimo umérna jeho termodyna-
mické teploté vztahem U = CyT, kde Cy je tepelnd kapacita plynu pii stdlém ob-
jemuﬂ Pti izotermické expanzi se teplota, a tedy ani vnitini energie neméni — odtud
je AUIT =0.

Zduraznéme, zZe pro readlny plyn jiz vnitini energie zavisi explicitné nejen na teploté,
ale také na objemu plynu. Jinymi slovy, pfi izotermickém expanzi redlného plynu jiz
neni zména vnitin{ energie nutné nulova.

30tazkou, proc lze tepelnou kapacitu pii stalém objemu pouzivat jako konstantu imérnosti i ve vypo&tu
pro izotermicky d&j, se budeme zabyvat pozdgji, konkrétné na str.

12
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e Vypocet prace provedeme piimou integraci, kdy za tlak dosadime ze stavové rovnice
IP:

2Vo 2Vo nRT o1

Wir = /CTW = / —pdV = —/ —dV = —nRT [nV]* = —nRTIn2.
Vo Vo 4

Vzhledem k tomu, Ze pfi izotermické expanzi plyn zvétSuje objem a tedy kond praci,

neni nijak prekvapivé, ze ziskany vysledek je zaporny.

Prekvapivejsi byva zjisténi, ze ,vysledek nezalezi na tlaku ani na objemu plynu®.
Takovy zavér ale neni pfesny — explicitni zavislost na tlaku ani na objemu jsme sice
nedostali, ale soucin pocate¢niho tlaku py a pocatecniho objemu V) nam jednoznacné
urcuje teplotu IP, a tedy vybira, po jaké izotermé bude nas déj probihat. Koneckoncii,
vysledek 1ze dle stavové rovnice IP prepsat napiiklad pomoci po¢atecnich hodnot jako

Wit = —poVoIn 2.

Stejné tak je mozné vysledek zapsat pomoci finalnich hodnot tlaku a objemu jako
WIT = _pﬁnalvﬁnal In2.

e Teplo vyménéné béhem déje snadno ur¢ime z prvniho termodynamického zakona
(tedy ze vztahu AU = Wit + QIT):

QIT == AUIT — WIT =0- (—po‘/o In 2) == po% In 2.

Protoze béhem déje se vnitini energie nezmeénila, ale plyn vykonal praci, muselo mu
byt dodano ,stejné velké® teplo okolim systému.

Na tomto misté je vhodné upozornit na jednu z castych chyb, kterd plyne z ar-
gumentace stfedoskolskym vztahem mezi teplem a zménou teploty, tedy vztahem
@ = CAT. Podle néj se mize zdat, ze pfi nulové zméné teploty plynu by mélo byt
vyménéné teplo nulové, coz je ve sporu s nasim zavérem. Potiz je v tom, Ze na SS
se tento vztah obvykle pouZiva pro popis tepelné vymény mezi kapalinami a/nebo
pevnymi latkami, u kterych bézné zanedbavame zmény objemu — tedy konani prace.
Jinymi slovy, predpokladdme, veskeré teplo se vyuzije na rist vnitini energie, resp.
teploty. V piipadé plynt jiz ale nejde zmény objemu zanedbat — pravé izotermicky déj
je prikladem déje, kdy se veskeré dodavané teplo vyuziva na zvétseni objemu plynu,
tedy ke konéni prace.

Také se nabizi otézka, co pfesné vyjadiuje tepelna kapacita C' ve stfedoskolském vyja-
dieni vyménéného tepla — pii jakém déji tuto tepelnou kapacitu uvazujeme? VétSina
bézné reSenych situaci (ohfev vody v oteviené nadobé, slévani lazni rizné teploty
apod.) probihé izobaricky, tedy v tabulkich obvykle najdeme tepelnou kapacitu pii
stalém tlaku C),. Vzhledem k tomu, Ze neuvazujeme konani prace, vSak vlastné neni
tfeba déje rozliSovat.
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V piipadé plynti, kdy konanou praci nelze zanedbat, se vSak ukazuje, Ze tepelna
kapacita pro dany systém zavisi na déji, kterym tento systém prochazi. A pravé izo-
termicky déj je z pohledu tepelné kapacity ponékud extrémnim pfipadem — tepelné
kapacita plynu pii izotermickém dé&ji je nekonecné, protoze dodéani ¢i odebrani libo-
volné velkého tepla teplotu plynu nezméni. Vztah pro vyménéné teplo Q = CAT
tedy v pfipadé izotermického déje vede na neurcity vyraz typu ,,0 - co®.

Adiabatickd expanze

Zadani 6: Nasim systémem budiz IP stidlé hmotnosti. UrCete zménu vnitini energie, ko-
nanou praci a vyménéné teplo pii adiabatické (AD) expanzi plynu z po¢ate¢niho objemu
Vb na jeho dvojnasobek 2V4.

ReSeni 6:

e V této tloze je nejjednodussi zacit od vyménéného tepla — to je pii adiabatickém déji
nulové: Qap = 0. Prvni termodynamicky zakon se tim redukuje na tvar AUxp = Wap
— staci nam tedy urcit jednu z téchto velic¢in.

e Vypocet prace provedeme piimou integraci. Vyuzijeme skute¢nost, zZe pii adiabatic-
kém déji s IP plati pV* = K, kde K je konstanta dana pocate¢nim rovnovaznym
stavem, tj. tlakem plynu py a jeho objemem V; (poVy® = K) a r Poissonova kon-
stanta pro dany plyn.

2Vo 2V K
Wap = /dW :/ —pdV = —/ 2 av
Vo Vo Vﬁ
K

2V o K

Wap = — [Vliﬂ Vo k—1

(‘/01711(21711 - 1)) )

1—kr
Dosadime za konstantu K = poVy® a upravime:

povbﬂ (‘/E)l—n(Ql—n o 1)) _ p()vb (21—H, o 1)

Kk—1

Protoze jde o expanzi, o¢ekavame, 7e konana prace bude zaporna. Protoze pro IP je
1 < Kk < 2, je zavorka ve vysledku mensi nez nula a cely vyraz je tedy zaporny.

e 7 prvniho termodynamického zdkona jiz vime, ze zména vnitini energie AUap bude
totozna s vykonanou praci Wxp — bude tedy zaporné, vnitini energie plynu se pii
adiabatické expanzi snizuje.

Pojdme se ale pokusit spo¢itat zménu vnitini energie je$té jinym zpusobem — vime,
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Ze vnitini energie je stavova veli¢ina, staci tedy odecist koncovou hodnotu Ug, od
pocatec¢ni hodnoty U:

AUpp = Uy — Uy = Cy (T — Tp).

Za teploty miuzeme dosadit ze stavové rovnice TP

PinVan  PoVo
A = —— .
Uap = Cv ( ni ni )

Finalni objem zname, je dvojnasobkem objemu pocatecniho (Vg, = 2V4). Finalni tlak
dopocitame z pfedpisu adiabaty poVy* = pan Vi :

Cv [ poVy
A _ v
Uap ((QVO)“

nR

Oy 2 Cy -
2Vh _po%) = ﬁpovo (? — 1) = ﬁp(ﬂ/}) (21 — 1).

Abychom mohli tento vysledek porovnat s vysledkem ziskanym piimou integraci,
musime vyjasnit vztah mezi tepelnou kapacitou Cy a Poissonovou konstantou k.
Poissonova konstanta je definovana jako x = g—";, kde C, je tepelnd kapacita pii
stalém tlaku. Pro IP navic plati tzv. Mayeriv vztah, podle kterého je C, — Cy = nR
(viz odvozeni na str. . Kdyz tyto vztahy spojime, dostavame:
C, Cy+nR nk Cy 1

- =14 — = <= .
C\/ CV +CV nRk K—1

K =

Odtud je vidét, ze se oba Cervené zvyraznéné vysledky skutecné rovnaji.

Pryzova tycCinka — prace, teplo, zména vnitini energie

Zadani 7: Nasim systémem budiz pryzova tycinka. Urcete zménu vnitini energie, konanou
praci a vymeénéné teplo pti wzotermické zmeéné délky tycinky na k-nasobek jeji klidoveé délky,
kde k ~ 1 (jinymi slovy, uvazujeme jen malé zmény délky). Na pocatku déje ma tycinka
klidovou délku L.

ReSeni 7:
e Podobné jako v piipadé idedlniho plynu nejprve vyuzijeme toho, Ze vnitini energie
zavisi explicitné pouze na teploté — pokud jde tedy o izotermicky déj, vnitini energie

se nezméni (AUt = 0).

e Praci pii izotermické zméné délky ur¢ime piimou integraci:
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kL)? L?> [? [? k? 1 k2 — 3k +2
WIT:OéT<( )— +———>:OéTL(——§+—):C¥TL<L>.

oL 2L kL L 2 2k 2%

Konstanta pted zavorkou je vzdy kladna, o znaménku celého vyrazu tedy rozhoduje
zlomek v zavorce. Jeho hodnoty v zéavislosti na k ukazuje graf na obr. 2] Z négj je
ziejmé, Ze pro k = 1 je prace nulova (dolni a horni mez integralu splynou, tj. nemé-
nime délku ty¢inky), zatimco pro v8echna ostatni k ~ 1 je kladné.

Pojdme tento zavér fyzikalné okomentovat. Je-li k& > 1, pak ty¢inku izotermicky
natahujeme, je-li £ < 1, ty¢inku stlacujeme. V obou ptfipadech dodavame z okoli praci
do systému. Jinymi slovy, pro tyc¢inku je pti stalé teploté ,,pohodlné® setrvavat v jeji
klidové délce a jakdkoliv zména délky vyzaduje dodani prace z okoli. PovSimnéme
si také, Ze ki¥ivka na obr. [2l neni v okoli bodu k = 1 symetrickd, ale strméji roste
ysmérem k nule“. Jinymi slovy, pokud tyc¢inku o urcitou délku stlacime, budeme
muset investovat vice prace, nez kdybychom ji o stejnou délku natéhli. (Srovnejme:
V ptipadé pruziny je prace nutna k jejimu stlaceni a k jejimu natazeni o stejnou
délku stejna. Asymetrie patrnd u pryzové tyc¢inky je dana asymetrii termické stavové
rovnice.)

e Vyménéné teplo Qrr jiz snadno uréime z prvniho termodynamického zakona. Protoze
zmeéna vnitini energie AUt je nulova, plati:

k> —3k+2
Qv = —Wip = —aTL (—) .

2k

0,20

0,15

0,10

0,05

0 >
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6

Obrazek 2: Zavislost velikosti prace dodané okolim na k
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Redlichtiv-Kwongtiv model plynu

Zadani 8: Nasim systémem budiz realny plyn popsany Redlichovym-Kwongovym mode-
lem. Urcete praci konanou pii izotermické expanzi takto popsaného plynu na dvojnisobek
jeho ptivodniho objemu Vj.

ReSeni 8: Pustime se do pfimé integrace konané prace:

2Vo 2Vo T 2Vo 2
Wip = / aw — / _pdV = — / nfT gy an av,
v V—nb vo VTV(V +nb)

po vytknuti konstant:

2Vh an? 2V 1
Wit = —nRT dV + — ——dV.
T /V V —nb VT Jv, V(V +nb)
Clen V+ Vb mé tvar, ktery naznacuje, ze vhodnym postupem, jak si integrovani usnadnit,

je rozklad vyrazu na parcialni zlomky — pripomenme, Ze cilem tohoto zptsobu je nalézt
takové konstanty A a B, aby bylo mozné uvedeny ¢len rozepsat jako:
1 A N B
VIV+nb) V  V4nb

Upravou tohoto pozadavku dostavame
= A(V +nb) + BV,

coz je vlastné dvojice rovnic

0V = AV + BV,
1 = Anb,
odkud primo plyne A = —B = % Integral tedy muzeme piepsat jako:

2Vo 1 an? 1 2o q Vo 1
Wir = —nRT av 4+ 2~ —av — av ).
= /V V —nb /T nb (/V % /V V +nb )

Nyni kone¢né zintegrujeme

Wit = —nRT [In (V — nb)]2% + ﬁ (I V2 = o (v + nb)30)

a upravime:

2Vo—nb  an I 2(Vp + nb)
Vo—nb  b/T 2Vo+nb’

WIT = —nRT In

Vidime, Ze na rozdil od prace konané pii izotermickém déji idedlnim plynem je v tomto
pripadé vysledek zavisly na konkrétni hodnoté pocatec¢niho objemu Vj, respektive na tom,
nakolik je V{ ,,blizké* soucinu nb.



Tepelna kapacita

Tepelnd kapacita je veli¢ina, kterou zname uz ze stfedni skoly jako mnozstvi tepla, které
je tieba systému dodat/odevzdat, aby systém svoji teplotu zvétsil/zmensil o jeden kelvin
(resp. stupen Celsia). V tomto duchu budeme pracovat s tepelnou kapacitou i nyni:

def 00
0T’

kde symbol § pouzivime namisto 9 pro vyjadieni skutecnosti, ze teplo neni stavovou, ale
déjovou veli¢inou. Proto budeme také rozlisovat, k jakému déji se tepelné kapacita, o které
hovorime, vztahuje, coz nasi definici zpresni:

def (0Q
= (8T>x’

kde indexem x vyjadiujeme, ktera veli¢ina se pii déji zachovava, o jaky déj se jedné.

Tepelna kapacita a idealni plyn

Zadani 9: Piipomenme, 7e kaloricka stavova rovnice pro idealni plyn ma tvar U(T') = Cy/T;
tedy vnitini energie IP nezavisi explicitné na objemu (na rozdil od vnitini energie realného
plynu). Zména vnitini energie IP je proto déna jednoduse jako AU = Cy AT.

Neni ale zvlastni, ze v tomto vztahu vystupuje pravé Cy? Pro¢ by nas méla zajimat tepelna
kapacita pri izochorickém déji, kdyz chceme spocitat zménu vnitini energie tfeba pri déji
izobarickém, adiabatickém nebo tplné obecném? Kalorickou rovnici lze piece pouzit pii
libovolném déji...

Dokazte proto, ze vztah AU = Cy AT plati pro zcela obecny déj s IP, nikoliv pouze
pro déj izochoricky.

Regeni 9: Uvazujme zcela obecny déj s IP, ktery za¢ina ve stavu A a konéi ve stavu B
(tj. A—B). Oba stavy znazornime v pV-diagramu — viz obr. [3| Z obréazku je ale patrné, ze
uvedené dva stavy lze spojit zkombinovanim dvou dé&ju — dé&je izochorického (A—C) a d&je
izotermického (C—B), kde bod C je prusecikem prislugné izochory a izotermy. Rozmyslete,

18
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ze to lze udélat vzdy, at zakreslime stavy A a B jakkoliv (pokud budou lezet piimo na
izochofe nebo izotermé, vystacime si jen s jednou z kiivek).

Nyni vyuzijeme toho, Ze vnitini energie je stavova veli¢ina — jeji zména AU, p tedy
nezalezi na tom, kterou cestou se z poc¢atecniho do koncového stavu dostaneme, a tedy

AUysp = AUsoo + AU .

T = konst.
(T( = Tn)

>V

Obrézek 3: Piechod mezi libovolnymi dvéma stavy (zde oznafenymi A a B) lze vzdy realizovat
kombinaci izochorického a izotermického déje.

Protoze déj C—B je izotermicky, vnitini energie se pii ném neméni (AUq_, g = 0) — zménu
vnitini energie tedy ,,obstarava* pouze déj A—C:

AUsp = AUssc,

kde zménu vnitini energie vpravo rozepiSeme pomoci 1. termodynamického zakona a uva-
zime, 7Ze pii izochorickém déji nedochézi ke konani prace (Wa_,c = 0):

AUysp = Qasse + Wase = Qasse.

Vysledek, ktery jsme dostali, lze pfecist tak, ze ,zména vnitini energie ptfi déji A—B je
rovna teplu, které se vyméni, pokud spojime vychozi stav A izochoricky se stavem, ktery
lezi na stejné izotermé jako koncovy stav B*. Teplo Q) 4_,¢, které se vyménilo izochoricky,
uz snadno vyjadiime z definice tepelné kapacity:

AUsssp = Qase = CyvATa,e = Cy(Te —Ta) = Cv (T — Ta).

Dokézali jsme tedy, ze vztah AU = Cy AT plati pro libovolny déj s IP.
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Zadani 10: Pro idealni plyn vyjadfete rozdil tepelnych kapacit C,, — Cy.

Reseni 10: Pfi nasich avahach vyjdeme z 1. termodynamického zakona v diferencidlnim
tvaru dU = dQ + dW. Do néj dosadime za diferencial prace dWW = —pdV a za zménu
vnitini energie dU = CydT, coZ jsme odvodili v predchazejicim tikolu (a plati to pouze
pro idedlni plyn!):

CydT = dqQ — pdV.

Rovnici nyni vydélime ¢lenem d7T" za stalého tlaku:

_(Q oV
v = (a—T)p‘p <a—T)p'

Prvni ¢len napravo je z definice tepelna kapacita pii stalém tlaku, tedy:

Cp—CV:p(aV> nR
p

) =pt =R
oT pp "

Ziskana rovnost oznacCuje jako tzv. Mayerdv vztah a mé jasnou fyzikalni interpretaci.
Fyzikidlné nam ftik4, Ze pokud chceme zvysit teplotu idedlniho plynu o néjakou danou
hodnotu, potiebujeme v piipadé izobarického déje dodat vice tepla nez v pripadé déje
izochorického. Z prvniho termodynamického zakona (nebo také obr. je patrny také
divod, pro¢ tomu tak je — zatimco v ptipadé izochorického déje se veskeré dodané teplo
pouzije na zvySeni vnitini energie plynu, v piipadé déje izobarického je tieba dodat navic
jesté teplo, které bude praci plynem vykonanou kompenzovat.

%

p
A

= konst.
(Tn = T(‘)

Y

>V

Obrézek 4: K Mayerovu vztahu. Ze stavu A zvySujeme teplotu IP jednou izochoricky (do stavu B),
jednou izobaricky (do stavu C). Oba dé&je kon¢i na stejné izotermé (modie), takze zména teploty
i vnitin{ energie je v obou pfipadech stejnd — stacéi tedy porovnat vyménéna tepla. Protoze pii
izobarickém dg&ji koné plyn praci, musi byt dodané teplo vétsi.
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Rozdil tepelnych kapacit pro jednoduchy obecny systém

Zadani 11: Uvazujme jednoduchy obecny systém popsany termickou stavovou rovnici
A = A(a,T) a kalorickou stavovou rovnici U = U(a,T’). Odvodte vztah pro rozdil tepel-
nych kapacit C'4 — C,, je-li diferenciél prace dWW = Ada.

Regeni 11: Budeme postupovat ve zcela analogickych krocich, jaké jsme délali v piredchéa-
zejici tloze pii odvozovani Mayerova vztahu pro IP. I nyni vyjdeme z 1. termodynamického
zakona, dosadime do néj za diferencial prace a rozepiSeme — nyni zcela obecné — totalni
diferencial vnitini energie:

dU = dQ + dw
oUu oUu
- T - = Ada.
(8T>ad +(8a)Tda d@ + Ada

ou ou
(a—T)adTJr (%), —4]aa-ae

Rovnici nyni vydélime ¢lenem dT za stalého A (pfipomenme, Ze zcela analogicky jsme
v piedchazejicim odvozeni délili dT" za stalého tlaku):

B A, o

Ve ¢lenu, ktery je v rovnici na pravé strané, poznavame definici tepelné kapacity Cjy.
Podobné derivace, ktera stoji zcela vlevo a ktera popisuje déj, pfi kterém se nekona prace
(a = konst.), ma vyznam tepelné kapacity C,. Tedy:

s [(8),- (3,

Hranatou zavorku miZeme piipadné jesté upravit pomoci vztahu ,,90 % termodynamiky*,
ktery odvodime na str. 25 a ziskame tak

oo (38) (3),

Posledni iprava, kterou jsme provedli, ukazuje, ze vypocet rozdilu Cy — C, 1ze provést Cisté
na zakladé znalosti termické stavové rovnice, aniz bychom znali rovnici kalorickou. Pokud
vztah prepiseme pro plynné systémy a dosadime do néj termickou stavovou rovnici IP,
méli bychom se samoziejmé dostat k jiz jednou odvozenému Mayerovu vztahu:

op oV nRnR
—Cy=T(= ) e _
Cp ¢ (61)\/ <6,1 >p Vop i
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Rozdil tepelnych kapacit pro konkrétni systémy
Zadani 12: Odvodte rozdil tepelnych kapacit C,, — Cy pro van der Waalsiv plyn.

Regeni 12: MizZeme postupovat v zésadé dvéma zpusoby — bud zad¢it odvozovat pimo z
1. termodynamického zdkona, jak jsme to udélali u Mayerova vztahu, nebo vyuzit v minulé
tloze odvozené vztahy pro obecny systém. Pro ilustraci se vydame druhou cestou, tedy
zatneme od vztahu, ktery je upravenou verzi vztahu (5)):

man-o(3), (),

Budeme potiebovat termickou stavovou rovnici van der Waalsova plynu, ktera, pripo-
melime, ma tvar

n’a
(p + W) (V - nb) =nRT.

Pti pohledu na vztah @ je ziejmé, Ze zatimco prvni parcidlni derivaci spocitame bez obtizi,
druhou bude tfeba ziskat pomoci véty o derivace implicitni nebo inverzni funkce. Zvolme
postup pres implicitni funkei (jako trénink mizete ale vyzkouset i cestu vyuzivajici derivaci
inverzni funkce):

Op Jp 2
C—Cy=— (@) (57)y _T[(B_T)V}
P - ) — o\
O )y (5%); (55)+
Dosadime termickou stavovou rovnici a spoc¢itame derivace:
ol nRT n2a 2 R \2
[B_T <V*”b B W)\/] (Vrinb)
Cp=Cv=-T O (BEL i) =T—&r L 2%
3] V—nb v2)r (V—nb)? Vs

Po upravach dostaneme:

nR*TV?3

Co = v = ppya 2na(V — nb)?’

Vysledek mj. ukazuje, Ze tepelné kapacity (a tedy i jejich rozdil) jsou teplotné zavislé. Po-
vSimnéme si také, ze pro a = 0 dostaviame opét Mayertuv vztah.

Zadani 13: Odvodte rozdil tepelnych kapacit Cr — C, pro pryzovou tyc¢inku.

ReSeni 13: Na tvod si pripomenme, Ze diferencidl prace je pro pryzovou tyc¢inku roven
dW = Fdxz a termické stavovi rovnice ma tvar

F(z,T) = T (% _ L—2> ,

2
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kde a > 0 je konstanta. Vztah pro rozdil tepelnych kapacit mé& v prislusnych proménnych

tvar IF P
X
Cr=Ce=—1 (a—T)z (a—T)F

Dostavame se do podobné situace jako u van der Waalsova plynu — zatimco spocitat prvni
derivaci je jednoduché, druhou bude tieba upravit pomoci véty o derivace implicitni nebo
inverzni funkce. I nyni zvolime derivaci implicitni funkce (...a i nyni doporuc¢ujeme z cvic-
nych davodi ovéfit vysledek také pomoci derivace inverzni funkee):

ory (). _ lGn).)"
=7 (Gr) =T

Dosadime termickou stavovou rovnici a spoc¢itdme derivace:

(- 8)) (- 5)
Cr—C=T az%(aT(%—g—i))T :TaT(L%+Z—32)'

Po drobnych apravach, jejichz cilem je ziskat ve vysledku bezrozmérné podily %, dostaneme:

2 2
2 (1-2) e (1
CFC'Q;L%<<1+%33 :OJZ ((1_‘_2(%)2)

Oproti vysledku, ktery jsem ziskali pro van der Waalstuv plyn, zde lze ziskanou rovnici
snadnéji komentovat a interpretovat. Piedné, rozdil tepelnych kapacit nezavisi na termody-
namické teploté T" a je funkci pouze aktualni délky tyc¢inky x. Muzeme si také pov§imnout,
ze ziskany rozdil tepelnych kapacit je vzdy nezaporny a nule se rovna pouze pii klidové
délce tycinky = = L; konkrétné je prubéh Cr — C, jako funkce aktualni délky = zachycen
v grafu na obr. [f} Vidime, Ze s jedinou jmenovanou vyjimkou je tedy vidy Cr > C,, tedy
probihé-li d&j p¥i stalém F, je tieba ke stejné zméné teploty dodat/odebrat vice tepla, nez
pokud by dé&j probihal pti stalém z. Tento rozdil roste s tim, jak se aktualni délka tycinky
vzdaluje od délky klidové.

Vysledek, ktery jsme dostali, je do jisté miry analogii Mayerova vztahu, dle kterého je
pro ideélni plyn C), > Cy. V obou piipadech je mensi z porovnavanych tepelnych kapacit
ta, kterd nalezi d&ji, pfi kterém se nekona prace (tj. konstantni V', resp. konstantni z).
V pripadé IP bylo tfeba dodavat vétsi teplo pii déji izobarickém, aby se kompenzovala
prace plynem vykonana. A jak je to v pfipadé pryzové tyCinky? Rozdélme tvahy na dvé
Casti:

1. Ty¢inka je natazena, tj. x > L a odtud F' > 0. Na str. [7] jsme odvodili, ze pokud
budeme ty¢inku zahiivat, bude svoji délku zkracovat, tj. dz < 0. Odtud pro praci
dW = Fdz plyne dIW < 0 — tyc¢inka odevzdava do okoli energii kondnim prace.
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CF - Cz
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Obrazek 5: Zavislost rozdilu Cr — C,, pFesnéji C%L(CF — () na aktuélni délce ty¢inky = (L je
pocatecni = klidova délka tyc¢inky).

2. Ty¢inka je zkracena, tj. + < L a odtud F < 0. Na str. [7] jsme diskutovali, Ze
v takovéto situaci povede zahtivani tyc¢inky k jejimu prodluzovani, tj. dx > 0. Odtud
pro praci dW = Fdx plyne dWW < 0 — tyc¢inka opét odevzdava do okoli energii
konanim prace.

Pokud tedy tyc¢inku zahtivime a udrzujeme stalou silu F', vidy pritom tyc¢inka odevzdava
do okoli energii konanim prace, a tedy dodavané teplo musi byt vétsi nez pii déji se stalym
x, pri kterém nebylo tfeba préaci nijak kompenzovat.

VysSe uvedené uvahy si vyzkouSejte také pro pripad, Ze budeme tyc¢inku ochlazovat pii
staléem F' — méli byste dospét k zavéru, ze v takovém piipadé bude naopak okoli vzdy
dodavat tycince energii konanim prace, a tedy odebirané teplo bude muset byt vétsi, nez
kdyby ke konani prace nedochazelo.



Vztah ,,90 % termodynamiky*

Vztah oznacovany nékdy jako ,90 % termodynamiky“ je nutnou (ale nikoliv postacujici
podminkou), ktera je kladena na termickou a kalorickou rovnici jednoduchého termody-
namického systému. Sila vztahu je v tom, Ze na zakladé znalosti jedné z rovnic (kalorické
nebo termické) lze alespon ¢asteéné usuzovat na tvar rovnice druhé.

Odvozeni vztahu

Zadani 14: Uvazujme jednoduchy uzavieny termodynamicky systém popsany sdruzenymi
parametry a a A, termodynamickou teplotou 7" a vnitini enegii U = U(a,T'). Diferencial
prace budiz dWW = Ada. Pro takto obecné zadany systém odvodte vztah oznaCovany jako
,90 % termodynamiky®, ktery ma tvar:

ou 0A
) —A=-T(Z) .
(0(1’>T <0T>a

ReSeni 14: V tomto pifpadé nejde ani tak o pocetni tlohu, jako spiSe o krokované stan-
dardni odvozeni, kde ,vime, odkud zacit a kam se dostat“. Vychozim vztahem pro nas
budou spojené termodynamické zakony, ze kterych vyjadiime diferencial entropie:

1 A
dU =TdS + Ada = dS = ?dU — ?da.

RozepiSeme totalni diferencidl vnitini energie dle jejich proménnych a a 7" a upravime:

1 /0oU 1 /oU A
dS_T(%)TdaJFT(a_T)adT_Tda’
1 /oU A 1 /oU
5= [T (%)T‘ﬂ da+7 (8_T)adT'

Protoze diferencial entropie je diferencial iplny, maji vyrazy pred diferenciily da a dT
vyznamy parcialnich derivaci entropie, konkrétné:

95\ _1(oUuy _A
da )y T\Oa), T

25
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95\ _1 (U
or), T\oT),

Vzhledem k tomu, 7e funkce S = S(a,T') je funkce hladk4, jsou si jeji smiSené parcialni
derivace podle a a T rovny, tedy:

5 (7)), - ((),).

w7 (5r).), ~ar (7 (&), 7)., v

Zderivujeme a vysledek upravime na vysledny tvar:

10 _ 1 (U 12U 104y A
ToadT  T*\08a), ToadT T\OT), T*
oU OA
— ] —A=-T(—=]) .

(aa>T (8T>a

Aplikace na plynné systémy

Zadani 15: Ovérte platnost vztahu ,,90 % termodynamiky* pro idealni plyn. Poté se po-
moci tohoto vztahu pokuste na zékladé znalosti termické stavové rovnice van der Waalsova
plynu ziskat néjaké informace o kalorické stavové rovnici van der Waalsova plynu.

Regeni 15:

Pokud budeme pracovat s plynnymi systémy, je diferencial prace dW = Ada = —pdV,
vnitini energii hledame ve tvaru U = U(V,T) a pro sdruzené parametry plati A = —p
a a = V. To dava rovnici ,,90 % termodynamiky* konkrétngjsi podobu:

OUN _p(op) _
ov),. “\ar), ¥

Ovéfeni rovnosti pro IP je jednoduchym dosazenim stavovych rovnic a doporuc¢ujeme ho
z tréninkovych diivodi. Zde se ale pustime pfimo do vypocti s van der Waalsovym ply-
nem; pfedpokladejme na tivod pouze znalost termické stavové rovnice, kterou do rovnice
dosadime a upravime:

ou —Ti nRT _@ _ [ nRT _n2a _ nfa
o), ~OT\V-nb V2], \V-nb V2 V2’

Pro samotnou vnitini energii tedy integraci dostadvame kalorickou stavovou rovnici ve tvaru

n’a

U(V.T) = =5 + (D),
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objem pri tlaku 100 kPa
U/ kJ a teploté 300 K (dle modelu IP)

4
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Obrazek 6: Zavislost vnitini energie na objemu pfi izotermickém dé&ji. Napoditano pro dusik Ny s
konkrétnimi hodnotami n = 1 mol, T' = 300 K, a = 0,137 Pam®mol=2 a Cy = %nR.

kde f(T) je pouze funkci termodynamické teploty a zahrnuje také integra¢ni konstantu
(dle 1. a 2. termodynamického zakona je vnitini energie uréena az na konstantu).

Konkrétni tvar f(7) uz nam vztah ,90 % termodynamiky“ ziskat neumoziiuje; teprve
z experimentt nebo z odvozeni v ramci statistické fyziky zjistime, ze f(T) = CyT, a tedy
vnitini energie van der Waalsova plynu je dana jako

n%a

UV, T)=CyT — —.

\%
Pokud tedy budeme redlny plyn udrzovat pii stalé teploté, bude se jeho vnitini energie
pii stla¢ovani (zmenSovani objemu) snizovat — jinymi slovy, plyn bude odevzdavat do okoli
vice tepla, neZ odpovida praci potfebné na snizeni objemu. Obrazek [6] ukazuje zavislost
vnitini energie na objemu pii stalé teploté, a to pro IP i van der Waalsiv plyn. Je ziejmé,
ze pro velké objemy se vnitini energie van der Waalsova plynu blizi svym chovanim vnitini
energii IP.

Zadani 16: Pomoci vztahu ,90 % termodynamiky“ se pokuste ziskat néjaké informace
o kalorické stavové rovnici pro plyn popsany Redlichovym-Kwongovym modelem.
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ReSeni 16:
Podobné jako v piipadé van der Waalsova plynu budeme pracovat se vztahem ,90 %

termodynamiky® ve tvaru
ou dp
=) =T(5) -»
ov ), or ).,

do kterého dosadime termickou stavovou rovnici dle Redlichova-Kwongova modelu:

(8_U> Tﬂ( nRT B an? > B ( nRT B an’ )
oV )r “IT\V—=nb TV(V+nb)), \V-nb VTV(V+nb))
( nR an? ) nRT an? 3an?

U
— ) = + — + = .
(av)T Vi—nb  2VT3V(V4nd)) V—nb VTV(V+nb) 2VTV(V + nb)

Pro vnitini energii tedy dostavame:

3an? 1 3an? 1 1
Uu\wv,T) = dVv —dV — dv |,
=37 [ = sy vV [rrat)
kde jsme uplatnili stejny rozklad na parcialni zlomky jako pfi vypoctu prace na str. Po
zintegrovani ziskdvame:

3an | 1%

n
20T V +nb
kde f(T') je pouze funkci termodynamické teploty a opét zahrnuje také integra¢ni kon-

stantu. Podobné jako v piipadé van der Waalsova plynu nam vztah ,,90 % termodynamiky*
neumoznuje ziskat o této funkci vice informaci.

U(V,T) =

+ f(T),

Kaloricki stavova rovnice pro pryzovou tycinku

Zadani 17: Pomoci vztahu ,90 % termodynamiky* se pokuste ziskat néjaké informace
o kalorické stavové rovnici pro pryzovou tycinku.

ReSeni 17:

Diferencial prace jsme u pryzové ty¢inky pouzivali ve tvaru dW = Ada = Fdx, vnitini
energii hleddme ve tvaru U = U(z,T) a pro sdruzené parametry plati A = F' a a = x.
Vztah 90 % termodynamiky* tedy pfepiSeme jako

oU OF
(5), =7 (Gr), o

a dosadime termickou stavovou rovnici:

oUu 0 T L? T L?
(%)T - 'or (‘“T (z - ﬁ))j” (z - ﬁ) |



VZTAH ,90 % TERMODYNAMIKY* 29

Po zderivovani a se¢teni dostavame

oz
Jinymi slovy, vnitini energie pryZové tyc¢inky explicitné zavisi pouze na teploté (podobné
jako vnitini energie IP). Tuto vlastnost vnitini energie, kterou jsme na str. pouZili, jsme
nyni odvodili ze znalosti termické stavové rovnice.

<8U)T:0 = U# Ule) = U=UT).

Vnitini energie fotonového plynu

Zadani 18: Pomoci vztahu ,90 % termodynamiky“ se pokuste ziskat néjaké informace
o kalorické stavové rovnici fotonového plynu.

Regeni 18:

Vnitini energii hledame ve tvaru U = U(V,T). Protoze diferencial prace je dW = —pdV/,
miZzeme rovnici ,,90 % termodynamiky“ pouzit ve stejném tvaru jako pro ,bézné“ plyny:

ou dp

— ) =T(=) —-»p

ov ), or ).,
Dosadime za tlak, upravime na

oU 0 (1 1
- 7= (Z T4 - T4 _ T4
(), =7ar (077), — 0=

U(V,T) =bT*V + f(T),

kde f(T) je pouze funkci termodynamické teploty a opét zahrnuje také integra¢ni kon-
stantu.

a zintegrujeme:

Poznamky:

e Povsimnéte si, ze ackoliv je fotonovy plyn systém kvantové-mechanicky a soucasné
relativisticky, je popis jeho termodynamické rovnovahy pomérné jednoduchy. Ter-
mickd stavova rovnice pritom piimo spojuje teplotu a tlak — izotermické déje jsou
pro fotonovy plyn automaticky také izobarické.

e Za zminku stoji, Ze ve stavovych rovnicich nevystupuje pocet fotoni. Termicka sta-
vova rovnice obsahuje pouze intenzivni veli¢iny a v kalorické zajistuje extenzivitu
vnitini energie pfimo objem systému. Stfedni pocet fotont je zavislou veli¢inou, ktera
se v rovnovaze prizpiisobuje objemu dutiny a teploté stén, tj. N = N(V,T). To také
vysvétluje, pro¢ tlak nezavisi na objemu dutiny — v rovnovaze vyplni fotony libovolny
objem a jejich tlak je pfimo urcen pouze teplotou stén dutiny.
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e KdyzZ nyni znidme obé stavové rovnice pro fotonovy plyn, muzeme tesit tkoly vychéa-
zejici z 1. termodynamického zakona, kterymi se zabyvala kapitola Pruni termodyna-
micky zdkon, vypocet prdace. Muzeme napiiklad ur¢it zménu vnitini energie, konanou
praci a vyménéné teplo pii izotermické expanzi fotonového plynu na dvojnasobny
objem (tj. pii zvétSeni objemu dutiny z V5 na 2Vp):

AUy = Uy — Uy = bT*(2Vy) — bT*V,y = 0TV,
QVO 2V0 1 1 1
Wir = /JW = / —pdV = —/ STV = =0T VI3 = —0T'V,
VO VO
4
Qrr = AUrr — Wir = ng‘lVO.

Vnitini energie tedy pii expanzi vzroste, prace konana systémem je zaporna, a tedy
teplo musi byt nutné kladné (tj. systému dodéavané) a navic nutné |Qrr| > |AUrr|.
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