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Úvod

Výuka termodynamiky, kterou na KDF realizujeme, je zam¥°ená výrazn¥ konceptuáln¥,
a proto je matematizaci n¥kterých situací v prezen£ní výuce v¥nována men²í pozornost,
neº na kterou jste byli v jiných p°edm¥tech (nap°. v teoretické £i kvantové mechanice)
zvyklí.

Cílem tohoto textu je proto nabídnout sadu °e²ených p°íklad·, které ilustrují matematické
postupy typické pro termodynamické úlohy, a p°itom je doprovázet relevantním fyzikálním
komentá°em.

V textu je vyuºíván následující barevný kod:

�erven¥ jsou zvýrazn¥na zadání po£etních úloh.
Mod°e jsou zvýrazn¥ny fyzikální komentá°e k matematickým výsledk·m úloh.
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ÚVOD 3

P°ehled systém·, které vystupují v jednotlivých úlohách

V následujícím textu budeme pracovat s r·znými termodynamickými systémy. Abychom
nemuseli vºdy znovu p°ipomínat jejich vlastnosti, následuje zde, v úvodu textu, stru£ný
popis jednotlivých systém· jim p°íslu²ejících stavových rovnic. Pokud si v jednotlivých
úlohách nejste jisti, jak se systém, se kterým máte pracovat, chová, doporu£ujeme vrátit
se na toto místo a základní fakta si p°ipomenout.

Model ideálního plynu
Ideální plyn (IP) je nejjednodu²²ím modelem plynu, který neuvaºuje silové p·sobení mezi
£ásticemi plynu ani jejich rozm¥ry. V termodynamice je de�nován termickou stavovou
rovnicí

pV = nRT,

(kde p je tlak, V objem, n látkové mnoºství, R = 8,31 JK−1mol−1 univerzální plynová
konstanta a T termodynamická teplota) a kalorickou stavovou rovnicí

U(T ) = CV T,

kde CV je tepelná kapacita plynu p°i stálém objemu. P°i stálém látkovém mnoºstvím IP
tedy jeho vnit°ní energie závisí explicitn¥ pouze na jeho teplot¥. Diferenciál práce je, stejn¥
jako u dal²ích plynných systém·, dán vztahem d̄W = −pdV .

Van der Waals·v model plynu
Model van der Waalsova plynu uvaºuje n¥které vlastnosti reálného plynu, které model IP
zanedbává � konkrétn¥ jsou zohledn¥ny nenulové rozm¥ry molekul plynu a síly, které mezi
nimi p·sobí. Termická stavová rovnice van der Waalsova plynu má tvar(

p+
n2a

V 2

)
(V − nb) = nRT,

kde a, b jsou konstanty experimentáln¥ stanovené pro jednotlivé plyny.

Redlich·v�Kwong·v model plynu
Redlich·v�Kwong·v model, který byl navrºen výhradn¥ na základn¥ empirie, sice nemá
fyzikální názornost van der Waalsova modelu plynu, ale ve v¥t²in¥ situací popisuje chování
reálných plyn· v¥rn¥ji (p°edev²ím za vy²²ích teplot). Termická stavová rovnice má tvar:

p(V, T ) =
nRT

V − nb
− an2

√
TV (V + nb)

,

kde a, b jsou konstanty experimentáln¥ stanovené pro jednotlivé plyny.
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Pryºová ty£inka
Stav ty£inky budeme popisovat její klidovou délkou L, aktuální délkou x, termodynamickou
teplotou T a silou F , která ty£inku deformuje. Vnit°ní energie ty£inky závisí explicitn¥
pouze na její teplot¥, tj. kalorická stavová rovnice má tvar U = U(T ). Termická stavová
rovnice je dána vztahem

F (x, T ) = αT

(
x

L
− L2

x2

)
= αT

x

L

(
1−

(
L

x

)3
)
,

kde α > 0 je konstanta. Diferenciál práce pro tento systém má tvar d̄W = Fdx.

Fotonový plyn
P°edstavme si dutinu o objemu V , jejíº st¥ny mají teplotu T . Pokud z této dutiny vy£er-
páme ve²kerý vzduch (nebo je²t¥ p°esn¥ji, odebereme ve²keré £ástice s nenulovou klidovou
hmotností), z·stane dutina vypln¥na pouze fotony, které jsou emitovány (ale také absor-
bovány) jejími st¥nami. Tento systém foton· se ozna£uje jako fotonový plyn. Jestliºe je
st°ední po£et emitovaných foton· roven st°ednímu po£tu absorbovaných foton·, je tento
systém v termodynamické rovnováze.

Pro popis této rovnováhy budeme vyuºívat stejné veli£iny jako pro popis �molekulárních�
plynných systém·, tj. tlak p, objem V a teplotu T ; také diferenciál práce má stejný tvar,
tj. d̄W = −pdV . Termická stavová rovnice má podobu

p =
1

3
bT 4,

kde b = 7,56·10−16 JK−4m−3 je konstanta spojená se Stefanovou-Boltzmannovou konstan-
tou σ vztahem b = 4σ

c
, kde c je rychlost sv¥tla ve vakuu.



Parciální derivace a jejich interpretace

V p°edcházejících partiích fyziky jste se setkávali s mnoha parciálními derivacemi a obvykle
nebylo t¥ºké rozhodnout, co a podle £eho derivovat. Typicky jste derivovali funkce typu
F = F (r⃗, t), které explicitn¥ závisely na £ase a na prostorových sou°adnicích.1 Bylo jasné,
které veli£iny jsou závislé (derivujeme je) a které nezávislé (derivujeme podle nich). Také
bylo jasné, jak naloºit s veli£inami, které jsou nezávislé, ale nederivujeme podle nich � ty
jsme automaticky povaºovali za konstantní, aniº bychom m¥li pot°ebu to explicitn¥ zapi-
sovat. Výraz ∂F

∂x
tedy nap°íklad jednozna£n¥ signalizoval, ºe zbylé prostorové sou°adnice y

a z a £as t povaºujeme za konstanty.

V termodynamice bude ale situace sloºit¥j²í. To, které veli£iny jsou závislé a které ne-
závislé, závisí na konkrétní situaci, kterou matematizujeme, na experimentu, který zkou-
máme. A ani kdyº správn¥ rozklí£ujeme, které veli£iny derivovat podle kterých, musíme
navíc správn¥ ur£it �cestu� , na které p°íslu²nou derivaci po£ítáme � tato cesta je typicky
charakterizována veli£inou nebo výrazem, který se na ní zachovává a který pro jednozna£-
nost zapisujeme jako dolní index parciální derivace. Poj¤me nyní vý²e uvedené ilustrovat
na konkrétním p°íkladu.

1P°ípadn¥ jste také uvaºovali závislost na zobecn¥ných sou°adnicích a hybnostech.
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PARCIÁLNÍ DERIVACE A JEJICH INTERPRETACE 6

Strmost izotermy a adiabaty ideálního plynu

Zadání 1: Uvaºujme, ºe na²ím systémem je IP stálé hmotnosti. Jednou necháme tento
plyn podstupovat d¥j izotermický, podruhé d¥j adiabatický, a v obou p°ípadech nás bude
zajímat, jak rychle se m¥ní tlak se zm¥nou objemu � jinými slovy, budeme ur£ovat sklon
p°íslu²né k°ivky (izotermy £i adiabaty) v pV -diagramu. V p°ípad¥ izotermy tedy p·jde o to
spo£ítat derivaci

(
∂p
∂V

)
T
, zatímco v p°ípad¥ adiabaty derivaci

(
∂p
∂V

)
pV κ .

�e²ení 1:
V p°ípad¥ izotermického d¥je dostaneme závislost p = p(V ) p°ímo£a°e z termické stavové
rovnice, tedy: (

∂p

∂V

)
T

=
∂

∂V

(
nRT

V

)
T

= −nRT

V 2
.

U adiabatického d¥je si nejprve p°ipome¬me, ºe jde o d¥j, p°i kterém nedochází k tepelné
vým¥n¥ a který je pro IP vymezen rovností pV κ = K, kde K je konstanta daná po£áte£ním
rovnováºným stavem, tj. tlakem plynu p0 a jeho objemem V0 (p0V κ

0 = K). Konstanta κ > 1
se ozna£uje jako Poissonova konstanta a její £íselná hodnota souvisí s typem molekul, které
plyn tvo°í (nap°. pro jednoatomové molekuly je κ = 5

3
, zatímco pro molekuly dvouatomové

je κ = 7
5
). Závislost p = p(V ) vyjád°íme z podmínky pV κ = K a stavovou rovnici IP

vyuºijeme aº v záv¥ru výpo£tu:(
∂p

∂V

)
pV κ

=
∂

∂V

(
K

V κ

)
pV κ

= −κ
K

V κ+1
= −κ

pV κ

V κ+1
= −κ

p

V
= −κ

nRT

V 2
.

K výpo£tu lze p°istoupit i jiným zp·sobem � rovnost pV κ = K, resp. pV κ − K = 0
zadává pr·b¥h adiabaty p = p(V ) implicitn¥, a derivaci

(
∂p
∂V

)
pV κ tedy m·ºeme spo£ítat

také s vyuºitím v¥ty o derivaci implicitní funkce, samoz°ejm¥ se stejným výsledkem:(
∂p

∂V

)
pV κ

= −
∂
∂V

(pV κ −K)p
∂
∂p

(pV κ −K)V
= −κpV κ−1

V κ
= −κ

p

V
= −κ

nRT

V 2
.

Poj¤me se fyzikáln¥ podívat na oba výsledky. P°edn¥ je patrné, ºe ob¥ derivace jsou záporné
� to není p°ekvapivé, v obou p°ípadech se s rostoucím objemem sniºuje tlak. Dále vidíme,
ºe strmost poklesu adiabaty je κ-krát v¥t²í neº strmost poklesu izotermy, coº odpovídá
uº ze st°ední ²koly známé pou£ce, ºe �adiabata je strm¥j²í neº izoterma�. To ale m·ºe
být pon¥kud zavád¥jící formulace � kdyº se pozorn¥ podíváme na pr·b¥h obou k°ivek
zachycených na obr. 1, vidíme, ºe nap°íklad v oblasti v¥t²ích objem· klesá izoterma strm¥ji,
neº adiabata � k°ivky se k sob¥ v této oblasti p°ibliºují a nakonec se pro limitn¥ nekone£ný
objem znovu setkají... Není to ve sporu s na²imi výpo£ty? Není. Uv¥domme si, ºe abychom
mohli výsledky obou výpo£t· porovnat, musíme do obou dosazovat stejné T a V ; ze stavové
rovnice pak musí být stejný i tlak p. Jinými slovy, strmost porovnáváme v bod¥, kde se
ob¥ k°ivky protínají � a v tomto bod¥ (na obrázku 1 má sou°adnice [V0, p0]) je skute£n¥
adiabata strm¥j²í. Porovnávat strmosti obou k°ivek v jiných bodech nedává ºádný fyzikální
smysl.
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Obrázek 1: Adiabata a izoterma ideálního plynu protínající se za pokojových podmínek, tedy pro

p0 = 100 kPa, V0 = 1 litr, T0 = 300 K (odtud plyne látkové mnoºství plynu n=0,04 mol).

Zah°ívání pryºové ty£inky

Zadání 2: V následujícím výpo£tu bude na²ím systémem pryºová ty£inka, která prochází
termodynamickým d¥jem zachyceným na tomto videu2. Video zhlédn¥te a navrhn¥te, jakou
parciální derivací byste popsali d¥j, který na videu probíhal. Tuto derivaci potom spo£ítejte.

�e²ení 2:
V zachyceném experimentu dochází ke zm¥n¥ aktuální délky gumové ty£inky v závislosti na
její teplot¥. To v²e se d¥je p°i stálém zatíºení ty£inky (prost°ednictvím síly, kterou p·sobí
na ty£inku zav¥²ené závaºí). Vhodný výraz, který popisuje tento d¥j, je tedy

(
∂x
∂T

)
F
� tato

derivace popisuje teplotní roztaºnost, konkrétn¥ rychlost, s jakou se ty£inka prodluºuje se
zvy²ující se teplotou. Z termické stavové rovnice není snadné vyjád°it x jako funkci F a T ,
proto derivaci spo£ítáme alternativn¥ bu¤ pomocí v¥ty o derivaci implicitní funkce, nebo
pomocí v¥ty o derivaci inverzní funkce. Pro porovnání provedeme nyní oba výpo£ty.

2https://www.youtube.com/watch?v=ASa6iciNwA0

https://www.youtube.com/watch?v=ASa6iciNwA0
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1. Dle v¥ty o derivaci implicitní funkce:

(
∂x

∂T

)
F

= −
(
∂F
∂T

)
x(

∂F
∂x

)
T

= −
α ∂

∂T

(
T
(

x
L
− L2

x2

))
x

α ∂
∂x

(
T
(
x
L
− L2

x2

))
T

=
L2

x2 − x
L

T
(
1
L
+ 2L2

x3

) =
x

T
·

L3

x3 − 1

1 + 2L3

x3

.

2. Ve druhém p°ípad¥ vyuºijeme skute£nost, ºe ze stavové rovnice sice není snadné
vyjád°it x = x(F, T ), ale vyjád°it T = T (F, x) je jednoduché. P°ed aplikováním v¥ty
o derivaci inverzní funkce je výhodné nejd°íve spo£ítat derivaci

(
∂T
∂x

)
F
:

(
∂T

∂x

)
F

=
∂

∂x

(
F

α
(
x
L
− L2

x2

))
F

= −F

α
·

1
L
+ 2L2

x3(
x
L
− L2

x2

)2 .
Za F m·ºeme dosadit z termické stavové rovnice a upravit:

(
∂T

∂x

)
F

= −
αT
(

x
L
− L2

x2

)
α

·
1
L
+ 2L2

x3(
x
L
− L2

x2

)2 = −T
1
L
+ 2L2

x3

x
L
− L2

x2

.

Nyní uº jen aplikujeme v¥tu o derivaci inverzní funkce:

(
∂x

∂T

)
F

=
1(

∂T
∂x

)
F

= − 1

T
·

x
L
− L2

x2

1
L
+ 2L2

x3

=
x

T
·

L3

x3 − 1

1 + 2L3

x3

.

Výsledky (£erven¥) získané první i druhou metodou se (nep°ekvapiv¥) shodují; stojí ale za
pov²imnutí, ºe v tomto konkrétním p°íklad¥ vede pouºití v¥ty o implicitní funkci pom¥rn¥
rychle k cíli, zatímco výpo£et pomocí derivace inverzní funkce je pracn¥j²í.

I nyní se poj¤me nad výsledkem fyzikáln¥ zamyslet, primárn¥ z hlediska jeho znaménka.
V na²í situaci byla ty£inka díky zav¥²enému závaºí protaºena, tedy b¥hem celého experi-
mentu bylo x > L, a tedy

(
∂x
∂T

)
F
< 0. Jinými slovy, zvy²ování teploty by m¥lo zp·sobovat

zkracování ty£inky, coº je ve shod¥ se zhlédnutým videozáznamem. Kdyby byla naopak
pryºová ty£inka p°i experimentu stálou silou F stla£ena na délku x < L, bude

(
∂x
∂T

)
F
> 0,

a tedy zah°átí ty£inky bude vést k jejímu prodluºování.

Oba záv¥ry m·ºeme shrnout do pozorování, ºe a´ uº je ty£inka stálou vn¥j²í silou nata-
ºena nebo zkrácena, p°i zvy²ování teploty se snaºí �vrátit� na svoji klidovou délku L (tzv.
Gough·v�Joule·v efekt). Toto na první pohled nezvyklé chování souvisí s vnit°ní struk-
turou gumy, která je tvo°ena dlouhými polymerovými °et¥zci. Pokud vn¥j²í silou vnutíme
°et¥zc·m deformovaný tvar (natáhneme je nebo zkrátíme), vracejí se p°i zah°átí (dodání
tepla) do svého p·vodního stavu s vy²²í entropií.
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Izobarický teplotní sou£initel objemové roztaºnosti

Zadání 3: Ur£ete izobarický teplotní sou£initel objemové roztaºnosti pro van der Waals·v
plyn stálé hmotnosti.

�e²ení 3:
Veli£ina, kterou budeme ur£ovat, nese název �izobarický teplotní sou£initel objemové roz-
taºnosti� (ozna£ovaný γ), odkud lze rozborem jednotlivých slov dosp¥t k tomu, ºe nás bude
zajímat parciální derivace objemu podle teploty p°i stálém tlaku, tedy �jak se m¥ní objem
p°i zm¥n¥ teploty, pokud tlak nem¥níme� . De�nice sou£initele obsahuje navíc je²t¥ jakési
normování na aktuální objem, tedy matematicky je dán vztahem:

γ
def
=

1

V

(
∂V

∂T

)
p

.

Pohledem na termickou stavovou rovnici van der Waalsova plynu je z°ejmé, ºe nelze nijak
elegantn¥ získat p°edpis V = V (p, T ), a tedy bude t°eba vyuºít v¥tu o derivaci implicitní
funkce nebo v¥tu o derivaci inverzní funkce. Za£neme-li implicitní funkcí, dostáváme:

γ =
1

V

(
∂V

∂T

)
p

= − 1

V

(
∂p
∂T

)
V(

∂p
∂V

)
T

= − 1

V

nR
V−nb

2n2a
V 3 − nRT

(V−nb)2

.

Po jednoduchých, ale relativn¥ pracných algebraických úpravách dojdeme k výsledku:

γ =
RV 2(V − nb)

RTV 3 − 2na(V − nb)2
.

Vyuºití v¥ty o derivaci inverzní funkce p°edpokládá, ºe budeme um¥t spo£ítat
(
∂T
∂V

)
p
, coº

termická stavová rovnice umoº¬uje:(
∂T

∂V

)
p

=
1

nR

∂

∂V

(
pV − pnb+

n2a

V
− n3ab

V 2

)
p

=
1

nR

(
p− n2a

V 2
+

2n3ab

V 3

)
.

Nyní dosadíme z termické stavové rovnice za p, pouºijeme v¥tu o derivaci inverzní funkce,
dosadíme do γ a dostaneme stejný výsledek jako v p°ípad¥ vyuºití implicitní funkce.

Ur£itou kontrolou, ºe ná² výpo£et je správný, m·ºe být ov¥°ení, ºe pokud bude a = 0
a sou£asn¥ b = 0, m¥li bychom získat výsledky pro model IP. A skute£n¥, v takovém
p°ípad¥ je:

γ =
RV 3

RTV 3
=

1

T
,

coº je výsledek, který bychom získali, kdybychom vyjád°ili závislost V = V (p, T ) z termické
stavové rovnice IP:

γ =
1

V

(
∂V

∂T

)
p

=
1

V

∂

∂T

(
nRT

p

)
p

=
nR

pV
=

1

T
.



PARCIÁLNÍ DERIVACE A JEJICH INTERPRETACE 10

Krom¥ sou£initele γ se pro plyny zavádí také izochorický teplotní sou£initel rozpínavosti
β

def
= 1

p

(
∂p
∂T

)
V
a sou£initel izotermické stla£itelnosti κ def

= − 1
V

(
∂V
∂p

)
T
. S vyuºitím v¥ty o de-

rivaci implicitní funkce lze snadno dopo£ítat, ºe γ
βκ

= p, a to nezávisle na tom, zda jde
o ideální £i reálný plyn.

Kritický stav van der Waalsova plynu

Zadání 4: Pro kritický stav van der Waalsova plynu nalezn¥te vztahy, pomocí kterých lze
tlak, teplotu a objem v kritickém bod¥ vyjád°it pouze pomocí konstant a a b, p°ípadn¥
látkového mnoºství n.

�e²ení 4:
Odhlédn¥me nyní od toho, co se v kritickém bod¥ d¥je fyzikáln¥, tj. ºe zde kon£í k°ivka
syté páry a p°i dal²ím zvy²ování teploty nebo tlaku p°echází látka do tzv. superkritické
fáze, ve které se stírá rozdíl mezi kapalinou a její sytou párou. Z matematického hlediska
je pro nás nejuºite£n¥j²í informace, ºe kritický bod je in�exním bodem kritické izotermy �
první i druhá parciální derivace tlaku podle objemu tedy musí být v kritickém bud¥ nulová.
Nejprve tedy vyjád°íme z termické stavové rovnice van der Waalsova plynu tlak

p(V, T ) =
nRT

V − nb
− n2a

V 2
(1)

a poté ob¥ derivace spo£ítáme:(
∂p

∂V

)
T

=
∂

∂V

(
nRT

V − nb
− n2a

V 2

)
T

= − nRT

(V − nb)2
+

2n2a

V 3
,(

∂2p

∂V 2

)
T

=
∂

∂V

(
− nRT

(V − nb)2
+

2n2a

V 3

)
T

=
2nRT

(V − nb)3
− 6n2a

V 4
.

V kritickém stavu jsou ob¥ derivace nulové, tedy

nRTC

(VC − nb)2
=

2n2a

V 3
C

, (2)

2nRTC

(VC − nb)3
=

6n2a

V 4
C

, (3)

kde jsme indexem C ozna£ili, ºe jde o konkrétní tlak, objem a teplotu kritického stavu.
Tyto veli£iny (kritický tlak, objem a kritickou teplotu) nyní vyjád°íme z rovnic (1), (2) a (3)
(máme tedy t°i rovnice o t°ech neznámých). Vyd¥líme-li rovnici (2) rovnicí (3), dostaneme
kritický objem VC :
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VC − nb

2
=

VC

3
⇒ VC = 3nb.

Kritickou teplotu pak uº snadno ur£íme dosazením do jedné ze dvou rovnic (2) nebo (3)
(pouºijeme nap°íklad první z nich) a kritický tlak spo£ítáme p°ímo z termické stavové
rovnice, tj. vlastn¥ rovnice (1):

nRTC

(2nb)2
=

2n2a

(3nb)3
⇒ TC =

8a

27Rb
,

pC =
nR 8a

27Rb

2nb
− n2a

(2nb)2
=

a

27b2
.

Pov²imn¥me si, ºe zatímco ve vyjád°ení intenzivních veli£in (teploty a tlaku) se vyskytují
pouze konstanty a a b, v p°ípad¥ kritického objemu vystupuje i látkové mnoºství, které zde
�dodává extenzivnost� .

Pro plyny se n¥kdy zavádí tzv. kompresibilní faktor Z = pV
nRT

, který v jistém smyslu
popisuje, nakolik se plyn li²í od plynu ideálního; z de�nice je patrné, ºe pro IP je Z = 1,
a to vºdy, bez ohledu na stav, ve kterém se plyn nachází. Pokud se budeme ptát, jaký
je kompresibilní faktor van der Waalsova plynu v kritickém stavu, sta£í dosadit kritické
hodnoty:

Z =
pCVC

nRTC

=
a

27b2
· 3nb

nR 8a
27Rb

=
3

8
.

M·ºeme vid¥t, ºe dle teorie nezávisí kompresibilní faktor v kritickém stavu na druhu reál-
ného plynu, konstanty charakteristické pro jednotlivé plyny z vyjád°ení vypadly. Výsledek,
tedy Z = 0, 375, je od hodnoty 1 pro IP velmi vzdálen, coº není p°ekvapivé � v kritickém
bod¥ (a vlastn¥ ani nikde v blízkém okolí k°ivky syté páry £i na ní) se chování reálného
plynu modelu IP neblíºí.



První termodynamický zákon, výpo£et
práce

Aplikace prvního termodynamického zákona na jednoduché systémy s sebou obvykle p°i-
ná²í úkol ur£it pro vybraný d¥j t°i základní veli£iny � zm¥nu vnit°ní energie, konanou práci
a vym¥n¥né teplo. Práv¥ výpo£t·m t¥chto t°í veli£in se budou v¥novat následující komen-
tované p°íklady.

P°ipome¬me uºite£nou znaménkovou konvenci, podle které budeme uvaºovat hodnoty práce
a tepla jako kladné, pokud zvy²ují vnit°ní energii systému, a naopak jako záporné, pokud
vnit°ní energii systému sniºují.

Izotermická expanze

Zadání 5: Na²ím systémem budiº IP stálé hmotnosti. Ur£ete zm¥nu vnit°ní energie, ko-
nanou práci a vym¥n¥né teplo p°i izotermické (IT) expanzi plynu z po£áte£ního objemu
V0 na jeho dvojnásobek 2V0.

�e²ení 5:

� Za£neme ur£ením zm¥ny vnit°ní energie ∆UIT, coº je v tomto p°ípad¥ triviální úkol.
Vnit°ní energie ideálního plynu stálé hmotnosti je p°ímo úm¥rná jeho termodyna-
mické teplot¥ vztahem U = CV T , kde CV je tepelná kapacita plynu p°i stálém ob-
jemu3. P°i izotermické expanzi se teplota, a tedy ani vnit°ní energie nem¥ní � odtud
je ∆UIT = 0.

Zd·razn¥me, ºe pro reálný plyn jiº vnit°ní energie závisí explicitn¥ nejen na teplot¥,
ale také na objemu plynu. Jinými slovy, p°i izotermickém expanzi reálného plynu jiº
není zm¥na vnit°ní energie nutn¥ nulová.

3Otázkou, pro£ lze tepelnou kapacitu p°i stálém objemu pouºívat jako konstantu úm¥rnosti i ve výpo£tu
pro izotermický d¥j, se budeme zabývat pozd¥ji, konkrétn¥ na str. 18.

12
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� Výpo£et práce provedeme p°ímou integrací, kdy za tlak dosadíme ze stavové rovnice
IP:

WIT =

∫
d̄W =

∫ 2V0

V0

−pdV = −
∫ 2V0

V0

nRT

V
dV = −nRT [lnV ]2V0

V0
= −nRT ln 2.

Vzhledem k tomu, ºe p°i izotermické expanzi plyn zv¥t²uje objem a tedy koná práci,
není nijak p°ekvapivé, ºe získaný výsledek je záporný.

P°ekvapiv¥j²í bývá zji²t¥ní, ºe �výsledek nezáleºí na tlaku ani na objemu plynu� .
Takový záv¥r ale není p°esný � explicitní závislost na tlaku ani na objemu jsme sice
nedostali, ale sou£in po£áte£ního tlaku p0 a po£áte£ního objemu V0 nám jednozna£n¥
ur£uje teplotu IP, a tedy vybírá, po jaké izoterm¥ bude ná² d¥j probíhat. Koneckonc·,
výsledek lze dle stavové rovnice IP p°epsat nap°íklad pomocí po£áte£ních hodnot jako

WIT = −p0V0 ln 2.

Stejn¥ tak je moºné výsledek zapsat pomocí �nálních hodnot tlaku a objemu jako
WIT = −pfinalVfinal ln 2.

� Teplo vym¥n¥né b¥hem d¥je snadno ur£íme z prvního termodynamického zákona
(tedy ze vztahu ∆UIT = WIT +QIT):

QIT = ∆UIT −WIT = 0− (−p0V0 ln 2) = p0V0 ln 2.

Protoºe b¥hem d¥je se vnit°ní energie nezm¥nila, ale plyn vykonal práci, muselo mu
být dodáno �stejn¥ velké� teplo okolím systému.

Na tomto míst¥ je vhodné upozornit na jednu z £astých chyb, která plyne z ar-
gumentace st°edo²kolským vztahem mezi teplem a zm¥nou teploty, tedy vztahem
Q = C∆T . Podle n¥j se m·ºe zdát, ºe p°i nulové zm¥n¥ teploty plynu by m¥lo být
vym¥n¥né teplo nulové, coº je ve sporu s na²ím záv¥rem. Potíº je v tom, ºe na S�
se tento vztah obvykle pouºívá pro popis tepelné vým¥ny mezi kapalinami a/nebo
pevnými látkami, u kterých b¥ºn¥ zanedbáváme zm¥ny objemu � tedy konání práce.
Jinými slovy, p°edpokládáme, ve²keré teplo se vyuºije na r·st vnit°ní energie, resp.
teploty. V p°ípad¥ plyn· jiº ale nejde zm¥ny objemu zanedbat � práv¥ izotermický d¥j
je p°íkladem d¥je, kdy se ve²keré dodávané teplo vyuºívá na zv¥t²ení objemu plynu,
tedy ke konání práce.

Také se nabízí otázka, co p°esn¥ vyjad°uje tepelná kapacita C ve st°edo²kolském vyjá-
d°ení vym¥n¥ného tepla � p°i jakém d¥ji tuto tepelnou kapacitu uvaºujeme? V¥t²ina
b¥ºn¥ °e²ených situací (oh°ev vody v otev°ené nádob¥, slévání lázní r·zné teploty
apod.) probíhá izobaricky, tedy v tabulkách obvykle najdeme tepelnou kapacitu p°i
stálém tlaku Cp. Vzhledem k tomu, ºe neuvaºujeme konání práce, v²ak vlastn¥ není
t°eba d¥je rozli²ovat.
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V p°ípad¥ plyn·, kdy konanou práci nelze zanedbat, se v²ak ukazuje, ºe tepelná
kapacita pro daný systém závisí na d¥ji, kterým tento systém prochází. A práv¥ izo-
termický d¥j je z pohledu tepelné kapacity pon¥kud extrémním p°ípadem � tepelná
kapacita plynu p°i izotermickém d¥ji je nekone£ná, protoºe dodání £i odebrání libo-
voln¥ velkého tepla teplotu plynu nezm¥ní. Vztah pro vym¥n¥né teplo Q = C∆T
tedy v p°ípad¥ izotermického d¥je vede na neur£itý výraz typu �0 · ∞� .

Adiabatická expanze

Zadání 6: Na²ím systémem budiº IP stálé hmotnosti. Ur£ete zm¥nu vnit°ní energie, ko-
nanou práci a vym¥n¥né teplo p°i adiabatické (AD) expanzi plynu z po£áte£ního objemu
V0 na jeho dvojnásobek 2V0.

�e²ení 6:

� V této úloze je nejjednodu²²í za£ít od vym¥n¥ného tepla � to je p°i adiabatickém d¥ji
nulové: QAD = 0. První termodynamický zákon se tím redukuje na tvar∆UAD = WAD

� sta£í nám tedy ur£it jednu z t¥chto veli£in.

� Výpo£et práce provedeme p°ímou integrací. Vyuºijeme skute£nost, ºe p°i adiabatic-
kém d¥ji s IP platí pV κ = K, kde K je konstanta daná po£áte£ním rovnováºným
stavem, tj. tlakem plynu p0 a jeho objemem V0 (p0V κ

0 = K) a κ Poissonova kon-
stanta pro daný plyn.

WAD =

∫
d̄W =

∫ 2V0

V0

−pdV = −
∫ 2V0

V0

K

V κ
dV,

WAD = − K

1− κ

[
V 1−κ

]2V0

V0
=

K

κ− 1

(
V 1−κ
0 (21−κ − 1)

)
.

Dosadíme za konstantu K = p0V
κ
0 a upravíme:

WAD =
p0V

κ
0

κ− 1

(
V 1−κ
0 (21−κ − 1)

)
=

p0V0

κ− 1

(
21−κ − 1

)
.

Protoºe jde o expanzi, o£ekáváme, ºe konaná práce bude záporná. Protoºe pro IP je
1 < κ < 2, je závorka ve výsledku men²í neº nula a celý výraz je tedy záporný.

� Z prvního termodynamického zákona jiº víme, ºe zm¥na vnit°ní energie ∆UAD bude
totoºná s vykonanou prací WAD � bude tedy záporná, vnit°ní energie plynu se p°i
adiabatické expanzi sniºuje.
Poj¤me se ale pokusit spo£ítat zm¥nu vnit°ní energie je²t¥ jiným zp·sobem � víme,
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ºe vnit°ní energie je stavová veli£ina, sta£í tedy ode£íst koncovou hodnotu Ufin od
po£áte£ní hodnoty U0:

∆UAD = Ufin − U0 = CV (Tfin − T0).

Za teploty m·ºeme dosadit ze stavové rovnice IP

∆UAD = CV

(
pfinVfin

nR
− p0V0

nR

)
.

Finální objem známe, je dvojnásobkem objemu po£áte£ního (Vfin = 2V0). Finální tlak
dopo£ítáme z p°edpisu adiabaty p0V

κ
0 = pfinV

κ
fin:

∆UAD =
CV

nR

(
p0V

κ
0

(2V0)κ
2V0 − p0V0

)
=

CV

nR
p0V0

(
2

2κ
− 1

)
=

CV

nR
p0V0

(
21−κ − 1

)
.

Abychom mohli tento výsledek porovnat s výsledkem získaným p°ímou integrací,
musíme vyjasnit vztah mezi tepelnou kapacitou CV a Poissonovou konstantou κ.
Poissonova konstanta je de�nována jako κ = Cp

CV
, kde Cp je tepelná kapacita p°i

stálém tlaku. Pro IP navíc platí tzv. Mayer·v vztah, podle kterého je Cp−CV = nR
(viz odvození na str. 20). Kdyº tyto vztahy spojíme, dostáváme:

κ =
Cp

CV

=
CV + nR

CV

= 1 +
nR

CV

⇒ CV

nR
=

1

κ− 1
.

Odtud je vid¥t, ºe se oba £erven¥ zvýrazn¥né výsledky skute£n¥ rovnají.

Pryºová ty£inka � práce, teplo, zm¥na vnit°ní energie

Zadání 7: Na²ím systémem budiº pryºová ty£inka. Ur£ete zm¥nu vnit°ní energie, konanou
práci a vym¥n¥né teplo p°i izotermické zm¥n¥ délky ty£inky na k-násobek její klidové délky,
kde k ≈ 1 (jinými slovy, uvaºujeme jen malé zm¥ny délky). Na po£átku d¥je má ty£inka
klidovou délku L.

�e²ení 7:

� Podobn¥ jako v p°ípad¥ ideálního plynu nejprve vyuºijeme toho, ºe vnit°ní energie
závisí explicitn¥ pouze na teplot¥ � pokud jde tedy o izotermický d¥j, vnit°ní energie
se nezm¥ní (∆UIT = 0).

� Práci p°i izotermické zm¥n¥ délky ur£íme p°ímou integrací:

WIT =

∫
d̄W =

∫ kL

L

Fdx =

∫ kL

L

αT

(
x

L
− L2

x2

)
dx = αT

[
x2

2L
+

L2

x

]kL
L
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WIT = αT

(
(kL)2

2L
− L2

2L
+

L2

kL
− L2

L

)
= αTL

(
k2

2
− 3

2
+

1

k

)
= αTL

(
k3 − 3k + 2

2k

)
.

Konstanta p°ed závorkou je vºdy kladná, o znaménku celého výrazu tedy rozhoduje
zlomek v závorce. Jeho hodnoty v závislosti na k ukazuje graf na obr. 2. Z n¥j je
z°ejmé, ºe pro k = 1 je práce nulová (dolní a horní mez integrálu splynou, tj. nem¥-
níme délku ty£inky), zatímco pro v²echna ostatní k ≈ 1 je kladná.

Poj¤me tento záv¥r fyzikáln¥ okomentovat. Je-li k > 1, pak ty£inku izotermicky
natahujeme, je-li k < 1, ty£inku stla£ujeme. V obou p°ípadech dodáváme z okolí práci
do systému. Jinými slovy, pro ty£inku je p°i stálé teplot¥ �pohodlné� setrvávat v její
klidové délce a jakákoliv zm¥na délky vyºaduje dodání práce z okolí. Pov²imn¥me
si také, ºe k°ivka na obr. 2 není v okolí bodu k = 1 symetrická, ale strm¥ji roste
�sm¥rem k nule� . Jinými slovy, pokud ty£inku o ur£itou délku stla£íme, budeme
muset investovat více práce, neº kdybychom ji o stejnou délku natáhli. (Srovnejme:
V p°ípad¥ pruºiny je práce nutná k jejímu stla£ení a k jejímu nataºení o stejnou
délku stejná. Asymetrie patrná u pryºové ty£inky je dána asymetrií termické stavové
rovnice.)

� Vym¥n¥né teplo QIT jiº snadno ur£íme z prvního termodynamického zákona. Protoºe
zm¥na vnit°ní energie ∆UIT je nulová, platí:

QIT = −WIT = −αTL

(
k3 − 3k + 2

2k

)
.

Obrázek 2: Závislost velikosti práce dodané okolím na k
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Redlich·v�Kwong·v model plynu

Zadání 8: Na²ím systémem budiº reálný plyn popsaný Redlichovým�Kwongovým mode-
lem. Ur£ete práci konanou p°i izotermické expanzi takto popsaného plynu na dvojnásobek
jeho p·vodního objemu V0.

�e²ení 8: Pustíme se do p°ímé integrace konané práce:

WIT =

∫
d̄W =

∫ 2V0

V0

−pdV = −
∫ 2V0

V0

nRT

V − nb
dV +

∫ 2V0

V0

an2

√
TV (V + nb)

dV,

po vytknutí konstant:

WIT = −nRT

∫ 2V0

V0

1

V − nb
dV +

an2

√
T

∫ 2V0

V0

1

V (V + nb)
dV.

�len 1
V (V+nb)

má tvar, který nazna£uje, ºe vhodným postupem, jak si integrování usnadnit,
je rozklad výrazu na parciální zlomky � p°ipome¬me, ºe cílem tohoto zp·sobu je nalézt
takové konstanty A a B, aby bylo moºné uvedený £len rozepsat jako:

1

V (V + nb)
=

A

V
+

B

V + nb
.

Úpravou tohoto poºadavku dostáváme

1 = A(V + nb) +BV,

coº je vlastn¥ dvojice rovnic
0V = AV +BV,

1 = Anb,

odkud p°ímo plyne A = −B = 1
nb
. Integrál tedy m·ºeme p°epsat jako:

WIT = −nRT

∫ 2V0

V0

1

V − nb
dV +

an2

√
T

1

nb

(∫ 2V0

V0

1

V
dV −

∫ 2V0

V0

1

V + nb
dV

)
.

Nyní kone£n¥ zintegrujeme

WIT = −nRT [ln (V − nb)]2V0

V0
+

an

b
√
T

(
[lnV ]2V0

V0
− [ln (V + nb)]2V0

V0

)
a upravíme:

WIT = −nRT ln
2V0 − nb

V0 − nb
+

an

b
√
T
ln

2(V0 + nb)

2V0 + nb
.

Vidíme, ºe na rozdíl od práce konané p°i izotermickém d¥ji ideálním plynem je v tomto
p°ípad¥ výsledek závislý na konkrétní hodnot¥ po£áte£ního objemu V0, respektive na tom,
nakolik je V0 �blízké� sou£inu nb.



Tepelná kapacita

Tepelná kapacita je veli£ina, kterou známe uº ze st°ední ²koly jako mnoºství tepla, které
je t°eba systému dodat/odevzdat, aby systém svoji teplotu zv¥t²il/zmen²il o jeden kelvin
(resp. stupe¬ Celsia). V tomto duchu budeme pracovat s tepelnou kapacitou i nyní:

C
def
=

δQ

∂T
,

kde symbol δ pouºíváme namísto ∂ pro vyjád°ení skute£nosti, ºe teplo není stavovou, ale
d¥jovou veli£inou. Proto budeme také rozli²ovat, k jakému d¥ji se tepelná kapacita, o které
hovo°íme, vztahuje, coº na²i de�nici zp°esní:

Cx
def
=

(
δQ

∂T

)
x

,

kde indexem x vyjad°ujeme, která veli£ina se p°i d¥ji zachovává, o jaký d¥j se jedná.

Tepelná kapacita a ideální plyn

Zadání 9: P°ipome¬me, ºe kalorická stavová rovnice pro ideální plyn má tvar U(T ) = CV T ;
tedy vnit°ní energie IP nezávisí explicitn¥ na objemu (na rozdíl od vnit°ní energie reálného
plynu). Zm¥na vnit°ní energie IP je proto dána jednodu²e jako ∆U = CV∆T .

Není ale zvlá²tní, ºe v tomto vztahu vystupuje práv¥ CV ? Pro£ by nás m¥la zajímat tepelná
kapacita p°i izochorickém d¥ji, kdyº chceme spo£ítat zm¥nu vnit°ní energie t°eba p°i d¥ji
izobarickém, adiabatickém nebo úpln¥ obecném? Kalorickou rovnici lze p°ece pouºít p°i
libovolném d¥ji...

Dokaºte proto, ºe vztah ∆U = CV∆T platí pro zcela obecný d¥j s IP, nikoliv pouze
pro d¥j izochorický.

�e²ení 9: Uvaºujme zcela obecný d¥j s IP, který za£íná ve stavu A a kon£í ve stavu B
(tj. A→B). Oba stavy znázorníme v pV -diagramu � viz obr. 3. Z obrázku je ale patrné, ºe
uvedené dva stavy lze spojit zkombinováním dvou d¥j· � d¥je izochorického (A→C) a d¥je
izotermického (C→B), kde bod C je pr·se£íkem p°íslu²né izochory a izotermy. Rozmyslete,

18
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ºe to lze ud¥lat vºdy, a´ zakreslíme stavy A a B jakkoliv (pokud budou leºet p°ímo na
izocho°e nebo izoterm¥, vysta£íme si jen s jednou z k°ivek).
Nyní vyuºijeme toho, ºe vnit°ní energie je stavová veli£ina � její zm¥na ∆UA→B tedy
nezáleºí na tom, kterou cestou se z po£áte£ního do koncového stavu dostaneme, a tedy

∆UA→B = ∆UA→C +∆UC→B.

Obrázek 3: P°echod mezi libovolnými dv¥ma stavy (zde ozna£enými A a B) lze vºdy realizovat

kombinací izochorického a izotermického d¥je.

Protoºe d¥j C→B je izotermický, vnit°ní energie se p°i n¥m nem¥ní (∆UC→B = 0) � zm¥nu
vnit°ní energie tedy �obstarává� pouze d¥j A→C:

∆UA→B = ∆UA→C ,

kde zm¥nu vnit°ní energie vpravo rozepí²eme pomocí 1. termodynamického zákona a uvá-
ºíme, ºe p°i izochorickém d¥ji nedochází ke konání práce (WA→C = 0):

∆UA→B = QA→C +WA→C = QA→C .

Výsledek, který jsme dostali, lze p°e£íst tak, ºe �zm¥na vnit°ní energie p°i d¥ji A→B je
rovna teplu, které se vym¥ní, pokud spojíme výchozí stav A izochoricky se stavem, který
leºí na stejné izoterm¥ jako koncový stav B�. Teplo QA→C , které se vym¥nilo izochoricky,
uº snadno vyjád°íme z de�nice tepelné kapacity:

∆UA→B = QA→C = CV∆TA→C = CV (TC − TA) = CV (TB − TA).

Dokázali jsme tedy, ºe vztah ∆U = CV∆T platí pro libovolný d¥j s IP.
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Zadání 10: Pro ideální plyn vyjád°ete rozdíl tepelných kapacit Cp − CV .

�e²ení 10: P°i na²ich úvahách vyjdeme z 1. termodynamického zákona v diferenciálním
tvaru dU = d̄Q + d̄W . Do n¥j dosadíme za diferenciál práce d̄W = −pdV a za zm¥nu
vnit°ní energie dU = CV dT , coº jsme odvodili v p°edcházejícím úkolu (a platí to pouze
pro ideální plyn!):

CV dT = d̄Q− pdV.

Rovnici nyní vyd¥líme £lenem dT za stálého tlaku:

CV =

(
δQ

∂T

)
p

− p

(
∂V

∂T

)
p

.

První £len napravo je z de�nice tepelná kapacita p°i stálém tlaku, tedy:

Cp − CV = p

(
∂V

∂T

)
p

= p
nR

p
= nR.

Získaná rovnost ozna£uje jako tzv. Mayer·v vztah a má jasnou fyzikální interpretaci.
Fyzikáln¥ nám °íká, ºe pokud chceme zvý²it teplotu ideálního plynu o n¥jakou danou
hodnotu, pot°ebujeme v p°ípad¥ izobarického d¥je dodat více tepla neº v p°ípad¥ d¥je
izochorického. Z prvního termodynamického zákona (nebo také obr. 4) je patrný také
d·vod, pro£ tomu tak je � zatímco v p°ípad¥ izochorického d¥je se ve²keré dodané teplo
pouºije na zvý²ení vnit°ní energie plynu, v p°ípad¥ d¥je izobarického je t°eba dodat navíc
je²t¥ teplo, které bude práci plynem vykonanou kompenzovat.

Obrázek 4: K Mayerovu vztahu. Ze stavu A zvy²ujeme teplotu IP jednou izochoricky (do stavu B),

jednou izobaricky (do stavu C). Oba d¥je kon£í na stejné izoterm¥ (mod°e), takºe zm¥na teploty

i vnit°ní energie je v obou p°ípadech stejná � sta£í tedy porovnat vym¥n¥ná tepla. Protoºe p°i

izobarickém d¥ji koná plyn práci, musí být dodané teplo v¥t²í.
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Rozdíl tepelných kapacit pro jednoduchý obecný systém

Zadání 11: Uvaºujme jednoduchý obecný systém popsaný termickou stavovou rovnicí
A = A(a, T ) a kalorickou stavovou rovnicí U = U(a, T ). Odvo¤te vztah pro rozdíl tepel-
ných kapacit CA − Ca, je-li diferenciál práce d̄W = Ada.

�e²ení 11: Budeme postupovat ve zcela analogických krocích, jaké jsme d¥lali v p°edchá-
zející úloze p°i odvozování Mayerova vztahu pro IP. I nyní vyjdeme z 1. termodynamického
zákona, dosadíme do n¥j za diferenciál práce a rozepí²eme � nyní zcela obecn¥ � totální
diferenciál vnit°ní energie:

dU = d̄Q+ d̄W(
∂U

∂T

)
a

dT +

(
∂U

∂a

)
T

da = d̄Q+ Ada.(
∂U

∂T

)
a

dT +

[(
∂U

∂a

)
T

− A

]
da = d̄Q.

Rovnici nyní vyd¥líme £lenem dT za stálého A (p°ipome¬me, ºe zcela analogicky jsme
v p°edcházejícím odvození d¥lili dT za stálého tlaku):(

∂U

∂T

)
a

+

[(
∂U

∂a

)
T

− A

](
∂a

∂T

)
A

=

(
δQ

∂T

)
A

. (4)

Ve £lenu, který je v rovnici (4) na pravé stran¥, poznáváme de�nici tepelné kapacity CA.
Podobn¥ derivace, která stojí zcela vlevo a která popisuje d¥j, p°i kterém se nekoná práce
(a = konst.), má význam tepelné kapacity Ca. Tedy:

CA − Ca =

[(
∂U

∂a

)
T

− A

](
∂a

∂T

)
A

.

Hranatou závorku m·ºeme p°ípadn¥ je²t¥ upravit pomocí vztahu �90 % termodynamiky� ,
který odvodíme na str. 25, a získáme tak

CA − Ca = −T

(
∂A

∂T

)
a

(
∂a

∂T

)
A

. (5)

Poslední úprava, kterou jsme provedli, ukazuje, ºe výpo£et rozdílu CA−Ca lze provést £ist¥
na základ¥ znalosti termické stavové rovnice, aniº bychom znali rovnici kalorickou. Pokud
vztah (5) p°epí²eme pro plynné systémy a dosadíme do n¥j termickou stavovou rovnici IP,
m¥li bychom se samoz°ejm¥ dostat k jiº jednou odvozenému Mayerovu vztahu:

Cp − CV = T

(
∂p

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
p

= T
nR

V

nR

p
= nR.
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Rozdíl tepelných kapacit pro konkrétní systémy

Zadání 12: Odvo¤te rozdíl tepelných kapacit Cp − CV pro van der Waals·v plyn.

�e²ení 12: M·ºeme postupovat v zásad¥ dv¥ma zp·soby � bu¤ za£ít odvozovat p°ímo z
1. termodynamického zákona, jak jsme to ud¥lali u Mayerova vztahu, nebo vyuºít v minulé
úloze odvozené vztahy pro obecný systém. Pro ilustraci se vydáme druhou cestou, tedy
za£neme od vztahu, který je upravenou verzí vztahu (5):

Cp − CV = T

(
∂p

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
p

. (6)

Budeme pot°ebovat termickou stavovou rovnici van der Waalsova plynu, která, p°ipo-
me¬me, má tvar (

p+
n2a

V 2

)
(V − nb) = nRT.

P°i pohledu na vztah (6) je z°ejmé, ºe zatímco první parciální derivaci spo£ítáme bez obtíºí,
druhou bude t°eba získat pomocí v¥ty o derivace implicitní nebo inverzní funkce. Zvolme
postup p°es implicitní funkci (jako trénink m·ºete ale vyzkou²et i cestu vyuºívající derivaci
inverzní funkce):

Cp − CV = −T

(
∂p

∂T

)
V

(
∂p
∂T

)
V(

∂p
∂V

)
T

= −T

[(
∂p
∂T

)
V

]2(
∂p
∂V

)
T

.

Dosadíme termickou stavovou rovnici a spo£ítáme derivace:

Cp − CV = −T

[
∂
∂T

(
nRT
V−nb

− n2a
V 2

)
V

]2
∂
∂V

(
nRT
V−nb

− n2a
V 2

)
T

= −T

(
nR

V−nb

)2
−nRT

(V−nb)2
+ 2n2a

V 3

.

Po úpravách dostaneme:

Cp − CV =
nR2TV 3

RTV 3 − 2na(V − nb)2
.

Výsledek mj. ukazuje, ºe tepelné kapacity (a tedy i jejich rozdíl) jsou teplotn¥ závislé. Po-
v²imn¥me si také, ºe pro a = 0 dostáváme op¥t Mayer·v vztah.

Zadání 13: Odvo¤te rozdíl tepelných kapacit CF − Cx pro pryºovou ty£inku.

�e²ení 13: Na úvod si p°ipome¬me, ºe diferenciál práce je pro pryºovou ty£inku roven
d̄W = Fdx a termická stavová rovnice má tvar

F (x, T ) = αT

(
x

L
− L2

x2

)
,
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kde α > 0 je konstanta. Vztah pro rozdíl tepelných kapacit má v p°íslu²ných prom¥nných
tvar

CF − Cx = −T

(
∂F

∂T

)
x

(
∂x

∂T

)
F

Dostáváme se do podobné situace jako u van der Waalsova plynu � zatímco spo£ítat první
derivaci je jednoduché, druhou bude t°eba upravit pomocí v¥ty o derivace implicitní nebo
inverzní funkce. I nyní zvolíme derivaci implicitní funkce (...a i nyní doporu£ujeme z cvi£-
ných d·vod· ov¥°it výsledek také pomocí derivace inverzní funkce):

CF − Cx = T

(
∂F

∂T

)
x

(
∂F
∂T

)
x(

∂F
∂x

)
T

= T

[(
∂F
∂T

)
x

]2(
∂F
∂x

)
T

.

Dosadíme termickou stavovou rovnici a spo£ítáme derivace:

CF − Cx = T

[
∂
∂T

(
αT
(

x
L
− L2

x2

))
x

]2
∂
∂x

(
αT
(
x
L
− L2

x2

))
T

= T
α2
(

x
L
− L2

x2

)2
αT
(
1
L
+ 2L2

x3

) .
Po drobných úpravách, jejichº cílem je získat ve výsledku bezrozm¥rné podíly L

x
, dostaneme:

CF − Cx =

αx2

L2

(
1− L3

x3

)2
1
L

(
1 + 2L3

x3

) =
αx2

L

(
1−

(
L
x

)3)2(
1 + 2

(
L
x

)3) .
Oproti výsledku, který jsem získali pro van der Waals·v plyn, zde lze získanou rovnici
snadn¥ji komentovat a interpretovat. P°edn¥, rozdíl tepelných kapacit nezávisí na termody-
namické teplot¥ T a je funkcí pouze aktuální délky ty£inky x. M·ºeme si také pov²imnout,
ºe získaný rozdíl tepelných kapacit je vºdy nezáporný a nule se rovná pouze p°i klidové
délce ty£inky x = L; konkrétn¥ je pr·b¥h CF − Cx jako funkce aktuální délky x zachycen
v grafu na obr. 5. Vidíme, ºe s jedinou jmenovanou výjimkou je tedy vºdy CF > Cx, tedy
probíhá-li d¥j p°i stálém F , je t°eba ke stejné zm¥n¥ teploty dodat/odebrat více tepla, neº
pokud by d¥j probíhal p°i stálém x. Tento rozdíl roste s tím, jak se aktuální délka ty£inky
vzdaluje od délky klidové.
Výsledek, který jsme dostali, je do jisté míry analogií Mayerova vztahu, dle kterého je
pro ideální plyn Cp > CV . V obou p°ípadech je men²í z porovnávaných tepelných kapacit
ta, která náleºí d¥ji, p°i kterém se nekoná práce (tj. konstantní V , resp. konstantní x).
V p°ípad¥ IP bylo t°eba dodávat v¥t²í teplo p°i d¥ji izobarickém, aby se kompenzovala
práce plynem vykonaná. A jak je to v p°ípad¥ pryºové ty£inky? Rozd¥lme úvahy na dv¥
£ásti:

1. Ty£inka je nataºená, tj. x > L a odtud F > 0. Na str. 7 jsme odvodili, ºe pokud
budeme ty£inku zah°ívat, bude svoji délku zkracovat, tj. dx < 0. Odtud pro práci
d̄W = Fdx plyne d̄W < 0 � ty£inka odevzdává do okolí energii konáním práce.
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Obrázek 5: Závislost rozdílu CF − Cx, p°esn¥ji
1
αL(CF − Cx) na aktuální délce ty£inky x (L je

po£áte£ní = klidová délka ty£inky).

2. Ty£inka je zkrácená, tj. x < L a odtud F < 0. Na str. 7 jsme diskutovali, ºe
v takovéto situaci povede zah°ívání ty£inky k jejímu prodluºování, tj. dx > 0. Odtud
pro práci d̄W = Fdx plyne d̄W < 0 � ty£inka op¥t odevzdává do okolí energii
konáním práce.

Pokud tedy ty£inku zah°íváme a udrºujeme stálou sílu F , vºdy p°itom ty£inka odevzdává
do okolí energii konáním práce, a tedy dodávané teplo musí být v¥t²í neº p°i d¥ji se stálým
x, p°i kterém nebylo t°eba práci nijak kompenzovat.

Vý²e uvedené úvahy si vyzkou²ejte také pro p°ípad, ºe budeme ty£inku ochlazovat p°i
stálém F � m¥li byste dosp¥t k záv¥ru, ºe v takovém p°ípad¥ bude naopak okolí vºdy
dodávat ty£ince energii konáním práce, a tedy odebírané teplo bude muset být v¥t²í, neº
kdyby ke konání práce nedocházelo.



Vztah �90 % termodynamiky�

Vztah ozna£ovaný n¥kdy jako �90 % termodynamiky� je nutnou (ale nikoliv posta£ující
podmínkou), která je kladena na termickou a kalorickou rovnici jednoduchého termody-
namického systému. Síla vztahu je v tom, ºe na základ¥ znalosti jedné z rovnic (kalorické
nebo termické) lze alespo¬ £áste£n¥ usuzovat na tvar rovnice druhé.

Odvození vztahu

Zadání 14: Uvaºujme jednoduchý uzav°ený termodynamický systém popsaný sdruºenými
parametry a a A, termodynamickou teplotou T a vnit°ní enegií U = U(a, T ). Diferenciál
práce budiº d̄W = Ada. Pro takto obecn¥ zadaný systém odvo¤te vztah ozna£ovaný jako
�90 % termodynamiky� , který má tvar:(

∂U

∂a

)
T

− A = −T

(
∂A

∂T

)
a

.

�e²ení 14: V tomto p°ípad¥ nejde ani tak o po£etní úlohu, jako spí²e o krokované stan-
dardní odvození, kde �víme, odkud za£ít a kam se dostat� . Výchozím vztahem pro nás
budou spojené termodynamické zákony, ze kterých vyjád°íme diferenciál entropie:

dU = TdS + Ada ⇒ dS =
1

T
dU − A

T
da.

Rozepí²eme totální diferenciál vnit°ní energie dle jejích prom¥nných a a T a upravíme:

dS =
1

T

(
∂U

∂a

)
T

da+
1

T

(
∂U

∂T

)
a

dT − A

T
da,

dS =

[
1

T

(
∂U

∂a

)
T

− A

T

]
da+

1

T

(
∂U

∂T

)
a

dT.

Protoºe diferenciál entropie je diferenciál úplný, mají výrazy p°ed diferenciály da a dT
významy parciálních derivací entropie, konkrétn¥:(

∂S

∂a

)
T

=
1

T

(
∂U

∂a

)
T

− A

T
,
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∂S

∂T

)
a

=
1

T

(
∂U

∂T

)
a

.

Vzhledem k tomu, ºe funkce S = S(a, T ) je funkce hladká, jsou si její smí²ené parciální
derivace podle a a T rovny, tedy:

∂

∂a

((
∂S

∂T

)
a

)
T

=
∂

∂T

((
∂S

∂a

)
T

)
a

.

∂

∂a

(
1

T

(
∂U

∂T

)
a

)
T

=
∂

∂T

(
1

T

(
∂U

∂a

)
T

− A

T

)
a

. (7)

Zderivujeme a výsledek upravíme na výsledný tvar:

1

T

∂2U

∂a∂T
= − 1

T 2

(
∂U

∂a

)
T

+
1

T

∂2U

∂a∂T
− 1

T

(
∂A

∂T

)
a

+
A

T 2
,

(
∂U

∂a

)
T

− A = −T

(
∂A

∂T

)
a

.

Aplikace na plynné systémy

Zadání 15: Ov¥°te platnost vztahu �90 % termodynamiky� pro ideální plyn. Poté se po-
mocí tohoto vztahu pokuste na základ¥ znalosti termické stavové rovnice van der Waalsova
plynu získat n¥jaké informace o kalorické stavové rovnici van der Waalsova plynu.

�e²ení 15:
Pokud budeme pracovat s plynnými systémy, je diferenciál práce d̄W = Ada = −pdV ,
vnit°ní energii hledáme ve tvaru U = U(V, T ) a pro sdruºené parametry platí A = −p
a a = V . To dává rovnici �90 % termodynamiky� konkrétn¥j²í podobu:(

∂U

∂V

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
V

− p.

Ov¥°ení rovnosti pro IP je jednoduchým dosazením stavových rovnic a doporu£ujeme ho
z tréninkových d·vod·. Zde se ale pustíme p°ímo do výpo£t· s van der Waalsovým ply-
nem; p°edpokládejme na úvod pouze znalost termické stavové rovnice, kterou do rovnice
dosadíme a upravíme:(

∂U

∂V

)
T

= T
∂

∂T

(
nRT

V − nb
− n2a

V 2

)
V

−
(

nRT

V − nb
− n2a

V 2

)
=

n2a

V 2
.

Pro samotnou vnit°ní energii tedy integrací dostáváme kalorickou stavovou rovnici ve tvaru

U(V, T ) = −n2a

V
+ f(T ),
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Obrázek 6: Závislost vnit°ní energie na objemu p°i izotermickém d¥ji. Napo£ítáno pro dusík N2 s

konkrétními hodnotami n = 1 mol, T = 300 K, a = 0,137 Pam6mol−2 a CV = 5
2nR.

kde f(T ) je pouze funkcí termodynamické teploty a zahrnuje také integra£ní konstantu
(dle 1. a 2. termodynamického zákona je vnit°ní energie ur£ena aº na konstantu).

Konkrétní tvar f(T ) uº nám vztah �90 % termodynamiky� získat neumoº¬uje; teprve
z experiment· nebo z odvození v rámci statistické fyziky zjistíme, ºe f(T ) = CV T , a tedy
vnit°ní energie van der Waalsova plynu je dána jako

U(V, T ) = CV T − n2a

V
.

Pokud tedy budeme reálný plyn udrºovat p°i stálé teplot¥, bude se jeho vnit°ní energie
p°i stla£ování (zmen²ování objemu) sniºovat � jinými slovy, plyn bude odevzdávat do okolí
více tepla, neº odpovídá práci pot°ebné na sníºení objemu. Obrázek 6 ukazuje závislost
vnit°ní energie na objemu p°i stálé teplot¥, a to pro IP i van der Waals·v plyn. Je z°ejmé,
ºe pro velké objemy se vnit°ní energie van der Waalsova plynu blíºí svým chováním vnit°ní
energii IP.

Zadání 16: Pomocí vztahu �90 % termodynamiky� se pokuste získat n¥jaké informace
o kalorické stavové rovnici pro plyn popsaný Redlichovým�Kwongovým modelem.
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�e²ení 16:
Podobn¥ jako v p°ípad¥ van der Waalsova plynu budeme pracovat se vztahem �90 %
termodynamiky� ve tvaru (

∂U

∂V

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
V

− p,

do kterého dosadíme termickou stavovou rovnici dle Redlichova�Kwongova modelu:(
∂U

∂V

)
T

= T
∂

∂T

(
nRT

V − nb
− an2

√
TV (V + nb)

)
V

−
(

nRT

V − nb
− an2

√
TV (V + nb)

)
,

(
∂U

∂V

)
T

= T

(
nR

V − nb
+

an2

2
√
T 3V (V + nb)

)
− nRT

V − nb
+

an2

√
TV (V + nb)

=
3an2

2
√
TV (V + nb)

.

Pro vnit°ní energii tedy dostáváme:

U(V, T ) =
3an2

2
√
T

∫
1

V (V + nb)
dV =

3an2

2
√
T

1

nb

(∫
1

V
dV −

∫
1

V + nb
dV

)
,

kde jsme uplatnili stejný rozklad na parciální zlomky jako p°i výpo£tu práce na str. 17. Po
zintegrování získáváme:

U(V, T ) =
3an

2b
√
T
ln

V

V + nb
+ f(T ),

kde f(T ) je pouze funkcí termodynamické teploty a op¥t zahrnuje také integra£ní kon-
stantu. Podobn¥ jako v p°ípad¥ van der Waalsova plynu nám vztah �90 % termodynamiky�
neumoº¬uje získat o této funkci více informací.

Kalorická stavová rovnice pro pryºovou ty£inku

Zadání 17: Pomocí vztahu �90 % termodynamiky� se pokuste získat n¥jaké informace
o kalorické stavové rovnici pro pryºovou ty£inku.

�e²ení 17:
Diferenciál práce jsme u pryºové ty£inky pouºívali ve tvaru d̄W = Ada = Fdx, vnit°ní
energii hledáme ve tvaru U = U(x, T ) a pro sdruºené parametry platí A = F a a = x.
Vztah �90 % termodynamiky� tedy p°epí²eme jako(

∂U

∂x

)
T

= −T

(
∂F

∂T

)
x

+ F

a dosadíme termickou stavovou rovnici:(
∂U

∂x

)
T

= −T
∂

∂T

(
αT

(
x

L
− L2

x2

))
x

+ αT

(
x

L
− L2

x2

)
.
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Po zderivování a se£tení dostáváme(
∂U

∂x

)
T

= 0 ⇒ U ̸= U(x) ⇒ U = U(T ).

Jinými slovy, vnit°ní energie pryºové ty£inky explicitn¥ závisí pouze na teplot¥ (podobn¥
jako vnit°ní energie IP). Tuto vlastnost vnit°ní energie, kterou jsme na str. 15 pouºili, jsme
nyní odvodili ze znalosti termické stavové rovnice.

Vnit°ní energie fotonového plynu

Zadání 18: Pomocí vztahu �90 % termodynamiky� se pokuste získat n¥jaké informace
o kalorické stavové rovnici fotonového plynu.

�e²ení 18:
Vnit°ní energii hledáme ve tvaru U = U(V, T ). Protoºe diferenciál práce je d̄W = −pdV ,
m·ºeme rovnici �90 % termodynamiky� pouºít ve stejném tvaru jako pro �b¥ºné� plyny:(

∂U

∂V

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
V

− p.

Dosadíme za tlak, upravíme na(
∂U

∂V

)
T

= T
∂

∂T

(
1

3
bT 4

)
V

− 1

3
bT 4 = bT 4

a zintegrujeme:
U(V, T ) = bT 4V + f(T ),

kde f(T ) je pouze funkcí termodynamické teploty a op¥t zahrnuje také integra£ní kon-
stantu.

Poznámky:

� Pov²imn¥te si, ºe a£koliv je fotonový plyn systém kvantov¥-mechanický a sou£asn¥
relativistický, je popis jeho termodynamické rovnováhy pom¥rn¥ jednoduchý. Ter-
mická stavová rovnice p°itom p°ímo spojuje teplotu a tlak � izotermické d¥je jsou
pro fotonový plyn automaticky také izobarické.

� Za zmínku stojí, ºe ve stavových rovnicích nevystupuje po£et foton·. Termická sta-
vová rovnice obsahuje pouze intenzivní veli£iny a v kalorické zaji²´uje extenzivitu
vnit°ní energie p°ímo objem systému. St°ední po£et foton· je závislou veli£inou, která
se v rovnováze p°izp·sobuje objemu dutiny a teplot¥ st¥n, tj. N = N(V, T ). To také
vysv¥tluje, pro£ tlak nezávisí na objemu dutiny � v rovnováze vyplní fotony libovolný
objem a jejich tlak je p°ímo ur£en pouze teplotou st¥n dutiny.
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� Kdyº nyní známe ob¥ stavové rovnice pro fotonový plyn, m·ºeme °e²it úkoly vychá-
zející z 1. termodynamického zákona, kterými se zabývala kapitola První termodyna-
mický zákon, výpo£et práce. M·ºeme nap°íklad ur£it zm¥nu vnit°ní energie, konanou
práci a vym¥n¥né teplo p°i izotermické expanzi fotonového plynu na dvojnásobný
objem (tj. p°i zv¥t²ení objemu dutiny z V0 na 2V0):

∆UIT = U2 − U1 = bT 4(2V0)− bT 4V0 = bT 4V0,

WIT =

∫
d̄W =

∫ 2V0

V0

−pdV = −
∫ 2V0

V0

1

3
bT 4dV = −1

3
bT 4 [V ]2V0

V0
= −1

3
bT 4V0,

QIT = ∆UIT −WIT =
4

3
bT 4V0.

Vnit°ní energie tedy p°i expanzi vzroste, práce konaná systémem je záporná, a tedy
teplo musí být nutn¥ kladné (tj. systému dodávané) a navíc nutn¥ |QIT| > |∆UIT|.
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