Fluktuace

Pii statistické interpretaci makroskopickych veli€in je zajimavou otdzkou, nakolik stfedni
hodnota veli¢iny charakterizuje jeji skute¢nou hodnotu. Napf. tlak plynu je vysledkem
chaotickych narazi molekul plynu na sténu tlakové nadoby, v niz plyn pfechovavame, nebo
na ¢idlo tlakomeéru, ktery do nadoby umistime. Pii méfeni tlaku v nadob¢ se muze stat, ze
zrovna v okamziku méteni na ¢idlo narazi vice molekul s vétSimi rychlostmi a naméteny tlak
pi je vEtsi nez jeho stfedni hodnota (p). Nebo je naopak v okamziku méteni tlak pi (i zde
oznacuje i-t¢ méfeni tlaku) ve srovnani se stiedni hodnotou (p) mensi. Takovymto nahodnym
odchylkam velikosti veli¢iny od jeji stfedni hodnoty fikame fluktuace (Ap; = p; — (p)).
Odchylky od stfedni hodnoty se vyskytuji stejnym dilem na obé¢ strany a stiedni hodnota
fluktuace je rovna nule. Informaci o absolutni hodnot€ téchto odchylek dava velicina, které
tikame kvadratickd fluktuace (nebo, chcete-li jiny nazev, kvadraticky rozptyl, popt. disperze
nahodné veli¢iny). Tato veli¢ina nam pomuze stanovit o kolik se budou pii opakovanych
métenich lisit hodnoty veli¢iny od jeji stfedni hodnoty. Pojd’'me se s ni tedy podrobnéji
seznamit.

Kvadraticka fluktuace

Kvadratickou fluktuaci si vysvétlime na veli¢ing a. Nemame tim na mysli zrychleni, ale
obecné jakoukoli veli¢inu, ktera je pro nas zajimava.
U néhodn¢ vybrané molekuly ,,zméfime* velikost veli¢iny a a odec¢teme od ni stfedni hodnotu
této veliciny (a):

a—{a).

Nemusi jit zrovna o métfeni dané veli¢iny pro vybranou molekulu, miiZe jit také o méfeni
néjaké makroskopické veli¢iny v daném souboru molekul (napt. vySe zminéného tlaku).
Ziskali jsme tedy hodnotu, ktera fika, jak se velikost veli¢iny a li$i od stfedni hodnoty této
veli¢iny. Hodnota miiZe byt kladna, nebo zépornd, nas ale zajima velikost této odchylky.
Informace o tom, zda je stfedni hodnota mensi, nebo vétsi, nez aktualni hodnota veli¢iny nas
ted’ zajimat nebude. VyteSime to tim, ze rozdil umocnime:

(a —(a))?. (1)

Tim jsme ,,smyli rozdil* mezi tim, zda je stfedni hodnota mensi, nebo vétsi. Predstavme si, Ze
bychom to provedli s kazdou molekulou v souboru, nebo bychom provedli velké mnozstvi
jednotlivych méfeni na daném souboru a nasledné bychom ur¢ili stiedni hodnotu vyrazu (1).
To, co bychom takto ziskali nazyvame kvadratickou fluktuaci veli¢iny a:

o(a) = ((Aa)?) = ((a — (a))?) (2)

Vztah (2) mGzeme dale upravit:

o(a) = ((Aa)?) = ((a — (a)?) = (a®) — 2(aNa) + (a)* = (a®) — (a)*.

Ziskavame uzitecny vztah pro vypocet kvadratické fluktuace veli¢iny a:

o(a) =(a*) — (a)*. ©)

S pomoci (3) ur¢ime kvadratickou fluktuaci rychlosti molekuly. Plati pro ni:



o(v) = ((&v)?) = (v?) — (v)*.

Poznavame zde znamé veli¢iny — stfedni kvadratickou rychlost (v?2) a stfedni rychlost (v), za
které dosadime diive odvozené vyrazy:

3kpT
(v?) =—

m

8 kgT
()= |- 2=

T m

po jejich dosazeni do vztahu pro o(v) ziskame:
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Odtud je vidét, Ze rozptyl rychlosti (kvadraticka fluktuace rychlosti) roste s teplotou a klesa
s molarni hmotnosti daného plynu.

Pokud rovnici (4) pouzijeme napft. pro vypocet kvadratické fluktuace rychlosti pii zvolené
teploté ziskdme hodnotu, ktera neni pfili§ ndzorna a pravdépodobné si podle ni neudélame
dostate¢né nazornou piedstavu o tom, jaky rozptyl rychlosti vlastné je. Odmocnénim ziskané
hodnoty sice ziskame absolutni hodnotu fluktuace rychlosti, k tomu, abychom si udélali
n¢jakou predstavu, musime ale zaroven védét, jaka je sttedni hodnota rychlosti pti danych
podminkach. Nazorngjsi velicinou je tzv. relativni fluktuace.

Relativni fluktuace

Relativni fluktuaci 8(a) veli¢iny a uréime tak, ze odmocnime kvadratickou fluktuaci
a vysledek vydélime sttedni hodnotou veli¢iny a:

_ vJo(a) _ V{(aa)?)
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Relativni fluktuace nam fekne, o kolik procent se miiZe liSit velikost ptislusné veliiny
nahodné vybrané molekuly od jeji stfedni hodnoty (tdaj v procentech samoziejmé ziskate az
po vynasobeni ziskané hodnoty stovkou). Udélame si tedy pomérné nazornou piedstavu, jak
veli¢ina fluktuuje.

Podivejme se na konkrétni ptiklad kvadratické a relativni fluktuace. Zvolime dusik pfi teploté
300 K (ptiblizné 27 °C).

Kvadraticka fluktuace:

Mm = 28-107 kg-mol?, T = 300 K, R=8,314 J-mol*.K;
(v) = 0,454 all
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o(v) = 0,454 - J-kg! (=m?s?) = 40 412 m?s?.



Tato hodnota nam vice fekne po odmocnéni: V40412 m2s~2 = 201 m-s™*. Rychlost nahodné
vybrané molekuly se tedy pfi teploté¢ 300 K mize od jeji stitedni hodnoty liSit az o (pfiblizn¢)
200 m-s™,

Relativni fluktuace

Do vztahu §(v) =2 dosadlme prve vypoctenou hodnotu kvadratické fluktuace a stiedni
hodnotu rychlosti pr1 T 300 K:
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Tento V}'/sledek nam fiké, Ze rychlost ndhodné vybrané molekuly dusiku se pfi teploté 300 K
(27 °C) muze od sttedni hodnoty rychlosti lisit az 0 42 %.

Velmi dilezitou veli¢inou v molekulové fyzice je kvadrat rychlosti, ktery hraje diilezitou roli
pfi statistické interpretaci stavovych veli¢in, jako je tlak plynu, teplota plynu nebo vnitini
energie plynu. Zkusime tedy vypocitat, jaka je kvadraticka fluktuace kvadratu rychlosti
o(v?).

Kvadraticka fluktuace kvadratu rychlosti
P#i vypoétu pouzijeme rovnici (3), do které misto obecné veli¢iny a dosadime v?2:
o(v?) =((w?)?) — (v?)?
o(v?) = (v*) — (v?)?
2\ 4\ 3kBT 2
o(v?) = (v*) - (22",

Pouzili jsme ndm uz dobie zndmy vztah pro sttedni kvadratickou rychlost. Vypocteme jesté
sttedni hodnotu &tvrté mocniny rychlosti (v*):
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tady asi poznavate Poissontv integral (Ie):
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Hledanou stfedni hodnotu ¢tvrté mocniny rychlostl ted’ uz snadno najdeme:
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Kvadraticka fluktuace kvadratu rychlosti tedy je:
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Nézorn¢jsi informaci nez kvadratickd fluktuace (6) ndm opét dé relativni fluktuace kvadratu
rychlosti:

Z tohoto vysledku je vidét, Ze chyba, které se dopoustime, nahradime-li skutecnou hodnotu
kvadratu rychlosti jeji stftedni hodnotou je pfiblizné 82 %. To neni malo...

Musime si ale uvédomit, Ze prve provedeny vypocet se tyka jediné molekuly. Vnitini energie,
tlak, teplota jsou urceny sttedni hodnotou kvadratu rychlosti v celém souboru molekul (jde o
vSechny molekuly plynu, ktery zkoumame).

Pojd'me se tedy jesté podivat napt. na fluktuaci vnitini energie jednoho molu jednoatomového
plynu. Zacneme kvadratickou fluktuaci kinetické energie 1 molekuly plynu a potom piejdeme
ke fluktuaci vnitini energie celého jednoho molu plynu. Budeme piitom uvazovat idealni
jednoatomovy plyn. V ném je vnitini energie tvofena pouze kinetickou energii transla¢niho
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Kvadraticka fluktuace kinetické energie jednoatomové molekuly

Pouzijeme vztah (3) do néjz za veli¢inu a dosadime kinetickou energii molekuly:

o(er) = (i) — (ex)?
2
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V zavorce v poslednim vyrazu napravo jisté poznavate vztah pro kvadratickou fluktuaci
kvadratu rychlosti, kterou jsme uz urcili. Po dosazeni tedy dostaneme:
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o(sk)—4m 0(v)—4m 6(m) —ZkBT.
Relativni fluktuace kinetické energie molekuly potom bude:
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Pravdépodobné vas neptekvapilo, ze jsme dostali stejny vysledek jako pro relativni fluktuaci
kvadratu rychlosti molekuly a dokazete to zdivodnit.
Pfipominam jesté, Ze podle ekviparti¢niho teorému ptipadéd v priméru na jeden stupeit

. .1 v , e v . , . v v -
volnosti energie 5 kgT a naSe molekula ma tfi stupné volnosti. Tim je vysvétleno, pro¢ jsme

za (&) dosadili %kBT.

Vysledek nés asi moc nepotésil. Kineticka energie ndhodné vybrané molekuly se od stfedni
hodnoty muze lisit i vice nez o 80 %. Jak to ale bude, kdyz se zeptame, jak se bude lisit
celkova kinetické energie molekul v jednom molu ideélniho jednoatomového plynu od stfedni
hodnoty této energie? Jinak feceno, jak fluktuuje vnitini energie 1 molu idealniho
jednoatomového plynu?

Fluktuace vnitini energie 1 molu idealniho (jednoatomového) plynu

o(Ey) = Z oe); = Z ((ex — <€k))2) = Ny - {((ex — (Ek))z)) = N, - o)
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(Pt1 pohledu na tento vypocet jste si, doufam, vzpomnéli na tzv. vétu o stfedni hodnotg...
Mluvili jsme o ni na jedné z prvnich prednasek.)

Tomu odpovida relativni fluktuace:
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Vy¢islime-li hodnotu f — dostaneme piiblizné 1,05-102. Pro relativni fluktuaci vnitini

energie 1 molu plynu tedy platl, 7e je rovna piiblizné 10722 (tj. jedna desetimiliardtina
procenta...).
Pokud bychom méli jiné mnozstvi plynu, které by obsahovalo N molekul, byla by relativni
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Relativni fluktuace vnitini energie jednoho molu plynu jsou tak malé, ze je prakticky nelze
zmefit.

Fluktuace se mohou projevit bud’ pfi extrémné velké citlivosti méfeni, nebo obsahuje-li
soubor velmi malo ¢astic. V disledku fluktuaci miize prechazet soubor samovolné do méné
pravdépodobného stavu, tedy do stavu s mensi entropii. V béznych situacich, kdy jsou
soubory molekul tvofeny jejich velmi velikym mnozstvim jsou ale fluktuace velmi malé.

V souborech tvofenych malym poctem ¢astic hraji naopak fluktuace vyznamnou ulohu.



