Poznamky k Maxwellovu rozdéleni rychlosti

Odvodili jsme vztah pro hustotu pravdépodobnosti vyskytu molekuly s urc¢itou velikosti
rychlosti v:
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Zavislost p;, na rychlosti (pfi urcité teplot¢) je nartnuta na nasledujicim obrazku:
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Obr. 1. Zavislost hustoty pravdépodobnosti p;, na rychlosti.

V klasické fyzice (kam Maxwellovo rozdé€leni rychlosti patii) neni Zadné omezeni na velikost
rychlosti. Rychlost molekul tedy miize nabyvat libovolnych hodnot (kdyz se ale podivate na
obr. 1 vidite, Ze pravdépodobnost toho, Ze molekula bude mit hodné velkou rychlost je velmi
mala.

Graf na obrazku ale nema meéftitka na osach a tézko si jenom podle n¢j udélame néjakou
predstavu o velikostech rychlosti a pravdépodobnosti jejich vyskytu v plynu. Pojd'me se tedy
na zavislost z obr. 1 podivat podrobné;i.

Velikost plochy pod kiivkou (v obr. 1) udava pravdépodobnost, se kterou je v plynu

k nalezeni molekula s hledanou rychlosti. V obrazku je zakreslena pravdépodobnost vyskytu
molekuly s rychlosti z intervalu (v;, v,). Je zfejmé, Ze nema dost dobry smysl ptat se ne to,
jaka je pravdépodobnost, ze molekula plynu bude mit rychlost piesné v. Pravdépodobnost by
vysla nulova. (Tim ale neni feceno, Zze v plynu molekula s danou rychlosti neni, jenom nase
teorie neumi pravdépodobnost vyskytu molekuly s pfesn¢€ danou velikosti rychlosti urcit.)
Musime se tedy vzdy ptat, jaka je pravdépodobnost, Ze velikost rychlosti padne do urcitého
intervalu velikosti rychlosti. Plocha pod kiivkou v celém rozsahu rychlosti, tedy od nuly az do
nekonecna, je rovna jednicce. Vyznam tohoto tvrzeni je takovy, ze pravdépodobnost toho, Ze
molekula ma né&jakou (jakkoli velkou) rychlost je 1, tedy molekula s néjakou velikosti
rychlosti v plynu s jistotou je.

Maximum zévislosti hustoty pravdépodobnosti odpovida rychlosti, které celkem ptirozené
tikame nejpravdépodobnéjsi rychlost. UrCime, jak velka tato rychlost je a tim ziskame
ptedstavu o skale rychlosti na vodorovné ose grafu z obrazku 1.



Nejpravdépodobnéjsi rychlost

Jak jiz bylo naznaceno, nejpravdépodobnéjsi rychlost odpovidd maximu zavislosti hustoty
pravdépodobnosti velikosti rychlosti, kterd je dana rovnici (1) (jde o zavislost na rychlosti).
Maximum uréime jednoduse tak, ze (1) zderivujeme podle rychlosti a derivaci polozime
rovnu nule:

dp,
=0
dv
m /2 _mv? 2_7”_”2 m
4( ) 2ve 2KsT — 2kgT - v =0
(i) (2ve BT - e T )
m
1=0v2-
Y 2kaT
b= |2
m

Tuto rychlost, kterd odpovida nami hledané nejpravdépodobnéjsi rychlosti budeme znacit v,.
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Vypocitejme velikost nejpravdépodobnéjsi rychlosti pro teplotu 295 K, coz odpovida

,»pokojové teploté* 22 °C. Vybereme si molekulu dusiku — dusik je ve vzduchu nejvice

zastoupenym plynem.

Vztah (2) nejprve pfevedeme na tvar, ktery je pro vypocet piijemnéj$i. VyuZzijeme k tomu
znamy vztah mezi dalezitymi konstantami:
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kg — Boltzmannova konstanta (= 1,38 - 10723 J.K ),
Na — Avogadrova konstanta (= 6,022-10%),
R — plynova konstanta (= 8,314 J-mol.K1),
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Molarni hmotnost dusiku je ptiblizné 14 g-mol™. vezmeme v ivahu, Ze dusik ve vzduchu je
tvofen dvouatomovymi molekulami a dostaneme:
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Nejpravdépodobnéjsi rychlost molekuly dusik ve vzduchu pti pokojové teploté je srovnatelna
s rychlosti projektilu vystieleného ze samopalu (coz je zhruba 490 ms™).

kde Mm je molarni hmotnost.



Ziskali jsme tedy druhou rychlost, kterou je mozné charakterizovat pohyb molekul plynu
(prvni takovou rychlosti, s niz jsme se setkali, byla stfedni kvadraticka rychlost).

Pohyb molekul plynu je mozné charakterizovat také stfedni rychlosti molekuly.
Sti‘edni rychlost molekul plynu

Tuto hodnotu rovnéz ur¢ime pomoci vztahu pro hustotu pravdépodobnosti velikosti rychlosti.
Konkrétné takto (vypocet stiedni hodnoty veliiny s pouzitim hustoty pravdépodobnosti této
veliCiny jsme si uz objasnili diive):

(vy=["v-p®)dv ®)
(Pro jistotu pfipominam, ze ¢arka u p oznacuje, ze jde o hustotu pravdépodobnosti velikosti
rychlosti. Pismenko p bez ¢arky jsme pti odvozovani Maxwellova rozdéleni pouzili pro
hustotu pravdépodobnosti rychlosti, kde byl dilezity i smér vektoru rychlosti.)

Po dosazeni do (3) dostaneme:
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Jisté jste poznali, Ze zde vystupuje Poissontv integral (,,I3*). O Poissonové integralu byla
Vv pfednasce fec.

Po dosazeni hodnoty pro I3 a tpravé dostaneme:

(v)= [2-72% . (4)

Charakteristické rychlosti molekul plynu

Pohyb molekul plynu Ize popsat ttemi charakteristickymi rychlostmi: nejpravdépodobné;si
rychlosti vp, stiedni rychlosti (v) a stfedni kvadratickou rychlosti vk. Plati pro né:
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Velikosti téchto rychlosti (pfi dané teplot€) se trochu lisi. Pokud je sefadime podle velikosti
(od nejmensi k nejvétsi), plati:

v, <(v) <.
Pfipomenme si jesté jejich fyzikalni vyznam:

Nejpravdépodobnéjsi rychlost vp je rychlost, kterou molekula plynu ma s nejvetsi
pravdépodobnosti. (Zkuste si sami vypocitat, jaka ¢ast molekul plynu mé pti pokojové teplote
velikost rychlosti napt. Vp = 5 m-s™*, abyste si udélali pfedstavu, co to znamena, kdyz fekneme,
ze molekula ma s nejvétsi pravdépodobnosti prave tuto rychlost, vysledek vas mozna
piekvapi.)

Stiedni rychlost (v) ptedstavuje primérnou velikost rychlosti, kterou molekuly v plynu pfi
dané teploté maji.

Sti‘edni kvadraticka rychlost vk — tuto rychlost by musela mit kazda molekula v plynu, aby
celkova kineticka energie plynu (v naSem piipad¢ je to zaroven vnitini energie plynu) byla
stejna, jako je tomu pii rozdéleni rychlosti molekul, kterou popisuje Maxwellovo rozdéleni
rychlosti.

Charakteristické rychlosti mtizeme nacrtnout do grafu hustoty pravdépodobnosti velikosti

rychlosti:
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Obr. 2. Charakteristické rychlosti

Polozme si jesté otazku, jak se méni graf hustoty pravdépodobnosti pii zméné teploty.
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Obr. 3. Teplotni zavislost rozdéleni rychlosti pro molekuly dusiku.



Na obr. 3 jsou znazornény grafy prib&hu hustoty pravdépodobnosti pfi Ctyfech teplotach pro
dusik. Plati, ze plochy pod vSemi kfivkami jsou stejn¢ veliké a je vidét, Ze s rostouci teplotou
jsou kiivky ,,8irsi“ a ,,niz8i*. (V obrazku 3, ktery je ptevzat z knihy Svoboda, E., Bakule, R.:

Molekulova fyzika. Academia, Praha 1992, je hustota pravdépodobnosti znacena ,,bez ¢arky*,

tedy p(v).)

Snadno mizeme zjistit, jak se méni ,,vySka“ pravdépodobnostni funkce s hodnotou
nejpravdépodobnéjsi rychlosti. Dosadime-li ze (2) do (1), dostaneme zavislost maximalni
hodnoty hustoty pravdépodobnosti na nejpravdépodobnéjsi rychlosti:
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Pokud bychom tedy do grafu vynesli pouze hodnoty maxim kiivek hustoty pravdépodobnosti
Vv zavislosti na velikosti nejpravdépodobnéjsi rychlosti, zjistili bychom, ze vySka kiivek
hustoty pravdépodobnosti se snizuje hyperbolicky s rostouci nejpravdépodobnéjsi rychlosti.

Rozdéleni sloZek rychlosti (molekul idedlniho plynu)

Na zavér se jesté podivame na to, jak jsou rozdéleny slozky rychlosti molekul. Vratime se ke
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zacali zajimat o rozdéleni molekul podle velikosti rychlosti:
p(V) =A-e ", (6)
Pro konstanty A, « jsme nasli vztahy:
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Po dosazeni téchto vztahu do (6) dostaneme:
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Pomoci tohoto vztahu pro hustotu pravdépodobnosti rychlosti miZzeme urcit pravdépodobnost
S jakou budou slozky rychlosti soucasné nabyvat hodnot z intervali
Vx aZ Vxt+dvy, Vy az Vy+dvy, V7 aZ Vo +dv;:
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a s vyuzitim vztahu v? = v + v} + v7 mizeme pfedchozi rovnici prepsat:
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Ptedchozi rovnici upravime do uzitecného a nazorného tvaru:
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V tomto vyrazu je prvni soucinitel (na pravé stran¢) funkci pouze x-ové slozky rychlosti,
druhy y-ové slozky a tieti z-ové slozky. Pravdépodobnost toho, ze molekula ma rychlost

s predepsanymi hodnotami slozek rychlosti je tedy dana sou¢inem tii souciniteld, z nichz
kazdy je funkci jiné proménné.

Predpokladame, ze u ndhodné vybrané molekuly je pravdépodobnost toho, ze libovolna
slozka rychlosti ma hodnotu v pfedepsaném intervalu nezavisla na tom, s jakou
pravdépodobnosti padnou velikosti druhych dvou slozek rychlosti do libovolnych intervali.
Kazdy ze soucinitelil v rovnici (8) vyjadiuje pravdépodobnost vyskytu slozky rychlosti

Z predepsan¢ho intervalu. Neexistuje pfitom souvislost mezi vyskytem hodnot jednotlivych
slozek a jde o nezavislé jevy. Vyuzijeme toho, ze pravdépodobnost souc¢asného vyskytu
n¢kolika pfedem zvolenych vysledkii na sobé nezavislych jevi je rovna soucinu
pravdépodobnosti vysledktl jednotlivych jevii. (Toto bylo i vychozim Maxwellovym
ptedpokladem pii hledani vyrazu pro rozdéleni rychlosti.)

Muzeme tedy napsat:

P(vy, vy + dvy; vy, vy + dvy; v, v, + dv,) =
= P(v,, v +dvy) - P(vy, v, + dvy) *P(v,,v, +dv,)

Jinak feceno, pravdépodobnost toho, ze soucasné bude slozka vx z intervalu (vx, Vx+dvy),
slozka vy z intervalu (vy, vy+dvy) a slozka v; z intervalu (vz, Vz+dv;) je rovna souéinu
pravdépodobnosti, Ze Vx je z intervalu (vx, vx+dvx), vy z intervalu (vy, vy+dvy) a vz z intervalu
(Vz, vz+dvy).

Po dosazeni:
P(vy, vy + dvy) - P(vy, v, + dvy) *P(v,,v, +dv,) =
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coz lze napsat jako

P(vy, vy + dv,) - P(vy, v, + dvy) -P(v,,v, +dv,) = p(vy) -p(vy) - p(v,).

Pro hustotu pravdépodobnosti i-té slozky rychlosti tedy mizeme napsat:

2
Vi

m 1/2 =
pw) = (5omg) e T (©)

Vztah (9) nazyvame Gaussovou hustotni funkci. Jeji prabeh pii nékolika teplotach pro
molekuly vodiku je nacrtnut na obr. 4.
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Obr. 4. Gaussova rozdelovaci funkce pro tfi rizné teploty (vodik).
(Ptevzato z Svoboda,M., Bakule, R.:Molekulova fyzika. Academia, Praha 1992.

Funkce (9) je symetricka kolem poc¢atku. Tim je vyjadien fakt, ze pravdépodobnost pohybu
molekuly opacnymi sméry je stejnd. Nejpravdépodobnéjsi hodnotou slozky rychlosti je podle
obr. 4 nula. Diky symetrii hustoty pravdépodobnosti je nulova i sttedni hodnota slozky
rychlosti.

Nakonec najdeme jesté vztah pro stfedni hodnotu kvadratu slozky rychlosti:
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slozka rychlosti mize (v klasické fyzice) nabyvat libovolné hodnoty od -o0 az do +oo. Proto
také integrujeme v téchto mezich (u velikosti rychlosti ptfichazely v tivahu pouze kladné
hodnoty, tézko si predstavit rychlost se zapornou velikosti...)

Po dosazeni a uprave dostaneme:
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Tady jist€ poznavate Poissontv integral (I2). Po tipravé dostaneme:
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Umime tedy vyjadfit sttedni hodnotu kvadratu slozky rychlosti a to znamena, ze také

dokazeme napsat vztah pro kinetickou energii, kterd v priméru piipadé na jeden stupen
volnosti molekuly plynu:
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Na jeden stupeini volnosti translacniho pohybu molekuly plynu v priméru piipada energie
%kBT. No, a to neni nic jiného nez nam jiz znamy ekviparti¢ni princip odvozeny dfive jinym
zpusobem.

Jednotliva kolecka teorie do sebe tedy krasné zapadayji!



