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SCHEMA LASERU

Energie
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T Zpétna vazba I

® Stimulovand emise: vznik koherentniho pole z nekoherentni inverze.
® Cerpani mizZe byt i jinym laserem, ale vystupni pole nezdvisi na jeho fazi.

® Parametrickd konverze — parametricky oscilator, neni to laser, nedochazi ke
stimulované, ale parametrické emisi.



VLASTNOSTI ZARENT

Z principu stimulované emise, kterd ,replikuje” fotony, plyne &asoprostorova
koherence, minimum fluktuaci.

Vysoka stabilita (vyuZiti v metrologii), sm&rovost: 1969 Apollo 11, umist&n
reflektor na Mé&sici; 1. 8. 1969 prvni odraz, 2 — 10 ns pulsy z rubinového laseru,
stopa na Mésici cca 3 km.

Vysoké vykony, 3pi¢kové intenzity, hustoty pole.
Synchronizace modii (fdzova stabilita): kratké pulsy pod 1 fs.
Prostorovd koherence: stopa v difrakénim limitu.

Dosazitelné vinové délky od radiovych frekvenci do RTG oblasti (desitky keV),
teoreticky lze i gama zafeni.



STIMULOVANA EMISE

Hamiltonian schematicky — systém (c1,2) plus lazei (c.):
H= u(clc;b + o bT) + Z (e b+c,bT)
w

Potet foton:

ihde (b bY (t) = ihd: Tr p(t)b* b = Tr { [H(t), p(£)] b* b}

o(6) = o)~ - [ () o) o
ihd: (bTb) (t) = Tr { [H(t), p(—0c0)] bTb} — %/j Tr {[H(t), [H(7), p(7)]] dT bT b}

® V integra¢nim jadru &len s malou &asovou koherenci diky lazni.

K integrdlu v podstat& pFispivd pouze &len [H(t), p(t)].
® QM-faze systému sleduje fazi pole.

® Bornova—Markova aproximace: 1. ¥ad TP, systém bez paméti.



STIMULOVANA EMISE

[, oo ar = (0. 0]
ihde (b" b) () = Tr { [H(t), p(—00)] b b} — %Tf {[H(1), [H(t), p(t)]] b" b} =
=Tr{Hpb"b— pHbT b} — %Tr {(HHp — HpH — HpH + pHH)b* b} =
=Tr{(b*bH — Hb*b)p} — %Tr {(HHb" b — 2Hb™ bH + b™ bHH) p}
Oc (b b) = 5 ([H, [H,b7b]])  (adiabaticks aproximace)

Po dosazeni (fluktuace o3et¥ené faktorem ¢ a integraci):

[H, b*b] = ,u(clc;rb - c2c+b+) (Faktorizace aproximace stfedniho pole.)
ot {btb) = 2 <[c2c1 ,acy b)) = 2l 2 <(c2 o —ce)btb+acaqg) =
—25 [(nz nl)N+n2(lfn1)] —2{ [(N+1)n2(17n1)7an(lfnz)]
® Stimulovana emise zavisi na inverzi (n2 — n1) a pottu fotonid o< N.

® Spontanni emise zavisi pouze na poctu &astic ve vy3$im stavu np plus zapliovani
spodniho stavu o (1 — ny).



TYPY LASERU

Déleni dle aktivniho prostfedi (a tim i mechanismu &innosti).

Plynové lasery
o Cerpani elektrickym vybojem, chemicky,
opticky (excimerové lasery), mechanicky
(dynamicky laser).
® Velmi dobra stabilizace, nehomogenné
rozgitené &ary, vysoké vykony.
Plasmové lasery
® Vysokoenergeticky IC puls ionizuje plyn
(odpa¥eni kovu z ter&iku, p¥ima ionizace
plynu).
® Rekombinace volnych elektron(: stimulovany
proces v RTG spektru.
o Dule¥ité sfazovani IC a RTG pulsu.

® |onizaci lze provést i jinym nekonvenénim
doddnim energie a odpafenim pasku kovu.




Pevnolatkové lasery

Aktivni prostFedi: ionty (podobné plynovym
lasertim, ale velké homogenni, zanedbatelné
nehomogenni rozii¥eni), kvantové jamy, draty,
te¢ky, PN p¥echod.

Cerpani: opticky, elektrickym proudem .

Malé rozmé&ry, kratké pulsy, vysoké hustoty
toku energie, velké hodnoty zisku.

Nanostruktury: VCSEL — jednomodové, dobte
definovana vinova délka, mozna vyroba prvku
na konkrétni vinové délce.

Integrovatelné do optoelektronickych obvodi.

TYPY LASERU
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Lasery na volnych elektronech
® Urychlené elektrony vstupuji do undulatoru.

® Prostorové stfidavé magnetické pole, pF¥i¢né
urychlujici elektrické pole pro stabilizaci
rychlosti.

® Pohyb jako v cyklotronu, vyzafovani foton(.

® Sfazovani rychlosti elektronu a RTG fotoni —
stimulovana emise.

Barvivové lasery
® Organickd barviva, erpani opticky.

o Siroké spektrum stimulované emise, laditelné,
kratké pulsy.

TYPY LASERU




Zprostedkovani zpé&tné vazby.

Uzav¥eni fotonl do kone&ného
objemu, omezeni radiaénich ztrat.

Prostorova a frekvenéni modulace
svétla: podélné a p¥itné mody, délkou
rezonatoru a tvarem zrcadel lze ladit a
tvarovat svazky.

Rezondtory uzavfené, otevfené
(excimery).

Zrcadla klasickd (kovova,
dielektrickd), DBR v pevnych latkach,
vldkna, mikrorezondtory (kuli¢ky,
disky, krouzky, ...).

Rozméry od m do um, od toho se
odviji modova struktura.

Podminka stability pro dvouzrcadlovy
rezondtor:

o5 (- 3)6- ) =

Boydiv—Kogelnikilv diagram stability.

REZONATORY

koncentricky




MODY REZONATORU

VlInova rovnice:
2 n’ 2
[AT+az - —28t]E:0
c

Hledame harmonické paraxialni ¥e$eni ve tvaru:
E(r,t) = E(r) exp [i(kzz — wt)]
Paraxidlni p¥iblizeni:
0:8] < |ket]
Dosazenim:

w2 I‘l2
c2

At — K2 4 2ik, 8, + 82 + £=0

Polozme BUNO k, = wn/c a uvaZzujme pouze &leny nejnizdiho ¥adu derivace v z:
[AT +2ik.0,]E =0
Helmholtzova paraxialni rovnice

VlInova rovnice v paraxidlnim p¥ibliZeni.



MODY REZONATORU
Paraxialni p¥iblizeni

® VIna se $ifi ve sméru z a je pouze lehce modulovand v ostatnich smérech.

® Modulace zplsobuje i variace faze ve sméru Si¥eni, ty jsou ale ¥Fddové mnohem
mendi nez fazova zména < k,z.

® V paraxidlni pFibliZeni jsme schopni p¥iblizn& separovat podélny a p¥i¢ny smér.

® | ze aplikovat pouze na omezeny okruh problémi, nap¥. takto nemiZeme popsat
kulovou vinu.

® Dilezity je dhel difrakce, ten nesmi p¥ekrotit cca 10°.




MODY REZONATORU
Podélné mody
Odrazivost zrcadel r; 5, intenzita uvnitf rezonatoru:

| < (1 — rnrexp [ikzd])7

Intenzita [rel. ]
@
2

20|
o

Podélné mody ddny podminkou:

Im{r1r2 exp [ikzd]} =0

® Perioda Ad = 27 /k; nebo Ak, = 2w /d nebo Ahw = Ak,c/n = 2mwhc/nd.
® Hustota stavil se zvySuje s rostouci optickou délkou rezonatoru.

o Sitka modi (homogennf() dana dobou Zivota fotonu: odrazivost, absorpce,
difrakce, rozptyl. ..



MODY REZONATORU
P¥i¢né mody
Gaussovské svazky
® Zakladni druh svazku v rezonatorech se sférickymi zrcadly.
® Nepfima diméra mezi velikosti ohniska a difrakénim dhlem = omezend mozZnost
fokusace.
® Rychly pokles intenzity na stranach.
® Vy33i ¥ady, modulace intenzity — stabilni svazky s plochym maximem nebo
naopak ,dirou”.
Besselovské svazky
® Stabilni, bez difrakce.
® Velmi Gzké maximum, Ize Iépe fokusovat neZ gaussovsky svazek. ..
® .. ale velmi pomaly pokles po stranich.

® Nelze uplatnit v rezonatoru, p¥ili§ velké difrakéni ztraty.

o

/\

2

2 0 o o o

10 o
axs ]

Gaussovsky Besselovsky Porovnani G a B



MODY REZONATORU
Vyssi fady gaussovskych svazki
® Profil svazku zavisi na symetrii rezondtoru, tj. na jeho tvaru, tvaru zrcadel,
prostorovém rozloZeni energie apod.
® Svazky s cylindrickou symetrii mohou mit nenulovy moment hybnosti (fize se p¥i
ob&hu kolem stfedu svazku zmé&ni o ndsobek m) — mohou indukovat vi¥ivé
proudy v absorbujicim médiu.
® Matematicka ¥eeni paraxidlni Helmholtzovy rovnice s uvaZenim gaussovské
modulace — né&které specidlni polynomy.
® Hermitovské—Gaussovské (pravouhlé), Laguerrovské—Gaussovské a
Inceho—Gaussovské svazky.
® Modifikované gaussovské svazky — stabilni, ale mé&ni se rozloZeni intenzity ve
prosp&ch prostého gaussovského modu.
LG, 1G),m HG,n,

o P
p,axis Inem A p,axis Incm




PURCELLUV FAKTOR

Interakce elektronu a elektromagnetického pole:

— eA)?
P Gl +V(r)
2m
Intenzita elektrického pole:

E(t) = 0.A() — V(1)
Harmonicka vina:
A(t) = Aexp[—iwt] = A(t) = LEexp[—iu,;t]
w
Linedrni aproximace:
p? e
H=_—+4 V(r) —2i—E - pexp[—iwt]
2m w

Sila interakce je imé&rnd p¥ekryvu vinové funkce elektronu a elektromagnetického pole.



PURCELLUV FAKTOR

® \/ rezondtorech lze prostorov& omezit elektromagnetickou vinu, z diivodu
normovani tim roste jeji $pi¢kova intenzita.

® Zvy¥eni p¥ekryvu vinovych funkci diky lokalizaci elektromagnetického pole.

® Nanostruktury: lokalizace elektronové vinové funkce.

® Vhodné& zvolené rozmé&ry rezonatoru a nanostruktury: elektromagnetické mody v
rezonanci nebo mimo rezonanci s dipélovym pfechodem =- podpora nebo
potlageni luminiscence.

+ Electron

= Hole ﬁEm\ss\on

Purcelliiv faktor: Fp = To/ T, kde T resp. Ty Cortact Pay ——#- =1 =
jsou za¥ivé doby Zivota dané hladiny v a mimo el —
) rontiror
rezonator.
Isalation Active Regi .
Lze dosdhnout ¥adové Fp ~ 10 nebo naopak e ey
Fp ~ 0.1, sunetion
o . . . ’ Dielectric
Purcelliiv faktor zrychluje i stimulované Back Miror
prgchody: VCSEL laserové diody s vysokou T
Gcinnosti.




UROVNE POPISU

Vyhodny co nejjednodussi model, ktery popisuje danou situaci — snaha o vysoky
stupeii aproximace, relevantni pro dany systém.

Nap¥. neni tfeba zahrnovat popis celé laborato¥e, stadi soustfedit se pouze na
prostor oscilatoru a interakci laboratof—oscildtor popsat efektivng (p¥enos tepla,
médii, dekoherence apod.).

Obecné& 3 drovné& popisu: klasickd, semiklasickd a pln& kvantovd.

Urovng vystihuji pouze zplisob popisu nelinedrniho prosttedi a
elektromagnetického pole, i tak je vzdy otdzkou aproximace, jak popiseme efekty
Sifeni pole, ostatni prvky v rezonatoru, atd.

Klasicky popis: Aktivni prosttfedi klasicky, roli hraje pouze inverze, kterd je
hustotou energie (nem3 fézi).

Pole popsdno hustotou fotond, neni faze, neni spektrum, roli hraje efektivn&
pouze jeden mod.

Semiklasicky popis: Materidl pIlné kvantové, Eerpani efektivné jako tok energie.
Pole klasicky z Maxwellovych rovnic v&etné& faze.

ObsaZzena informace o fazi pole i materidlové viny, spektralni vlastnosti, interakce
mezi mody, interakce pole a &erpdni, plny popis nelinearit.

PIn& kvantovy popis: Kvantovany materidl i pole, kvantova interakce s tepelnou
Idzni (pole i material).

Kvantové fluktuace, fotonova statistika.



Klasické laserové rovnice



KLASICKE LASEROVE ROVNICE

Zakladni hladinové schéma vzdy 2 hladiny, ze spodni ¢erpam na horni, z horni
spontanni emise na dolni.

Horni hladina kvazistabilni.

VZdy je potfeba dosdhnout inverze Np > Nj, jinak pfevazi stimulovand absorpce
nad stimulovanou emisi.

2
den = zg% [(N + 1)m(1 — m) — Ny (1 — m)]

Spontanni emise ale nehraje roli (v rovnicich déle je zanedbang).
DosaZeni inverze:

® Intenzivnim zdrojem energie (nap¥. laserovym pulsem) — musi byt ve fizi s
dvohladinovym systémem => koherentni, délka pulsu krat3i nez doba rozfazovani.
Cerpani je tedy ale samo o sobé laser.

® Tunelovani elektroni z jiného nekoherentniho invertovaného systému: PN p¥echod,
zdroj napéti je invertovany.

® VyuZiti daldich hladin mimo rezonanci se zdrojem — shamata 3, 4 a vice hladin s
nestabilnimi pfechodnymi stavy.

@ Dalsi: chemické reakce (excimery), tlumeni vibraci (dynamické lasery), ...



KLASICKE LASEROVE ROVNICE

® Kvalitativni popis pouze na zdkladé bilance energii.

® PYedpokladame existenci pouze jednoho modu nebo uvaZujeme efektivni pocet
fotond.

® Jakékoliv fluktuace nezajimavé. PouZijeme aproximaci st¥edniho pole,
elektromagnetické pole je klasické, elektrony také. Plati p¥i velkych hustotdch
poli.

® NeuvaZujeme z4dné efekty koherence, viechno je ve fazi.

2
N\ N
wor Ny BNin ® Npo ...Efektivni obsazeni hladin v
celé duting, které interaguji s modem.
® n ...Poket fotonl v celé dutin&.
® B ...Einsteinv koeficient.
® vy ... Cerpéni.
w12 N BNsn R ’t R lp
\/ \, . wi2 ... Relaxace.




KLASICKE LASEROVE ROVNICE

No = 4wa1 Nt — wioNo + BNin — BNan
N1 = —wo1 N1 + wiaNp — BNin+ BNon

® N = N, + Nj je celkovy polet elektroni, N =0.

® D = Ny — Nj je inverze, rovnice pro Nl a N2 Ize nahradit rovnicemi pro D, N:

N—D

N =

! 2
N+D

Ny = Mt
2

D =2N1woy — 2Nawyp + 2Bn(Ny — Np) =
= N(w21 — wi2) — D (w21 + wi2) —2BnD
S —

1T

® T ...relaxaéni doba inverze.

® Oznatime Dy ¥eSeni p¥i n = 0. Je to maximalni dosaZitelnd inverze, ndzyva se
nesaturovand inverze:

w21 — W12

Dy =N
w21 + wi2



KLASICKE LASEROVE ROVNICE

D = N(W21 — W12) — D(W21 + W12) — 2BnD
W21 — W12

Dy=N
wo1 + wi2

1
wo1 + wip = T

D,
N(w21 — wiz) = Do(wo1 + wi2) = 70

® P¥i preskoku NQ = ...— BN;yn se vytvo¥i n = 1 fotond.

® 1/27 ...doba Zivota fotonu.

n= BDn —2vyn
D= (Do — D)+ —2BDn

Klasické laserové rovnice



STACIONARNI RESENT

D=0 = (Dy—D)=2TDBn

Do v
Dg = —— nsaturace" inverze polem
1+42TBn
BD,
=0 = n(70—2'y -0
142TBn
Dvé& moZnosti:

®*n=0
o o= EOp

Déle dosadime zpé&t do vztahu pro Ds:  Ds = 2v/B.



STACIONARNI RESENT

n=20

® Nestabilni ¥eSeni, p¥i libovolném n # 0
exponencialni nardst n.

® Matematicky existuje pouze kvili zanedbani
spontannich procesi.

® Redeni neni fyzikalni.

ng
BDy < 2y

® ng < 0, nefyzikalni ¥eSeni.

® Pokud predpokldddme n > 0 jako po&ate¢ni
(fyzikaIn& spravnou) podminku, nikdy nelze
n < 0.

® Matematické science—fiction.

BDy > 2y

® Spravné Yedeni.

1
® = prahovd podminka: Dy > Dy = %Y. Dy



NESTACIONARN{ RESENT — RELAXACNI OSCILACE

D=D5+X
n=ns+y
xy =0

1 1
D=x= (Do — D5)7 — 2BDsng — (7 +2Bn5) x — 2BDsy

—_———
=0 Dy/DsT

n =y = BDsng — 2yns +Bxng + BDs — 2y y
—_—— —_——

=0 =0
d (x) _ —% —2BDs (X)
dt \Y Bng 0 y
x = xp explat], ¥ = yo explat]

Dy
det f—DSUTfa —2BDg —0
Bng —a



NESTACIONARN{ RESENT — RELAXACNI OSCILACE

— Do —2BD 2
det< Dl;; @ aS =0 Ds:l
S _

BD,

2 0

+a—— +4B =0
o « yns

BD, 1 [ B2D? BDg — 2
a=——2N 4= 0 16Bvyns ng = —0 <7
4yT 2\ 49272 4BT~

BD 42T
= 2 14, [1- 2 (BDy - 27)
T B2D2

® Pod prahem BDg < 2 odmocnina v/ > 1, existuje kladné i zporné Yedeni: z
poéateéni podminky n > 0 plyne jako fyzikdIni pouze zaporné — aperiodicky
pohyb.

® Nad prahem BDy > 2+ je v/ < 1: aperiodicky pohyb pokud v/ € R a vidy
o < 0 (tlumeni), jinak o« =T +iw — oscilace.



NESTACIONARN{ RESENT — RELAXACNI OSCILACE

42T
+4/1— BDgy — 2
\/ B2 Dg ( 0 ’7)J

BDqg
4~T

Hrani&ni p¥ipad mezi oscilacemi a aperiodickou (tlumenou) dynamikou:

4v2T(BDy — 2) = B*D?

Hu/l_z]
yT

Pro existenci oscilaci musi nutn& v T > 2: soulet rychlosti relaxace a rychlosti
Eerpani elektronu men3i neZ rychlost relaxace fotonu.

27y
Do=—(T
o B(W )

Vidy existuje interval pro existenci oscilaci: systém musi byt &erpan dostate¢n&
nad prahem, ale ne moc.

P¥i v T > 1 dostaneme:
2y 2y
Do | —=;—=20T
° (B R )

UvaZzujme BDy >> 2y a BDy < 72 T:

1 /BDg
wr ) —
2 T



Semiklasické laserové rovnice



INTERAKCE ELEKTRONU S ELMG. POLEM

® Kilasické pole, feseni Maxwellovych rovnic.

® Jsou zavedené intenzity poli, potencialy a faze.
® Elektrony kvantované.

® Atomarni systém (lokalni interakce).

® Odvozeni z hamiltonidnu pro elektron (e < 0).
(p—eA)? _r

2
e e
V(r)= V(r)——(p-A+A- A2
2m +Vvir) 2m+ (r) 2m(p + p)+2m

H=

Zanedbame dvoufotonové procesy (A% ~ 0), pouZijeme Coulombickou kalibraci
V-A=0:
p-A+A-p=—i(V-A+A-V)=-2hA-V=2A-p

2
H=P yviy-Sap=H-Sap
2m m m

Ho ... Neporuseny hamiltonidn elektronu, interakci budeme uvaZovat jako poruchu.



INTERAKCE ELEKTRONU S ELMG. POLEM

Monochromatické pole:

Ezng

E = E exp[—iwpt] + c.c.
A = Aexp[—iwpt] + c.c.
E= iwoﬁ

H = Hy + e <p- E exp[—iwot] — p - E*exp[+iwot]>
mwo
P¥echod k dipSlovému momentu, dipdlovd aproximace (f|p - E|i) = (f|pli) - E(r):
. . . . h
<f|[H0, r]||> = <f|ﬁwfr||> — <f|rhw;{|> = ﬁ(UJf — wi)(f|r|l> = gWﬁdﬁ
di = (f|er|i> eR
. . . R .
(F[UHo, 1) = (512 /2m) + V. #1[3) = (Fll, /i) = ~i- (¢lpli)
Po dosazeni:

(F|H|i) = (fIHoli) 7ﬂdﬁ . (Eexp[fiwot] + E*exp[Jriwot])
—— w0

hw;df;



DVOUHLADINOVY MODEL

® Dve& elektronové hladiny (kvantové) plus klasické pole, blizko rezonanci.
® Zatim koherentni vyvoj bez relaxace.

® Pouze jeden elektron.
e
th,wlC;rC1+ﬁw2C2+C2 ——A-p
m

H = (ﬁlgl hgz ) - %dzl - (E exp[—iwot] + c.c.) ((1J (1)) — (Z‘?) ?u(jz))

w21 ~ .
§(t) = ———dn - (E exp[—iwot] + c.c.)
0
® Potitdme &asovy vyvoj matice hustoty:
o(t) = (pll P21 ) _ (pu P21 )
P21 P22 P21 P2

P12 = P31

o=l = (6 5) () - () (8559



DVOUHLADINOVY MODEL

0 E(t X

atpu = —'%(le - le)

0 £(t

apn = '%(Pm P21)

Ie] .
aﬂzl = —'Q(Pu - P22) — w21 071

Definujeme inverzi d = p23 — p11, frekvenci dipdlu w21 = wz — w1, polarizaci p = p21 a
interakéni &len p = (dx - E) € C:

p = —iwap— idﬂ (N exp[—iwot] + C'C')
hwo

d=a%2 (p, exp[—iwot] + c.c.)lmp
huwg

® Snadno vidime p o exp[—iw21t] @ wo & wo1.

® Provedeme aproximaci rotujici viny (Rotating Wave Approximation): p¥ispévek
p*exp[+iwgt] k polarizaci osciluje vzhledem k p na frekvenci wp + wo1.

® B&hem jedné periody na frekvenci wp; tak prob&hne mnoho oscilaci na sou&tové
frekvenci a pfispévek se vypriméruje do 0.

® V né&kterych aplikacich ale tento p¥isp&vek neopomenutelny, v poruchové teorii jej
zanedbat mdzZeme.

® Podobn& v rovnici pro inverzi zanedbame v &lenu &(t)p,, pispévek
o pexp[—iwpt] a v Elenu &(t)p;; East o p*exp[+iwot].



DVOUHLADINOVY MODEL

hii = p

w2 —1

wo

p = —iwop — idfiexp[—iwpt]

d = 41m {i*p exp[+iwot]}

Zavedeni ad hoc relaxagnich dob a &erpani: doba Zivota horni hladiny T; = 27“71,

doba rozfazovani T, = fyj_l:

p = (—iw2 —v1)p — idjiexp[—iwot]
d = 41m {ji*pexp[+iwot]} — v (d+1)

Blochovy rovnice
® P¥evedeni do pomalu rotujiciho rdmce.

® UvaZujeme p — pexp[—iwat], definujeme § = wp — woy:

p = —idfiexp[—idt] — v, p
d = +4Im{ji"pexp[+ist]} — v (d+1)



Inversion d

0.5

RESENT BLOCHOVYCH ROVNIC

Pocate¢ni podminka d = —1, p = 0, konstantni parametr ji = 1:

1

0.5

=
2

Wwoowo|ls
[ R R
Ao BNOOLC

YL =7 /4+ 71



RESENT BLOCHOVYCH ROVNIC

V rezonanci, bez tlumeni: § =0, v, = =0.
p=—idji
d=4Imi*p=4lm(—i)|i>d = —4|f|*d
d = — cos Qgt
i
= —sinQgrt
p O R

Qr =2|i] ... Rabiho frekvence

Rabiho oscilace na Rabiho frekvenci.

® Oscilace nezavisle na fazi pole: pouze polarizace sleduje fazi, inverze je vidy
stejna.

Lze dosdhnout inverze interakci s koherentnim pulsem: Qrt = 7 = 2|ji|t, tedy

t

oo
2|l
je délka tzv. m-pulsu.

® Kuvili relaxa&nim procestim musi byt t kratsi neZz doba relaxace = inverzi Ize
vybudit pouze velmi kratkym, ale intenzivnim pulsem (t o< 1/|f]).



RESENI BLOCHOVYCH ROVNIC
Mimo rezonanci, bez tlumeni: § # 0, v, = =0.

d= A+ BcosQt, A,BeR BUNO
d=—BQsinQt

p = —ijiexp[—idt](A + BcosQt) = —iAfi exp[—iét]—iBT'u(exp[i(Q — 8)t]+ exp[—i(Q + 8)t])

p= % exp[—idt] — % expli(Q2 — §)t] + % exp[—i(Q2+0)t] + C
d=4Im (ji*pexplidt]) =
) A B . B . c
= 4/ji]*Im { o m exp[iQt] + m exp[—iQ2t] + 7 exp[|5t]} =

— o2 1 1 : Sl - _
= —2|| B<§275+Q+5 stt+4(Re{,uC}sm5t+Im{,uC}cos&)—
= —BQsinQt = C=0

BQ
— BQsinQt = _4"1‘292752 sin Qt

Q= 4[> + 6> =Q +6°




RESENT BLOCHOVYCH ROVNIC

Mimo rezonanci, bez tlumeni: § #0, v, = N = 0.

d=A+ BcosQt, A,BeR BUNO
QP =0%+6

t=20

d=-1=A+B = A=-B-1

_o_Ai__Bi_ . Bj 2
P T T @6 22+ i
1
0= ———|2(B+1) (02— 6%) +24°
92752{ \ , ]
QZ
R
g %R___ %
Q2 Q2 + 482
82 8

2 2+

® Amplituda oscilaci inverze: lorentzovsky tvar vzhledem k 4.

® P¥i § # 0 nelze dosdhnout inverze.



Stacionarni Feseni

p = ps exp[—idt]
d=ds

p = —idps exp[—idt] = —idsfiexp[—idt] — v ps exp[—idt]
d=0=4lm{ji"ps expli(6 — 6)t]} — v (ds + 1)

i
L —id s
i+
Ay i + vy (v +6?)

ds =

Y =" }_>
v =7/4

Nikdy nelze dosahnout inverze
d > 0 ve stacionarnim rezimu,
kladna inverze p¥echodovy jev
nebo musi byt zapojeno vice
hladin.

gamma

RESENT BLOCHOVYCH ROVNIC

0
delta

0.2

04

-06

08



RESEN{ BLOCHOVYCH ROVNIC
P¥evod do 3D soufadného systému:

g1 =2Rep
g2 =2Imp
g3 =d

peR  BUNO
G1 = —2Re p = 2Re{igsfi(cosdt —isindt)} — v q1 = —2figzsindt — v, q1
G2 = —2Imp=2Im{igzfi(cos ot —isindt)} — v, g0 = —2figz3 cos 5t — vy q2

Gs = 4jilm {(% + i%) (cosot + isinét)} — (g +1) =
2fi(qu sin 6t + ga cos dt) — (g3 + 1)

Polozme R = (q1,92,93)T:

R=QxR-TR+S
Q:2ﬁ(cos§t,—sin§t,0)T

YL 0 O
r=|( 0 v. O
0 0 ’YH

S= (07 0, _’YH)T



RESENI BLOCHOVYCH ROVNIC
Blochiiv vektor ukazuje stav polarizace a
inverze v&etné& faze.

Relaxace polarizace a inverze: pohyb
smé&rem k bodu (0,0, —1) po p¥imce,
zkracovani priimé&tu do roviny g1 qo.

Interakce s polem: rotace kolem vektoru
Q.

Rychlost rotace (imérna velikosti €2.

Vektor €2 se otd&i v horizontdlni roviné s
frekvenci §.

Uhel opsany vektorem R urluje délku
pulsu, viz 7 puls d¥ive.

q3

2
L q1




DYNAMIKA DVOUHLADINOVEHO SYSTEMU

Nehomogenné rozsifeny systém

® Naptiklad atomy plynu v kyvet& (dopplerovské roziifeni), nanostruktury
(fluktuace rozméra).

® Kazdy dvouhladinovy systém svoji energii dipélového pfechodu fiwoi(€), tedy i své
.

® Pro zjednodudeni uvaZujeme [i = fip nezdvislé na systému.
® Pro kaZzdy z individudlnich systémui plati Blochovy rovnice.

® Soulet polarizaci pak dava odezvu systému — (komplexni) makroskopickou
polarizaci

B(t) = dio 3" pe(t) = dhiz exp[—iwot] / N(5)p(5) explidt] d5
£

® Pro jednoduchost budeme uvaZovat gaussovskou distribuéni funkci centrovanou
kolem wq:

N(S) = No

1 { 52}
o | — 2
o7 Pl o2



DYNAMIKA DVOUHLADINOVEHO SYSTEMU
Tlumeni volné indukce

® Po excitaci velmi kratkym (76 < 1) 7/2 pulsem je inverze d = 0, polarizace
maximélni. p = +i/2.

® Homogenni systém: makroskopicka polarizace osciluje

~  iNod,
P= IOTIZ exp[—iwz1 t]

® Nehomogenni systém: faze jednotlivych p¥isp&vkil se v sou¢tu mikroskopickych

polarizaci rozchazeji a postupné& priiméruji.

P(t) = dyy exp[—iwot] / N(8)p(0) expli6t] ds =

—d12exp[—|wot]/ f { 62:| explidt] dd =

= I;(’:;E exp[—iwot] /cos(6t) exp [—52/02} dd
= 02dl2 exp[—o?t? /4]

® Voln3 indukce (makroskopickd polarizace) je tlumena i v pln& koherentnim
systému.

® Rychlost tlumeni p¥i P(0)/P(1/T)=ejel =0/2 x 0.



DYNAMIKA DVOUHLADINOVEHO SYSTEMU

Fotonové echo
® Pouzijeme jiny rotujici rdmec pro vektor R: g1 = 2Re {p exp[i6t]} a
g2 =2Im {pexp[iét]}:
Q = (2f,0,-6)
® Slozka odpovidajici elektromagnetickému poli nerotuje, je ve sméru +qj.
® Bez elektromagnetického pole vektor rotuje kolem osy gs.
® V tomto ramci je faze g1 + iqa spfaZend s elektromagnetickym polem.

® Makroskopickd polarizace je potom imérnd prostému sou&tu slozek vektorli R:
=~ dip . .
P= - exp[—iwot] Z [Ri(£) + iR2(£)] Ny
[

® Na Blochovg sféfe Ize znazornit vice systému najednou.
® Sekvence pulsi: /2 — tlumeni volné indukce po dobu 7 — 7.

® Prvni puls p¥eklopi polohovy vektor do roviny q1qg2, druhy jej pfeklopi o 180°
opét do roviny g1 qo.

® Druhy puls pteklapi o 180° nezdvisle na § (je to prosta rotace kolem osy q1).



DYNAMIKA DVOUHLADINOVEHO SYSTEMU

Fotonové echo

q3

42

e
@

q1

/

Field intensity
o
@

e
Y

0.2r

0.2
0



DYNAMIKA DVOUHLADINOVEHO SYSTEMU
Fotonové echo analyticky Po inicia¢nim /2 pulsu (fi > d,v1, v = 0):

Vyvoj mezi pulsy:
G =+6q0 —vLq1
G =—6q1 —Y1Lq2
g3=0
qi(t) =sin [6(t — t1)] exp [—vL(t — t1)]
q2(t) = cos [6(t — t1)] exp [—v.L (t — t1)]
q3(t)=0

Akce druhého pulsu v &ase :

g1=0

G = —2fiq3

g3 = +2fiq2
q1(t) =sin [6(t —t1)] exp [—v1(t — t1)]
q2(t) = cos [6(t — t1)] exp [—y.L(t — t1)] cos [2/i(t — t2)]
g3(t) = cos [6(t — t1)] exp [—y.L(t — t1)] sin [2f(t — B)]



DYNAMIKA DVOUHLADINOVEHO SYSTEMU

ql(tz) = +sin [5(1’2 - tl)} exp [7’}@_(!’2 - tl)]
G2(t2) = —cos [6(1’2 — tl)] exp [_’YL(Q — t1)]
q3(t2) =0

Dalsi vyvoj:
g1 =+6q —v1Lq1
G2=—0Gq1 —V1q2
g3 =0
a(t) = {ql(tg)cos [6(t—1)] + a2(t2) sin [3(t—12)] } exp [~ (t— t)] =
= {sin [6(t2—t1)] cos [6(t—t2)] — cos [6(t2—t1)] sin [6(t—t2)] } exp [~y (t—t1)] =
= —sin [§(t + t1 — 2t2)] exp [y (t — t1)]
a(t) = { — qi(t2) sin [6(t—t2)] + q2(t2) cos [6(t—t2)] } exp [~ (t — t)] =
= {—sin [6(t2—t1)] sin [6(t—1t2)] — cos [§(t2—1t1)] cos [§(t—12)] } exp [~y (t—t1)] =
= —cos [6(t+ t1 — 2t2)] exp [—v1 (t — t1)]
g3(t) =0



DYNAMIKA DVOUHLADINOVEHO SYSTEMU

Nodi2
o/

- exp [—j—z} exp [~y (t—t1)] dd =

P(t) exp [iwot] = —/ sin [6(t + t1 — 2t2)] + i cos [3(t + t1 — 2t2)]} :

= —iNodio exp [—o?((t — t2) — 7)? /4] exp [—vL (t—t1)]

® \ gase T = tp — t; po druhém pulsu se &aste&n& zrekonstruuje polarizace ve tvaru
odpovidajicim tlumeni volné indukce.

® Plocha druhotné emise [ |P|? klesd o exp[—2v, t], a tedy o exp[—4v, 7] nebot
maximum je v &ase tyax +t1 — 2t =0 =ty = t1 + 27,

® Ptimé m&Feni rychlosti rozfdzovani excitaci' a sondovanim (obvykle v > ).

1.4 T —— T T T T
r} 1ol /Excnatlon pulses\ |
g | .
5 1 ~expl-¥{1
§0.8 I 1
S0.6] 1
_é 0.4} Photon echo
© . ’
.§ 0.2t Free induction deca
L |
0
0 1 2 3 't o4 5 6 7



MAXWELLOVY-BLOCHOVY ROVNICE

V-D=0 VxE=-28  D=cE+P
V-B=0 VxH=j+%2  B=uH

c2 = poeo j=0E

VXVXE=—AE=—pydj— p1002D = —poocE — pioP — poeE

AE — oo E — Z*;E = noP

P(t) = diz exp[~iwot] [ N(8)p(8) exp[i6t] dd + c.c.
p= _% (do1-E) expliwot] exp[—it] — v1 p

d = % 1m{ (do1-E*) p exp[—iwot] exp[+i6t]} — ; (d+1)

0 =wo — w1

Maxwellovy—Blochovy rovnice

Interakce pole s elektronem ovliviiuje elektromagnetické pole.
Zvlast€ vyznamné p¥i malém po&tu fotont srovnatelném s po&tem elektrond.
Zapotitand i dynamika vyzafovani fotond.

Sekunddrné vyzifené fotony mohou byt opé&t absorboviany — oscilace.



SEMIKLASICKE ROVNICE

Odvozeni semiklasickych laserovych rovnic

® Kilasické elektromagnetické pole, budeme pouZzivat komplexni amplitudy:

E = £(t) exp[—iwt] + c.c.
P = P(t) exp[—iwt] + c.c.
(POZOR! g(t) je pomalu se m&nici obalka, kde¥to E byla v dvouhladinovém

modelu v &ase konstantni amplituda.)

® Pole neni monochromatické, proto frekvence w mize byt libovoln& zvolend, chybi
ji tedy index ,,0".

® Atomy budeme indexovat s pomoci indexu p, pro kazdy oznatime w;, = wos.
® Polarizace atom( p, bude v pomalu rotujicim rdmci na frekvenci wy,.

® Zavedeme rozdilovou frekvenci 6, = w — wy,.



SEMIKLASICKE ROVNICE

Mody elektromagnetického pole

2 2 2
.. C . c C ..
E + —2,uooE - = NE = —7y0P
n n n

czil
NOE—
. . 1 1.
E+2E- — NE=--P
€ o€ €

Vlastni mody (tj. FeSeni Maxwellovych rovnic se zapo&itanim okrajovych podminek)

maji definované frekvence wy, jejich normované amplitudy uy spliiuji (aproximace):
[A +uoqw§] ux(x)=0 uy €R

Separace proménnych:

E(x,t) = exEx(t)ux(x)
A

A je multiindex zahrnujici polarizaci, p¥i¢né i podélné mody a vektor ey je jednotkovy
polariza&ni vektor modu A. Rozm&r amplitudy E) neni V/m jako u intenzity
elektrického pole, ale kvali normovani V4/m.



SEMIKLASICKE ROVNICE
Dosadime do vinové rovnice za E, ozna&ime .\ = o) /€y a dosadime za Auy:

. 1.
E+— E——AE_—fP
€ Ho€

. . 1.
ZEA'UA' [E)\/ + Yexr Exr +w§,E)\/] =—-P //ekuA(x)dx
€

A/
Ev(®) + 0B () + AE (0 = - [ 2 (e Blx,1)) ax

Prostorova rozloZeni hustoty atomu s indexem p:

p(x) =6(x — xu)

Makroskopicka polarizace:

P(x,t) = Z d{5pu(t)6(x — x,) exp [—iwut] + c.c.
m

Dosazenim do pravé strany vinové rovnice:

—/L(x)( P(xt Z

€

gw\:/uk(x)(s(xfxu ( )dx <e/\ di; )

{Pu (t)exp [—iwut] + c.c.}"



SEMIKLASICKE ROVNICE

Timto postupem jsme se zbavili prostorovych zavislosti a pfevedli jsme
diferencidlni rovnici 2. ¥adu (Laplaceiiv operdtor) na soustavu rovnic se sumou.

Index A\ nutné musi obsahovat i paritu v otevfeném systému, tj. zda je FeSeni
symetrické (cos) nebo antisymetrické (sin).

V uzavfeném systému se vybere parita podle symetrie okrajovych podminek,
mody jsou tak degenerované pouze v polarizaci.

Postup je aproximativni: definice vlastnich modi je sprdvné pouze se zahrnutim
okrajovych podminek danych geometrii pasivnich prvki (zrcadel apod.).

Kazdy atom (zdroj) ale definuje novou okrajovou podminku a naru3uje tak
symetrii, pro kterou jsou definované vlastni mody.

Napfiklad zdroj v bod& x = 0 v 1D problému generuje pole « cos(wt — k|x|), coZz
neni superpozice vlastnich modi cos(wt + kx) a sin(wt £ kx).

V laserové duting, kterd je tém&F uzavfend (mald propustnost zrcadel) je p¥ibliZzeni
vlastnich modi v pofadku, pokud se zajimame o charakteristiky vystupniho za¥eni.

Pro vypolet rozloZeni pole uvnit¥ dutiny by bylo nutné uvaZit plnou symetrii,
prostorové derivace neni moZné se zbavit lplné.

Okrajové podminky jsou definované jakoby dutina byla uzav¥end, tj. odrazivost
zrcadel 100%.

VyzaFovani laseru resp. priinik vn&jSich poli skrz vystupni zrcadlo bereme jako
ztraty pole resp. Fizeni zdrojovym &lenem, chybu plynouci z naruseni symetrie
pFitomnosti vystupniho zrcadla zanedbavdme stejn& jako v p¥ipadé atomi.



SEMIKLASICKE ROVNICE
® UvaZujeme dluz, ey € C — kruhov&—polariza&ni pasivni prvky v duting&, magnetické

pole, ...
® Dosadime pomalu se ménici komplexni obdlky:

<7w2§>\—2iwc‘f’>\ +§>\>efiwt i (7w2gj+2iw§§ +§;>e+iwt n
+(—iw’Yc>\§>\ + 7cA§A>67IWt + (-&-iwvﬂgj + %AE;)eHwt +
+w§g)\e_i“)t + wig;e““"t =

1 .
= == > g (R a2, + B ) —
M
1 s 2 % . - sk | o Fiwy t
- Zg/“\ (—w#pu+2lu.mpM + pu)e /
I
g = ua(xa) (ex - i)

® Pomalu mé&nici se obalka spliiuje |§>\} < wx}g,\{.
® MdiZeme separovat kladnou a zapornou frekvenci, rovnice pro n& jsou komplexn&

sdruZené.
® Prvni derivace v prvnim &lenu neni mo¥né se zbavit, nebot musime vzit do tvahy

i posledni &len p¥ed zdvorkou:

‘(“ﬁ —w2)5~x‘ < R|E] > w|&|



SEMIKLASICKE ROVNICE

® Aplikujeme aproximaci pomalu se ménici obdlky (Slowly Varying Envelope
Approximation): zanedbdni relevantnich vyssich derivaci.

Aplikujeme aproximaci rotujici viny (Rotating Wave Approximation): uvazime
w R wy ~ wy a do kladné frekvence pole zapocitdme pouze ptispévek kladné
frekvence polarizace.

2
~ 5 ~ ~ . w .
2 . H 2 —iwt M ~ % —iwy, t
—wE\ — 2iwE) — iwyen€ +w€]e 7—2 e n
[ Y A YeAEX PX 2N e & 8Py

® Rovnici vydélime 2iw a wy /w = wy/w = 1.

® w? —w? A 2w(wy —w):

Ex= [i(w —wy) — ’Y?]EX + iig;/\p#ei‘swt
P = *ihgu/\g,\d#e_ié“t —YLPu
% |m{§ZAg;Puei6“t} - (du - duo)/T

Semiklasické laserové rovnice

dy

® d,o # —1: tento &len zohlediuje termalni rozdéleni a erpéni, je to nesaturovana
inverze jako v klasickych rovnicich.

® Relaxa&ni dobu ol nahradime relaxa&ni dobou inverze 1/T = )+ war (wo1 je
rychlost &erpani).



ODVOZEN{ KLASICKYCH ROVNIC

Odvozeni klasickych laserovych rovnic
® UvaZujme jeden mod, jeden typ atomdi, oscilace na frekvenci fotonového modu:
W = w)y.
® Pole i atomy v rotujicim rdmci s frekvenci w.
Yo . iwNg _,

g=_¢g
ft 8P

. [~ .
p= —gggd—np+ i5p

d:%m{g@m}—(d—@wT

® Polarizace kvazistatickd: sleduje pole, nemd pamét (je siln& tlumen3):

_ig&(t)d(t)

p=0 - p(t): ﬁ(’yL—i(S)



ODVOZEN{ KLASICKYCH ROVNIC

Dosadime do rovnice pro inverzi a intenzitu:
c)*d —i 4lg|°
m — = —
I v — i ®oy2 + 52

N, ~
o (E e —Ep'E) =

T L%IEWEIZ( 1 1Y) _
el 45 no 'yj_fi6+'u_+i6)_

[€[*d

o[ = EE+ + 8 = L (EE 1 E8) +

wNo |g| YL
h 2 +52

—rel €] + == €[
Struktura podobna klasickym rovnicim:

D= (DO—D); —2BDn
n= BDn — 2yn



ODVOZEN{ KLASICKYCH ROVNIC
Podlet fotonii — hustota toku energie:

~1/13
~ =
(S)=(|E x HJ) = %mz = 2nceo|E |ur|* =
tok energie
h 2
= 2 o =P
L o

hustota fotoni

Po dosazeni a definici:

2y ="
~12
_wlg]”
he 'yi+62
D = Nod
D_ M — _2BDn

T
n= —2vyn+ BDn

g.ed.



ODVOZENI FREKVENCE OSCILACT

Vypotet frekvence oscilaci pfi wy # wy
® Jeden mod, jeden druh atomd.
® Opticky mod a atomy nejsou v rezonanci, otdzkou je, na jaké energii laser osciluje.
® Siln& nelinedrni systém, oscilace mohou byt na frekvenci odli¥né od wy a wy,.

® Laserové rovnice pro homogenni systém a jeden mod, podobné& jako u odvozeni
klasickych rovnic, ale w # w), v8e osciluje na frekvenci w:

P . Y|z  iwNg _,
E= {|(w—w,\)—§}5+2—eg p

p= —%égd—’up-i-iap
(]
¥ 4 ~k gk
d= g|m{g g p} —(d—do)/T

e Stacionarn{ fedeni: £ = p= d=0.

® Rovnice pro |§|2 stejné jako u odvozeni klasickych rovnic:



ODVOZENI FREKVENCE OSCILACT
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4
) ~ e(yL +i6) _
%_2I(W_W)\)_T (5—w—wu)
o= Yewu + 2y wx
- Yo+ 271

Ve staciondrnim reZimu, kdy je inverze saturovana a pole je s ni v rovnovaze, je
frekvence dand vaZenym primé&rem, vahy jsou dany ztratami.

Mimo rovnovdhu miZe laser oscilovat i na jiné frekvenci, jednd se o pfechodovy
jev.



PORUCHOVA RADA

Reseni rovnic poruchovou fadou

® Chceme Fesit laserové rovnice, ty jsou ale nelinedrni, provedeme proto n&jakym
zplsobem linearizaci.

® Budeme ptedpokladat g, < 7, potom miZeme pouZit poruchovy vypotet (do
libovolného ¥4du).

F_EO L EW L FO
p=p +p® +p@ 4 .
d=d® 40 L g@ L

® Symbolicky zapiSeme laserové rovnice, vynechame zatim indexy A a p.

® Symbol £ je parametr sily vazby mezi &leny v rovnicich.

E=0g€ +E%ep
p=0pp+EXpEd
d=04(d — do) + £ ImEgpE*



PORUCHOVA RADA

Po dosazeni pro amplitudu elektrického pole:

O L EW L ED 1 —0.8(0) + ©cE(1) + OE(2) + ...
+65ep® + exep®) 4+ £xep@ +

Srovndvame vzdy Eleny stejné velikosti v mocniné &.
Potategni podminka £(t = 0) = £O)(t = 0), a tedy EU)(t = 0) =0 pro j > 0.
Podobn& pro pU) a dU).

EU) = @ &W) 4 gxppli—D)
pv) = ©,pU +§ZPZ[ == 1)]

d¥ = ey {d(J) _ d05j,o] + gz Im E4 (O pli—t=1)
¢



PORUCHOVA RADA
Stabilita pole — kvazistacionarni ¥e$eni poruchovou fadou

® Vypocitdme poruchovou ¥adou, jak optické pole ovliviiuje samo sebe skrze
nalerpané aktivni prostfedi.

® Pro zjednodu$eni budeme v rezonanci w = wy = wy.

® Potatetni podminka je nesaturovana inverze d(®(0) = dp a p(9(0) = 0.

® Koeficient malosti & maly, ale zdrojovy &len pro pole wiNp/2e naopak velky,
poruchovy pocet pro pole nelze aplikovat.

® Dynamika pole pomala oproti atomim:

® Rychlost svétla ¢ = 300 um/ps, s uvdZenim indexu lomu a délky rezonatoru
~ 1m je doba ob&hu ¥ddov& desitky ns, coZ je horni odhad pro 1/~.

® B&Zné relaxaéni doby v; ~ 0.1 —10 ps, T = 1 ns.

® Pouzijeme kvazistacionarn{ ¥eSeni, polarizace i inverze rychle reaguji na zmény
pole.

= Yeg, iwlNo .7 (1 @)
E=—-=¢& .
5 + 2 & (P +p7+ )

. .5
B = 1 pV) — L 5Ed®

d@ = 4@ T 4 % Im 5 &* p1)



PORUCHOVA RADA

® Budeme ptedpokladat, Ze poruchova ¥ada konverguje.
® Provedeme vypocet aZ do 3. ¥adu v amplitudé elektrického pole.

® Vypoclet Ize vidy zpfesnit pfidanim vysSich &Elend.

d© = dy

p(l) -0

p(l) - —igdo
h’YL

d@ — _47—‘7’0|~§|2|5|2

Iy,
o _ 4iTdo|z|*8|E|°E
n3y%



PORUCHOVA RADA

kg+wNo|g|2dog 20No T|2|* do

E=—
2 2hey | Rey?

&°e
=€+ Z BD05 2BDOH |5|5

Prvni dva &leny: klasické laserové rovnice.
Posledni &len: vliv nelinearity, self-modulace pole.

Mechanicky model z 2. Newtonova zdkona:
mX + ox = F(x)

Okamzitd reakce na silu: m = 0, pohyb neni zpomalovan setrvaénou hmotnosti,
ale tfenim.
Pohyb v potencidlu:

F(x)=—-V'(x)

Amplituda pole se tedy pohybuje v pseudopotencidlu:

~ BDy —2v,~o BDo|&g|*T =
w(E) =~ B2 gy BT g
il



Pod prahem BDy < 2+: parabola, pole
sméFuje asymptoticky do poéatku.

Exponencidlni pokles amplitudy,
rovnovazna poloha bez fotoni.

Nad prahem BDgy > 2~: postranni
minima, kterd se s rostouci
nesaturovanou inverzi vzdaluji.

Stacionarni stav: amplituda lezi v
minimu, s rostoucim &erpanim roste
amplituda pole (vzddlenost od
potatku).

Stav £ =0 je stacionarni, ale
nestabilni, po prvotnim impulsu
(spontdnng& vyzaFeny foton) sp&je
systém do stabilni polohy.

Potential W

PORUCHOVA RADA
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NUMERICKE VYSLEDKY

Jedno- a vicemodovy reZim, jeden a vice druhi atomu.

T wul T WILLQ T
Wil W Wo [€%V)
1 4
1 mode
1type
L 2 modes i
08 " 1type
206 T
£ _.1mode
2 types
0.4 2 modes 1
/2 types
0.21 4
0 L JL_
-4 -2 0 2 4

Energy [meV]



NUMERICKE VYSLEDKY
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NUMERICKE VYSLEDKY

Chaotické chovani.

T = w'ul |(Ju 2 = T
Whi| w1 Wa (W2

W+ |
0.8 i
%‘0.6’ i
_0.4’ i
0.2 ]

0 P PR 0 i T

Energy [meV]



VLNOVE SMESOVANT

VInové smésovani, nerezonantni frekvence

UvaZujme homogenni systém s jednim druhem atomi, ale se dvéma mody
elektromagnetického pole A =1, 2.

Neporugené frekvence fotonového modu w2, skutetné Q15 a Ao = Q15 — wy.

Pokud jeden z modi prazdny, frekvence druhého modu se ¥idi rovnici odvozenou
dfive (je nezavisld na prazdném modu).

Oba mody obsazené fotony — saturovana inverze se lisi od jednomodového
ptipadu (nelinedrni vazba mezi mody) a interakce modi zpisobi oscilace na
frekvencich posunutych od jednomodovych FeSeni.

1. a dal3i ¥ady teorie poruch:
p(l) o 51 exp [iAlt] + gz exp [iAgt]
d® o |& [ + &) + {£185 exp [i(R2 — 1)t] +cc.}
~ ~ 2/ ~
p® (51 exp [ —iArt] + Eexp [ — iAzt]) (Sf exp [iA1t] + &5 exp [iAgt])

V rovnici pro amplitudu elektrického pole se objevi nové frekvence 2Q2; — €2 a
20 — Q5.
Frekvence vzniklé &tyfvinovym sméSovanim v nelinedrnim prost¥edi.

Oscilace na téchto frekvencich i kdyZ neodpovidaji modim rezondtoru.



VLNOVE SMESOVANT

Intenzita postrannich frekvenci tlumena faktorem o< 1/['yi + (291 — Q) — w,\)z]
podobné& jako jsme spoditali odpovidajici stacionarni polarizaci p¥i odvozenf{
klasickych rovnic (tady je faktor v druhé mocning, protoZe se jednd o
indukovanou intenzitu pole).

Podobné jsou ale intenzity hlavnich modi tlumené s faktorem
2
/[ + (25 —wx) ]

Postranni frekvence mohou byt srovnatelné co do intenzity vyzafovani s hlavnimi
mody.

Postranni frekvence indukuji dal3i souttové frekvence. . .
wﬂl w,uZ
‘
WAL Wr2

4 _ | 4

wy| W2

e
>
I

Intensity

L L ‘ ‘ L ‘ 1
-5 -10 5 0 5 10 15
Energy [meV]




VLNOVE SMESOVANT

Mode locking

Generovani silnych modd na smé&3ovaci frekvencich 2Q; — Qj a 2, — Q;.
Oscilace na téchto frekvencich silnd, i kdyZ nejsou blizko neporudenych frekvenci
w)-

Efekt sm&Sovani zndsoben blizkosti n&kterého z neporusenych modi.

Pokud existuje t¥eti oscilujici mod na frekvenci Q3 = 2Q, — €y, oscilace robustni
a odolné proti fluktuacim.

V redlu lze jev pozorovat pokud m&nime vn&jdi parametr (nap¥. vzdélenost
zrcadel) dokud nenastane Q; — Q1 = Q3 — Q (mody jsou ekvidistantni).

V tomto stavu se mody ,,zamknou" a jejich frekvence ziistanou stabilni p¥i
daldich (malych) zmé&nach vn&jsiho parametru.



SEMIKLASICKE ROVNICE — SHRNUT{

® Oproti klasickym rovnicim bereme do dvahy fazi, a tedy i klasickou koherenci poli.

® Jsme schopni popsat i vicemodovou strukturu zd¥eni, nehomogenni aktivni
prostredi.

® Oproti plnym Maxwellovym—Blochovym rovnicim p¥edpokldddame existenci
stabilnich modi pole, na urdité drovni aproximace zanedbdvame poruseni
symetrie pole vyzafujicimi atomy.

® Parcidlni diferencidlni rovnice se zjednodusi na vazané obycejné diferencidlni
rovnice 1. ¥adu, coZ je vyznamny krok pro nasi schopnost rovnice Fesit.

® Aproximace maji za nasledek nepfesny popis n&kterych nelinearit, chybi opravné
¢&leny plynouci z naru$ené symetrie.

® Dvouhladinovy model popisuje pouze situaci, kdy je spodni hladina zdkladnim
stavem elektronu. Pro jiné schéma je tfeba oprava na proménny pocet aktivnich

atomid Ny # const..

Kvantové fluktuace pouze ve formé&
rozfazovéni a relaxace na drovni
jednotlivych dvouhladinovych systém
a jednotlivych modi pole: jejich
vzajemnd koherence neni zahrnuta, z
toho vyplyvaji vzdjemné interference
mezi mody, které nemohou byt v redlu
pozorovatelné.

0.8

o
)

Intensity

o
IS

0.2

P¥esto jsou semiklasické rovnice velmi
uzite&ny ndstroj pro vypocet dynamiky

10 15 20 25

] 0 5
laser(. Time [ps]



Kvantové laserové rovnice



UVODNI POZNAMKY

Semiklasicka teorie: klasické pole, odpovida koherentnimu stavu.

Z toho diivodu zanedbané neklasické kvantové fluktuace pole, matice hustoty
tedy p = <pTOT>fieId,bath'

Role tepelné lazn&: rozfazovani, relaxace elektronu z horni hladiny, tlumeni pole.
Absence |, startovniho” fotonu: pro £(t=0) = 0 je £(t>0) = 0.

Obecné chybi spontdnni procesy (nestfedované).

Fluktuace jsou stfedované a zplsobuji ad hoc dodané tlumeni, pfedpoklada se, Ze
fluktuace jsou tlumené a nemaji tendenci rast.

P¥itom nap¥. p¥i vy33i nez saturované inverzi je fluktuace pole exponencidlng
zesilovana!

Stejn& tak v chaotickém reZzimu ma kazda fluktuace za nésledek vyznamnou
zmé&nu sméru trajektorie systémuve fazovém prostoru.

Fluktuace tedy nejsou vzdy tlumené, maji vyznamny vliv na dynamiku laseru, ale
v semikalsické teorii nejsou zahrnuté.

Matici hutoty je tfeba rozsi¥it o stavy pole a tedy p = <’0TOT>bath'

Relaxa&ni €leny je tfeba odvodit z pIn& kvantové teorie, v potencidln&
nestabilnim/chaotickém systému neni mo#né je rukou dopsat jako prostou
exponencidlni relaxaci.



UVODNI POZNAMKY

PIné& kvantova teorie: zahrnuti viech dileZitych &3sti do systému, tepelnd lazei
je obecn& velkym tepelnym rezervoarem, kde jsou fluktuace siln& tlumené.

Obecné existuji dva pFistupy: Schrodingeriiv nebo Heisenbergiiv obraz.

P¥istup v Heisenbergové obraze: ¢asov& promé&nné operatory, fluktuace jsou
zdrojovymi &leny operatord.

Kinetické rovnice vedou na Langevinovy rovnice pro operatory.
mX + ox = F(x) + &(t)

P¥istup v Schrédingerové obraze: kinetika matice hustoty.

Liouvillova rovnice: d
p

F_

e F
Matice hustoty p relativn& velkd, diskrétni, sousedni &leny nekorelované.
Liouvilidn .Z je nekone&nd matice, jejiz prvky nejsou omezené, s rostouci dimenzi
diverguji (!).
Neni mozné jednoduse liouvilidn ofiznout, s nekone&nou matici také nelze potitat.
Lze zavést distribueni funkci jako v klasické mechanice: zavedeme hustotu
pravd&podobnosti p(x) a z Langevinovy rovnice odvodime parcialni diferencialni
rovnici pro p(x, t).



UVODNI POZNAMKY

Vysledkem je Fokkerova—Planckova rovnice:

p = —0,(up) + 92(Dp)

w...drift, D .. .difuze.

Pro laser miizeme zavést kvantové-mechanicky ekvivalent distribu¢ni funkce, pro
ni odvodime Fokkerovu—Planckovu rovnici.

Distribu¢ni funkce:

P(a, a*) Glauberova—Sudarshanova (P) reprezentace
Q(a, a*) Husimiho (Q) reprezentace

W(a, a*) Wignerova reprezentace

Pom Fockova reprezentace

Obvykle laserové rovnice formulované v P reprezentaci.

Vypolet dynamiky spojité ,,hezké" funkce, omezené operatory, vyuZiti
standardnich metod matematické analyzy a numerické matematiky.
KaZdy z pFistupl ma vyhody a nevyhody, jejich vyuZiti je zvaZzit pro kazdy
problém zvldst.

Zde odvodime Langevinovy pIné& kvantové rovnice i ptes jejich zdanlivé
problematické ¥eSeni s pomoci operdtorové algebry.



KVANTOVE LANGEVINOVY ROVNICE

Postup
©® Mody elektromagnetického pole.
Hamiltonian pole.
Elektronové stavy.
Hamiltonidn elektroni.
Elektron—fotonova interakce, celkovy hamiltonidn.
Fluktuace pole.

Fluktuace elektroni.

2 O e © ¢ & ©

Kvantové laserové Langevinovy rovnice.



KL ROVNICE — MODY POLE

® VInova rovnice bez zdroji v uzavfeném rezonatoru, okrajové podminky definuji
mody.

® Vektorovy potencial: vektorovy operdtor.

AA—iyA
c
—iwt ~ (=) +iwt ~x
A(x, t) E A e dy(x)+A ety (x)

w2
Adr(x) + S 0x(x) =0

® Oproti semiklasickym rovnicim chceme iy pro b&Zici mody, okrajové podminky
jsou spln&né celkovym vektorovym potencidlem.

2(+)
A, =e L

b
2wy € A

hw a ’ R .
Ex(x,t) = i/ 20 [ebee_'wktﬁA(X) - e:\kbie““’*tﬂi(x)]



KL ROVNICE — HAMILTONIAN POLE

® Qperatory by jsou anihila&ni operatory harmonického oscilatoru, hamiltonian je
totoZny s harmonickym oscildtorem.

[by, b5,] =65\

| A=, henbB, |

® Stav pole ve Fockové reprezentaci vyjad¥en po¢tem fotoni v jednotlivych
modech A:

1 ~ ~
‘¢n1,n2,n> =|n,nm,...) = W(bf)nl(b;)nz---h’aﬁ
E=E+E+E+...=nmhwi + nhw + ...

= (EjBQ



KL ROVNICE — STAVY ELEKTRONU

® j-ta jednoelektronova vinové funkce na p-tém atomu ¢,,;(x).

® Elektronovy anihilaéni operator v bodé x:

x) = Z %j‘PM'(X)
®+(X Z w@m

® (Anti-)komutaini relace:

{Ej, EZ} = (jCp+ ¢ =0 (antikomutace)

16,6} =0

0 O m!

———
{W(x), ¥ (x")} = ZZ%,, ({8} =

Hod !’

= Z Z(pu’j(x)go:’j(x ) =6(x—x") relace ortogonality
5



KL ROVNICE — HAMILTONIAN ELEKTRONU

Obecny hamiltonian elektroni:
o At A
Fe =3 Enitie
i
Dvouhladinové schéma, hladiny 1 a 2 na kazdém atomu.

Energie zakladniho stavu £; = 0 BUNO.
Oznatime energii 2. hladiny Ez;, = hwy,.

2 At oA
He = Zu ?’muucﬂcu2




KL ROVNICE — ELEKTRON-FOTONOVA INTERAKCE

Hustota interakéni energie semiklasicky:

A(x) = == A(x) - B(x)
m

Kvantové je to stejné, jenom misto lokaIni (klasické) hodnoty vektorového
potencialu je operator.
Ve Schrdédingerové obraze je hodnota f\(x) definovana klasicky, operator v
soufadnicové reprezentaci p(x) dob¥e definovany diky uZiti vinové funkce také v
soufadnicové reprezentaci.
V Heisenbergové obraze pouZivdme Fockovu reprezentaci, musime najit lokalni
operator p(x) (zname jen obsazovaci &isla).
Operétor lokdlni hustoty elektroni:

o0x) = > e len (0] = Ut (x)¥(x)
of

Pro Fockiiv stav s obsazovacimi &isly ni, no,... (nj € {0,1}) je zfejm& vlnova
funkce w(xl, X2, ... ) = ©1,m (xl)apg,,,z (xz) ... a jedno&asticovy operator

0= O(X1) + é(xz) +...

Pro fermiony evidentné&

<w|é|wl>x1 = <n19n27 ce |ef¢*é¢él|ni’ né»' .. >X1

o= /®+(x)é(x)®(x) dx



KL ROVNICE — ELEKTRON-FOTONOVA INTERAKCE

e Elektron-fotonova interakce s operstorem O(x) = —%f\(x) - p(x):
N e A A
He_¢= [ UT (7—)A pUdx =
m

dipdlova aproximace

[e/\f))\e_i“’*ttb\(xu) + h.c.] .

* o a a e Al . . .
[ 9iX) 80,0 (05 dx = (—mmm = —uw,-,-f<1ex1'>>

D wst~ At 2
wijir [eAbAe ONTIN (X)) + h.c.]c &
2wyeg Y H i

[ 010 (ex) 0, () dx



KL ROVNICE — CELKOVY HAMILTONIAN
® Hamiltonidn elektron—fotonové interakce:

Z m - [eAbA(t)uA(xH)—i—hc]-
.[Ag'él /(pZQ(x) (ex) p,1(x)dx — h.c.] ~ (RWA)
L MNQLPLRED B WENGL

An A

e2w?

é)\u:' W u)/%%z(x (e>\ X)%u( x)dx

BA(t) = B)\ exp[—iw,\ t]
® Problém: dodrzell Jsme poradl v soudinu A - P, ale hamiltonian nehermitovsky,
&leny b NGE u2c ., b (t) . Nutno provést QM specifickou opravu.
Regeni 1: symetrizace A- p — (f\ -p+p-A)/2.
Regeni 2 (v kvantové optice obvyklé a funk&ni): normalini po¥adi, k¥izky vlevo:

Feei = 3 18,6126 b2 () = Zhgwb (£)8182
A1

® Celkovy hamiltonian obsahuje navic interakci s tepelnou lazni.

Aror = He + Fr + Ae_¢ + Fr_g + He_p + Hg



KL ROVNICE — FLUKTUACE POLE

® [nterakce s tepelnou lazni, jejiz hamiltonidn p¥esné nezndme, ale miZeme jej
odhadnout:

w
P =S biB, +he
A

® Tepelnd lazei velka, rychle se v ni ztraceji korelace, tzn. nemiZe zapf¥icinit vazbu
mezi mody. Kazdy mod miiZeme uvaZovat zvldst, vynechdme index \:

/:/f,B = i)+é + é+i)

® Zavedeme symbolicky operator B, operatory Bs jsou pomalu se ménici obdlky a
posuneme wy — 0 a tim i w — @ (interak&ni obraz):

é(t) = hz qgége_mt
&

f:lf,B =hbt Z qg,é@eiiwt + h.c.
)



KL ROVNICE — FLUKTUACE POLE

Casové zmeny operatorti z Heisenbergovy rovnice:
(d/dt)i) = 7lh [i), I:If,B] = —i Z q@ége_mt
)
(d/dt) Bz = —ibgte®t
B (t) = —i/ B(t") g™ dt’ + Ba(to)
to

Dosazenim 1. rovnice do 3.:

(d/dt)b = — /tt B(¢) Y ol exp [0t — 0)] dt’ =13 g2 Ba(to) exp [ it

@

UvaZujme slabou z3vislost |q;,| na @ (slaba zdvislost zde znamend mal3 variace

na ¥ifce spektralni &ry fotonového modu), potom |q@‘2 ~q?a
Z |q |2 i@(t' —t) ~ q2Zei(D(t/7t) _ 2%(5(t—t’)
@

Markovovsky proces (okamZitd odezva, proces bez paméti).



KL ROVNICE — FLUKTUACE POLE
® Daile ozna&ime fluktuujici zdrojovy &len jako stochasticky operator:
—i> " qoBa(to) exp [—iwt] = F(t)
@

® Vyslednd rovnice pro pole:

—xb + f:_(t)
® Korela&ni funkce: diagonélni
(F(t)) = —i Zq@<éa(f0)>e_m = —iZ qoe " Tr B (to) Png =0
(F(e) =0
(F(t)F(t')) = (FT(t)FT(¢')y =0 5

—_——f
(FHOF) = 3 a5az exp [i(@t —2't)] (B (10)Bi (1)) =

@07

= 2xAg(t — t')

(F(t)FH(t')) = 25¢(fn + 1)6(t — t')



KL ROVNICE — FLUKTUACE POLE

® Fluktuace a intenzita pole:

(d/dt) (B (£)B(1)) = —(b* (£)B(t) + b* (£)b(t)) =
= —2x(b*(t)b(t)) + (b (t)F(t) + FT(t)b(t))
b(t) = b(t—At) + / b(t'ydt’

t—At

(EH(t)b(t)) = (FH(t)b(t—At) + / <ﬁ+(t)1§(t')> dt =
t—At

= (F(t)b(t—At)) / (FH(t)b(¢')) dt' + / (FH(0)F(f) dt’ =
N———

=0 (kauzalita) t—At t—At

(FF(t)b(t)) dt—0
+oo
/ (B (0)E(r)) dr = s<iien

— 00

0

£ £ ratkd korelace 1

- /<;r+(t)F(t+T)>c|Tk et 2
At

(d/dt)(bTb) = 25¢[fin — (bt b)]



KL ROVNICE — FLUKTUACE ELEKTRONU
® Podobny postup jako s fotonovym polem, pracujeme v interakénim obraze
0=w— wy:

He_g=h)_ giBle®'ef e, +he
73]

(d/dt) Bz = —igh e, &t
t
é@(t)zfi/gwc;r(t) ()6t dt’ + Ba(to)
to

ete —
&g e =1-¢ ¢

Ata atal _ ata At At ata TTEITITAT A4 a At A
[efe, e e ] =¢ge 68 — 8¢ c2 & = &gra(1-66) -

—1-ga)Eg e =66 -&¢
(d/dt)(&f &) = —i(&f & — & &) D gaBoe ™™t
@
(Fe —ga)geg=¢1-¢a)g, —ge 6 =646
N~

=0

(d/dt)(&7 &) = —¢ Q/Z!g Pei@(’ =) de—i(& & —&8) Y goBa(to)e ™"

2y6(t—t’) T12(t)



KL ROVNICE — FLUKTUACE ELEKTRONU

® [nterakce elektront s druhou l1azni: &erpdni a relaxace inverze. V korespondenci se
semiklasickym modelem zavedeme rychlosti Cerpani a relaxace a rovnice v
interak&nim obraze jsou:
(d/dt)(& &) = =& & +T12(2)
(d/dt)(fff ) = —W21C1 Cl + W12C2 C2 + Fn(t)

(d/dt)(f;éZ) = +W2161+c1 — W12C2 C2 + r22(t)

® | ze spoditat korela&ni funkce:

(Fre(®)F mn(t)) = Gro,mnd(t — t')
(Czcﬁ =g

Gi1,11 = wiano + warnyg

G122 = G211 = —worng = wiom
wo1m + wiang

G121 =0

G12,21 = Wian2 — warny + 2yny

G222

Gi2,12

Go1,12 = Warnt — wian2 + 2ym2



KVANTOVE LASEROVE LANGEVINOVY ROVNICE

Celkovy (koherentn{) hamiltonidn bez rezervodru, jeho akce je jiz vyjdd¥rena v
pohybovych rovnicich: R R R R
Hcon = He + Hp + He—¢

Pohybova rovnice: R L
ih(d/dt)O = [O, HCOHJ

Akce rezervodari:
(d/dt)by = —xby + Fx(t)
(d/dt)(&518.2) = —7(E162) + ()
(d/dt)(6/18u1) = —wa1 (]1841) + wi2(67,8,0) + Fpuaa(t)
(d/dt ( H2 H2) = +W21(C:1CM1) — wy2 (CM2CH2) + r‘ugg(t)

Vracime se zpét z interakéniho obrazu do Heisenbergova: wy # 0 a w,, # 0.

Pole:
(d/dt)by = (—iwx—3)by + iéi‘uéjléuz + Fy(t)



KVANTOVE LASEROVE LANGEVINOVY ROVNICE

® Komutatory elektronovych operatori:

[efe, 68 = e —¢eg —

e, are ] =& e, e =2¢8¢ 686 — &6, = —¢f g,
[61 &, 62+‘?2] = 61+52

[a;ralycgral] = _6;61

® Kinetické rovnice:

(d/dt)(&"¢

&) = (—iwn=) (&7 &) +i8ur (876 — &7 &) bx + Fna(t)
(d/dt) (&

&) =-—wa (&) + wia(&8) + [|g“)\b+ &+ h.c.] + Fun(t)

(d/dt) (& &) = +wa (&7 &) — wia (&5 &) — [igiablef & +hc] + Fuaa(t)



KVANTOVE LASEROVE LANGEVINOVY ROVNICE

® V korespondenci se semikalsickym modelem zavedeme:

Jo_atar  _atoa
dy = €2 — €16

At oa
P = Cp.lc,U,Z

r,u,d = r,u,22 - [A_/,Lll

YL =7
1
wo1 + wi2
W21 — W12
dy= ———=
w21 + w12

® Rovnice vyZe prepiSeme (sumy p¥es A a u jsme vynechali):

(d/dt)by = (—iwn—5)bx +i&5,Bu + Fa(t)
(d/dt)py = (—iwp—1) By — iBurdubs + T 12(t)

(d/dt)dy = —(du — o)/ T = [2i8, B P + hoc] + Frg(t)

Kvantové laserové rovnice



SROVNANI SE SEMIKLASICKOU TEORIT

® Semiklasické rovnice:

. Y] & iw ~ H
E\= [l(w —w/\) — %]6‘)\ + z—eg:)\pueléu
. [ =
Pu = —%gu)\é')\due out YLPu

. 4 e e
dy = 7 Im{guAgAPueléut} — (du — dw)/T

® Operator bv kvantovych rovnicich imé&rny komplexni amplitudé vektorového
potencialu, ne elektrického pole.

® Komplexni amplituda intenzity elektrického pole srovnatelna s operatorem b = ib
a navic kvantovy parametr g srovnatelny se semiklasickym ig, zavedeme ig’ = g.

(d/dt)bx = (—iwx—2) by + i&55 Py + Fa(t)
(d/dt)pu = (—iwu—71)Bu — 18\ dubx + u12(2)

(d/dt)d, = —(d, — do) /T — [2i,g,~r;;;bA B+ h.c.] +FLa(t)

® Takto jsou rovnice co do znamének stejné (2iz + c.c. = —41Im z).

e Stredovani £  (b) atd. a aproximace st¥edniho pole (AB) = (A)(B) vedou p¥imo
na semiklasické rovnice (fluktuace se vystfeduji <f N (t) = (F)(t) = 0).



PORUCHOVE RESENI{
® V semiklasické teorii nemame tdaj o poctu fotoni, korelagni funkce pole jsou
klasické, odpovidaji korela¢nim funkcim koherentniho stavu.
V pIn& kvantové teorii miZeme spoditat koreldtor libovolného ¥adu, jeho
Fourierova transformace da spektralni funkci.
Zkoumame chovani blizko prahu ds = dp, kvazistaciondrni ¥eSeni, uvaZujeme
jeden mod a rezonanci, rovnice pro pomalu se ménici obalky:

(d/de)b= b +ig"N[p® + p¥] + F(2)

(d/dt)p® = — 1 p) —igd@b + Fra(t)

(d/dt)d® =

—

2ig*bhtpt) +h.c.] +Fq(t)

(d/dt)p™) *’YJ_P( ) —igdobh + F1a(t)

Fluktuace polarizace jsou relativng slabé (srovnatelné s fluktuaci pole), ale jejich
zesileni stimulovanymi procesy je mnohem slabsi (= 1) nez zesileni fluktuaci pole
(= N).

® Do dvahy bereme pouze fluktuace v 3. a 4. ¥ddu TP, posledni &len na 3. a 4.
¥adku zanedbame.

Staciondrni ¥edeni (bez fluktuaci) implikuje nulovou levou stranu, fluktuace
musime integrovat, tj. 2. rovnice m3 ¥eSeni:

igd@b
PO = B2

t VN
. e_'Yit/ VLt r12(tl)dt/
1 —o0



PORUCHOVE RESEN{

® Rovnice pro pole:

~ |2
G = !g! DN —
pan
48| doNT
c p
L

~ A t ! A
Fror(t) = F(t) +2i§*Ne’7J-t/ L Fra(t) de’



PORUCHOVE RESENf POD PRAHEM
Pod prahem
® Z klasické teorie pod prahem nulova hustota fotond (pouze spontann& vyzd¥ené).

® Pole neni v makroskopicky obsazeném stavu = pocet fotonl mensi nez 1 a tedy
bb = 0 a nelinearni &len s konstantou C miZeme zanedbat.

® Kinetika pole: R . .
(d/dt)b = Gb+ FroT

® Operatory akce tepelné |dzné& se statiskticky chovaji jako bily Sum: impulsy v
nahodném &ase s ndhodnou fazi, amplituda d-funkce, hustota Sumu takovd, aby
napt. (FT(t)F(t)) = 2s¢h,.

o
@
T
1

Amplitude
o
o
T
L

0 20 40 60 80 100
Time



PORUCHOVE RESENI POD PRAHEM

® V reprezentaci, kde operator b prejde na &islo miZeme jeho stochasticky vyvoj
vykreslit.

e Sum pochazejici od inverze doznivé pomaleji neZ um pole diky pamgti inverze.

JJ\]\_[J\IHJ/J\ qu\l
MW V"'MAW

Time

b,Ftot
o

o

'
-
T
1




PORUCHOVE RESENI POD PRAHEM

Kromé& stochastického vyvoje (tj. zndzorn&ni jediné trajektorie) nemame p¥my
néstroj na vypodet stfedni hodnoty amplitudy pole v Zase, nep¥. vidy (b(t)) =0
kvili ndhodnosti faze a stfedovani p¥es viechny realizace.

MiZeme ale spolitat korelaci mezi po¢ateénim a koncovym stavem, zavedeme
korelaéni funkci 1. ¥adu G (¢, ') = GV (¢t — ¢):
Mt —t') = (b*(1)b(t))
De facto vyjadfuje vyvoj amplitudy pole od &asu t do &asu t’. Pokud by nap¥.
b(t) = b(t = 0) exp[—iwt], pak G (t) = (b (0)b(0) exp[—iwt]) = ng exp[—iwt].
Normovana korela&ni funkce:

GOt —t)

MW — ¢ =
g (t t)_ g(l)(O)

Spektrum za¥eni odpovida spektru korela&ni funkce:

S(w) = % /joo G (¢t) expliwt] dt



PORUCHOVE RESENI POD PRAHEM

® Vypocet korela&ni funkce: p¥imou integraci

t
b(t) = Gt/ Fror(t')e % dt’

/ / Fior(u)Fror(u))e™ W) dudu’
® Fluktuace fotonl a atomi nekorelované, (F‘*’Fje) =0.

(Fior () Fror(t)) = (FH(¢)F(1)) + 4g[*N?T

’ t/ t ’ A A
T— e~ vL(t+t )/ / eV L (utu )< o1 (u') r12(U)> dudy’ =
o0 J -0 ——
-t

12

= v=u-t Y v+v _
N {v =u'— ] //e - (P (v'+t)F12(v+1)) dvdv/

— 00— 00

Go1,126(v/+t/ —v—t)

0
= e~ (e / 1LV Gy 10dv = e~ vLlt=t'| Gai12
271

A B , L1210 e—viLlt=t|
(Fior () Fror(t)) = 25eAnd(t — t') + 2|g| "N Gor 12

® Pro vy, — oo miZeme psat ( TOT(t ) TOT(t)) = 25¢(An + Asp)d(t — t').



PORUCHOVE RESENI POD PRAHEM

® Dosadime mezivysledek s oznatenim a = 2|§‘|2N2 Go1,12/7v1:

oo oo
0
+ aect/ ey =G /u e~ (Lo gy du= ... =
—oo —oo

~12
__#poa 2B NG et e
=T3¢ th€ 2 _ g2

gas

0 0
G (t) = 2schig,e® / e 2% du + et / e~ (VL +G)u /ue(“ufc)”, du'du +
— — — o0

YL G

® Vezmeme-li do dvahy kladnost (o, > > 0) a zdpornost (G < 0) &lend, jsou oba
s¢itance kladné a cely vyraz je tedy pod prahem kladny.

® Zbyva urdit Gp1,12 pfimym dosazenim:

—(d) (@y~do

d N
G112 = 027T +yL(1+(d) =" 7L (1+do)

® Celkem tedy:

.12
2 N2 1 d —yit Gt
GO(£) = — L e — H ZWL( 2+ b) {e N L}
G ) YL G

gM(r) = _g(ﬁth + Asp)e®  (pro L — o0)



PORUCHOVE RESENI POD PRAHEM

Bez interakce s atomy: G = — a § = 0, korelaéni funkce je g(l)(t) = Ape "t

speciding G(1)(0) = Ay, podle otekavani a predchoziho vypottu.

a

Interakce s atomy, atomy v zdkladnim stavu dy = —1: dle vzorce

L2
doN
G:7|g{ 0 —
pan
je G < —s a navic 1+ dyp = 0, tedy GV (t) xx e~ 161t 2 G(0) < Ay,

Interakce s atomy, atomy v excitovaném stavu dy > 0: &aste€nd kompenzace
ztrat fotonl optickym ziskem G > —¢, dvojexponencidlni profil korelaéni funkce.
Specidlni p¥ipad

2|2|*N? (1 + do)
M(0) = R flel 7 A2 TR
GO = 1 ™t T el
~—~
>1

Prvni ¢len dava vétsi pocet fotonl neZ v prazdné duting, fotony z rezervodru jsou
zesilovany v aktivnim prostfedi. Druhy &len vZdy nezdporny, vyjadfuje spontanni
emisi fotonil z atom( a jejich pfispévek do celkové hustoty fotonli v dutiné.
Interakce s atomy, velmi rychlé rozfizovani (v, — o0):

GM(0) = sy, + fisp)/| G|, tj. fotony termdlni a spontann& vyzitené, zesilené
diky optickému zisku v aktivnim prost¥edi. Srovnanim s pfedchozim vysledkem
vidime, Ze ad-hoc pfedpoklad o tom, Ze druhy &len popisuje spontdnn& vyzafené
fotony, je spravny.



PORUCHOVE RESENI POD PRAHEM

Normovana korelagni funkce g(1)(0) = 1: plati vzdy, (¢asova) koherence 1.
stupn& dana pouze asovou zévislosti g()(t).

Spektrum zafeni vypo&teme Fourierovou tranformaci korelaéni funkce:

1 +oo
S(w)= o /7 g(l)(t) expliwt]dt & (yL — o0) =

x _ 1 % Mgy + N
27G (Ath + Msp) Re == i

~2

iw+G mw?t G2
Spektrum lorentzovské, &itka odpovidd velikosti koeficientu zisku.

Pokud vezmeme do tivahy pamé&t fluktuaci polarizace, p¥ibyde druh3 slozka se
Sitkou odpovidajici rychlosti dekoherence v .

Spektrum i korelaéni funkce 1. Fddu shodné s charaketristikami vybojky, laser pod
prahem je ,,oby&ejna vybojka".



PORUCHOVE RESENI POD PRAHEM

® Korelaéni funkce 2. ¥adu, uréime p¥imym vypoctem.

® Pomocny vypoclet.

(&) o
~ (‘Swl jw3 0wy wy Howy,wy 5w2,W3)ﬂu1 Ny

qulqwzqwqw4 <B+ B BW3 Bw4> exp [i(wits + waty — wats — wats)] =
wlwrw3awsg ﬁ_’
pFes termdlni stav

~ Z F’l|¢7w1 |2eiw1(t1*t3) Z nz\q | elw2(t2—ta) |

w2

+an|qw |2 iwy (t — ZUZ}Q |2€iw2(t27t3) —

w2
= 4202 [§(t1—13)8(ta—ta) + 6(t1—ta)d(t2—t3)] =
= (FH(t)FT(t)F(t3)F (t2))
° (A) Clen w1 = wy = w3 = wy je zanedbatelny proti ostatnim p¥isp&vkim

(Jednoducha oproti dvojné sum& pres mnoho stupiiti volnosti, tepelnd ldzefi je
»nekoneng& velkd").



PORUCHOVE RESENI POD PRAHEM

® Vypolet korelani funkce 2. Fidu p¥imo dosazenim za b(t).

® Korelace mezi detekovanim fotonu na dvou nezavislych detektorech,
Hanburyho—Browniv—Twisstiv experiment.

® Pro zjednoduZeni opé&t poloZime v, — oo a nahradime Ay, — Awh + Asp.
@)(¢) = (b* ()b (0)b(0)b(t)) =
t 0 t
— 26t /dt / /d s /dt4 e~ Sl tte) (B (1) B4 () F (13)F (1)) =

t 0 0 t
= 26t /dtl /dt2 dts /dt4 e~ Clntttiste)
— 00 — 00 — o0 — o0
432 (1

” N, )2 [5(!’171’3)5(1’2*1’4) + (5(1’171‘4)5(1“271’3)] = (t > 0)
0 0 0 t
= 4%2(ﬁth + ﬁsp)2e2Gt |:/dt1 /dt2 e 26(titt2) + /dt1 /dt2 e_QG(tl+t2):| =
%2

a(ﬁth + fisp)? (1 + e2‘6‘t> (obecng)

® Normovand korela&ni funkce:
g(Z)(t)

@)y = T\
g'(t) G0 (0)]



) . PORUCHOVE RESENI POD PRAHEM
Normovand korela&ni funkce:

o g(2)(0) < 1: antibunching — typicky pro jednofotonovy zdroj (g(2)(0) =0).
Pokud do jednoho z detektord dorazi foton, do druhého s nenulovou
pravdé&podobnosti ne.

g(z)(O) > 1: bunching — typicky pro termalni zdroj, vyzaFujici pIn& nekorelované
fotony. Fotony putuji vZdy v baliku ve v&tsim pottu.

g(2)(0) = 1: Koherentni stav. Charakteristické pro koherentni stav, ale nejenom
pro n&j. Pro potvrzeni koherentnosti stavu je tfeba zmé&Feni Casové zavislosti
g@(t) =1 a i vy&ich korelaci. Koherentni stav je stav laserového zaFeni vysoko
nad prahem.

Skute&ny profil s uvdzenim i vlivu atomil a bez zanedbdni malych €leni je hladsi:

2 bunching
real thermal source
antibunching
—— coherent
1.51
~
S 1
0.5 i
0 : p : ’
-1500 -1000 -500 0 500 1000 1500

Time



PORUCHOVE RESENI POD PRAHEM

Reseni Langevinovy rovnice

pouze s nelinearitou 3. ¥adu. E

Aktivni prostfedi stacionarni,
bez paméti, nad prahem.

Hustota pravdé&podobnosti
stavu pole ozna&ena barevnou
gkdlou.

Aktudlni stav pole je te¢ka.
Osy redlnd a imagindrni &ast
b(t).

Parametry: G = —1, rozmér
¢tverce 0.75 x 0.75.




PORUCHOVE RESENI POD PRAHEM

Reseni Langevinovy rovnice
pouze s nelinearitou 3. ¥adu.

Aktivni prostfedi stacionarni,
bez paméti, nad prahem.

Hustota pravdé&podobnosti
stavu pole ozna&ena barevnou
gkdlou.

Aktudlni stav pole je te¢ka.
Osy redlnd a imagindrni &ast
b(t).

Parametry: G = —1, rozmér
¢tverce 0.75 x 0.75.




PORUCHOVE RESENI NAD PRAHEM

Nad prahem

® \Vezméme B(t) = b(t) jako klasickou veli¢inu a prozkoumejme jeji chovéni v &ase.
® b(t) komplexni, b(t) = (ro + p(t)) exp[ie(t)] (pomalu se mé&nici obalka):
(d/dt)b = Gb — Ch*bb + FroT
p=G(ro+ p) — C(ro + p)* + Re Frore ¥
¢ =Im Frote™"?/(r0 + p)
Bez fluktuaci p = FroT = 0 a uréime rO2 = G/C (tento vypotet evidentn& neplati
pod prahem, nebot by rg < 0; ¥eleni na sebe navazuji na prahu G = 0).

Nadéle budeme p¥edpokladat p < ry (vysoko nad prahem), v okoli prahu (nad
nim, G > 0, C > 0) problém analyticky nefesitelny.

Dosadime za rg, uvaZime nejniZl mocniny p a oznadime Fror = FroTe™:
p=—2Gp+ ReFror
.1 =
&= —ImFror
ro

Pohyb v komplexni roviné v okoli kruZnice o poloméru rp.

® Fluktuace posouvaji skokové fazi b(t) i velikost, ale velikost b(t) relaxuje s dobou

relaxace 1/2G zp&t na kruZnici o polomé&ru ry. Faze nerelaxuje, kopiruje fluktuace.
Relaxace velikosti pole rychlejsi pro velkd G (velké &erpani), nad prahem G > 0.
® Fluktuace faze zmensené polomé&rem ry = m s rostoucim &erpanim mensi.
Laser tedy s rostoucim &erpanim stabilng&;jsi.



PORUCHOVE RESENI NAD PRAHEM

Vypocet korelaénich funkci. P¥imou integraci

(1) = 9(0) + /0 Fror(t')d

Ztejm& (p(t) — ¢(0)) = 0, déle potFebujeme:

(((8) — 9(0)) = %/0/0 (1m Fror(u)Im Fror(v)) dudy

Bily Sum:
Fror(t) = > AS(t — t,)e?"

Vime:

(Fior(6)Fror(t))y = { 30D A% (0 =2u5(t — 1,)8(¢' — £,1)) =

v v

= 25¢(fiey + isp )0 (t — t')



PORUCHOVE RESENI NAD PRAHEM

® Potom miZeme vydislit:
(Im IETOT(t) Im Fror(t')) =

= <ZZA2[ Pv—Fur) _ 7%y ‘“Bv')](S(t —t,)85(t — t,,/)> =

3P + Asp)S(t — t') =
< Re fETOT(t) Re ﬁTOT(t/)>

® Pfimym dosazenim:
2 c _
((p(t) = 9(0))7) = Zo((An + Asp)t = 27t

c _
Yo = E%(”th + Msp)



PORUCHOVE RESENI NAD PRAHEM

® Korelace 1. ¥adu, povaZujeme p a ¢ za statisticky nezdvislé, nejniZsi ¥ad v p a ¢:
GO(2) = ([0 + p(t)]e ¥V [ro + p(0)]e¥*)) ~
~ rg<efi</:(t) iw(0)> + ,0<[p(t) + p(o)]eflw(t)eiw(0)> —
=P (e"*” iv(0)> + 10 {p(t) + p(0)) <e—iso(t)eiso(0)> =
| —
=0
2 -2 r& 2
= (1) —irg {12(t) = ¢(0)) =5 (((1) = 2(0))) + ... =
————
=0
7,,2(1_ ~27’yt7E7’yt
=1 Yot +..) e ¢ =ce

® Korelace klesd pomaleji s rostoucim G (vysoko nad prahem), klesajicim ¢ (v&t3i
doba Zivota fotonu, tj. vy83i kvalita rezonatoru), s klesajicimi fluktuacemi.

® St¥edni potet fotonii G(1)(0) = ?=G/C.



PORUCHOVE RESENI NAD PRAHEM

G(e) = ((r0 + p(£)e ™) (10 + p(0))e ™) (g + p(0)) €%V (rg + p(1))e#()) =

= ({0 +p(6)"(r0 +0(0))°) =
2
S 2300+ p0) =R = o

Do této korelagni funkce nepf¥ispivaji &leny v 1. mocnin& poruchy, musime vzit do
tvahy tedy i 2. mocninu pro G i ().
Pomocny vypodet:

t
p(t) = e*ZGt/ €26t Re Frot(u) du
— 00

%(ﬁth + ﬁsp)

o2ty = At
(p(0)o(0)) = AL Poe) -6

Oprava pro korela¢ni funkci 1. Fadu:
GO (1) = Be=Tot + (p(t)p(0)e#O+2() =
= rge” "¢ + (p(t)p(0) [1 — i((t)—(0)) +...]) =

(Pen + ﬁSP)672Gt

~ rge et (p(t)p(0)) = e et



PORUCHOVE RESENf NAD PRAHEM
[ o (Peh+7sp)
Specidlng G(0) = g + b el
Fluktuace sice posouvaji po&et fotont do
kladnych i zapornych hodnot, ale jednak

plsobi ve 2D prostoru izotropné& a vice jich jde
vné& kruhu o poloméru ry (viz obr.).

Navic soulet po&tu fotonl p¥i pohybu dovnit¥
a vné& kruhu o stejnou vzdalenost

Min + Nout o [ro — A2 + |rg + A2 = 12 + 242,

S rostoucim ziskem G se naopak vice svira
pseudopotencial.

Vsechny t¥i jevy vySe maji za nasledek klesajici
vliv fluktuaci s rostoucim G.

® Vezmeme do lvahy vy3si mocniny:
G@(t) = 1§ + 13 (4p(£)p(0) + p2(t) + p*(0))

2= = 2(= =

GO(t) = ()2 4 18 (n;hG+ fisp) (2(2@ n 1) _ [gW ()2 4+ 20 (nthc—f— fip)  —26t
® Korelace 2. ¥adu klesa pro dlouhé Easy k [G(1)(0)]2, tj. g (t — o0) = 1.
® Hodnota g(?(0) — 1 zévisi na zisku jako G~1, tj. vysoko nad prahem g(?)(0) — 1.

® Zdrovefi vysoko nad prahem v, x 1/G — 0, a tedy za¥eni vykazuje
charakteristiky plné koherentniho stavu.



PORUCHOVE RESENI NAD PRAHEM

Reseni Langevinovy rovnice
pouze s nelinearitou 3. ¥adu.

Aktivni prost¥edi stacionarni,
bez paméti, nad prahem.

Hustota pravdépodobnosti
stavu pole ozna&ena barevnou
gkalou.

Aktudlni stav pole je tetka.
Osy redlnd a imagindrni &ast
b(t).

Parametry: G =1, C =1,
rozméry Etverce 1.5 x 1.5.

~




PORUCHOVE RESENI NAD PRAHEM

Reseni Langevinovy rovnice
pouze s nelinearitou 3. ¥adu.

Aktivni prost¥edi stacionarni,
bez paméti, nad prahem.

Hustota pravdépodobnosti
stavu pole ozna&ena barevnou
gkalou.

Aktudlni stav pole je tetka.
Osy redlnd a imagindrni &ast
b(t).

Parametry: G =1, C =1,
rozméry Etverce 1.5 x 1.5.




PORUCHOVE RESENI NAD PRAHEM

Reseni Langevinovy rovnice
pouze s nelinearitou 3. ¥adu.
Aktivni prostFedi staciondrni, \

bez paméti, nad prahem.
Hustota pravdépodobnosti
stavu pole ozna&ena barevnou
gkdlou.

Aktudlni stav pole je te¢ka.
Osy redlna a imaginarni &ast
b(t).

Parametry: G = 0.2, C = 0.2,
rozméry &tverce 1.5 x 1.5.

Casovy krok 25x v&t¥i ne¥ v
minulém filmu.




PORUCHOVE RESENI NAD PRAHEM

ReZeni Langevinovy rovnice
pouze s nelinearitou 3. ¥adu.
Osy redlna a imagindrni &ast
b(t).

Parametry: G = 0.2, C = 0.2,
rozméry &tverce 1.5 x 1.5.

Hustota pravd&podobnosti v
Case t — oo by méla
odpovidat staciondrnimu
FeSeni
Fokkerovych—Planckovych
rovnic, tj. staciondrnimu
¥eSeni rovnic pro hustotu
pravdé&podobnosti.

Laser se miZe dostat i do
stavu s prazdnou dutinou s
nenulovou pravdépodobnosti.




STATISTIKA FOTONU
Vypoclet distribuéni funkce po¢tu fotont nad rdmec Langevinovych rovnic.
Se souasnym apardtem muiZeme ale ur&it nékteré pomocné veli&iny.
Jiz vime, 2e pod prahem GV (0) = (A) a G (0) = 2(A)2.
Dale vysoko nad prahem G (0) = (A) a G@(0) = (A)2.
Variance:

((AR)?) = (A —(A))) = (A%) — 2(A)(A) + (A)* = (A%) — (A)?
(1)(0) (b*b) = (A)
®)(0) = (b"b*bb) = (#*) — ()

<(An )?) = 6@ (0) + M (0) - [gM(0)]?

Pod prahem: ((AA)2) = (A)((A) + 1): typické pro termain{ rozd&lent,
Boltzmannova statistika.

normovani

T o
p(n) = ze" e=e kT

()= mp(m) =

0

R > e+1

(A%) = 203 " e(n) 1y
() = (A)? = —— = (A)((A) +1)



STATISTIKA FOTONU

® Nad prahem: ((AA)?) = (f), typické pro Poissonovo rozdglen.
® Koherentni stav:

oS}

—omla2y @
o) =e "Z:(:me

Bla) — e—lalP/2N~ @ gy
@) =723 Tl - 1) = o)

pln) = [ (nle P = 12"

(A) = (al5* Bla) = (ala” ala) = |af
a\na—(A)

p(n) = W;,
n!



Probability

STATISTIKA FOTONU

1 T T T T
L] <n>=0.1
q 9 <n==1
L] <nm=2
08' o <ns=5
° <n>=10
<n>=20
0.67 I
0.4} ]
L
0 5 10 15 20 25 30

Number of photons



DYNAMIKA HUSTOTY PRAVDEPODOBNOSTI

® Regenf Fokkerovych—Planckovych rovnic pro hustotu pravdépodobnosti, v
kvantové optice pro distribu¢ni funkci.

® Zde pouZijeme distribu¢ni funkci podobnou Wignerové& distribuéni funkci
f(x,y) = f(Reb,Im b), kde b je ,klasickd amplituda“.

® Kineticka rovnice odvozend z poruchové teorie 3. ¥adu:

(d/dt)b= Gb— Cb*bb + Fror

% = —%{[Gx— C(x? —|—y2)x]f} - aﬂy{[Gy— C(x? +y2)y]f} +
+1ﬁeff%|:ﬂ + &}
2 Ox2  Oy?
(rP=x*+y?)

of (r, ) 10 s 4 s |1 & [ OF 1 9%f
ae) 2962~ cyr SO () L 2
ot rar{( r ) ]+ 2 |ror\or +r28302




PORUCHOVE RESENI NAD PRAHEM

Re¥eni Fokkerovy—Planckovy
rovnice pouze s nelinearitou
3. Fadu.

Aktivni prosttedi stacionarnf,
bez paméti, nad prahem.

Distribu¢ni funkce ozna&ena
barevnou skalou.

Osy redlnd a imagindrni &ast
b(t).

Parametry: G =1, C =1,
rozméry &tverce 1.5 x 1.5.

Speed: 1 \ Time




Re¥eni Fokkerovy—Planckovy
rovnice pouze s nelinearitou
3. Fadu.

Aktivni prosttedi stacionarnf,
bez paméti, nad prahem.

Distribu¢ni funkce ozna&ena
barevnou skalou.

Osy redlnd a imagindrni &ast
b(t).

Parametry: G =1, C =1,
rozméry &tverce 1.5 x 1.5.

PORUCHOVE RESENI NAD PRAHEM

Speed: 4 | nE——imem—




PORUCHOVE RESENI NAD PRAHEM

Re¥eni Fokkerovy—Planckovy
rovnice pouze s nelinearitou
3. Fadu.

Aktivni prosttedi stacionarnf,
bez paméti, nad prahem.
Distribu¢ni funkce ozna&ena
barevnou skalou.

Osy redlnd a imagindrni &ast
b(t).

Parametry: G = 0.2, C = 0.2,
rozméry &tverce 1.5 x 1.5.

Speed: 1 \ Time




PORUCHOVE RESENI NAD PRAHEM

Re¥eni Fokkerovy—Planckovy
rovnice pouze s nelinearitou
3. Fadu.

Aktivni prosttedi stacionarnf,
bez paméti, nad prahem.
Distribu¢ni funkce ozna&ena
barevnou skalou.

Osy redlnd a imagindrni &ast
b(t).

Parametry: G = 0.2, C = 0.2,
rozméry &tverce 1.5 x 1.5.

Speed: 4 | nE——imem—




Langevin Fokker-Planck Stacionarni




Zajimavosti



OPTICKA BISTABILITA

Laserovy rezonator, Fizeny vnéj§im polem, p¥ipadn& &erpanim aktivniho prost¥edi.

Semiklasické rovnice shodné s laserovymi rovnicemi, ale v rovnici pro pole musime
pFidat &erpani.

Mody uvaZujeme jako uzav¥ené stavy pole v duting, fotony pronikajici ven bereme
jakoby tunelovaly skrz zrcadlo do vng&jsich modd.

(Pozn. ve skuteénosti jsou mody delokalizované i mimo dutinu, ale v rdmci
aproximace jsme definovali okrajové podminky s dokonalymi zrcadly, abychom
mohli pracovat s diskrétnimi mody. Jinak bychom museli uvaZovat kontinuum a
nedokdzali bychom efektivné& oddélit interakce pole s prostfedim uvnit¥ a vné
dutiny.)

Pro jednoduchost budeme uvaZovat 1 mod, 1 druh atomi. Rovnice se &leny na
frekveci w

~ iw N o,_*

E= 5+ p-‘rgs
b=f%§5df'up+i6p

= % Im{g"&p} — (d — o) /T



OPTICKA BISTABILITA

® Hledame stacionarni feSeni £ = p = d=0.

L Eds &
= —1—
Ps h vy —id
aT|g)*[E|Pds  —i(v. +i6)
ds — dop = Im 3
h? vi + 62
72 + 62
ds = 2 2 121812 /52
¥3 +82+4Ty |E]T|E|7/N
Yoz .UJNON* s
Tg =¢
5 ! ¢ 8 Ps S

® Po dosazeni z 1. a 3. do 4. Fadku ziskdme implicitni rovnici pro £, kterou
o . . =12 ‘ . . . .
prevedeme na kubickou rovnici pro }8| vyndsobenim celé rovnice rovnici
komplexné sdruZenou.

® Kubicka rovnice ma 3 kofeny: multistabilni systém, staciondrni ¥eeni jsou vzdy 3,
z toho minimalné& jedno redlné, a tudiz fyzikalni.



Output field intensity [a.u.]

1e-11

® Kazdé FeSeni ma specifické poZadavky
na rovnovahu mezi polem a atomy,
vnéjsi pole samo vyvolava
nerovnovazy stav inverze.

® Smér od |§5| = 0: stoupani po spodni
vétvi az k bifurka&nimu bodu.

® P¥imy preskok na horni vétev je
mozny diky fluktuacim, ale
pravd&podobnost pod bifurkaci velmi
mala. Pole neni dost intenzivni na
vyvolani dostate¢nych zmén v inverzi
a polarizaci.

Te+t

®

®
kY

b4
&

®
g

delta=0 ——
delta=2 ——
delta=5
delta=10 ——
001 0015 0.02 0.025
Driving field intensity [a..]

e
o

0 0.005

OPTICKA BISTABILITA

® U bifurka&niho bodu pravdé&podobnost
preskoku stoupd, fluktuace
pravd&podobngjsi, v bifurkaZnim bodé&
Jje_preskok viceméné nutny. Pole pfi
|€5| nad bifurka&nim bod&
nestaciondrni, ale pfechodn& mize
existovat, postupné se absorbuje
energie k nalerpani inverze, pole
ptejde spojit& na horni vétev.

® P¥i klesajicim |gs| plati to samé, pole
jde po horni v&tvi a presko&i pod
bifurka¢nim bodem. P¥imy p¥eskok
nad bifurkaci je znemoZnén diky
tomu, Ze energie z inverze nema kam
disipovat, pole neni dost silné na jeji
absorbovani v podobé vlastnich
fluktuaci. Pod bifurka&nim bodem se
energie inverze postupné vyza¥i a
systém prejde spojit& na spodni vétev.

® VyuZiti: optickd modulace, optické
logické prvky.



OPTICKA BISTABILITA

1e+1

le-1

1e-3

1e-5

Output field intensity [a.u.]

1e-7 go=1gamma=1T=10 — ]

1e-9
gc=0.1 gamma=10 T=1
, 9c=0.1 gamma=0.5T=10 ——

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
Driving field intensity [a.u.]

1e-11

® Vliv dob rozfazovani: klesajici 7 posouva horni v&tev nahoru, klesajici v, a
rostouci T posouva spodni vétev dold.

® Klesajici v, zdroveii rozsifuje hysterezi (zelend, fialovd), pokud je naopak velké,
hystereze se ztraci (modrd, ernd).



OPTICKA BISTABILITA

1e+1f 1
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Driving field intensity [a.u.]

nulova, p¥i v&t8im rozladéni je systém monostabilni.

0.025



OPTICKA BISTABILITA

Tle+i[
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Output field intensity [a.u.]
o
n

1le-7
d0=-1.0 —
d0=-0.5—"
le-9r do=0 — ]
do=0.5 "
do=1 ——
Te-11 . : : :
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
Driving field intensity [a.u.]
® Vliv inverze (Zerpani atomi): spojity pfechod od bistabilniho (dy = —1) do

monostabilniho stavu (dp = 0).
® Diky gerpani (dp > 0) je nenulové vystupni pole i p¥i nulovém |é~’5{ Bez vné&jsiho

pole pracuje laser v bifurka&nim bodé& nebo £~: 0 (chybi ,startovni* foton).



ULTRAKRATKE PULSY

® Heisenbergovy relace neur&itosti, Wienertv—Chin&indv teorém:

1

((aw)’)((a8)%) > 5

® Ptiklad: gaussovské klubko

- [ V2 . t—t9)°
E(t) = Gﬁexp [—Iwot—%}
- +o0




ULTRAKRATKE PULSY
® Odhad %itky spektra:
((BE))((ae)*) = 12/
VIAEY) = 1/2(/((88)?)

® Vysledné 3itky spekter:

Maéd Délka pulsu  Sitka spektra
Mechanické prerusovani 1 ms 3.-100B eV
Akustooptickd modulace 1 pus 3-10710 ev

Q-spinani 1ns 0.3 pneV
Ultrakratké pulsy 1 ps 0.3 meV
Femtosekundové pulsy 0.1 ps 3 meV

® Je t¥eba, aby &itka spektralni &ary aktivniho prostfedi a $itka spektra dutiny byly
dostateéné& Siroké.

® P¥irozend homogenni Sitka &ary na drovni 10 peV v atomarnich prosttedich pfi
nizké teplot&, pfi T = 300 K je to cca kg T =~ 25 meV.

® Doba Zivota fotonu relativné dlouhd, pro 10 ob&hi v kratké dutin& L =1 mm

vychazi 70 ps (0.04 meV) = nutné vicemodové oscilace, protoZe puls nelze na fs
Zasové kale extern& modulovat jako u Q-spindni.



Vicemodové oscilace v prazdné dutiné.
Fixni faze mezi mody, modulace pouze
amplitudy: vice & méné& hladké pravidelné
pulsy.

Ndhodné fize mezi mody: chaotické pole,
mensi amplituda.

Modr3a, zelend: fixni faze; &ervena: ndhodna
faze.

ULTRAKRATKE PULSY

20 -5 -0 5 0 5 10 15 20
Frequency
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15[ 1
=
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ULTRAKRATKE PULSY

Obihajici puls ma tendenci rozplyvat se v &ase stejné& jako kvantov&-mechanicky
vinovy balik diky posuvu a ztrat& korelace mezi mody.

Rozplyvani Ize ¢aste&n& kompenzovat linedrnimi prvky s vhodnou negativni
dispersi: hranoly nebo mf¥izky.

Dotvarovani: synchronizace modd modulaci ztrat — aktivni, pasivni, hybridni.
Amplitudovd modulace: aktivni synchronizace, periodicky se m&ni propustnost
prvku (nap¥. akustoopticky).

Frekvené&ni modulace: aktivni synchronizace, periodicky se mé&ni frekven&ni posuv
(nap¥. elektroopticky).

Synchronni Eerpani; Eerpani aktivniho prostfedi synchronné s ob&hem pulsu,
nejvyg¥ zisk ma pouze obihajici puls kvilli periodicité |£]2 a d.

Saturabilni absorbér: absorpéni koeficient se saturuje polem, propousti intenzivn{
pulsy, pohlcuje malo intenzivni. Obvykle pomald odezva, je to rezonantni jev
(pohlceni fotonil a zachyt elektronil v redlnych stavech).

Kerrovskd nelinearita: kerrovské médium (nelinearita 3. ¥adu, nerezonantnf s
polem) zplisobuje samofokusaci, umist&nim clonky dostaneme podobny efekt jako
u saturabilniho absorbéru, nerezonantni, rychl&jsi.

Hybridni modulace: spojeni obou postupd.



SHORTEST PULSE DURATION
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ULTRAKRATKE PULSY
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ULTRAKRATKE PULSY

® Homogenni vinova rovnice pro pomalu se ménici obalku:

E(x,t) = E(z,t) exp [ikoz—iwot]

~ i 0%k 2 -
Og 10k 0 _gF_y

9z" 2 dw? 8(t—z/vg)2

Ok
vg = 87: grupova rychlost

n (wo)wo
c

ko = vinovy vektor

® Jednoducha disperse pouze definuje grupovou rychlost, tvar pulsi neovliviiuje.

Disperse grupovych rychlosti (Group
Velocity Dispersion) 8%kg/0w? ma za
nasledek rozsifovani pulsi v Case.
Vznik &Eerpu (Chirp), tj. nelinedrni
modulace féze po délce pulsu (linearni
modulace znamend pouze frekvenénf{
posun).

Rozdé&leni efektivni frekvence po délce ~1009
pulsu.

0
Time

1000



ULTRAKRATKE PULSY

o Cerpované pulsy
je mozné stlatovat aZ do limity dané relacemi neuritosti (transform—limited pulse).

GVD

Vyhody ultrakratkych pulsii a jejich vyuZiti:
® Vysoké &asové rozliseni.

® Vysoké intenzity (nelinearity), malé tepelné ztraty (kontinudlni laser na dané
intenzit& by zni&il vzorek).

® Generace attosekundovych pulsd.

® Generace THz pulst.

Espg o cos(2wt) = 2 cos® wt — 1
E(t) o< E2(t) cos(2wt) + Eo(t)



VCSEL

® Vertical Cavity Surface Emitting Laser

® Mald vzdalenost braggovskych zrcadel na kompaktné pfipravené struktufe.

Top Mirror

Oide Layers
(99.0% Reflective) =

Lascr Cavity =
(Length =311} o 2 Gain Region

Botiom Mirror -
(99.9% Reflective)

® Velkd spektralni vzdilenost frekvenci podélnych modi (= 1/L), efektivné pouze
jeden mod.

® P¥itné mody Ize potladit koneénymi rozméry apertury — moZny jednomodovy
provoz.

Velky prekryv elektronové a elektromagnetické vinové funkece (=~ 1/\/Z) —
vysokd kvantova Géinnost.

® \/yzafovani z elektricky &erpanych elektron—d&rovych pari v plose kvantové jamy.

® Oproti (objemovym) polovodi€ovym laseriim s p-n pfechodem vyza¥uje z plochy
(povrchu kvantové jamy), ne podél p-n rozhrani.

® [ntegrovatelnost, vysoké vykony z malého objemu, laditelnost.



MIKRODUTINY

® Struktura podobnd VCSEL, vysokd odrazivost zrcadel, mald délka dutiny (A/2).

® Efektivné pouze jeden podélny mod elektromagnetického pole, kontinuum
p¥fi&nych modi s parabolickou dispersi:

k|* = k2o +i;+ kK
N~~~ N——
pevné dané délkou dutiny libovolné
k20 > kx, ky pro mody vyza¥ované z povrchu (ddno svételnym kuzelem)
k2 + k2
k ~ kzO + %
=0 OBR.: Odrazivost prazdné mikrodutiny
nebo VCSEL struktury.
1.0 .
® Uvnitf dutiny jedna nebo nékolik
kvantovych jam, excitonovd rezonance 0.8
shodn3 s energii fotonového modu. -
2 06
® Interakce hmotnych fotont (bosony) a %
excitonl (bosony) — sp¥aZené § 04

harmonické oscilatory.
0.2

0. " s
n 0.8 1.0 1.2

Normalized frequency w/o,



MIKRODUTINY

® Spr¥azené harmonické oscildtory: vznik
razl, prelévani energie mezi mody.

05
® Fourierova transformace &asového ‘
vyvoje jedné z amplitud obsahuje dvé& E ‘ ‘ ‘ |
‘ ]
\

maxima, oscilace je linearni kombinaci
dvou vlastnich modd.

Oscillator amplitude

a rozdilové amplitudy, v relacich
kvantové mechniky je tento postup
separaci vlastnich modi a
diagonalizaci hamiltonianu.

0 50 100 150 200
Time

® Hamiltonidn kvantového modelu:
H = Exata+ hiwb™ b+ g(a*b + ab*)
® Vlastni mody
p1 =aa+ Bb
p2 =Pa—aa
laf® + 18> =1



MIKRODUTINY

® Energie

® Rozst&peni fotonového modu do dvou smisenych modi spolu s excitonem.

Dv& maxima propustnosti se objevi v 1.0

disledku pFimiseni foton(i do obou

modd. o8 |

V modelu nejsou zapotitané ztraty

(rozfazovéni, v mechanickém modelu 8 o6

tfeni): pokud budou velké, oscilace £

zplisobené vazbou budou tlumené a 5 .

mody se nebudou misit. T

Podminka pro vazbu 2g > h/|'YJ_ — 7c|. 02

Silnd vazba — &tépeni bosonového

modu na horni a dolni v&tev. 0.0 R : 1
i o N 14 1.5 1.6

Slab3 vazba — %3dné miseni modu, Energy [eV]

jedno maximum propustnosti, VCSEL.



® Energie fotonl fuw = hkc oc k2 + ky2 = disperse zdvisejici na vinovém vektoru v

MIKRODUTINY

roving, dva mody.
20 . . T

15 q

-
« (=]
T T
1 1

Energie [meV]

-]

-10 L L L
-10 -5 1] 5 10
Hybnost [rel. j.]

Minimum disperse na nenulové energii — nenulova klidovd hmotnost.
P¥iblizn& parabolicky tvar disperse — hmotné &astice, hmotnost 10~% me.
Bosony, kriticka teplota vy3%i neZz pokojova.

C4stice slab& interaguji, mohou se pohybovat.



MIKRODUTINY

® Relaxace energie diky interakci s fonony, termalizace s m¥iZi, snaha o termalizaci
v minimu disperse (fotony ani 3D polaritony a plasmony se takto termalizovat
nemohou kvilli nulové klidové hmotnosti).

® F3zovy pfechod do Bose-Einsteinova kondenzatu nebo supratekutého stavu (BKT
teorie).

electron-hole
continuum

laser

pulse exciton formation

relaxation r
phonon (\
light \cat(erin g 5
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MIKRODUTINY

® Kondenzace, stimulovany boson—bosonovy rozptyl, laserovani bez inverze.

Emission angle, 0 (degree)

20 -20 -10 O 10 20 -20 -10

Energy (meV)

0.55P,,, 1.14P,
3-2-10123-3-2-10123-3-2-101

thr
In-plane wavevector (104 cm™7)

® Ukazano v GaAs na teploté 5K, v GaN p¥i 300K.

® Funguje i s elektrickym &erpanim.

® Funk&nost citlivd na p¥ipravu, musi byt nizké ztraty, drahé.
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