
Teorie laseru

T. Ostatnický
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Historie

• 1917 A. Einstein: Koncept a teorie spontánńı stimulované emise.

• 1951 A. Prokorov, N. G. Basov: Teorie MASERu (Microwave Amplification of
Stimulated Emission of Radiation).

• 1953 C. H.Townes, J. P. Gordon, H. J. Zeiger: Nezávisle zkonstruovali MASER
(NH3, 24.0 GHz, rezonátor z kovu).

• 1956 N. Bloembergen: Návrh pevnolátkového MASERu.

• 1958 A. L. Schawlow, C. H. Townes: Teorie a návrh MASERu pro infračervené a
viditelné světlo, důležitý optický rezonátor.

• 1960 T. H. Maiman: Realizace rub́ınového LASERu.

• 1961 A. G. Fox, T. Li: Teorie optických rezonátor̊u.

• 1962 R. Hall: Polovodičový laser (GaAs).

• 1962 F. J. McClung, R. W. Hellwarth: Q-sṕınáńı (obrovské pulsy).

• 1962 L. F. Johnson, G. D. Boyd, K. Nassau, R. R. Sodden: Kontinuálńı laser.

• 1965 G. Pimentel, J. V. V. Kasper: Chemický laser.

• 1966 P. Sorokin, J. Lankard: Barvivový laser.

• 1970 N. Basov et al.: Excimerový laser.

• 1977 J. M. J. Madey et al.: Laser na volných elektronech.

• 1985 S. Suckewer et al.: Rentgenový laser v laboratǒri.

• atd. . .



Schéma laseru

• Stimulovaná emise: vznik koherentńıho pole z nekoherentńı inverze.
• Čerpáńı může být i jiným laserem, ale výstupńı pole nezáviśı na jeho fázi.
• Parametrická konverze — parametrický oscilátor, neńı to laser, nedocháźı ke

stimulované, ale parametrické emisi.



Vlastnosti zářeńı

• Z principu stimulované emise, která
”
replikuje“ fotony, plyne časoprostorová

koherence, minimum fluktuaćı.

• Vysoká stabilita (využit́ı v metrologii), směrovost: 1969 Apollo 11, uḿıstěn
reflektor na Měśıci; 1. 8. 1969 prvńı odraz, 2− 10 ns pulsy z rub́ınového laseru,
stopa na Měśıci cca 3 km.

• Vysoké výkony, špičkové intenzity, hustoty pole.

• Synchronizace modů (fázová stabilita): krátké pulsy pod 1 fs.

• Prostorová koherence: stopa v difrakčńım limitu.

• Dosažitelné vlnové délky od rádiových frekvenćı do RTG oblasti (deśıtky keV),
teoreticky lze i gama zá̌reńı.



Stimulovaná emise

Hamiltonián schematicky — systém (c1,2) plus lázeň (cω):
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• V integračńım jádru člen s malou časovou koherenćı d́ıky lázni.

• K integrálu v podstatě p̌risṕıvá pouze člen [H(t), ρ(t)].

• QM-fáze systému sleduje fázi pole.

• Bornova–Markova aproximace: 1. řád TP, systém bez paměti.



Stimulovaná emise
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• Stimulovaná emise záviśı na inverzi (n2 − n1) a počtu fotonů ∝ N.
• Spontánńı emise záviśı pouze na počtu částic ve vyš̌śım stavu n2 plus zaplňováńı

spodńıho stavu ∝ (1− n1).



Typy laser̊u

Děleńı dle aktivńıho prosťred́ı (a t́ım i mechanismu činnosti).

Plynové lasery

• Čerpáńı elektrickým výbojem, chemicky,
opticky (excimerové lasery), mechanicky
(dynamický laser).

• Velmi dobrá stabilizace, nehomogenně
rozš́ı̌rené čáry, vysoké výkony.

Plasmové lasery

• Vysokoenergetický IČ puls ionizuje plyn
(odpǎreńı kovu z terč́ıku, p̌ŕımá ionizace
plynu).

• Rekombinace volných elektronů: stimulovaný
proces v RTG spektru.

• Důležité sfázováńı IČ a RTG pulsu.

• Ionizaci lze provést i jiným nekonvenčńım
dodáńım energie a odpǎreńım pásku kovu.



Typy laser̊u

Pevnolátkové lasery

• Aktivńı prosťred́ı: ionty (podobné plynovým
laser̊um, ale velké homogenńı, zanedbatelné
nehomogenńı rozš́ı̌reńı), kvantové jámy, dráty,
tečky, PN p̌rechod.

• Čerpáńı: opticky, elektrickým proudem (!).

• Malé rozměry, krátké pulsy, vysoké hustoty
toku energie, velké hodnoty zisku.

• Nanostruktury: VCSEL — jednomodové, dob̌re
definovaná vlnová délka, možná výroba prvku
na konkrétńı vlnové délce.

• Integrovatelné do optoelektronických obvodů.



Typy laser̊u

Lasery na volných elektronech

• Urychlené elektrony vstupuj́ı do undulátoru.

• Prostorově sťŕıdavé magnetické pole, p̌ŕıčně
urychluj́ıćı elektrické pole pro stabilizaci
rychlosti.

• Pohyb jako v cyklotronu, vyzǎrováńı fotonů.

• Sfázováńı rychlosti elektronu a RTG fotonů —
stimulovaná emise.

Barvivové lasery

• Organická barviva, čerpáńı opticky.

• Široké spektrum stimulované emise, laditelné,
krátké pulsy.



Rezonátory

• Zprošredkováńı zpětné vazby.

• Uzav̌reńı fotonů do konečného
objemu, omezeńı radiačńıch ztrát.

• Prostorová a frekvenčńı modulace
světla: podélné a p̌ŕıčné mody, délkou
rezonátoru a tvarem zrcadel lze ladit a
tvarovat svazky.

• Rezonátory uzav̌rené, otev̌rené
(excimery).

• Zrcadla klasická (kovová,
dielektrická), DBR v pevných látkách,
vlákna, mikrorezonátory (kuličky,
disky, kroužky, . . . ).

• Rozměry od m do µm, od toho se
odv́ıj́ı modová struktura.

• Podḿınka stability pro dvouzrcadlový
rezonátor:

0 ≤
(

1−
d

R1

)(
1−

d

R2

)
≤ 1

• Boydův–Kogelnik̊uv diagram stability.



Mody rezonátoru

Vlnová rovnice: [
∆T + ∂2

z −
n2

c2
∂2
t

]
E = 0

Hledáme harmonické paraxiálńı řešeńı ve tvaru:

E(r , t) = E(r) exp
[
i(kzz − ωt)

]
Paraxiálńı p̌ribĺıžeńı: ∣∣∂zE∣∣� ∣∣kzE∣∣
Dosazeńım: [

∆T − k2
z + 2ikz∂z + ∂2

z +
ω2n2

c2

]
E = 0

Položme BÚNO kz = ωn/c a uvažujme pouze členy nejnižš́ıho řádu derivace v z:

[∆T + 2ikz∂z ] E = 0

Helmholtzova paraxiálńı rovnice

Vlnová rovnice v paraxiálńım p̌ribĺıžeńı.



Mody rezonátoru
Paraxiálńı p̌ribĺıžeńı

• Vlna se š́ı̌ŕı ve směru z a je pouze lehce modulovaná v ostatńıch směrech.

• Modulace způsobuje i variace fáze ve směru š́ı̌reńı, ty jsou ale řádově mnohem
menš́ı než fázová změna ∝ kzz.

• V paraxiálńı p̌ribĺıžeńı jsme schopni p̌ribližně separovat podélný a p̌ŕıčný směr.

• Lze aplikovat pouze na omezený okruh problémů, nap̌r. takto nemůžeme popsat
kulovou vlnu.

• Důležitý je úhel difrakce, ten nesḿı p̌rekročit cca 10◦.



Mody rezonátoru
Podélné mody
Odrazivost zrcadel r1,2, intenzita uvniťr rezonátoru:

I ∝
(
1− r1r2 exp

[
ikzd

])−1

Podélné mody dány podḿınkou:

Im
{
r1r2 exp

[
ikzd

]}
= 0

• Perioda ∆d = 2π/kz nebo ∆kz = 2π/d nebo ∆~ω = ∆kzc/n = 2π~c/nd .
• Hustota stav̊u se zvyšuje s rostoućı optickou délkou rezonátoru.
• Š́ı̌rka modů (homogenńı) daná dobou života fotonu: odrazivost, absorpce,

difrakce, rozptyl. . .



Mody rezonátoru
Př́ıčné mody
Gaussovské svazky
• Základńı druh svazku v rezonátorech se sférickými zrcadly.
• Nep̌ŕımá úměra mezi velikost́ı ohniska a difrakčńım úhlem ⇒ omezená možnost

fokusace.
• Rychlý pokles intenzity na stranách.
• Vyš̌śı řády, modulace intenzity → stabilńı svazky s plochým maximem nebo

naopak
”
d́ırou“.

Besselovské svazky
• Stabilńı, bez difrakce.
• Velmi úzké maximum, lze lépe fokusovat než gaussovský svazek. . .
• . . . ale velmi pomalý pokles po stranách.
• Nelze uplatnit v rezonátoru, p̌ŕılǐs velké difrakčńı ztráty.

Gaussovský Besselovský Porovnáńı G a B



Mody rezonátoru
Vyš̌śı řády gaussovských svazk̊u
• Profil svazku záviśı na symetrii rezonátoru, tj. na jeho tvaru, tvaru zrcadel,

prostorovém rozložeńı energie apod.
• Svazky s cylindrickou symetríı mohou ḿıt nenulový moment hybnosti (fáze se p̌ri

oběhu kolem sťredu svazku změńı o násobek π) — mohou indukovat v́ı̌rivé
proudy v absorbuj́ıćım médiu.
• Matematická řešeńı paraxiálńı Helmholtzovy rovnice s uvážeńım gaussovské

modulace — některé speciálńı polynomy.
• Hermitovské–Gaussovské (pravoúhlé), Laguerrovské–Gaussovské a

Inceho–Gaussovské svazky.
• Modifikované gaussovské svazky — stabilńı, ale měńı se rozložeńı intenzity ve

prospěch prostého gaussovského modu.



Purcell̊uv faktor

Interakce elektronu a elektromagnetického pole:

H =
(p − eA)2

2m
+ V (r)

Intenzita elektrického pole:

E(t) = ∂tA(t)−∇ϕ(t)

Harmonická vlna:

A(t) = A exp[−iωt] ⇒ A(t) =
i

ω
E exp[−iωt]

Lineárńı aproximace:

H =
p2

2m
+ V (r)− 2i

e

ω
E · p exp[−iωt]

Śıla interakce je úměrná p̌rekryvu vlnové funkce elektronu a elektromagnetického pole.



Purcell̊uv faktor

• V rezonátorech lze prostorově omezit elektromagnetickou vlnu, z důvodu
normováńı t́ım roste jej́ı špičková intenzita.

• Zvýšeńı p̌rekryvu vlnových funkćı d́ıky lokalizaci elektromagnetického pole.

• Nanostruktury: lokalizace elektronové vlnové funkce.

• Vhodně zvolené rozměry rezonátoru a nanostruktury: elektromagnetické mody v
rezonanci nebo mimo rezonanci s dipólovým p̌rechodem ⇒ podpora nebo
potlačeńı luminiscence.

• Purcell̊uv faktor: FP = T0/T , kde T resp. T0

jsou zá̌rivé doby života dané hladiny v a mimo
rezonátor.

• Lze dosáhnout řádově FP ≈ 10 nebo naopak
FP ≈ 0.1,

• Purcell̊uv faktor zrychluje i stimulované
p̌rechody: VCSEL laserové diody s vysokou
účinnost́ı.



Úrovně popisu

• Výhodný co nejjednoduš̌śı model, který popisuje danou situaci — snaha o vysoký
stupeň aproximace, relevantńı pro daný systém.

• Nap̌r. neńı ťreba zahrnovat popis celé laboratǒre, stač́ı sousťredit se pouze na
prostor oscilátoru a interakci laboratǒr–oscilátor popsat efektivně (p̌renos tepla,
médíı, dekoherence apod.).

• Obecně 3 úrovně popisu: klasická, semiklasická a plně kvantová.

• Úrovně vystihuj́ı pouze způsob popisu nelineárńıho prosťred́ı a
elektromagnetického pole, i tak je vždy otázkou aproximace, jak poṕı̌seme efekty
š́ı̌reńı pole, ostatńı prvky v rezonátoru, atd.

• Klasický popis: Aktivńı prosťred́ı klasicky, roli hraje pouze inverze, která je
hustotou energie (nemá fázi).

• Pole popsáno hustotou fotonů, neńı fáze, neńı spektrum, roli hraje efektivně
pouze jeden mod.

• Semiklasický popis: Materiál plně kvantově, čerpáńı efektivně jako tok energie.
Pole klasicky z Maxwellových rovnic včetně fáze.

• Obsažena informace o fázi pole i materiálové vlny, spektrálńı vlastnosti, interakce
mezi mody, interakce pole a čerpáńı, plný popis nelinearit.

• Plně kvantový popis: Kvantovaný materiál i pole, kvantová interakce s tepelnou
lázńı (pole i materiál).

• Kvantové fluktuace, fotonová statistika.



Klasické laserové rovnice



Klasické laserové rovnice

• Základńı hladinové schéma vždy 2 hladiny, ze spodńı čerpám na horńı, z horńı
spontánńı emise na dolńı.

• Horńı hladina kvazistabilńı.

• Vždy je poťreba dosáhnout inverze N2 > N1, jinak p̌reváž́ı stimulovaná absorpce
nad stimulovanou emiśı.

∂tn = 2ξ
µ2

~2

[
(N + 1)n2(1− n1)− Nn1(1− n2)

]
Spontánńı emise ale nehraje roli (v rovnićıch dále je zanedbaná).
• Dosažeńı inverze:

1 Intenzivńım zdrojem energie (nap̌r. laserovým pulsem) — muśı být ve fázi s
dvohladinovým systémem ⇒ koherentńı, délka pulsu kraťśı než doba rozfázováńı.
Čerpáńı je tedy ale samo o sobě laser.

2 Tunelováńı elektronů z jiného nekoherentńıho invertovaného systému: PN p̌rechod,
zdroj napět́ı je invertovaný.

3 Využit́ı daľśıch hladin mimo rezonanci se zdrojem — shámata 3, 4 a v́ıce hladin s
nestabilńımi p̌rechodnými stavy.

4 Daľśı: chemické reakce (excimery), tlumeńı vibraćı (dynamické lasery), . . .



Klasické laserové rovnice

• Kvalitativńı popis pouze na základě bilance energíı.

• Předpokládáme existenci pouze jednoho modu nebo uvažujeme efektivńı počet
fotonů.

• Jakékoliv fluktuace nezaj́ımavé. Použijeme aproximaci sťredńıho pole,
elektromagnetické pole je klasické, elektrony také. Plat́ı p̌ri velkých hustotách
poĺı.

• Neuvažujeme žádné efekty koherence, všechno je ve fázi.

• N1,2 . . . Efektivńı obsazeńı hladin v
celé dutině, které interaguj́ı s modem.

• n . . . Počet fotonů v celé dutině.

• B . . . Einsteinův koeficient.

• w21 . . . Čerpáńı.

• w12 . . . Relaxace.



Klasické laserové rovnice

Ṅ2 = +w21N1 − w12N2 + BN1n − BN2n

Ṅ1 = −w21N1 + w12N2 − BN1n + BN2n

• N = N2 + N1 je celkový počet elektronů, Ṅ = 0.

• D = N2 − N1 je inverze, rovnice pro Ṅ1 a Ṅ2 lze nahradit rovnicemi pro Ḋ, Ṅ:

N1 =
N − D

2

N2 =
N + D

2

Ḋ = 2N1w21 − 2N2w12 + 2Bn(N1 − N2) =

= N(w21 − w12)− D (w21 + w12)︸ ︷︷ ︸
1/T

−2BnD

• T . . . relaxačńı doba inverze.

• Označ́ıme D0 řešeńı p̌ri n = 0. Je to maximálńı dosažitelná inverze, názývá se
nesaturovaná inverze:

D0 = N
w21 − w12

w21 + w12



Klasické laserové rovnice

Ḋ = N(w21 − w12)− D(w21 + w12)− 2BnD

D0 = N
w21 − w12

w21 + w12

w21 + w12 =
1

T

N(w21 − w12) = D0(w21 + w12) =
D0

T

• Při p̌reskoku Ṅ2 = . . .− BN2n se vytvǒŕı n = 1 fotonů.

• 1/2γ . . . doba života fotonu.

ṅ = BDn − 2γn

Ḋ =
(
D0 − D

)
1
T
− 2BDn

Klasické laserové rovnice



Stacionárńı řešeńı

Ḋ = 0 ⇒ (D0 − D) = 2TDBn

DS =
D0

1 + 2TBn
. . .

”
saturace“ inverze polem

ṅ = 0 ⇒ n

(
BD0

1 + 2TBn
− 2γ

)
= 0

Dvě možnosti:

• n = 0

• nS = BD0−2γ
4TBγ

Dále dosad́ıme zpět do vztahu pro DS: DS = 2γ/B.



Stacionárńı řešeńı

n = 0

• Nestabilńı řešeńı, p̌ri libovolném n 6= 0
exponenciálńı nár̊ust n.

• Matematicky existuje pouze kv̊uli zanedbáńı
spontánńıch proces̊u.

• Řešeńı neńı fyzikálńı.

BD0 < 2γ

• nS < 0, nefyzikálńı řešeńı.

• Pokud p̌redpokládáme n > 0 jako počátečńı
(fyzikálně správnou) podḿınku, nikdy nelze
n < 0.

• Matematické science–fiction.

BD0 ≥ 2γ

• Správné řešeńı.

• ⇒ prahová podḿınka: D0 ≥ DT = 2γ
B

.



Nestacionárńı řešeńı — relaxačńı oscilace

D = DS + x

n = nS + y

xy = 0

Ḋ = ẋ = (D0 − DS)
1

T
− 2BDSnS︸ ︷︷ ︸

=0

−
(

1

T
+ 2BnS

)
︸ ︷︷ ︸

D0/DST

x − 2BDSy

ṅ = ẏ = BDSnS − 2γnS︸ ︷︷ ︸
=0

+BxnS + BDS − 2γ︸ ︷︷ ︸
=0

y

d

dt

(
x
y

)
=

(
− D0

DST
−2BDS

BnS 0

) (
x
y

)

x = x0 exp[αt], y = y0 exp[αt]

det

(
− D0

DST
−α −2BDS

BnS −α

)
= 0



Nestacionárńı řešeńı — relaxačńı oscilace

det

(
− D0

DST
−α −2BDS

BnS −α

)
= 0 DS =

2γ

B

α2 + α
BD0

2γT
+ 4BγnS = 0

α = −
BD0

4γT
±

1

2

√
B2D2

0

4γ2T 2
− 16BγnS nS =

BD0 − 2γ

4BTγ

α = −
BD0

4γT

[
1±

√
1−

4γ2T

B2D2
0

(BD0 − 2γ)

]

• Pod prahem BD0 < 2γ odmocnina
√

> 1, existuje kladné i záporné řešeńı: z
počátečńı podḿınky n > 0 plyne jako fyzikálńı pouze záporné — aperiodický
pohyb.

• Nad prahem BD0 > 2γ je
√

< 1: aperiodický pohyb pokud
√
∈ R a vždy

α < 0 (tlumeńı), jinak α = Γ + iω → oscilace.



Nestacionárńı řešeńı — relaxačńı oscilace

α = −
BD0

4γT

[
1±

√
1−

4γ2T

B2D2
0

(BD0 − 2γ)

]
Hraničńı p̌ŕıpad mezi oscilacemi a aperiodickou (tlumenou) dynamikou:

4γ2T (BD0 − 2γ) = B2D2
0

D0 =
2γ

B
(γT )

[
1±

√
1−

2

γT

]

• Pro existenci oscilaćı muśı nutně γT > 2: součet rychlosti relaxace a rychlosti
čerpáńı elektronu menš́ı než rychlost relaxace fotonu.

• Vždy existuje interval pro existenci oscilaćı: systém muśı být čerpán dostatečně
nad prahem, ale ne moc.

• Při γT � 1 dostaneme:

D0 ∈
(

2γ

B
;

2γ

B
2γT

)
• Uvažujme BD0 � 2γ a BD0 � γ2T :

ω ≈
1

2

√
BD0

T



Semiklasické laserové rovnice



Interakce elektronu s elmg. polem

• Klasické pole, řešeńı Maxwellových rovnic.

• Jsou zavedené intenzity poĺı, potenciály a fáze.

• Elektrony kvantované.

• Atomárńı systém (lokálńı interakce).

• Odvozeńı z hamiltoniánu pro elektron (e < 0).

H =

(
p − eA

)2

2m
+ V (r) =

p2

2m
+ V (r)−

e

2m
(p · A + A · p) +

e2

2m
A2

Zanedbáme dvoufotonové procesy (A2 ≈ 0), použijeme Coulombickou kalibraci
∇ · A = 0:

p · A + A · p = −i~(∇ · A + A · ∇) = −2i~A · ∇ = 2A · p

H =
p2

2m
+ V (r)−

e

m
A · p = H0 −

e

m
A · p

H0 . . . Neporušený hamiltonián elektronu, interakci budeme uvažovat jako poruchu.



Interakce elektronu s elmg. polem
Monochromatické pole:

E = −
∂

∂t
A

E = Ẽ exp[−iω0t] + c.c.

A = Ã exp[−iω0t] + c.c.

Ẽ = iω0Ã

H = H0 +
ie

mω0

(
p · Ẽ exp[−iω0t]− p · Ẽ∗exp[+iω0t]

)
Přechod k dipólovému momentu, dipólová aproximace 〈f|p · E |i〉 = 〈f|p|i〉 · E(r0):

〈
f
∣∣[H0, r ]

∣∣i〉 =
〈
f
∣∣~ωf r

∣∣i〉− 〈f∣∣r~ωi

∣∣i〉 = ~(ωf − ωi)〈f|r |i〉 =
~
e
ωfidfi

dfi = 〈f|er |i〉 ∈ R〈
f
∣∣[H0, r ]

∣∣i〉 =
〈
f
∣∣[(p2/2m) + V , r

]∣∣i〉 =
〈
f
∣∣p[p, r ]/m

∣∣i〉 = −i
~
m
〈f|p|i〉

Po dosazeńı: 〈
f
∣∣H∣∣i〉 = 〈f|H0|i〉︸ ︷︷ ︸

~ωiδfi

−
ωfi

ω0
dfi ·

(
Ẽ exp[−iω0t] + Ẽ∗exp[+iω0t]

)



Dvouhladinový model

• Dvě elektronové hladiny (kvantové) plus klasické pole, bĺızko rezonanci.

• Zat́ım koherentńı vývoj bez relaxace.

• Pouze jeden elektron.

H = ~ω1c
+
1 c1 + ~ω2c

+
2 c2 −

e

m
A · p

H =

(
~ω1 0

0 ~ω2

)
−
ω21

ω0
d21 ·

(
Ẽ exp[−iω0t] + c.c.

)( 0 1
1 0

)
=

(
~ω1 ξ(t)
ξ(t) ~ω2

)
ξ(t) = −

ω21

ω0
d21 ·

(
Ẽ exp[−iω0t] + c.c.

)
• Poč́ıtáme časový vývoj matice hustoty:

ρ(t) =

(
ρ11 ρ∗21
ρ21 ρ22

)
=

(
ρ11 ρ∗21
ρ21 ρ22

)
ρ12 = ρ∗21

∂ρ

∂t
= −

i

~

[
H, ρ

]
= −

i

~

[(
~ω1 ξ(t)
ξ(t) ~ω2

)(
ρ11 ρ∗21
ρ21 ρ22

)
−
(
ρ11 ρ∗21
ρ21 ρ22

)(
~ω1 ξ(t)
ξ(t) ~ω2

)]



Dvouhladinový model

∂

∂t
ρ11 = −i

ξ(t)

~
(
ρ21 − ρ∗21

)
∂

∂t
ρ22 = −i

ξ(t)

~
(
ρ∗21 − ρ21

)
∂

∂t
ρ21 = −i

ξ(t)

~
(
ρ11 − ρ22

)
− iω21ρ21

Definujeme inverzi d = ρ22 − ρ11, frekvenci dipólu ω21 = ω2 − ω1, polarizaci p = ρ21 a
interakčńı člen µ = (d21 · Ẽ) ∈ C:

ṗ = −iω21p − id
ω21

~ω0

(
µ exp[−iω0t] + c.c.

)
ḋ = 4

ω21

~ω0

(
µ exp[−iω0t] + c.c.

)
Imp

• Snadno vid́ıme p ∝ exp[−iω21t] a ω0 ≈ ω21.
• Provedeme aproximaci rotuj́ıćı vlny (Rotating Wave Approximation): p̌ŕıspěvek
µ∗exp[+iω0t] k polarizaci osciluje vzhledem k p na frekvenci ω0 + ω21.
• Během jedné periody na frekvenci ω21 tak proběhne mnoho oscilaćı na součtové

frekvenci a p̌ŕıspěvek se vypr̊uměruje do 0.
• V některých aplikaćıch ale tento p̌ŕıspěvek neopomenutelný, v poruchové teorii jej

zanedbat můžeme.
• Podobně v rovnici pro inverzi zanedbáme v členu ξ(t)ρ21 p̌ŕıspěvek
∝ µ exp[−iω0t] a v členu ξ(t)ρ∗21 část ∝ µ∗exp[+iω0t].



Dvouhladinový model

~µ̃ = µ
ω21

ω0
→ 1

ṗ = −iω21p − idµ̃ exp[−iω0t]

ḋ = 4 Im
{
µ̃∗p exp[+iω0t]

}
Zavedeńı ad hoc relaxačńıch dob a čerpáńı: doba života horńı hladiny T1 = 2γ−1

‖ ,

doba rozfázováńı T2 = γ−1
⊥ :

ṗ = (−iω21 − γ⊥)p − idµ̃ exp[−iω0t]

ḋ = 4 Im
{
µ̃∗p exp[+iω0t]

}
− γ‖(d+1)

Blochovy rovnice

• Převedeńı do pomalu rotuj́ıćıho rámce.

• Uvažujeme p → p exp[−iωAt], definujeme δ = ω0 − ω21:

ṗ = −idµ̃ exp[−iδt]− γ⊥p
ḋ = +4 Im

{
µ̃∗p exp[+iδt]

}
− γ‖(d+1)



Řešeńı Blochových rovnic

Počátečńı podḿınka d = −1, p = 0, konstantńı parametr µ̃ = 1:

δ γ‖ γ⊥
0 0 0
3 0 0
0 .8 .2
0 .8 .4
3 .8 .2
3 .8 .4

γ⊥ = γ‖/4 + γ∗⊥



Řešeńı Blochových rovnic
V rezonanci, bez tlumeńı: δ = 0, γ⊥ = γ‖ = 0.

ṗ = −idµ̃

d̈ = 4 Im µ̃∗ṗ = 4 Im (−i)|µ̃|2d = −4|µ̃|2d

d = − cos ΩRt

p =
iµ̃

ΩR
sin ΩRt

ΩR = 2|µ̃| . . . Rabiho frekvence

• Rabiho oscilace na Rabiho frekvenci.

• Oscilace nezávisle na fázi pole: pouze polarizace sleduje fázi, inverze je vždy
stejná.

• Lze dosáhnout inverze interakćı s koherentńım pulsem: ΩRt = π = 2|µ̃|t, tedy

t =
π

2|µ̃|

je délka tzv. π-pulsu.

• Kv̊uli relaxačńım proces̊um muśı být t kraťśı než doba relaxace ⇒ inverzi lze
vybudit pouze velmi krátkým, ale intenzivńım pulsem (t ∝ 1/|µ̃|).



Řešeńı Blochových rovnic

Mimo rezonanci, bez tlumeńı: δ 6= 0, γ⊥ = γ‖ = 0.

d = A + B cos Ωt, A,B ∈ R BÚNO

ḋ = −BΩ sin Ωt

ṗ = −iµ̃ exp[−iδt](A + B cos Ωt) = −iAµ̃ exp[−iδt]−
iBµ̃

2

(
exp[i(Ω− δ)t]+ exp[−i(Ω + δ)t]

)
p =

Aµ̃

δ
exp[−iδt]−

Bµ̃

2(Ω− δ)
exp[i(Ω− δ)t] +

Bµ̃

2(Ω + δ)
exp[−i(Ω + δ)t] + C

ḋ = 4 Im
(
µ̃∗p exp[iδt]

)
=

= 4|µ̃|2 Im

{
A

δ
−

B

2(Ω− δ)
exp[iΩt] +

B

2(Ω + δ)
exp[−iΩt] +

C

µ̃
exp[iδt]

}
=

= −2|µ̃|2B
(

1

Ω− δ
+

1

Ω + δ

)
sin Ωt + 4

(
Re
{
µ̃C
}

sin δt + Im
{
µ̃C
}

cos δt
)

=

= −BΩ sin Ωt ⇒ C = 0

− B Ω sin Ωt = −4|µ̃|2
BΩ

Ω2 − δ2
sin Ωt

Ω2 = 4|µ̃|2 + δ2 = Ω2
R + δ2



Řešeńı Blochových rovnic
Mimo rezonanci, bez tlumeńı: δ 6= 0, γ⊥ = γ‖ = 0.

d = A + B cos Ωt, A,B ∈ R BÚNO

Ω2 = Ω2
R + δ2

t = 0

d = −1 = A + B ⇒ A = −B − 1

p = 0 =
Aµ̃

δ
−

Bµ̃

2(Ω− δ)
+

Bµ̃

2(Ω + δ)

/
·

2δ

µ̃

0 =
1

Ω2 − δ2

[
2(B + 1) (Ω2 − δ2)︸ ︷︷ ︸

Ω2
R

+2δ2
]

B = −
Ω2

R

Ω2
= −

Ω2
R

Ω2
R + δ2

A = −
δ2

Ω2
= −

δ2

Ω2
R + δ2

• Amplituda oscilaćı inverze: lorentzovský tvar vzhledem k δ.

• Při δ 6= 0 nelze dosáhnout inverze.



Řešeńı Blochových rovnic
Stacionárńı řešeńı

p = pS exp[−iδt]

d = dS

ṗ = −iδpS exp[−iδt] = −idSµ̃ exp[−iδt]− γ⊥pS exp[−iδt]

ḋ = 0 = 4 Im
{
µ̃∗pS exp[i(δ − δ)t]

}
− γ‖(dS + 1)

pS = −
iµ̃

γ⊥ − iδ
dS

dS = −
γ‖
(
γ2
⊥ + δ2

)
4γ⊥|µ̃|2 + γ‖

(
γ2
⊥ + δ2

)

γ‖ = γ
γ⊥ = γ/4

}
→

Nikdy nelze dosáhnout inverze
d > 0 ve stacionárńım režimu,
kladná inverze p̌rechodový jev
nebo muśı být zapojeno v́ıce
hladin.



Řešeńı Blochových rovnic
Převod do 3D soǔradného systému:

q1 = 2 Re p

q2 = 2 Im p

q3 = d

µ̃ ∈ R BÚNO

q̇1 = −2 Re ṗ = 2 Re {iq3µ̃(cos δt − i sin δt)} − γ⊥q1 = −2µ̃q3 sin δt − γ⊥q1

q̇2 = −2 Im ṗ = 2 Im {iq3µ̃(cos δt − i sin δt)} − γ⊥q2 = −2µ̃q3 cos δt − γ⊥q2

q̇3 = 4µ̃ Im
{(q1

2
+ i

q2

2

)(
cos δt + i sin δt

)}
− γ‖(q3 + 1) =

2µ̃(q1 sin δt + q2 cos δt)− γ‖(q3 + 1)

Položme R = (q1, q2, q3)T :

Ṙ = Ω× R − ΓR + S
Ω = 2µ̃

(
cos δt,− sin δt, 0

)T
Γ =

 γ⊥ 0 0
0 γ⊥ 0
0 0 γ‖


S = (0, 0,−γ‖)T



Řešeńı Blochových rovnic

• Blochův vektor ukazuje stav polarizace a
inverze včetně fáze.

• Relaxace polarizace a inverze: pohyb
směrem k bodu (0, 0,−1) po p̌ŕımce,
zkracováńı pr̊umětu do roviny q1q2.

• Interakce s polem: rotace kolem vektoru
Ω.

• Rychlost rotace úměrná velikosti Ω.

• Vektor Ω se otáč́ı v horizontálńı rovině s
frekvenćı δ.

• Úhel opsaný vektorem R určuje délku
pulsu, viz π puls ďŕıve.



Dynamika dvouhladinového systému

Nehomogenně rozš́ı̌rený systém

• Nap̌ŕıklad atomy plynu v kyvetě (dopplerovské rozš́ı̌reńı), nanostruktury
(fluktuace rozměr̊u).

• Každý dvouhladinový systém svoji energii dipólového p̌rechodu ~ω21(`), tedy i své
δ`.

• Pro zjednodušeńı uvažujeme µ̃ = µ̃` nezávislé na systému.

• Pro každý z individuálńıch systémů plat́ı Blochovy rovnice.

• Součet polarizaćı pak dává odezvu systému — (komplexńı) makroskopickou
polarizaci

P̃(t) = d12

∑
`

p`(t) = d12 exp[−iω0t]

∫
N(δ)p(δ) exp[iδt] dδ

• Pro jednoduchost budeme uvažovat gaussovskou distribučńı funkci centrovanou
kolem ω0:

N(δ) = N0
1

σ
√
π

exp

[
−
δ2

σ2

]



Dynamika dvouhladinového systému
Tlumeńı volné indukce

• Po excitaci velmi krátkým (τδ � 1) π/2 pulsem je inverze d = 0, polarizace
maximálńı. p = +i/2.

• Homogenńı systém: makroskopická polarizace osciluje

P̃ =
iN0d12

2
exp[−iω21t]

• Nehomogenńı systém: fáze jednotlivých p̌ŕıspěvk̊u se v součtu mikroskopických
polarizaćı rozcházej́ı a postupně pr̊uměruj́ı.

P̃(t) = d12 exp[−iω0t]

∫
N(δ)p(0) exp[iδt] dδ =

= d12 exp[−iω0t]

∫
N0

σ
√
π

exp

[
−
δ2

σ2

]
i

2
exp[iδt] dδ =

=
iN0d12

2σ
√
π

exp[−iω0t]

∫
cos(δt) exp

[
−δ2/σ2

]
dδ =

= i
N0d12

2
exp[−σ2t2/4]

• Volná indukce (makroskopická polarizace) je tlumena i v plně koherentńım
systému.

• Rychlost tlumeńı p̌ri P(0)/P(1/Γ) = e je Γ = σ/2 ∝ σ.



Dynamika dvouhladinového systému

Fotonové echo

• Použijeme jiný rotuj́ıćı rámec pro vektor R: q1 = 2 Re
{
p exp[iδt]

}
a

q2 = 2 Im
{
p exp[iδt]

}
:

Ω =
(
2µ̃, 0,−δ

)
• Složka odpov́ıdaj́ıćı elektromagnetickému poli nerotuje, je ve směru +q1.

• Bez elektromagnetického pole vektor rotuje kolem osy q3.

• V tomto rámci je fáze q1 + iq2 sp̌ražená s elektromagnetickým polem.

• Makroskopická polarizace je potom úměrná prostému součtu složek vektor̊u R:

P̃ =
d12

2
exp[−iω0t]

∑
`

[
R1(`) + iR2(`)

]
N`

• Na Blochově sfé̌re lze znázornit v́ıce systémů najednou.

• Sekvence puls̊u: π/2 — tlumeńı volné indukce po dobu τ — π.

• Prvńı puls p̌rekloṕı polohový vektor do roviny q1q2, druhý jej p̌rekloṕı o 180◦

opět do roviny q1q2.

• Druhý puls p̌rekláṕı o 180◦ nezávisle na δ (je to prostá rotace kolem osy q1).



Dynamika dvouhladinového systému

Fotonové echo



Dynamika dvouhladinového systému
Fotonové echo analyticky Po iniciačńım π/2 pulsu (µ̃� δ, γ⊥, γ‖ ≈ 0):

q1(t1) = 0

q2(t1) = 1

q3(t1) = 0

Vývoj mezi pulsy:

q̇1 = +δq2 − γ⊥q1

q̇2 = −δq1 − γ⊥q2

q̇3 = 0

q1(t) = sin
[
δ(t − t1)

]
exp

[
−γ⊥(t − t1)

]
q2(t) = cos

[
δ(t − t1)

]
exp

[
−γ⊥(t − t1)

]
q3(t) = 0

Akce druhého pulsu v čase :

q̇1 = 0

q̇2 = −2µ̃q3

q̇3 = +2µ̃q2

q1(t) = sin
[
δ(t − t1)

]
exp

[
−γ⊥(t − t1)

]
q2(t) = cos

[
δ(t − t1)

]
exp

[
−γ⊥(t − t1)

]
cos
[
2µ̃(t − t2)

]
q3(t) = cos

[
δ(t − t1)

]
exp

[
−γ⊥(t − t1)

]
sin
[
2µ̃(t − t2)

]



Dynamika dvouhladinového systému

q1(t2) = + sin
[
δ(t2 − t1)

]
exp

[
−γ⊥(t2 − t1)

]
q2(t2) = − cos

[
δ(t2 − t1)

]
exp

[
−γ⊥(t2 − t1)

]
q3(t2) = 0

Daľśı vývoj:

q̇1 = +δq2 − γ⊥q1

q̇2 = −δq1 − γ⊥q2

q̇3 = 0

q1(t) =
{
q1(t2) cos

[
δ(t−t2)

]
+ q2(t2) sin

[
δ(t−t2)

]}
exp

[
−γ⊥(t − t2)

]
=

=
{

sin
[
δ(t2−t1)

]
cos
[
δ(t−t2)

]
− cos

[
δ(t2−t1)

]
sin
[
δ(t−t2)

]}
exp

[
−γ⊥(t−t1)

]
=

= − sin
[
δ(t + t1 − 2t2)

]
exp

[
−γ⊥(t − t1)

]
q2(t) =

{
− q1(t2) sin

[
δ(t−t2)

]
+ q2(t2) cos

[
δ(t−t2)

]}
exp

[
−γ⊥(t − t2)

]
=

=
{
− sin

[
δ(t2−t1)

]
sin
[
δ(t−t2)

]
− cos

[
δ(t2−t1)

]
cos
[
δ(t−t2)

]}
exp

[
−γ⊥(t−t1)

]
=

= − cos
[
δ(t + t1 − 2t2)

]
exp

[
−γ⊥(t − t1)

]
q3(t) = 0



Dynamika dvouhladinového systému

P̃(t) exp
[
iω0t

]
= −

∫
N0d12

σ
√
π

{
sin
[
δ(t + t1 − 2t2)

]
+ i cos

[
δ(t + t1 − 2t2)

]}
·

· exp

[
−
δ2

σ2

]
exp

[
−γ⊥(t−t1)

]
dδ =

= −iN0d12 exp
[
−σ2((t − t2)− τ)2/4

]
exp

[
−γ⊥(t−t1)

]
• V čase τ = t2 − t1 po druhém pulsu se částečně zrekonstruuje polarizace ve tvaru

odpov́ıdaj́ıćım tlumeńı volné indukce.
• Plocha druhotné emise

∫
|P|2 klesá ∝ exp[−2γ⊥t], a tedy ∝ exp[−4γ⊥τ ] nebot’

maximum je v čase tMAX + t1 − 2t2 = 0 ⇒ tMAX = t1 + 2τ .
• Př́ımé mě̌reńı rychlosti rozfázováńı excitaćı a sondováńım (obvykle γ⊥ � γ‖).



Maxwellovy–Blochovy rovnice

∇ ·D = 0 ∇× E = − ∂B
∂t

D = εE + P

∇ · B = 0 ∇×H = j+ ∂D
∂t

B = µ0H

c−2 = µ0ε0 j = σE

∇×∇× E = −4 E = −µ0∂t j − µ0∂
2
t D = −µ0σĖ − µ0P̈ − µ0εË

4E − µ0σĖ − n2

c2 Ë = µ0P̈

P(t) = d12 exp[−iω0t]
∫
N(δ)p(δ) exp[iδt] dδ + c.c.

ṗ = − id
~
(
d21·E

)
exp[iω0t] exp[−iδt]− γ⊥p

ḋ = 4
~ Im

{(
d21·E∗

)
p exp[−iω0t] exp[+iδt]

}
− γ‖(d+1)

δ = ω0 − ω21

Maxwellovy–Blochovy rovnice

• Interakce pole s elektronem ovlivňuje elektromagnetické pole.

• Zvláště významné p̌ri malém počtu fotonů srovnatelném s počtem elektronů.

• Započ́ıtaná i dynamika vyzǎrováńı fotonů.

• Sekundárně vyzá̌rené fotony mohou být opět absorbovány — oscilace.



Semiklasické rovnice

Odvozeńı semiklasických laserových rovnic

• Klasické elektromagnetické pole, budeme použ́ıvat komplexńı amplitudy:

E = Ẽ(t) exp[−iωt] + c.c.

P = P̃(t) exp[−iωt] + c.c.

(POZOR! Ẽ(t) je pomalu se měńıćı obálka, kdežto Ẽ byla v dvouhladinovém
modelu v čase konstantńı amplituda.)

• Pole neńı monochromatické, proto frekvence ω může být libovolně zvolená, chyb́ı
j́ı tedy index

”
0“.

• Atomy budeme indexovat s pomoćı indexu µ, pro každý označ́ıme ωµ = ω21.

• Polarizace atomů pµ bude v pomalu rotuj́ıćım rámci na frekvenci ωµ.

• Zavedeme rozd́ılovou frekvenci δµ = ω − ωµ.



Semiklasické rovnice

Mody elektromagnetického pole

Ë +
c2

n2
µ0σĖ −

c2

n2
4E = −

c2

n2
µ0P̈

µ0
c2

n2
=

1

ε

Ë +
σ

ε
Ė −

1

µ0ε
4E = −

1

ε
P̈

Vlastńı mody (tj. řešeńı Maxwellových rovnic se započ́ıtáńım okrajových podḿınek)
maj́ı definované frekvence ωλ, jejich normované amplitudy uλ splňuj́ı (aproximace):[

4+µ0ελω
2
λ

]
uλ(x) = 0 uλ ∈ R

Separace proměnných:

E(x , t) =
∑
λ

eλEλ(t)uλ(x)

λ je multiindex zahrnuj́ıćı polarizaci, p̌ŕıčné i podélné mody a vektor eλ je jednotkový
polarizačńı vektor modu λ. Rozměr amplitudy Eλ neńı V/m jako u intenzity
elektrického pole, ale kv̊uli normováńı V

√
m.



Semiklasické rovnice
Dosad́ıme do vlnové rovnice za E , označ́ıme γcλ = σλ/ελ a dosad́ıme za 4uλ:

Ë +
σ

ε
Ė −

1

µ0ε
4E = −

1

ε
P̈

∑
λ′

eλ′uλ′

[
Ëλ′ + γcλ′ Ėλ′ + ω2

λ′Eλ′

]
= −

1

ε
P̈

/∫
eλuλ(x) dx

Ëλ(t) + γcλĖλ(t) + ω2
λEλ(t) = −

∫
uλ(x)

ε

(
eλ · P̈(x , t)

)
dx

Prostorová rozložeńı hustoty atomu s indexem µ:

ρ(x) = δ
(
x − xµ

)
Makroskopická polarizace:

P(x , t) =
∑
µ

dµ12pµ(t)δ
(
x − xµ

)
exp

[
−iωµt

]
+ c.c.

Dosazeńım do pravé strany vlnové rovnice:

−
∫

uλ(x)

ε

(
eλ · P̈(x , t)

)
dx = −

∑
µ

gµλ

ε

{
pµ(t) exp

[
−iωµt

]
+ c.c.

}̈

gµλ =

∫
uλ(x)δ

(
x − xµ

)(
eλ · dµ12

)
dx = uλ

(
xµ
)(

eλ · dµ12

)



Semiklasické rovnice

• T́ımto postupem jsme se zbavili prostorových závislost́ı a p̌revedli jsme
diferenciálńı rovnici 2. řádu (Laplace̊uv operátor) na soustavu rovnic se sumou.

• Index λ nutně muśı obsahovat i paritu v otev̌reném systému, tj. zda je řešeńı
symetrické (cos) nebo antisymetrické (sin).

• V uzav̌reném systému se vybere parita podle symetrie okrajových podḿınek,
mody jsou tak degenerované pouze v polarizaci.

• Postup je aproximativńı: definice vlastńıch modů je správně pouze se zahrnut́ım
okrajových podḿınek daných geometríı pasivńıch prvk̊u (zrcadel apod.).

• Každý atom (zdroj) ale definuje novou okrajovou podḿınku a narušuje tak
symetrii, pro kterou jsou definované vlastńı mody.

• Nap̌ŕıklad zdroj v bodě x = 0 v 1D problému generuje pole ∝ cos(ωt − k|x |), což
neńı superpozice vlastńıch modů cos(ωt ± kx) a sin(ωt ± kx).

• V laserové dutině, která je témě̌r uzav̌rená (malá propustnost zrcadel) je p̌ribĺıžeńı
vlastńıch modů v pǒrádku, pokud se zaj́ımáme o charakteristiky výstupńıho zá̌reńı.

• Pro výpočet rozložeńı pole uvniťr dutiny by bylo nutné uvážit plnou symetrii,
prostorové derivace neńı možné se zbavit úplně.

• Okrajové podḿınky jsou definované jakoby dutina byla uzav̌rená, tj. odrazivost
zrcadel 100%.

• Vyzǎrováńı laseru resp. pr̊unik vněǰśıch poĺı skrz výstupńı zrcadlo bereme jako
ztráty pole resp. ř́ızeńı zdrojovým členem, chybu plynoućı z narušeńı symetrie
p̌ŕıtomnost́ı výstupńıho zrcadla zanedbáváme stejně jako v p̌ŕıpadě atomů.



Semiklasické rovnice
• Uvažujeme dµ12, eλ ∈ C — kruhově–polarizačńı pasivńı prvky v dutině, magnetické

pole, . . .
• Dosad́ıme pomalu se měńıćı komplexńı obálky:(

−ω2Ẽλ−2iω
˙̃Eλ +

¨̃Eλ
)

e−iωt +
(
−ω2Ẽ∗λ+2iω

˙̃E∗λ +
¨̃E∗λ
)

e+iωt +

+
(
−iωγcλẼλ + γcλ

˙̃Eλ
)

e−iωt +
(

+iωγcλẼ∗λ + γcλ
˙̃E∗λ
)

e+iωt +

+ω2
λẼλe−iωt + ω2

λẼ
∗
λe+iωt =

= −
1

ε

∑
µ

g̃∗µλ

(
−ω2

µpµ−2iωµṗµ + p̈µ

)
e−iωµt −

−
1

ε

∑
µ

g̃µλ

(
−ω2

µp
∗
µ+2iωµṗ

∗
µ + p̈∗µ

)
e+iωµt

g̃µλ = uλ
(
xµ
)(

eλ · d
µ
21

)
• Pomalu měńıćı se obálka splňuje

∣∣ ˙̃Eλ
∣∣� ωλ

∣∣Ẽλ∣∣.
• Můžeme separovat kladnou a zápornou frekvenci, rovnice pro ně jsou komplexně

sdružené.
• Prvńı derivace v prvńım členu neńı možné se zbavit, nebot’ muśıme vźıt do úvahy

i posledńı člen p̌red závorkou:∣∣∣(ω2
λ − ω

2
)
Ẽλ
∣∣∣� ω2

λ

∣∣Ẽλ∣∣� ω
∣∣ ˙̃Eλ
∣∣



Semiklasické rovnice
• Aplikujeme aproximaci pomalu se měńıćı obálky (Slowly Varying Envelope

Approximation): zanedbáńı relevantńıch vyš̌śıch derivaćı.

• Aplikujeme aproximaci rotuj́ıćı vlny (Rotating Wave Approximation): uváž́ıme
ω ≈ ωλ ≈ ωµ a do kladné frekvence pole započ́ıtáme pouze p̌ŕıspěvek kladné
frekvence polarizace.[

−ω2Ẽλ − 2iω
˙̃Eλ − iωγcλẼλ + ω2

λẼλ
]
e−iωt =

ω2
µ

ε

∑
µ

g̃∗µλpµe−iωµt

• Rovnici vyděĺıme 2iω a ωλ/ω = ωµ/ω = 1.

• ω2
λ − ω

2 ≈ 2ω(ωλ − ω):

˙̃Eλ =
[
i
(
ω − ωλ

)
− γcλ

2

]
Ẽλ + iω

2ε
g̃∗µλpµeiδµt

ṗµ = − i
~ g̃µλẼλdµe−iδµt − γ⊥pµ

ḋµ = 4
~ Im

{
g̃∗µλẼ

∗
λpµeiδµt

}
−
(
dµ − dµ0

)
/T

Semiklasické laserové rovnice

• dµ0 6= −1: tento člen zohledňuje termálńı rozděleńı a čerpáńı, je to nesaturovaná
inverze jako v klasických rovnićıch.

• Relaxačńı dobu γ‖ nahrad́ıme relaxačńı dobou inverze 1/T = γ‖ + w21 (w21 je
rychlost čerpáńı).



Odvozeńı klasických rovnic

Odvozeńı klasických laserových rovnic

• Uvažujme jeden mod, jeden typ atomů, oscilace na frekvenci fotonového modu:
ω = ωλ.

• Pole i atomy v rotuj́ıćım rámci s frekvenćı ω.

˙̃E = −
γc

2
Ẽ +

iωN0

2ε
g̃∗p

ṗ = −
i

~
g̃ Ẽd − γ⊥p + iδp

ḋ =
4

~
Im
{
g̃∗Ẽ∗p

}
−
(
d − d0

)
/T

• Polarizace kvazistatická: sleduje pole, nemá pamět’ (je silně tlumená):

ṗ = 0 → p(t) = −
ig̃ Ẽ(t)d(t)

~
(
γ⊥ − iδ

)



Odvozeńı klasických rovnic

Dosad́ıme do rovnice pro inverzi a intenzitu:

ḋ +
(
d − d0

)
/T =

4
∣∣g̃ ∣∣2∣∣Ẽ∣∣2d

~2
Im

−i

γ⊥ − iδ
= −

4
∣∣g̃ ∣∣2
~2

γ⊥
γ2
⊥ + δ2

∣∣Ẽ∣∣2d
∂t
∣∣Ẽ∣∣2 = Ẽ ˙̃E∗ +

˙̃EẼ∗ = −
γc

2

(
Ẽ Ẽ∗ + Ẽ∗Ẽ

)
+

iωN0

2ε

(
g̃∗pẼ∗ − g̃p∗Ẽ

)
=

= −γc

∣∣Ẽ∣∣2 +
ωN0

2ε

∣∣g̃ ∣∣2∣∣Ẽ∣∣2
~

d

(
1

γ⊥ − iδ
+

1

γ⊥ + iδ

)
=

= −γc

∣∣Ẽ∣∣2 +
ωN0

ε

∣∣g̃ ∣∣2
~

γ⊥
γ2
⊥ + δ2

∣∣Ẽ∣∣2d
Struktura podobná klasickým rovnićım:

Ḋ =
(
D0 − D

) 1

T
− 2BDn

ṅ = BDn − 2γn



Odvozeńı klasických rovnic
Počet fotonů — hustota toku energie:

〈S〉 = 〈|E ×H|〉 =
n0cε0

2

∣∣E ∣∣2 = 2n0cε0

∣∣Ẽ∣∣2
≈1/L3︷ ︸︸ ︷∣∣uλ∣∣2 =

=
n

L3︸︷︷︸
hustota fotonů

tok energie︷ ︸︸ ︷
~ωc
n0

⇒ n =
2ε

~ω
∣∣Ẽ∣∣2

Po dosazeńı a definici:

2γ = γc

B =
ω
∣∣g̃ ∣∣2
~ε

γ⊥
γ2
⊥ + δ2

D = N0d

Ḋ −
(
D0 − D

)
T

= −2BDn

ṅ = −2γn + BDn

q.e.d.



Odvozeńı frekvence oscilaćı

Výpočet frekvence oscilaćı p̌ri ωλ 6= ωµ

• Jeden mod, jeden druh atomů.

• Optický mod a atomy nejsou v rezonanci, otázkou je, na jaké energii laser osciluje.

• Silně nelineárńı systém, oscilace mohou být na frekvenci odlǐsné od ωλ a ωµ.

• Laserové rovnice pro homogenńı systém a jeden mod, podobně jako u odvozeńı
klasických rovnic, ale ω 6= ωλ, vše osciluje na frekvenci ω:

˙̃E =

[
i
(
ω−ωλ

)
−
γc

2

]
Ẽ +

iωN0

2ε
g̃∗p

ṗ = −
i

~
g̃ Ẽd − γ⊥p + iδp

ḋ =
4

~
Im
{
g̃∗Ẽ∗p

}
−
(
d − d0

)
/T

• Stacionárńı řešeńı:
˙̃E = ṗ = ḋ = 0.

• Rovnice pro |Ẽ|2 stejně jako u odvozeńı klasických rovnic:



Odvozeńı frekvence oscilaćı

d

dt

∣∣Ẽ∣∣2 = 0 = −γc

∣∣Ẽ∣∣2 +
ωN0

ε

∣∣g̃ ∣∣2
~

γ⊥
γ2
⊥ + δ2

∣∣Ẽ∣∣2d ⇒ d =
γcε~

(
γ2
⊥ + δ2

)∣∣g̃ ∣∣2ωN0γ⊥

ṗ = 0 ⇒ p = −
ig̃ Ẽ(t)d(t)

~
(
γ⊥ − iδ

)
˙̃E = 0 =

[
i
(
ω−ωλ

)
−
γc

2

]
Ẽ +

iωN0

2ε
g̃∗(−i)

g̃ Ẽ
~
(
γ⊥ − iδ

) γcε~
(
γ2
⊥ + δ2

)∣∣g̃ ∣∣2ωN0γ⊥

⇓

γc − 2i
(
ω − ωλ

)
=
γc
(
γ⊥ + iδ

)
γ⊥

(
δ = ω − ωµ

)

ω̄ =
γcωµ + 2γ⊥ωλ
γc + 2γ⊥

• Ve stacionárńım režimu, kdy je inverze saturovaná a pole je s ńı v rovnováze, je
frekvence daná váženým pr̊uměrem, váhy jsou dány ztrátami.

• Mimo rovnováhu může laser oscilovat i na jiné frekvenci, jedná se o p̌rechodový
jev.



Poruchová řada

Řešeńı rovnic poruchovou řadou

• Chceme řešit laserové rovnice, ty jsou ale nelineárńı, provedeme proto nějakým
způsobem linearizaci.

• Budeme p̌redpokládat g̃µλ ≤ γj , potom můžeme použ́ıt poruchový výpočet (do
libovolného řádu).

Ẽ = Ẽ(0) + Ẽ(1) + Ẽ(2) + . . .

p = p(0) + p(1) + p(2) + . . .

d = d (0) + d (1) + d (2) + . . .

• Symbolicky zaṕı̌seme laserové rovnice, vynecháme zat́ım indexy λ a µ.

• Symbol ξ je parametr śıly vazby mezi členy v rovnićıch.

˙̃E = ΘE Ẽ + ξΣEp

ṗ = Θpp + ξΣp Ẽd

ḋ = Θd (d − d0) + ξ Im ΣdpẼ∗



Poruchová řada

• Po dosazeńı pro amplitudu elektrického pole:

˙̃E(0) +
˙̃E(1) +

˙̃E(2) + . . . = ΘE Ẽ(0) + ΘE Ẽ(1) + ΘE Ẽ(2) + . . .

+ ξΣEp
(0) + ξΣEp

(1) + ξΣEp
(2) + . . .

• Srovnáváme vždy členy stejné velikosti v mocnině ξ.

• Počátečńı podḿınka Ẽ(t = 0) = Ẽ(0)(t = 0), a tedy Ẽ(j)(t = 0) = 0 pro j > 0.

• Podobně pro p(j) a d (j).

˙̃E(j) = ΘE Ẽ(j) + ξΣEp
(j−1)

ṗ(j) = Θpp
(j) + ξΣp

∑
`

[
Ẽ(`)d (j−`−1)

]
ḋ (j) = Θd

[
d (j) − d0δj,0

]
+ ξ

∑
`

Im Σd Ẽ∗(`)p(j−`−1)



Poruchová řada
Stabilita pole — kvazistacionárńı řešeńı poruchovou řadou
• Vypoč́ıtáme poruchovou řadou, jak optické pole ovlivňuje samo sebe skrze

načerpané aktivńı prosťred́ı.
• Pro zjednodušeńı budeme v rezonanci ω = ωλ = ωµ.
• Počátečńı podḿınka je nesaturovaná inverze d (0)(0) = d0 a p(0)(0) = 0.
• Koeficient malosti g̃ malý, ale zdrojový člen pro pole ωN0/2ε naopak velký,

poruchový počet pro pole nelze aplikovat.
• Dynamika pole pomalá oproti atomům:
• Rychlost světla c = 300 µm/ps, s uvážeńım indexu lomu a délky rezonátoru
≈ 1m je doba oběhu řádově deśıtky ns, což je horńı odhad pro 1/γc.
• Běžné relaxačńı doby γ⊥ ≈ 0.1− 10 ps, T ≈ 1 ns.
• Použijeme kvazistacionárńı řešeńı, polarizace i inverze rychle reaguj́ı na změny

pole.

˙̃E = −
γc

2
Ẽ +

iωN0

2ε
g̃∗
(
p(1) + p(3) + . . .

)
ṗ(1) = −γ⊥p(1) −

i

~
g̃ Ẽd (0)

ṗ(3) = −γ⊥p(3) −
i

~
g̃ Ẽd (0) −

i

~
g̃ Ẽd (2)

ḋ (0) = 0

ḋ (2) = −d (2)/T +
4

~
Im g̃∗Ẽ∗p(1)



Poruchová řada

• Budeme p̌redpokládat, že poruchová řada konverguje.

• Provedeme výpočet až do 3. řádu v amplitudě elektrického pole.

• Výpočet lze vždy zp̌resnit p̌ridáńım vyš̌śıch členů.

d (0) = d0

ṗ(1) = 0

p(1) = −
ig̃

~γ⊥
Ẽd0

d (2) = −
4Td0

∣∣g̃ ∣∣2∣∣Ẽ∣∣2
~2γ⊥

p(3) =
4iTd0

∣∣g̃ ∣∣2g̃ ∣∣Ẽ∣∣2Ẽ
~3γ2
⊥



Poruchová řada

˙̃E = −
γc

2
Ẽ +

ωN0

∣∣g̃ ∣∣2d0

2~εγ⊥
Ẽ −

2ωN0T
∣∣g̃ ∣∣4d0

~3εγ2
⊥

∣∣Ẽ∣∣2Ẽ =

= −γẼ +
1

2
BD0Ẽ − 2BD0

∣∣g̃ ∣∣2T
~2γ⊥

∣∣Ẽ∣∣2Ẽ
• Prvńı dva členy: klasické laserové rovnice.

• Posledńı člen: vliv nelinearity, self–modulace pole.

• Mechanický model z 2. Newtonova zákona:

mẍ + σẋ = F (x)

• Okamžitá reakce na śılu: m = 0, pohyb neńı zpomalován setrvačnou hmotnost́ı,
ale ťreńım.

• Pohyb v potenciálu:
F (x) = −V ′(x)

• Amplituda pole se tedy pohybuje v pseudopotenciálu:

W
(
Ẽ
)

= −
BD0 − 2γ

4

∣∣Ẽ∣∣2 +
BD0

∣∣g̃ ∣∣2T
2~2γ⊥

∣∣Ẽ∣∣4



Poruchová řada

• Pod prahem BD0 < 2γ: parabola, pole
smě̌ruje asymptoticky do počátku.

• Exponenciálńı pokles amplitudy,
rovnovážná poloha bez fotonů.

• Nad prahem BD0 > 2γ: postranńı
minima, která se s rostoućı
nesaturovanou inverźı vzdaluj́ı.

• Stacionárńı stav: amplituda lež́ı v
minimu, s rostoućım čerpáńım roste
amplituda pole (vzdálenost od
počátku).

• Stav Ẽ = 0 je stacionárńı, ale
nestabilńı, po prvotńım impulsu
(spontánně vyzá̌rený foton) spěje
systém do stabilńı polohy.



Numerické výsledky

Jedno- a v́ıcemodový režim, jeden a v́ıce druhů atomů.



Numerické výsledky

”
Vyž́ıráńı inverze“ ḿırně preferovaným modem.



Numerické výsledky

Chaotické chováńı.



Vlnové směšováńı

Vlnové směšováńı, nerezonantńı frekvence

• Uvažujme homogenńı systém s jedńım druhem atomů, ale se dvěma mody
elektromagnetického pole λ = 1, 2.

• Neporušené frekvence fotonového modu ω1,2, skutečné Ω1,2 a ∆1,2 = Ω1,2 − ωµ.

• Pokud jeden z modů prázdný, frekvence druhého modu se ř́ıd́ı rovnićı odvozenou
ďŕıve (je nezávislá na prázdném modu).

• Oba mody obsazené fotony — saturovaná inverze se lǐśı od jednomodového
p̌ŕıpadu (nelineárńı vazba mezi mody) a interakce modů způsob́ı oscilace na
frekvenćıch posunutých od jednomodových řešeńı.

• 1. a daľśı řády teorie poruch:

p(1) ∝ Ẽ1 exp
[
i∆1t

]
+ Ẽ2 exp

[
i∆2t

]
d (2) ∝

∣∣Ẽ1

∣∣2 +
∣∣Ẽ2

∣∣2 +
{
Ẽ1Ẽ∗2 exp

[
i
(
Ω2 − Ω1

)
t
]

+ c.c.
}

p(3) ∝
(
Ẽ1 exp

[
− i∆1t

]
+ Ẽ2 exp

[
− i∆2t

])2(
Ẽ∗1 exp

[
i∆1t

]
+ Ẽ∗2 exp

[
i∆2t

])
• V rovnici pro amplitudu elektrického pole se objev́ı nové frekvence 2Ω1 − Ω2 a

2Ω2 − Ω1.

• Frekvence vzniklé čty̌rvlnovým směšováńım v nelineárńım prosťred́ı.

• Oscilace na těchto frekvenćıch i když neodpov́ıdaj́ı modům rezonátoru.



Vlnové směšováńı

• Intenzita postranńıch frekvenćı tlumena faktorem ∝ 1/
[
γ2
⊥ +

(
2Ω1 − Ω2 − ωλ

)2]
podobně jako jsme spoč́ıtali odpov́ıdaj́ıćı stacionárńı polarizaci p̌ri odvozeńı
klasických rovnic (tady je faktor v druhé mocnině, protože se jedná o
indukovanou intenzitu pole).

• Podobně jsou ale intenzity hlavńıch modů tlumené s faktorem

1/
[
γ2
⊥ +

(
Ωλ − ωλ

)2
]
.

• Postranńı frekvence mohou být srovnatelné co do intenzity vyzǎrováńı s hlavńımi
mody.

• Postranńı frekvence indukuj́ı daľśı součtové frekvence. . .



Vlnové směšováńı

Mode locking

• Generováńı silných modů na směšovaćı frekvenćıch 2Ω1 − Ω2 a 2Ω2 − Ω1.

• Oscilace na těchto frekvenćıch silná, i když nejsou bĺızko neporušených frekvenćı
ωλ.

• Efekt směšováńı znásoben bĺızkost́ı některého z neporušených modů.

• Pokud existuje ťret́ı osciluj́ıćı mod na frekvenci Ω3 = 2Ω2 − Ω1, oscilace robustńı
a odolné proti fluktuaćım.

• V reálu lze jev pozorovat pokud měńıme vněǰśı parametr (nap̌r. vzdálenost
zrcadel) dokud nenastane Ω2 − Ω1 = Ω3 − Ω2 (mody jsou ekvidistantńı).

• V tomto stavu se mody
”
zamknou“ a jejich frekvence z̊ustanou stabilńı p̌ri

daľśıch (malých) změnách vněǰśıho parametru.



Semiklasické rovnice — shrnut́ı
• Oproti klasickým rovnićım bereme do úvahy fázi, a tedy i klasickou koherenci poĺı.
• Jsme schopni popsat i v́ıcemodovou strukturu zá̌reńı, nehomogenńı aktivńı

prosťred́ı.
• Oproti plným Maxwellovým–Blochovým rovnićım p̌redpokládáme existenci

stabilńıch modů pole, na určité úrovni aproximace zanedbáváme porušeńı
symetrie pole vyzǎruj́ıćımi atomy.
• Parciálńı diferenciálńı rovnice se zjednoduš́ı na vázané obyčejné diferenciálńı

rovnice 1. řádu, což je významný krok pro naši schopnost rovnice řešit.
• Aproximace maj́ı za následek nep̌resný popis některých nelinearit, chyb́ı opravné

členy plynoućı z narušené symetrie.
• Dvouhladinový model popisuje pouze situaci, kdy je spodńı hladina základńım

stavem elektronu. Pro jiné schéma je ťreba oprava na proměnný počet aktivńıch
atomů N0 6= const..

• Kvantové fluktuace pouze ve formě
rozfázováńı a relaxace na úrovni
jednotlivých dvouhladinových systémů
a jednotlivých modů pole: jejich
vzájemná koherence neńı zahrnuta, z
toho vyplývaj́ı vzájemné interference
mezi mody, které nemohou být v reálu
pozorovatelné.

• Přesto jsou semiklasické rovnice velmi
užitečný nástroj pro výpočet dynamiky
laser̊u.



Kvantové laserové rovnice



Úvodńı poznámky

• Semiklasická teorie: klasické pole, odpov́ıdá koherentńımu stavu.

• Z toho důvodu zanedbané neklasické kvantové fluktuace pole, matice hustoty
tedy ρ =

〈
ρTOT

〉
field,bath

.

• Role tepelné lázně: rozfázováńı, relaxace elektronu z horńı hladiny, tlumeńı pole.

• Absence
”
startovńıho“ fotonu: pro Ẽ(t=0) = 0 je Ẽ(t>0) = 0.

• Obecně chyb́ı spontánńı procesy (nesťredované).

• Fluktuace jsou sťredované a způsobuj́ı ad hoc dodané tlumeńı, p̌redpokládá se, že
fluktuace jsou tlumené a nemaj́ı tendenci r̊ust.

• Přitom nap̌r. p̌ri vyš̌śı než saturované inverzi je fluktuace pole exponenciálně
zesilovaná!

• Stejně tak v chaotickém režimu má každá fluktuace za následek významnou
změnu směru trajektorie systémuve fázovém prostoru.

• Fluktuace tedy nejsou vždy tlumené, maj́ı významný vliv na dynamiku laseru, ale
v semikalsické teorii nejsou zahrnuté.

• Matici hutoty je ťreba rozš́ı̌rit o stavy pole a tedy ρ =
〈
ρTOT

〉
bath

.

• Relaxačńı členy je ťreba odvodit z plně kvantové teorie, v potenciálně
nestabilńım/chaotickém systému neńı možné je rukou dopsat jako prostou
exponenciálńı relaxaci.



Úvodńı poznámky

• Plně kvantová teorie: zahrnut́ı všech důležitých část́ı do systému, tepelná lázeň
je obecně velkým tepelným rezervoárem, kde jsou fluktuace silně tlumené.

• Obecně existuj́ı dva p̌ŕıstupy: Schrödinger̊uv nebo Heisenberg̊uv obraz.

• Př́ıstup v Heisenbergově obraze: časově proměnné operátory, fluktuace jsou
zdrojovými členy operátor̊u.

• Kinetické rovnice vedou na Langevinovy rovnice pro operátory.

mẍ + σẋ = F (x) + ξ(t)

• Př́ıstup v Schrödingerově obraze: kinetika matice hustoty.

• Liouvillova rovnice:
dρ

dt
= L ρ

• Matice hustoty ρ relativně velká, diskrétńı, sousedńı členy nekorelované.

• Liouvilián L je nekonečná matice, jej́ıž prvky nejsou omezené, s rostoućı dimenźı
diverguj́ı (!).

• Neńı možné jednoduše liouvilián ǒŕıznout, s nekonečnou matićı také nelze poč́ıtat.

• Lze zavést distribučńı funkci jako v klasické mechanice: zavedeme hustotu
pravděpodobnosti p(x) a z Langevinovy rovnice odvod́ıme parciálńı diferenciálńı
rovnici pro p(x , t).



Úvodńı poznámky

• Výsledkem je Fokkerova–Planckova rovnice:

ṗ = −∂x (µp) + ∂2
x (Dp)

• µ . . .drift, D . . .difuze.

• Pro laser můžeme zavést kvantově-mechanický ekvivalent distribučńı funkce, pro
ni odvod́ıme Fokkerovu–Planckovu rovnici.

• Distribučńı funkce:

P(α, α∗) Glauberova–Sudarshanova (P) reprezentace

Q(α, α∗) Husimiho (Q) reprezentace

W (α, α∗) Wignerova reprezentace
ρ`,m Fockova reprezentace

• Obvykle laserové rovnice formulované v P reprezentaci.

• Výpočet dynamiky spojité
”
hezké“ funkce, omezené operátory, využit́ı

standardńıch metod matematické analýzy a numerické matematiky.

• Každý z p̌ŕıstupů má výhody a nevýhody, jejich využit́ı je zvážit pro každý
problém zvlášt’.

• Zde odvod́ıme Langevinovy plně kvantové rovnice i p̌res jejich zdánlivě
problematické řešeńı s pomoćı operátorové algebry.



Kvantové Langevinovy rovnice

Postup

1 Mody elektromagnetického pole.

2 Hamiltonián pole.

3 Elektronové stavy.

4 Hamiltonián elektronů.

5 Elektron–fotonová interakce, celkový hamiltonián.

6 Fluktuace pole.

7 Fluktuace elektronů.

8 Kvantové laserové Langevinovy rovnice.



KL rovnice — mody pole

• Vlnová rovnice bez zdroj̊u v uzav̌reném rezonátoru, okrajové podḿınky definuj́ı
mody.

• Vektorový potenciál: vektorový operátor.

4Â−
1

c2
∂2
t Â = 0

Â(x , t) =
∑
λ

ˆ̃A
(+)

e−iωt ũλ(x) +
ˆ̃A

(−)
e+iωt ũ∗λ(x)

4ũλ(x) +
ω2
λ

c2
ũλ(x) = 0

• Oproti semiklasickým rovnićım chceme ũλ pro běž́ıćı mody, okrajové podḿınky
jsou splněné celkovým vektorovým potenciálem.

ˆ̃A
(+)

λ = eλ

√
~

2ωλε0
b̂λ

Êλ(x , t) = i

√
~ω
2ε0

[
eλb̂λe−iωλt ũλ(x)− e∗λb̂

+
λ e+iωλt ũ∗λ(x)

]



KL rovnice — hamiltonián pole

• Operátory b̂λ jsou anihilačńı operátory harmonického oscilátoru, hamiltonián je
totožný s harmonickým oscilátorem.[

b̂λ, b̂
+
λ′
]

= δλ,λ′

Ĥf =
∑
λ ~ωλb̂+

λ b̂λ

• Stav pole ve Fockově reprezentaci vyjáďren počtem fotonů v jednotlivých
modech λ:∣∣∣Φn1,n2,...

〉
=
∣∣n1, n2, . . .

〉
=

1
√
n1!n2! . . .

(
b̂+

1

)n1
(
b̂+

2

)n2 . . .
∣∣vac

〉
E = E1 + E2 + E3 + . . . = n1~ω1 + n2~ω2 + . . .

nλ =
〈
b̂+
λ b̂λ

〉



KL rovnice — stavy elektron̊u

• j-tá jednoelektronová vlnová funkce na µ-tém atomu ϕµj (x).

• Elektronový anihilačńı operátor v bodě x :

Ψ̂(x) =
∑
µ,j

ĉµjϕµj (x)

Ψ̂+(x) =
∑
µ,j

ĉ+
µjϕ
∗
µj (x)

• (Anti-)komutačńı relace:{
ĉj , ĉ`

}
= ĉj ĉ` + ĉ`ĉj = 0 (antikomutace){

ĉj , ĉ
+
`

}
= δj,`

{
Ψ̂(x), Ψ̂+(x ′)

}
=
∑
µ,j

∑
µ′,j′

ϕµ,j (x)ϕ∗µ′,j′ (x ′)

δj,j′δµ,µ′︷ ︸︸ ︷{
ĉµj , ĉ

+
µ′j′
}

=

=
∑
µ

∑
j

ϕµ,j (x)ϕ∗µ,j (x
′) = δ

(
x−x ′

)
relace ortogonality



KL rovnice — hamiltonián elektron̊u

• Obecný hamiltonián elektronů:

Ĥe =
∑
µj

Eµj ĉ
+
µj ĉµj

• Dvouhladinové schéma, hladiny 1 a 2 na každém atomu.

• Energie základńıho stavu E1 = 0 BÚNO.

• Označ́ıme energii 2. hladiny E2µ = ~ωµ.

Ĥe =
∑
µ ~ωµĉ+

µ2ĉµ2



KL rovnice — elektron-fotonová interakce
• Hustota interakčńı energie semiklasicky:

Ĥ(x) = −
e

m
Â(x) · p̂(x)

• Kvantově je to stejné, jenom ḿısto lokálńı (klasické) hodnoty vektorového
potenciálu je operátor.
• Ve Schrödingerově obraze je hodnota Â(x) definovaná klasicky, operátor v

soǔradnicové reprezentaci p̂(x) dob̌re definovaný d́ıky užit́ı vlnové funkce také v
soǔradnicové reprezentaci.
• V Heisenbergově obraze použ́ıváme Fockovu reprezentaci, muśıme naj́ıt lokálńı

operátor p̂(x) (známe jen obsazovaćı č́ısla).
• Operátor lokálńı hustoty elektronů:

%̂(x) =
∑
µ,j

ĉ+
µj ĉµj

∣∣ϕµj (x)
∣∣2 = Ψ̂+(x)Ψ̂(x)

• Pro Fock̊uv stav s obsazovaćımi č́ısly n1, n2, . . . (nj ∈ {0, 1}) je žrejmě vlnová
funkce ψ

(
x1, x2, . . .

)
= ϕ1,n1

(
x1

)
ϕ2,n2

(
x2

)
. . . a jednočásticový operátor

Ô = Ô
(
x1

)
+ Ô

(
x2

)
+ . . .

• Pro fermiony evidentně

〈ψ|Ô|ψ′〉x1
=
〈
n1, n2, . . .

∣∣ĉ+
1 ϕ
∗Ôϕĉ1

∣∣n′1, n′2, . . . 〉x1

Ô =

∫
Ψ̂+(x)Ô(x)Ψ̂(x) dx



KL rovnice — elektron-fotonová interakce

• Elektron-fotonová interakce s operátorem Ô(x) = − e
m

Â(x) · p̂(x):

Ĥe−f =

∫
Ψ̂+

(
−

e

m

)
Â · p̂ Ψ̂ dx =

= −
e

m

∑
λ

∑
µ,µ′

∑
j,j′

√
~

2ωλε0

dipólová aproximace︷ ︸︸ ︷[
eλb̂λe−iωλt ũλ(xµ) + h.c.

]
·

·
∫
ϕ∗µj (x) p̂ ϕµ′j′ (x)ĉ+

µj ĉµ′j′ dx︸ ︷︷ ︸
∝δµ,µ′

=

(
−

e

m
〈j |p̂|j ′〉 = −iωjj′ 〈j |ex |j ′〉

)

= −i
∑
λ,µ

∑
j,j′

√
~

2ωλε0
ωjj′

[
eλb̂λe−iωλt ũλ(xµ) + h.c.

]
ĉ+
µj ĉµj′ ·

·
∫
ϕ∗µj (x) (ex)ϕµj′ (x) dx



KL rovnice — celkový hamiltonián
• Hamiltonián elektron–fotonové interakce:

Ĥe−f = −i
∑
λ,µ

√
ω2
µ

2~ωλε0

[
eλb̂λ(t)ũλ(xµ) + h.c.

]
·

·
[
ĉ+

2 ĉ1

∫
ϕ∗µ2(x) (ex)ϕµ1(x) dx − h.c.

]
≈

(
RWA

)
≈ −

∑
λ,µ

~g̃λµb̂λ(t)ĉ+
µ2ĉµ1 −

∑
λ,µ

~g̃∗λµb̂
+
λ (t)ĉ+

µ1ĉµ2

g̃λµ = i

√
e2ω2

µ

2~ωλε0
ũλ(xµ)

∫
ϕ∗µ2(x)

(
eλ · x

)
ϕµ1(x) dx

b̂λ(t) = b̂λ exp[−iωλt]

• Problém: dodrželi jsme pǒrad́ı v součinu Â · p̂, ale hamiltonián nehermitovský,
členy b̂λ(t)ĉ+

µ2ĉµ1 a b̂+
λ (t)ĉ+

µ1ĉµ2. Nutno provést QM specifickou opravu.

• Řešeńı 1: symetrizace Â · p̂ →
(
Â · p̂ + p̂ · Â

)
/2.

• Řešeńı 2 (v kvantové optice obvyklé a funkčńı): normálńı pǒrad́ı, ǩŕıžky vlevo:

Ĥe−f =
∑
λ,µ

~g̃λµĉ
+
µ2ĉµ1b̂λ(t)−

∑
λ,µ

~g̃∗λµb̂
+
λ (t)ĉ+

µ1ĉµ2

• Celkový hamiltonián obsahuje nav́ıc interakci s tepelnou lázńı.

ĤTOT = Ĥe + Ĥf + Ĥe−f + Ĥf−B + Ĥe−B + ĤB



KL rovnice — fluktuace pole

• Interakce s tepelnou lázńı, jej́ıž hamiltonián p̌resně neznáme, ale můžeme jej
odhadnout:

ĤB =
∑
ω

~ωB̂+
ω B̂ω

Ĥf−B =
∑
λ

b̂+
λ B̂λ + h.c.

• Tepelná lázeň velká, rychle se v ńı ztrácej́ı korelace, tzn. nemůže zap̌ŕıčinit vazbu
mezi mody. Každý mod můžeme uvažovat zvlášt’, vynecháme index λ:

Ĥf−B = b̂+B̂ + B̂+b̂

• Zavedeme symbolicky operátor B̂, operátory B̂ω̄ jsou pomalu se měńıćı obálky a
posuneme ωλ → 0 a t́ım i ω → ω̄ (interakčńı obraz):

B̂(t) = ~
∑
ω̄

qω̄B̂ω̄e−iω̄t

Ĥf−B = ~b̂+
∑
ω̄

qω̄B̂ω̄e−iω̄t + h.c.



KL rovnice — fluktuace pole

• Časové změny operátor̊u z Heisenbergovy rovnice:

(d/dt)b̂ = −
i

~
[
b̂, Ĥf−B

]
= −i

∑
ω̄

qω̄B̂ω̄e−iω̄t

(d/dt)B̂ω̄ = −ib̂q∗ω̄eiω̄t

B̂ω̄(t) = −i

∫ t

t0

b̂(t′)q∗ω̄eiω̄t′ dt′ + B̂ω̄(t0)

• Dosazeńım 1. rovnice do 3.:

(d/dt)b̂ = −
∫ t

t0

b̂(t′)
∑
ω̄

∣∣qω̄∣∣2 exp
[
iω̄(t′ − t)

]
dt′ − i

∑
ω̄

qω̄B̂ω̄(t0) exp
[
−iω̄t

]
• Uvažujme slabou závislost

∣∣qω̄∣∣ na ω̄ (slabá závislost zde znamená malá variace

na š́ı̌rce spektrálńı čáry fotonového modu), potom
∣∣qω̄∣∣2 ≈ q2 a∑

ω̄

∣∣qω̄∣∣2eiω̄(t′−t) ≈ q2
∑
ω̄

eiω̄(t′−t) = 2κδ(t−t′)

• Markovovský proces (okamžitá odezva, proces bez paměti).



KL rovnice — fluktuace pole

• Dále označ́ıme fluktuuj́ıćı zdrojový člen jako stochastický operátor:

−i
∑
ω̄

qω̄B̂ω̄(t0) exp
[
−iω̄t

]
= F̂ (t)

• Výsledná rovnice pro pole:

˙̂b = −κb̂ + F̂ (t)

• Korelačńı funkce:〈
F̂ (t)

〉
= −i

∑
ω̄

qω̄
〈
B̂ω̄(t0)

〉
e−iω̄t = −i

∑
ω̄

qω̄e−iω̄t Tr B̂ω̄(t0)

diagonálńı︷ ︸︸ ︷
ρth,B = 0

〈
F̂+(t)

〉
= 0〈

F̂ (t)F̂ (t′)
〉

=
〈
F̂+(t)F̂+(t′)

〉
= 0

〈
F̂+(t)F̂ (t′)

〉
=
∑
ω̄,ω̄′

q∗ω̄qω̄′ exp
[
i
(
ω̄t − ω̄′t′

)] δω̄,ω̄′ n̄ω̄︷ ︸︸ ︷〈
B̂+
ω̄ (t0)B̂ω̄′ (t0)

〉
=

= 2κn̄thδ(t − t′)〈
F̂ (t)F̂+(t′)

〉
= 2κ

(
n̄th + 1

)
δ(t − t′)



KL rovnice — fluktuace pole

• Fluktuace a intenzita pole:

(d/dt)〈b̂+(t)b̂(t)〉 = −〈 ˙̂b+(t)b̂(t) + b̂+(t) ˙̂b(t)〉 =

= −2κ〈b̂+(t)b̂(t)〉+ 〈b̂+(t)F̂ (t) + F̂+(t)b̂(t)〉

b̂(t) = b̂(t−∆t) +

t∫
t−∆t

˙̂b(t′) dt′

〈F̂+(t)b̂(t)〉 = 〈F̂+(t)b̂(t−∆t〉+

t∫
t−∆t

〈F̂+(t) ˙̂b(t′)〉 dt =

= 〈F̂+(t)b̂(t−∆t)〉︸ ︷︷ ︸
=0 (kauzalita)

−κ
t∫

t−∆t

〈F̂+(t)b̂(t′)〉 dt′

︸ ︷︷ ︸
〈F̂+(t)b̂(t)〉 dt→0

+

t∫
t−∆t

〈F̂+(t)F̂ (t′)〉 dt′ =

=

0∫
−∆t

〈F̂+(t)F̂ (t + τ)〉 dτ
krátká korelace

=
1

2

+∞∫
−∞

〈F̂+(0)F̂ (τ)〉 dτ = κn̄th

(d/dt)〈b̂+b̂〉 = 2κ
[
n̄th − 〈b̂+b̂〉

]



KL rovnice — fluktuace elektron̊u
• Podobný postup jako s fotonovým polem, pracujeme v interakčńım obraze
ω̄ = ω − ωµ:

Ĥe−B = ~
∑
ω̄

g∗ω̄B̂
+
ω̄ eiω̄t ĉ+

1 ĉ2 + h.c.

(d/dt)B̂ω̄ = −ig∗ω̄ ĉ
+
1 ĉ2eiω̄t

B̂ω̄(t) = −i

t∫
t0

g∗ω̄ ĉ
+
1 (t′)ĉ2(t′)eiω̄t′ dt′ + B̂ω̄(t0)

[
ĉ+

1 ĉ2, ĉ
+
2 ĉ1

]
= ĉ+

1 ĉ1ĉ2ĉ
+
2 − ĉ1ĉ

+
1 ĉ+

2 ĉ2

ĉ+
1 ĉ1=1−ĉ1 ĉ

+
1= ĉ+

1 ĉ1(1− ĉ+
2 ĉ2)−

−(1− ĉ+
1 ĉ1)ĉ+

2 ĉ2 = ĉ+
1 ĉ1 − ĉ+

2 ĉ2

(d/dt)
(
ĉ+

1 ĉ2

)
= −i(ĉ+

1 ĉ1 − ĉ+
2 ĉ2)

∑
ω̄

gω̄B̂ω̄e−iω̄t

(ĉ+
1 ĉ1 − ĉ+

2 ĉ2)ĉ+
1 ĉ2 = ĉ+

1 (1− ĉ+
1 ĉ1)ĉ2 − ĉ+

1 ĉ+
2 ĉ2ĉ2︸︷︷︸

=0

= ĉ+
1 ĉ2

(d/dt)
(
ĉ+

1 ĉ2

)
= −ĉ+

1 ĉ2

t∫
t0

∑
ω̄

∣∣gω̄∣∣2eiω̄(t′−t)

︸ ︷︷ ︸
2γδ(t−t′)

dt−i(ĉ+
1 ĉ1−ĉ+

2 ĉ2)
∑
ω̄

gω̄B̂ω̄(t0)e−iω̄t

︸ ︷︷ ︸
Γ12(t)



KL rovnice — fluktuace elektron̊u

• Interakce elektronů s druhou lázńı: čerpáńı a relaxace inverze. V korespondenci se
semiklasickým modelem zavedeme rychlosti čerpáńı a relaxace a rovnice v
interakčńım obraze jsou:

(d/dt)(ĉ+
1 ĉ2) = −γĉ+

1 ĉ2 + Γ̂12(t)

(d/dt)(ĉ+
1 ĉ1) = −w21ĉ

+
1 ĉ1 + w12ĉ

+
2 ĉ2 + Γ̂11(t)

(d/dt)(ĉ+
2 ĉ2) = +w21ĉ

+
1 ĉ1 − w12ĉ

+
2 ĉ2 + Γ̂22(t)

• Lze spoč́ıtat korelačńı funkce:

〈Γ̂k`(t)Γ̂mn(t′)〉 = Gk`,mnδ(t − t′)

〈c+
` c`〉 = n`

G11,11 = w12n2 + w21n1

G11,22 = G22,11 = −w21n1 = w12n2

G22,22 = w21n1 + w12n2

G12,12 = G21,21 = 0

G12,21 = w12n2 − w21n1 + 2γn1

G21,12 = w21n1 − w12n2 + 2γn2



Kvantové laserové Langevinovy rovnice

• Celkový (koherentńı) hamiltonián bez rezervoáru, jeho akce je již vyjáďrena v
pohybových rovnićıch:

ĤCOH = Ĥe + Ĥf + Ĥe−f

• Pohybová rovnice:
i~(d/dt)Ô =

[
Ô, ĤCOH

]
• Akce rezervoár̊u:

(d/dt)b̂λ = −κb̂λ + F̂λ(t)

(d/dt)
(
ĉ+
µ1ĉµ2

)
= −γ

(
ĉ+
µ1ĉµ2

)
+ Γ̂µ12(t)

(d/dt)
(
ĉ+
µ1ĉµ1

)
= −w21

(
ĉ+
µ1ĉµ1

)
+ w12

(
ĉ+
µ2ĉµ2

)
+ Γ̂µ11(t)

(d/dt)
(
ĉ+
µ2ĉµ2

)
= +w21

(
ĉ+
µ1ĉµ1

)
− w12

(
ĉ+
µ2ĉµ2

)
+ Γ̂µ22(t)

• Vraćıme se zpět z interakčńıho obrazu do Heisenbergova: ωλ 6= 0 a ωµ 6= 0.

• Pole:
(d/dt)b̂λ =

(
−iωλ−κ

)
b̂λ + ig̃∗λµĉ

+
µ1ĉµ2 + F̂λ(t)



Kvantové laserové Langevinovy rovnice

• Komutátory elektronových operátor̊u:[
ĉ+

1 ĉ2, ĉ
+
2 ĉ1

]
= ĉ+

1 ĉ1 − ĉ+
2 ĉ2[

ĉ+
1 ĉ2, ĉ

+
1 ĉ1

]
= ĉ+

1

[
ĉ+

1 , ĉ1

]
ĉ2 = 2

=0︷ ︸︸ ︷
ĉ+

1 ĉ+
1 ĉ1ĉ2 − ĉ+

1 ĉ2 = −ĉ+
1 ĉ2[

ĉ+
1 ĉ2, ĉ

+
2 ĉ2

]
= ĉ+

1 ĉ2[
ĉ+

1 ĉ1, ĉ
+
2 ĉ1

]
= −ĉ+

2 ĉ1

• Kinetické rovnice:

(d/dt)
(
ĉ+

1 ĉ2

)
=
(
−iωµ−γ

)(
ĉ+

1 ĉ2

)
+ ig̃µλ

(
ĉ+

1 ĉ1 − ĉ+
2 ĉ2

)
bλ + Γ̂µ12(t)

(d/dt)
(
ĉ+

1 ĉ1

)
= −w21

(
ĉ+

1 ĉ1

)
+ w12

(
ĉ+

2 ĉ2

)
+
[
ig̃∗µλb̂

+
λ ĉ

+
1 ĉ2 + h.c.

]
+ Γ̂µ11(t)

(d/dt)
(
ĉ+

2 ĉ2

)
= +w21

(
ĉ+

1 ĉ1

)
− w12

(
ĉ+

2 ĉ2

)
−
[
ig̃∗µλb̂

+
λ ĉ

+
1 ĉ2 + h.c.

]
+ Γ̂µ22(t)



Kvantové laserové Langevinovy rovnice

• V korespondenci se semikalsickým modelem zavedeme:

d̂µ = ĉ+
µ2ĉµ2 − ĉ+

µ1ĉµ1

p̂µ = ĉ+
µ1ĉµ2

Γ̂µd = Γ̂µ22 − Γ̂µ11

γ⊥ = γ

T =
1

w21 + w12

d0 =
w21 − w12

w21 + w12

• Rovnice výše p̌reṕı̌seme (sumy p̌res λ a µ jsme vynechali):

(d/dt)b̂λ =
(
−iωλ−κ

)
b̂λ + ig̃∗λµp̂µ + F̂λ(t)

(d/dt)p̂µ =
(
−iωµ−γ⊥

)
p̂µ − ig̃µλd̂µb̂λ + Γ̂µ12(t)

(d/dt)d̂µ = −
(
d̂µ − d̂0

)
/T −

[
2ig̃∗µλb̂

+
λ p̂µ + h.c.

]
+ Γ̂µd (t)

Kvantové laserové rovnice



Srovnáńı se semiklasickou teoríı
• Semiklasické rovnice:

˙̃Eλ =
[
i
(
ω − ωλ

)
−
γcλ

2

]
Ẽλ +

iω

2ε
g̃∗µλpµeiδµt

ṗµ = −
i

~
g̃µλẼλdµe−iδµt − γ⊥pµ

ḋµ =
4

~
Im
{
g̃∗µλẼ

∗
λpµeiδµt

}
−
(
dµ − dµ0

)
/T

• Operátor b̂ v kvantových rovnićıch úměrný komplexńı amplitudě vektorového
potenciálu, ne elektrického pole.

• Komplexńı amplituda intenzity elektrického pole srovnatelná s operátorem b̄ = ib̂
a nav́ıc kvantový parametr g̃ srovnatelný se semiklasickým ig̃ , zavedeme ig̃ ′ = g̃ .

(d/dt)b̄λ =
(
−iωλ−κ

)
b̄λ + ig̃ ′∗λµp̂µ + F̂λ(t)

(d/dt)p̂µ =
(
−iωµ−γ⊥

)
p̂µ − ig̃ ′µλd̂µb̄λ + Γ̂µ12(t)

(d/dt)d̂µ = −
(
d̂µ − d̂0

)
/T −

[
2ig̃ ′∗µλb̄

+
λ p̂µ + h.c.

]
+ Γ̂µd (t)

• Takto jsou rovnice co do znamének stejné (2iz + c.c. = −4 Im z).

• Sťredováńı Ẽ ∝ 〈b̄〉 atd. a aproximace sťredńıho pole 〈ÂB̂〉 ≈ 〈Â〉〈B̂〉 vedou p̌ŕımo

na semiklasické rovnice (fluktuace se vysťreduj́ı 〈Γ̂j 〉(t) = 〈F̂ 〉(t) = 0).



Poruchové řešeńı
• V semiklasické teorii nemáme údaj o počtu fotonů, korelačńı funkce pole jsou

klasické, odpov́ıdaj́ı korelačńım funkćım koherentńıho stavu.
• V plně kvantové teorii můžeme spoč́ıtat korelátor libovolného řádu, jeho

Fourierova transformace dá spektrálńı funkci.
• Zkoumáme chováńı bĺızko prahu dS ≈ d0, kvazistacionárńı řešeńı, uvažujeme

jeden mod a rezonanci, rovnice pro pomalu se měńıćı obálky:

(d/dt)b̂ = −κb̂ + ig̃∗N
[
p̂(1) + p̂(3)

]
+ F̂ (t)

(d/dt)p̂(3) = −γ⊥p̂(3) − ig̃ d̂ (2)b̂ + Γ̂12(t)

(d/dt)d̂ (2) = −d̂ (2)/T −
[
2ig̃∗b̂+p̂(1) + h.c.

]
+ Γ̂d (t)

(d/dt)p̂(1) = −γ⊥p̂(1) − ig̃d0b̂ + Γ̂12(t)

• Fluktuace polarizace jsou relativně slabé (srovnatelné s fluktuaćı pole), ale jejich
ześıleńı stimulovanými procesy je mnohem slabš́ı (≈ 1) než ześıleńı fluktuaćı pole
(≈ N).
• Do úvahy bereme pouze fluktuace v 3. a 4. řádu TP, posledńı člen na 3. a 4.

řádku zanedbáme.
• Stacionárńı řešeńı (bez fluktuaćı) implikuje nulovou levou stranu, fluktuace

muśıme integrovat, tj. 2. rovnice má řešeńı:

p̂(3) = −
ig̃ d̂ (2)b̂

γ⊥
+ e−γ⊥t

∫ t

−∞
eγ⊥t′ Γ̂12(t′) dt′



Poruchové řešeńı

• Rovnice pro pole:

(d/dt)b̂ = Gb̂ − Cb̂+b̂b̂ + F̂TOT

G =

∣∣g̃ ∣∣2d0N

γ⊥
− κ

C =
4
∣∣g̃ ∣∣4d0NT

γ2
⊥

F̂TOT(t) = F̂ (t) + 2ig̃∗Ne−γ⊥t
∫ t

−∞
eγ⊥t′ Γ̂12(t′) dt′



Poruchové řešeńı pod prahem
Pod prahem

• Z klasické teorie pod prahem nulová hustota fotonů (pouze spontánně vyzá̌rené).

• Pole neńı v makroskopicky obsazeném stavu ⇒ počet fotonů menš́ı než 1 a tedy
b̂b̂ = 0 a nelineárńı člen s konstantou C můžeme zanedbat.

• Kinetika pole:
(d/dt)b̂ = Gb̂ + F̂TOT

• Operátory akce tepelné lázně se statiskticky chovaj́ı jako b́ılý šum: impulsy v
náhodném čase s náhodnou fáźı, amplituda δ-funkce, hustota šumu taková, aby
nap̌r. 〈F̂+(t)F̂ (t)〉 = 2κn̄th.



Poruchové řešeńı pod prahem
• V reprezentaci, kde operátor b̂ p̌rejde na č́ıslo můžeme jeho stochastický vývoj

vykreslit.
• Šum pocházej́ıćı od inverze dozńıvá pomaleji než šum pole d́ıky paměti inverze.



Poruchové řešeńı pod prahem

• Kromě stochastického vývoje (tj. znázorněńı jediné trajektorie) nemáme p̌ŕımý

nástroj na výpočet sťredńı hodnoty amplitudy pole v čase, nep̌r. vždy 〈b̂(t)〉 = 0
kv̊uli náhodnosti fáze a sťredováńı p̌res všechny realizace.

• Můžeme ale spoč́ıtat korelaci mezi počátečńım a koncovým stavem, zavedeme
korelačńı funkci 1. řádu G(1)(t, t′) = G(1)(t − t′):

G(1)(t − t′) =
〈
b̂+(t)b̂(t′)

〉
• De facto vyjaďruje vývoj amplitudy pole od času t do času t′. Pokud by nap̌r.

b̂(t) = b̂(t = 0) exp[−iωt], pak G(1)(t) = 〈b̂+(0)b̂(0) exp[−iωt]〉 = n0 exp[−iωt].

• Normovaná korelačńı funkce:

g (1)(t − t′) =
G(1)(t − t′)

G(1)(0)

• Spektrum zá̌reńı odpov́ıdá spektru korelačńı funkce:

S(ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
G(1)(t) exp[iωt] dt



Poruchové řešeńı pod prahem
• Výpočet korelačńı funkce: p̌ŕımou integraćı

b̂(t) = eGt
∫ t

−∞
F̂TOT(t′)e−Gt′ dt′

G(1)(t) = eGt
∫ 0

−∞

∫ t

−∞

〈
F̂+

TOT(u)F̂TOT(u′)
〉
e−G(u+u′) du du′

• Fluktuace fotonů a atomů nekorelované, 〈F̂+Γ̂j`〉 = 0.〈
F̂+

TOT (t′)F̂TOT(t)
〉

=
〈
F̂+(t′)F̂ (t)

〉
+ 4
∣∣g̃ ∣∣2N2I

I= e−γ⊥(t+t′)
∫ t′

−∞

∫ t

−∞
eγ⊥(u+u′)

〈
Γ̂21(u′)︸ ︷︷ ︸

=Γ̂+
12

Γ̂12(u)
〉

du du′ =

=

[
v = u−t
v ′ = u′−t′

]
=

0∫
−∞

0∫
−∞

eγ⊥(v+v′)
〈
Γ̂21(v ′+t′)Γ̂12(v+t)

〉︸ ︷︷ ︸
G21,12δ(v′+t′−v−t)

dv dv ′ =

= e−|γ⊥(t−t′)|
∫ 0

−∞
e2γ⊥vG21,12 dv = e−γ⊥|t−t′| G21,12

2γ⊥〈
F̂+

TOT (t′)F̂TOT(t)
〉

= 2κn̄thδ(t − t′) + 2
∣∣g̃ ∣∣2N2G21,12

e−γ⊥|t−t′|

γ⊥

• Pro γ⊥ →∞ můžeme psát 〈F̂+
TOT(t′)F̂TOT(t)〉 = 2κ(n̄th + n̄sp)δ(t − t′).



Poruchové řešeńı pod prahem
• Dosad́ıme mezivýsledek s označeńım α = 2

∣∣g̃ ∣∣2N2G21,12/γ⊥:

G(1)(t) = 2κn̄theGt
∫ 0

−∞
e−2Gu du + αeGt

∫ 0

−∞
e−(γ⊥+G)u

∫ u

−∞
e(γ⊥−G)u′ du′du +

+ αeGt
∫ 0

−∞
e(γ⊥−G)u

∫ u

−∞
e−(γ⊥+G)u′ du′ du = . . . =

= −
κ
G
n̄theGt −

2
∣∣g̃ ∣∣2N2G21,12

γ2
⊥ − G2

[
e−γ⊥t

γ⊥
+

eGt

G

]
• Vezmeme-li do úvahy kladnost (α,κ > 0) a zápornost (G < 0) členů, jsou oba

sč́ıtance kladné a celý výraz je tedy pod prahem kladný.

• Zbývá určit G21,12 p̌ŕımým dosazeńım:

G21,12 =
d0 − 〈d̂〉

2T
+ γ⊥

(
1 + 〈d̂〉

) 〈d̂〉≈d0
= γ⊥

(
1 + d0

)
• Celkem tedy:

G(1)(t) = −
κ
G
n̄theGt −

2
∣∣g̃ ∣∣2N2γ⊥

(
1 + d0

)
γ2
⊥ − G2

[
e−γ⊥t

γ⊥
+

eGt

G

]
G(1)(t) = −

κ
G

(n̄th + n̄sp)eGt (pro γ⊥ →∞)



Poruchové řešeńı pod prahem
• Bez interakce s atomy: G = −κ a g̃ = 0, korelačńı funkce je G(1)(t) = n̄the−κt a

speciálně G(1)(0) = n̄th podle očekáváńı a p̌redchoźıho výpočtu.

• Interakce s atomy, atomy v základńım stavu d0 = −1: dle vzorce

G =

∣∣g̃ ∣∣2d0N

γ⊥
− κ

je G < −κ a nav́ıc 1 + d0 = 0, tedy G(1)(t) ∝ e−|G |t a G(1)(0) < n̄th.

• Interakce s atomy, atomy v excitovaném stavu d0 > 0: částečná kompenzace
ztrát fotonů optickým ziskem G > −κ, dvojexponenciálńı profil korelačńı funkce.
Speciálńı p̌ŕıpad

G(1)(0) =
κ
|G |︸︷︷︸
>1

n̄th +
2
∣∣g̃ ∣∣2N2

(
1 + d0

)
(γ⊥ + |G |)|G |

• Prvńı člen dává věťśı počet fotonů než v prázdné dutině, fotony z rezervoáru jsou
zesilovány v aktivńım prosťred́ı. Druhý člen vždy nezáporný, vyjaďruje spontánńı
emisi fotonů z atomů a jejich p̌ŕıspěvek do celkové hustoty fotonů v dutině.

• Interakce s atomy, velmi rychlé rozfázováńı (γ⊥ →∞):
G(1)(0) = κ(n̄th + n̄sp)/|G |, tj. fotony termálńı a spontánně vyzá̌rené, ześılené
d́ıky optickému zisku v aktivńım prosťred́ı. Srovnáńım s p̌redchoźım výsledkem
vid́ıme, že ad-hoc p̌redpoklad o tom, že druhý člen popisuje spontánně vyzá̌rené
fotony, je správný.



Poruchové řešeńı pod prahem

• Normovaná korelačńı funkce g (1)(0) = 1: plat́ı vždy, (časová) koherence 1.
stupně daná pouze časovou závislost́ı g (1)(t).

• Spektrum zá̌reńı vypočteme Fourierovou tranformaćı korelačńı funkce:

S(ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
G(1)(t) exp[iωt] dt ≈ (γ⊥ →∞) ≈

≈ 2
κ

2πG
(n̄th + n̄sp) Re

1

iω + G
=

κ
π

n̄th + n̄sp

ω2 + G2

• Spektrum lorentzovské, š́ı̌rka odpov́ıdá velikosti koeficientu zisku.

• Pokud vezmeme do úvahy pamět’ fluktuaćı polarizace, p̌ribyde druhá složka se
š́ı̌rkou odpov́ıdaj́ıćı rychlosti dekoherence γ⊥.

• Spektrum i korelačńı funkce 1. řádu shodné s charaketristikami výbojky, laser pod
prahem je

”
obyčejná výbojka“.



Poruchové řešeńı pod prahem

• Korelačńı funkce 2. řádu, urč́ıme p̌ŕımým výpočtem.

• Pomocný výpočet.

∑
ω1ω2ω3ω4

q∗ω1
q∗ω2

qω3
qω4

(4)
≈
(
δω1,ω3

δω2,ω4
+δω1,ω4

δω2,ω3

)
n̄ω1

n̄ω2︷ ︸︸ ︷〈
B̂+
ω1

B̂+
ω2

B̂ω3
B̂ω4

〉︸ ︷︷ ︸
p̌res termálńı stav

exp
[
i(ω1t1 + ω2t2 − ω3t3 − ω4t4)

]
≈

≈
∑
ω1

n̄1

∣∣qω1

∣∣2eiω1(t1−t3)
∑
ω2

n̄2

∣∣qω2

∣∣2eiω2(t2−t4) +

+
∑
ω1

n̄1

∣∣qω1

∣∣2eiω1(t1−t4)
∑
ω2

n̄2

∣∣qω2

∣∣2eiω2(t2−t3) =

= 4κ2n̄2
th

[
δ(t1−t3)δ(t2−t4) + δ(t1−t4)δ(t2−t3)

]
=

=
〈
F̂+(t1)F̂+(t2)F̂ (t3)F̂ (t4)

〉
• (4) Člen ω1 = ω2 = ω3 = ω4 je zanedbatelný proti ostatńım p̌ŕıspěvk̊um

(jednoduchá oproti dvojné sumě p̌res mnoho stupňů volnosti, tepelná lázeň je

”
nekonečně velká“).



Poruchové řešeńı pod prahem

• Výpočet korelačńı funkce 2. řádu p̌ŕımo dosazeńım za b̂(t).

• Korelace mezi detekováńım fotonu na dvou nezávislých detektorech,
Hanburyho–Brownův–Twiss̊uv experiment.

• Pro zjednodušeńı opět polož́ıme γ⊥ →∞ a nahrad́ıme n̄th → n̄th + n̄sp.

G(2)(t) =
〈
b̂+(t)b̂+(0)b̂(0)b̂(t)

〉
=

= e2Gt
∫ t

−∞
dt1

∫ 0

−∞
dt2

∫ 0

−∞
dt3

∫ t

−∞
dt4 e−G(t1+t2+t3+t4)

〈
F̂+(t1)F̂+(t2)F̂ (t3)F̂ (t4)

〉
=

= e2Gt
∫ t

−∞
dt1

∫ 0

−∞
dt2

∫ 0

−∞
dt3

∫ t

−∞
dt4 e−G(t1+t2+t3+t4) ·

·4κ2(n̄th + n̄th)2
[
δ(t1−t3)δ(t2−t4) + δ(t1−t4)δ(t2−t3)

]
= (t > 0)

= 4κ2(n̄th + n̄sp)2e2Gt

[∫ 0

−∞
dt1

∫ 0

−∞
dt2 e−2G(t1+t2) +

∫ 0

−∞
dt1

∫ t

−∞
dt2 e−2G(t1+t2)

]
=

=
κ2

G2
(n̄th + n̄sp)2

(
1 + e2|G |t

)
(obecně)

• Normovaná korelačńı funkce:

g (2)(t) =
G(2)(t)[
G(1)(0)

]2



Poruchové řešeńı pod prahem• Normovaná korelačńı funkce:
• g (2)(0) < 1: antibunching — typický pro jednofotonový zdroj (g (2)(0) = 0).

Pokud do jednoho z detektor̊u doraźı foton, do druhého s nenulovou
pravděpodobnost́ı ne.
• g (2)(0) > 1: bunching — typický pro termálńı zdroj, vyzǎruj́ıćı plně nekorelované

fotony. Fotony putuj́ı vždy v baĺıku ve věťśım počtu.
• g (2)(0) = 1: Koherentńı stav. Charakteristické pro koherentńı stav, ale nejenom

pro něj. Pro potvrzeńı koherentnosti stavu je ťreba změ̌reńı časové závislosti
g (2)(t) = 1 a i vyš̌śıch korelaćı. Koherentńı stav je stav laserového zá̌reńı vysoko
nad prahem.
• Skutečný profil s uvážeńım i vlivu atomů a bez zanedbáńı malých členů je hladš́ı:



Poruchové řešeńı pod prahem

• Řešeńı Langevinovy rovnice
pouze s nelinearitou 3. řádu.

• Aktivńı prosťred́ı stacionárńı,
bez paměti, nad prahem.

• Hustota pravděpodobnosti
stavu pole označena barevnou
škálou.

• Aktuálńı stav pole je tečka.

• Osy reálná a imaginárńı část
b(t).

• Parametry: G = −1, rozměr
čtverce 0.75× 0.75.
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• Řešeńı Langevinovy rovnice
pouze s nelinearitou 3. řádu.

• Aktivńı prosťred́ı stacionárńı,
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Poruchové řešeńı nad prahem
Nad prahem
• Vezměme b̂(t) = b(t) jako klasickou veličinu a prozkoumejme jej́ı chováńı v čase.
• b(t) komplexńı, b(t) = (r0 + ρ(t)) exp[iϕ(t)] (pomalu se měńıćı obálka):

(d/dt)b̂ = Gb̂ − Cb̂+b̂b̂ + F̂TOT

ρ̇ = G(r0 + ρ)− C(r0 + ρ)3 + ReFTOTe−iϕ

ϕ̇ = ImFTOTe−iϕ/(r0 + ρ)

• Bez fluktuaćı ρ = FTOT = 0 a urč́ıme r2
0 = G/C (tento výpočet evidentně neplat́ı

pod prahem, nebot’ by r2
0 < 0; řešeńı na sebe navazuj́ı na prahu G = 0).

• Nadále budeme p̌redpokládat ρ� r0 (vysoko nad prahem), v okoĺı prahu (nad
ńım, G > 0, C > 0) problém analyticky něrešitelný.
• Dosad́ıme za r2

0 , uváž́ıme nejnižš́ı mocniny ρ a označ́ıme F̃TOT = FTOTe−iϕ:

ρ̇ = −2Gρ+ Re F̃TOT

ϕ̇ =
1

r0
Im F̃TOT

• Pohyb v komplexńı rovině v okoĺı kružnice o poloměru r0.
• Fluktuace posouvaj́ı skokově fázi b(t) i velikost, ale velikost b(t) relaxuje s dobou

relaxace 1/2G zpět na kružnici o poloměru r0. Fáze nerelaxuje, koṕıruje fluktuace.
• Relaxace velikosti pole rychleǰśı pro velká G (velké čerpáńı), nad prahem G > 0.

• Fluktuace fáze zmenšené poloměrem r0 =
√

G/C , s rostoućım čerpáńım menš́ı.
• Laser tedy s rostoućım čerpáńım stabilněǰśı.



Poruchové řešeńı nad prahem

• Výpočet korelačńıch funkćı. Př́ımou integraćı

ϕ(t) = ϕ(0) +

∫ t

0
F̃TOT(t′) dt′

• Zřejmě 〈ϕ(t)− ϕ(0)〉 = 0, dále poťrebujeme:

〈(
ϕ(t)− ϕ(0)

)2〉
=

1

r2
0

∫ t

0

∫ t

0

〈
Im F̃TOT(u) Im F̃TOT(v)

〉
du dv

• B́ılý šum:

FTOT(t) =
∑
ν

Aδ(t − tν)eiϕν

• V́ıme:〈
F∗TOT(t)FTOT(t′)

〉
=
〈∑

ν

∑
ν′
A2e−i(ϕν −ϕν′ )δ(t − tν )δ(t′ − tν′ )

〉
=

= 2κ(n̄th + n̄sp)δ(t − t′)



Poruchové řešeńı nad prahem

• Potom můžeme vyč́ıslit:〈
Im F̃TOT(t) Im F̃TOT(t′)

〉
=

=
1

4

〈∑
ν

∑
ν′
A2
[
ei(ϕ̃ν −ϕ̃ν′ ) − e−i(ϕ̃ν −ϕ̃ν′ )

]
δ(t − tν )δ(t′ − tν′ )

〉
=

= κ(n̄th + n̄sp)δ(t − t′) =

=
〈

Re F̃TOT(t) Re F̃TOT(t′)
〉

• Př́ımým dosazeńım:

〈(
ϕ(t)− ϕ(0)

)2〉
=

C

G
κ(n̄th + n̄sp)t = 2γϕt

γϕ =
C

G
κ(n̄th + n̄sp)



Poruchové řešeńı nad prahem

• Korelace 1. řádu, považujeme ρ a ϕ za statisticky nezávislé, nejnižš́ı řád v ρ a ϕ:

G(1)(t) =
〈
[r0 + ρ(t)]e−iϕ(t)[r0 + ρ(0)]eiϕ(0)

〉
≈

≈ r2
0

〈
e−iϕ(t)eiϕ(0)

〉
+ r0

〈
[ρ(t) + ρ(0)]e−iϕ(t)eiϕ(0)

〉
=

= r2
0

〈
e−iϕ(t)eiϕ(0)

〉
+ r0

〈
ρ(t) + ρ(0)

〉︸ ︷︷ ︸
=0

〈
e−iϕ(t)eiϕ(0)

〉
=

= 〈r2
0 〉 − ir2

0 〈ϕ(t)− ϕ(0)〉︸ ︷︷ ︸
=0

−
r2
0

2

〈(
ϕ(t)− ϕ(0)

)2〉
+ . . . =

= r2
0 (1− γϕt + . . .) ≈ r2

0 e−γϕt =
G

C
e−γϕt

• Korelace klesá pomaleji s rostoućım G (vysoko nad prahem), klesaj́ıćım κ (věťśı
doba života fotonu, tj. vyš̌śı kvalita rezonátoru), s klesaj́ıćımi fluktuacemi.

• Sťredńı počet fotonů G(1)(0) = r2
0 = G/C .



Poruchové řešeńı nad prahem
• Korelace 2. řádu, nejnižš́ı mocnina (vysoko nad prahem):

G(2)(t) =
〈(
r0 + ρ(t)

)
e−iϕ(t)

(
r0 + ρ(0)

)
e−iϕ(0)

(
r0 + ρ(0)

)
eiϕ(0)

(
r0 + ρ(t)

)
eiϕ(t)

〉
=

=
〈(
r0 + ρ(t)

)2(
r0 + ρ(0)

)2〉 ≈
≈ r4

0 + 2r3
0 〈ρ(t) + ρ(0)〉 = r4

0 =
G2

C2

• Do této korelačńı funkce nep̌risṕıvaj́ı členy v 1. mocnině poruchy, muśıme vźıt do
úvahy tedy i 2. mocninu pro G(2) i G(1).
• Pomocný výpočet:

ρ(t) = e−2Gt
∫ t

−∞
e2Gt Re F̃TOT(u) du

〈ρ2(t)〉 =
κ(n̄th + n̄sp)

4G

〈ρ(t)ρ(0)〉 =
κ(n̄th + n̄sp)

4G
e−2Gt

• Oprava pro korelačńı funkci 1. řádu:

G(1)(t) = r2
0 e−γϕt + 〈ρ(t)ρ(0)e−ϕ(t)+ϕ(0)〉 =

= r2
0 e−γϕt +

〈
ρ(t)ρ(0)

[
1− i

(
ϕ(t)−ϕ(0)

)
+ . . .

]〉
≈

≈ r2
0 e−γϕt + 〈ρ(t)ρ(0)〉 = r2

0 e−γϕt +
κ(n̄th + n̄sp)

4G
e−2Gt



Poruchové řešeńı nad prahem
• Speciálně G(1)(0) = r2

0 +
κ(n̄th+n̄sp)

4G
.

• Fluktuace sice posouvaj́ı počet fotonů do
kladných i záporných hodnot, ale jednak
působ́ı ve 2D prostoru izotropně a v́ıce jich jde
vně kruhu o poloměru r0 (viz obr.).

• Nav́ıc součet počtu fotonů p̌ri pohybu dovniťr
a vně kruhu o stejnou vzdálenost
nin + nout ∝ |r0 −∆|2 + |r0 + ∆|2 = r2

0 + 2∆2.

• S rostoućım ziskem G se naopak v́ıce sv́ırá
pseudopotenciál.

• Všechny ťri jevy výše maj́ı za následek klesaj́ıćı
vliv fluktuaćı s rostoućım G .

• Vezmeme do úvahy vyšš́ı mocniny:

G(2)(t) = r4
0 + r2

0 〈4ρ(t)ρ(0) + ρ2(t) + ρ2(0)〉

G(2)(t) = 〈n̂〉2 +
κr2

0 (n̄th + n̄sp)

2G

(
2e−2Gt + 1

)
=
[
G(1)(0)

]2
+

κr2
0 (n̄th + n̄sp)

G
e−2Gt

• Korelace 2. řádu klesá pro dlouhé časy k [G(1)(0)]2, tj. g (2)(t →∞) = 1.

• Hodnota g (2)(0)− 1 záviśı na zisku jako G−1, tj. vysoko nad prahem g (2)(0)→ 1.

• Zároveň vysoko nad prahem γϕ ∝ 1/G → 0, a tedy zá̌reńı vykazuje
charakteristiky plně koherentńıho stavu.



Poruchové řešeńı nad prahem

• Řešeńı Langevinovy rovnice
pouze s nelinearitou 3. řádu.

• Aktivńı prosťred́ı stacionárńı,
bez paměti, nad prahem.

• Hustota pravděpodobnosti
stavu pole označena barevnou
škálou.

• Aktuálńı stav pole je tečka.

• Osy reálná a imaginárńı část
b(t).

• Parametry: G = 1, C = 1,
rozměry čtverce 1.5× 1.5.
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Poruchové řešeńı nad prahem

• Řešeńı Langevinovy rovnice
pouze s nelinearitou 3. řádu.

• Aktivńı prosťred́ı stacionárńı,
bez paměti, nad prahem.

• Hustota pravděpodobnosti
stavu pole označena barevnou
škálou.

• Aktuálńı stav pole je tečka.

• Osy reálná a imaginárńı část
b(t).

• Parametry: G = 0.2, C = 0.2,
rozměry čtverce 1.5× 1.5.

• Časový krok 25× věťśı než v
minulém filmu.



Poruchové řešeńı nad prahem

• Řešeńı Langevinovy rovnice
pouze s nelinearitou 3. řádu.

• Osy reálná a imaginárńı část
b(t).

• Parametry: G = 0.2, C = 0.2,
rozměry čtverce 1.5× 1.5.

• Hustota pravděpodobnosti v
čase t →∞ by měla
odpov́ıdat stacionárńımu
řešeńı
Fokkerových–Planckových
rovnic, tj. stacionárńımu
řešeńı rovnic pro hustotu
pravděpodobnosti.

• Laser se může dostat i do
stavu s prázdnou dutinou s
nenulovou pravděpodobnost́ı.



Statistika foton̊u
• Výpočet distribučńı funkce počtu fotonů nad rámec Langevinových rovnic.
• Se současným aparátem můžeme ale určit některé pomocné veličiny.
• Již v́ıme, že pod prahem G(1)(0) = 〈n̂〉 a G(2)(0) = 2〈n̂〉2.
• Dále vysoko nad prahem G(1)(0) = 〈n̂〉 a G(2)(0) = 〈n̂〉2.
• Variance: 〈

(∆n̂)2
〉

=
〈
(n̂ − 〈n̂〉)

〉
=
〈
n̂2
〉
− 2〈n̂〉〈n̂〉+ 〈n̂〉2 =

〈
n̂2
〉
− 〈n̂〉2

G(1)(0) = 〈b̂+b̂〉 = 〈n̂〉

G(2)(0) = 〈b̂+b̂+b̂b̂〉 =
〈
n̂2
〉
− 〈n̂〉〈

(∆n̂)2
〉

= G(2)(0) + G(1)(0)−
[
G(1)(0)

]2
• Pod prahem:

〈
(∆n̂)2

〉
= 〈n̂〉(〈n̂〉+ 1): typické pro termálńı rozděleńı,

Boltzmannova statistika.

p(n) =

normováńı︷︸︸︷
1

ε
εn ε = e

− ~ω
kBT

〈n̂〉 =
∞∑
0

np(n) =
1

ε− 1〈
n̂2
〉

=
∞∑
0

n2p(n)
ε+ 1

(ε− 1)2〈
n̂2
〉
− 〈n̂〉2 =

ε

(ε− 1)2
= 〈n̂〉

(
〈n̂〉+ 1

)



Statistika foton̊u

• Nad prahem:
〈
(∆n̂)2

〉
= 〈n̂〉, typické pro Poissonovo rozděleńı.

• Koherentńı stav:

|α〉 = e−|α|
2/2
∞∑
n=0

αn

√
n!
|n〉

b̂|α〉 = e−|α|
2/2
∞∑
n=0

αn

√
n!

√
n|n − 1〉 = α|α〉

p(n) =
∣∣〈n|α〉∣∣2 =

|α|2ne−|α|
2

n!

〈n̂〉 = 〈α|b̂+b̂|α〉 = 〈α|α∗ α|α〉 = |α|2

p(n) =
〈n̂〉ne−〈n̂〉

n!〈
n̂2
〉

= 〈n̂〉
(
〈n̂〉+ 1

)〈
n̂2
〉
− 〈n̂〉2 = 〈n̂〉



Statistika foton̊u



Dynamika hustoty pravděpodobnosti

• Řešeńı Fokkerových–Planckových rovnic pro hustotu pravděpodobnosti, v
kvantové optice pro distribučńı funkci.

• Zde použijeme distribučńı funkci podobnou Wignerově distribučńı funkci
f (x , y) = f (Re b, Im b), kde b je

”
klasická amplituda“.

• Kinetická rovnice odvozená z poruchové teorie 3. řádu:

(d/dt)b̂ = Gb̂ − Cb̂+b̂b̂ + F̂TOT

∂f (x , y)

∂t
= −

∂

∂x

{[
Gx − C(x2 + y2)x

]
f
}
−

∂

∂y

{[
Gy − C(x2 + y2)y

]
f
}

+

+
1

2
n̄effκ

[
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2

]
(r2 = x2 + y2)

∂f (r , ϕ)

∂t
= −

1

r

∂

∂r

[(
Gr2 − Cr4

)
f
]

+
κn̄eff

2

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
+

1

r2

∂2f

∂ϕ2

]



Poruchové řešeńı nad prahem

• Řešeńı Fokkerovy–Planckovy
rovnice pouze s nelinearitou
3. řádu.

• Aktivńı prosťred́ı stacionárńı,
bez paměti, nad prahem.

• Distribučńı funkce označena
barevnou škálou.

• Osy reálná a imaginárńı část
b(t).

• Parametry: G = 1, C = 1,
rozměry čtverce 1.5× 1.5.
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• Řešeńı Fokkerovy–Planckovy
rovnice pouze s nelinearitou
3. řádu.

• Aktivńı prosťred́ı stacionárńı,
bez paměti, nad prahem.

• Distribučńı funkce označena
barevnou škálou.

• Osy reálná a imaginárńı část
b(t).

• Parametry: G = 0.2, C = 0.2,
rozměry čtverce 1.5× 1.5.



Poruchové řešeńı nad prahem

• Řešeńı Fokkerovy–Planckovy
rovnice pouze s nelinearitou
3. řádu.

• Aktivńı prosťred́ı stacionárńı,
bez paměti, nad prahem.

• Distribučńı funkce označena
barevnou škálou.

• Osy reálná a imaginárńı část
b(t).

• Parametry: G = 0.2, C = 0.2,
rozměry čtverce 1.5× 1.5.



Poruchové řešeńı nad prahem

Langevin Fokker-Planck Stacionárńı

G
=
C
=

1.0

G
=
C
=

0.2



Zaj́ımavosti



Optická bistabilita

• Laserový rezonátor, ř́ızený vněǰśım polem, p̌ŕıpadně čerpáńım aktivńıho prosťred́ı.

• Semiklasické rovnice shodné s laserovými rovnicemi, ale v rovnici pro pole muśıme
p̌ridat čerpáńı.

• Mody uvažujeme jako uzav̌rené stavy pole v dutině, fotony pronikaj́ıćı ven bereme
jakoby tunelovaly skrz zrcadlo do vněǰśıch modů.

• (Pozn. ve skutečnosti jsou mody delokalizované i mimo dutinu, ale v rámci
aproximace jsme definovali okrajové podḿınky s dokonalými zrcadly, abychom
mohli pracovat s diskrétńımi mody. Jinak bychom museli uvažovat kontinuum a
nedokázali bychom efektivně oddělit interakce pole s prosťred́ım uvniťr a vně
dutiny.)

• Pro jednoduchost budeme uvažovat 1 mod, 1 druh atomů. Rovnice se členy na
frekveci ω:

˙̃E = −
γc

2
Ẽ +

iωN0

2ε
g̃∗p + ẼS

ṗ = −
i

~
g̃ Ẽd − γ⊥p + iδp

ḋ =
4

~
Im
{
g̃∗Ẽ∗p

}
−
(
d − d0

)
/T



Optická bistabilita

• Hledáme stacionárńı řešeńı
˙̃E = ṗ = ḋ = 0.

pS = −i
g̃dS

~
Ẽ

γ⊥ − iδ

dS − d0 =
4T
∣∣g̃ ∣∣2∣∣Ẽ∣∣2dS

~2
Im
−i
(
γ⊥ + iδ

)
γ2
⊥ + δ2

dS =

[
γ2
⊥ + δ2

γ2
⊥ + δ2 + 4Tγ⊥

∣∣g̃ ∣∣2∣∣Ẽ∣∣2/~2

]
d0

γc

2
Ẽ − i

ωN0

2ε
g̃∗pS = ẼS

• Po dosazeńı z 1. a 3. do 4. řádku źıskáme implicitńı rovnici pro Ẽ, kterou

p̌revedeme na kubickou rovnici pro
∣∣Ẽ∣∣2 vynásobeńım celé rovnice rovnićı

komplexně sdruženou.

• Kubická rovnice má 3 kǒreny: multistabilńı systém, stacionárńı řešeńı jsou vždy 3,
z toho minimálně jedno reálné, a tud́ıž fyzikálńı.



Optická bistabilita

• Každé řešeńı má specifické požadavky
na rovnováhu mezi polem a atomy,
vněǰśı pole samo vyvolává
nerovnovážý stav inverze.

• Směr od
∣∣ẼS

∣∣ = 0: stoupáńı po spodńı
větvi až k bifurkačńımu bodu.

• Př́ımý p̌reskok na horńı větev je
možný d́ıky fluktuaćım, ale
pravděpodobnost pod bifurkaćı velmi
malá. Pole neńı dost intenzivńı na
vyvoláńı dostatečných změn v inverzi
a polarizaci.

• U bifurkačńıho bodu pravděpodobnost
p̌reskoku stoupá, fluktuace
pravděpodobněǰśı, v bifurkačńım bodě
je p̌reskok v́ıceméně nutný. Pole p̌ri∣∣ẼS

∣∣ nad bifurkačńım bodě
nestacionárńı, ale p̌rechodně může
existovat, postupně se absorbuje
energie k načerpáńı inverze, pole
p̌rejde spojitě na horńı větev.

• Při klesaj́ıćım
∣∣ẼS

∣∣ plat́ı to samé, pole
jde po horńı větvi a p̌reskoč́ı pod
bifurkačńım bodem. Př́ımý p̌reskok
nad bifurkaćı je znemožněn d́ıky
tomu, že energie z inverze nemá kam
disipovat, pole neńı dost silné na jej́ı
absorbováńı v podobě vlastńıch
fluktuaćı. Pod bifurkačńım bodem se
energie inverze postupně vyzá̌ŕı a
systém p̌rejde spojitě na spodńı větev.

• Využit́ı: optická modulace, optické
logické prvky.



Optická bistabilita

• Vliv dob rozfázováńı: klesaj́ıćı γc posouvá horńı větev nahoru, klesaj́ıćı γ⊥ a
rostoućı T posouvá spodńı větev dol̊u.
• Klesaj́ıćı γ⊥ zároveň rozšǐruje hysterezi (zelená, fialová), pokud je naopak velké,

hystereze se ztráćı (modrá, černá).



Optická bistabilita

• Vliv rozladěńı atomů: neǰsiřśı hystereze v rezonanci, v mezńım p̌ŕıpadě je š́ı̌rka
nulová, p̌ri věťśım rozladěńı je systém monostabilńı.



Optická bistabilita

• Vliv inverze (čerpáńı atomů): spojitý p̌rechod od bistabilńıho (d0 = −1) do
monostabilńıho stavu (d0 = 0).

• D́ıky čerpáńı (d0 > 0) je nenulové výstupńı pole i p̌ri nulovém
∣∣ẼS

∣∣. Bez vněǰśıho

pole pracuje laser v bifurkačńım bodě nebo Ẽ = 0 (chyb́ı
”
startovńı“ foton).



Ultrakrátké pulsy

• Heisenbergovy relace neurčitosti, Wiener̊uv–Chinčinův teorém:

〈(
∆ω
)2〉〈(

∆t
)2〉 ≥ 1

4

• Př́ıklad: gaussovské klubko

Ẽ(t) =

√ √
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σ
√
π
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[
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(
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)2

σ2

]
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√

2π
exp

[
−iωt0 −

(
ω−ω0

)2
σ2
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]
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Ultrakrátké pulsy

• Odhad š́ı̌rky spektra: 〈(
∆E
)2〉〈(

∆t
)2〉 ≥ ~2

/
4√〈(

∆E
)2〉 ≥ ~

/
2

√〈(
∆t
)2〉

• Výsledné š́ı̌rky spekter:

Mód Délka pulsu Š́ı̌rka spektra
Mechanické p̌rerušováńı 1 ms 3 · 10−13 eV
Akustooptická modulace 1 µs 3 · 10−10 eV

Q-sṕınáńı 1 ns 0.3 µeV
Ultrakrátké pulsy 1 ps 0.3 meV

Femtosekundové pulsy 0.1 ps 3 meV

• Je ťreba, aby š́ı̌rka spektrálńı čáry aktivńıho prosťred́ı a š́ı̌rka spektra dutiny byly
dostatečně široké.

• Přirozená homogenńı š́ı̌rka čáry na úrovni 10 µeV v atomárńıch prosťred́ıch p̌ri
ńızké teplotě, p̌ri T = 300 K je to cca kBT ≈ 25 meV.

• Doba života fotonu relativně dlouhá, pro 10 oběhů v krátké dutině L = 1 mm
vycháźı 70 ps (0.04 meV) ⇒ nutné v́ıcemodové oscilace, protože puls nelze na fs
časové škále externě modulovat jako u Q–sṕınáńı.



Ultrakrátké pulsy

• V́ıcemodové oscilace v prázdné dutině.

• Fixńı fáze mezi mody, modulace pouze
amplitudy: v́ıce či méně hladké pravidelné
pulsy.

• Náhodné fáze mezi mody: chaotické pole,
menš́ı amplituda.

• Modrá, zelená: fixńı fáze; červená: náhodná
fáze.



Ultrakrátké pulsy

• Ob́ıhaj́ıćı puls má tendenci rozplývat se v čase stejně jako kvantově-mechanický
vlnový baĺık d́ıky posuvu a ztrátě korelace mezi mody.

• Rozplýváńı lze částečně kompenzovat lineárńımi prvky s vhodnou negativńı
disperśı: hranoly nebo mř́ıžky.

• Dotvarováńı: synchronizace modů modulaćı ztrát — aktivńı, pasivńı, hybridńı.

• Amplitudová modulace: aktivńı synchronizace, periodicky se měńı propustnost
prvku (nap̌r. akustoopticky).

• Frekvenčńı modulace: aktivńı synchronizace, periodicky se měńı frekvenčńı posuv
(nap̌r. elektroopticky).

• Synchronńı čerpáńı; čerpáńı aktivńıho prosťred́ı synchronně s oběhem pulsu,
nejvyš̌śı zisk má pouze ob́ıhaj́ıćı puls kv̊uli periodicitě |Ẽ|2 a d0.

• Saturabilńı absorbér: absorpčńı koeficient se saturuje polem, propoušt́ı intenzivńı
pulsy, pohlcuje málo intenzivńı. Obvykle pomalá odezva, je to rezonantńı jev
(pohlceńı fotonů a záchyt elektronů v reálných stavech).

• Kerrovská nelinearita: kerrovské médium (nelinearita 3. řádu, nerezonantńı s
polem) způsobuje samofokusaci, uḿıstěńım clonky dostaneme podobný efekt jako
u saturabilńıho absorbéru, nerezonantńı, rychlěǰśı.

• Hybridńı modulace: spojeńı obou postupů.



Ultrakrátké pulsy



Ultrakrátké pulsy
• Homogenńı vlnová rovnice pro pomalu se měńıćı obálku:

Ẽ(x , t) = Ẽ(z, t) exp
[
ik0z−iω0t

]
∂

∂z
Ẽ −

i

2

∂2k0

∂ω2

∂2

∂
(
t − z/vg

)2
Ẽ = 0

vg =
∂k0

∂ω
grupová rychlost

k0 =
n
(
ω0

)
ω0

c
vlnový vektor

• Jednoduchá disperse pouze definuje grupovou rychlost, tvar puls̊u neovlivňuje.

• Disperse grupových rychlost́ı (Group
Velocity Dispersion) ∂2k0/∂ω

2 má za
následek rozšǐrováńı puls̊u v čase.

• Vznik čerpu (Chirp), tj. nelineárńı
modulace fáze po délce pulsu (lineárńı
modulace znamená pouze frekvenčńı
posun).

• Rozděleńı efektivńı frekvence po délce
pulsu.



Ultrakrátké pulsy

• Čerpované pulsy
je možné stlačovat až do limity dané relacemi neurčitosti (transform–limited pulse).

• Výhody ultrakrátkých puls̊u a jejich využit́ı:

• Vysoké časové rozlǐseńı.

• Vysoké intenzity (nelinearity), malé tepelné ztráty (kontinuálńı laser na dané
intenzitě by zničil vzorek).

• Generace attosekundových puls̊u.

• Generace THz puls̊u.

ESHG ∝ cos(2ωt) = 2 cos2 ωt − 1

E(t) ∝ E2
0 (t) cos(2ωt) + E0(t)



VCSEL
• Vertical Cavity Surface Emitting Laser

• Malá vzdálenost braggovských zrcadel na kompaktně p̌ripravené struktǔre.

• Velká spektrálńı vzdálenost frekvenćı podélných modů (≈ 1/L), efektivně pouze
jeden mod.

• Př́ıčné mody lze potlačit konečnými rozměry apertury — možný jednomodový
provoz.

• Velký p̌rekryv elektronové a elektromagnetické vlnové funkce (≈ 1/
√
L) —

vysoká kvantová účinnost.

• Vyzǎrováńı z elektricky čerpaných elektron–děrových pár̊u v ploše kvantové jámy.

• Oproti (objemovým) polovodičovým laser̊um s p-n p̌rechodem vyzǎruje z plochy
(povrchu kvantové jámy), ne podél p-n rozhrańı.

• Integrovatelnost, vysoké výkony z malého objemu, laditelnost.



Mikrodutiny

• Struktura podobná VCSEL, vysoká odrazivost zrcadel, malá délka dutiny (λ/2).

• Efektivně pouze jeden podélný mod elektromagnetického pole, kontinuum
p̌ŕıčných modů s parabolickou disperśı:

|k|2 = k2
z0︸︷︷︸

pevně dané délkou dutiny

+ k2
x + k2

y︸ ︷︷ ︸
libovolné

kz0 � kx , ky pro mody vyzǎrované z povrchu (dáno světelným kuželem)

k ≈ kz0 +
k2
x + k2

y

2kz0

• Uvniťr dutiny jedna nebo několik
kvantových jam, excitonová rezonance
shodná s energíı fotonového modu.

• Interakce hmotných fotonů (bosony) a
excitonů (bosony) — sp̌ražené
harmonické oscilátory.

OBR.: Odrazivost prázdné mikrodutiny
nebo VCSEL struktury.



Mikrodutiny

• Sp̌ražené harmonické oscilátory: vznik
ráz̊u, p̌reléváńı energie mezi mody.

• Fourierova transformace časového
vývoje jedné z amplitud obsahuje dvě
maxima, oscilace je lineárńı kombinaćı
dvou vlastńıch modů.

• V mechanice separace pohybu těžǐstě
a rozd́ılové amplitudy, v relaćıch
kvantové mechniky je tento postup
separaćı vlastńıch modů a
diagonalizaćı hamiltoniánu.

• Hamiltonián kvantového modelu:

H = EXa
+a + ~ωb+b + g

(
a+b + ab+

)
• Vlastńı mody

p1 = αa + βb

p2 = βa− αa
|α|2 + |β|2 = 1



Mikrodutiny

• Energie

E1,2 =
EX + ~ω

2
±

1

2

√(
EX − ~ω

)2
+ 4g2

• Rozštěpeńı fotonového modu do dvou sḿı̌sených modů spolu s excitonem.

• Dvě maxima propustnosti se objev́ı v
důsledku p̌riḿıseńı fotonů do obou
modů.

• V modelu nejsou započ́ıtané ztráty
(rozfázováńı, v mechanickém modelu
ťreńı): pokud budou velké, oscilace
způsobené vazbou budou tlumené a
mody se nebudou ḿısit.

• Podḿınka pro vazbu 2g > ~
∣∣γ⊥ − γc

∣∣.
• Silná vazba → štěpeńı bosonového

modu na horńı a dolńı větev.

• Slabá vazba → žádné ḿıseńı modů,
jedno maximum propustnosti, VCSEL.



Mikrodutiny

• Energie fotonů ~ω = ~kc ∝ k2
x + k2

y ⇒ disperse závisej́ıćı na vlnovém vektoru v
rovině, dva mody.

• Minimum disperse na nenulové energii — nenulová klidová hmotnost.

• Přibližně parabolický tvar disperse — hmotné částice, hmotnost 10−4 me.

• Bosony, kritická teplota vyš̌śı než pokojová.

• Částice slabě interaguj́ı, mohou se pohybovat.



Mikrodutiny

• Relaxace energie d́ıky interakci s fonony, termalizace s mř́ıž́ı, snaha o termalizaci
v minimu disperse (fotony ani 3D polaritony a plasmony se takto termalizovat
nemohou kv̊uli nulové klidové hmotnosti).

• Fázový p̌rechod do Bose-Einsteinova kondenzátu nebo supratekutého stavu (BKT
teorie).



Mikrodutiny

• Kondenzace, stimulovaný boson–bosonový rozptyl, laserováńı bez inverze.

• Ukázáno v GaAs na teplotě 5K, v GaN p̌ri 300K.

• Funguje i s elektrickým čerpáńım.

• Funkčnost citlivá na p̌ŕıpravu, muśı být ńızké ztráty, drahé.
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