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Úvod



Motivace

• Elektromagnetická interakce: nejvýznamněǰśı pro každodenńı život (chemické
vazby, p̌renos energíı, telekomunikace, . . . ).

• Popis interakce elektron–foton možný s pomoćı kvantové teorie pole.

• Fyzika a matematika naráž́ı na složitost v́ıcečásticových systémů, p̌ŕıp. systémů s
mnoha stupni volnosti.

• Snaha problémy zjednodušovat a omezit počet stupňů volnosti, p̌ŕıp. separovat
jejich nezávislé skupiny (zavedeńı těžǐstě v mechanice, separace rotaćı, translaćı a
vniťrńıch stupňů volnosti).

• Odezva systému vždy odpov́ıdá jeho symetrii a symetrii interaguj́ıćıho pole.

• Každý soǔradný systém je jenom matematická fikce, lze jej libovolně měnit bez
vlivu na výsledek experimentu (ale je nutné změnu udělat správně!).

• Zat́ım nebyl objeven žádný fyzikálně fixńı soǔradný systém, jsme v relativńım
vesḿıru.



Motivace

• Prvńı teorém Nötherové:
”
S každou lokálńı symetríı systému je svázána veličina,

která se lokálně zachovává.“ (1918, Emmy Nötherová).

• Teorém je základńım stavebńım kamenem obecné teorie relativity.

• Důsledkem teorému v nerelativistické mechanice jsou zákony zachováńı (energie,
hybnosti, atd.).

• Interakce fotonu a vázaného elektronu (molekuly, nanostruktury) má také svou
mikroskopickou strukturu a symetrii a jej́ı kvantifikace či analýza změ̌rených dat
se dá významně zjednodušit na základě úvah o symetrii.

• I p̌ri použit́ı výpočetńı techniky je možné úlohy významně urychlit, pokud se
vylouč́ı body, ve kterých nejsou splněny zákony zachováńı (nap̌r. spinu), a odezva
je tedy nulová.

• Z úvah o symetrii lze nalézt strukturu vlastńıch stav̊u neporušeného systému a
rychlost p̌rechodu mezi stavy pokud dojde k poruše d́ıky vněǰśımu
(elektromagnetickému) poli.



Prostorová symetrie atomů a molekul



Prostorová symetrie atomů a molekul

• Zat́ım popisujeme systém klasicky, atomy jsou hmotné body, molekuly bez
vniťrńıch stupňů volnosti.

• Soǔradná soustava se pohybuje a rotuje s molekulou.

• Teorie platná pro 3D nerelativistický prostor, tj. neexistuje poloč́ıselný spin, plat́ı
Newtonovy zákony.

• Zaj́ımáme se pouze o bodové symetrie (bez translaćı).

• Teorii je možné o translace a relativistické jevy včetně spinu rozš́ı̌rit.



Prostorová symetrie — terminologie

Definice: Operace symetrie

Operace symetrie je prostorová transformace, p̌ri které jako konečný stav dostaneme
stav fyzikálně nerozlǐsitelný od stavu výchoźıho. Operaci symetrie označujeme sťŕı̌skou.

• Absence vniťrńıch stupňů volnosti — atomy
stejného izotopu prvku jsou nerozlǐsitelné.

• Atomy vod́ıku v molekule vody jsou
nerozlǐsitelné, operace otočeńı o 180◦ kolem
osy C2 je operaćı symetrie.

• Pro poťreby matematického popisu můžeme
atomy označit H1 a H2, to ale na principu
nerozlǐsitelnosti nic neměńı, je to stejné jako
zavedeńı soǔradného systému.
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atomy označit H1 a H2, to ale na principu
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Prostorová symetrie — terminologie

Definice: Prvek symetrie

Prvkem symetrie je geometrický objekt (bod, p̌ŕımka, rovina), který se během
prostorové transformace transformuje sám na sebe. Označeńı prvku podtržeńım.

• Prvek symetrie vymezuje, kde v prostoru či v jakém směru dojde k transformaci.

• Operace symetrie na prostorově omezený objekt: výchoźı a konečný stav musej́ı
ḿıt shodné rozložeńı hmoty, a tedy i stejnou polohu těžǐstě ⇒ těžǐstě vždy
z̊ustává na ḿıstě.

• Všechny prvky symetrie obsahuj́ı bod těžǐstě, nazýváme je proto bodové operace
symetrie.



Prostorová symetrie — terminologie

Ńıže uvedené operace jsou výčtem základńıch shodných zobrazeńı v euklidovském
prostoru. Mohou, ale nemusej́ı být vždy operacemi symetrie.

Jiná (neshodná) zobrazeńı mohou být operacemi symetrie ve fyzikálńıch systémech,
ale v nerelativistických bezspinových atomárńıch systémech nehraj́ı roli.

Identita

• Neprovád́ı žádnou transformaci, vždy je operaćı symetrie.

• Označeńı operace Ê , prvek symetrie (celý prostor) se neoznačuje.

Inverze

• Proḿıtnut́ı každého bodu r do bodu 2rS − r , kde rS je poloha sťredu symetrie.

• Aby inverze mohla být operaćı symetrie, muśı sťred symetrie splynout s těžǐstěm.

• Označeńı operace ı̂, sťred symetrie i .



Prostorová symetrie — terminologie

Rotace

• Rotace kolem osy Cm o úhel 360◦/m, p̌ŕıpadně C∞(φ) pro rotaci o úhel φ.

• Osa rotace se nazývá m-četnou, symetrie odpov́ıdá pravidelnému m-úhelńıku, kde
osa rotace je normála roviny m-úhelńıku.

• Operace označena Ĉn
m, kde mocněńı na n-tou znamená n násobné opakováńı

operace. Úhel rotace je tedy 360◦n/m.

• Zřejmě Ê = Ĉm
m = Ĉn

1 .

• Hlavńı osa rotace (nejčetněǰśı) se obvykle ztotožňuje s osou z.

• Vedleǰśı osy rotace (které lež́ı mimo hlavńı osu rotace) jsou značeny C ′k , C ′′` atd.



Prostorová symetrie — terminologie

Zrcadleńı

• Rovina zrcadleńı označena σ, operace zrcadleńı σ̂.

• Tři základńı druhy:

horizontálńı σ̂h rovina zrcadleńı σh ⊥ z
vertikálńı σ̂v rovina zrcadleńı σv ‖ z
dihedrálńı σ̂d rovina zrcadleńı σd 6⊥ z

• Vertikálńı roviny zrcadleńı obsahuj́ı dvě vedleǰśı dvojčetné osy, dihedrálńı roviny
zpravidla půĺı úhel mezi vedleǰśımi dvojčetnými osami.

• Pokud systém neobsahuje vedleǰśı dvojčetné osy, jsou roviny obsahuj́ıćı osu z
vertikálńı.



Prostorová symetrie — terminologie

Nevlastńı rotace

• Osa rotace Sm, definice operace:

Ŝn
m = σ̂Ĉn

m

• Pǒrad́ı skládáńı operaćı zprava doleva jako kvantově-mechanické operátory
(působ́ı na objekt, který je úplně vpravo jako vlnová funkce).

• Identity:

Ŝ1 = σ̂h

Ŝ2 = σ̂hĈ2 = ı̂
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CH4
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Ŝ1 = σ̂h
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Př́ıklad: Symetrie molekuly CH4
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Př́ıklad: Symetrie molekuly CH4
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Role symetrie ve fyzikálńıch systémech

Symetrie hraje velkou roli v chováńı fyzikálńıch systémů a mohou z ńı plynout
netriviálńı důsledky, nap̌r.:
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Systémy se sťredem symetrie nemaj́ı vněǰśı dipólový moment
To se týká pouze statického dipólového momentu, látky mohou být i tak dipólově
aktivńı ve sťŕıdavém poli.
Pokud by dipólový moment měly, systém se p̌ri inverzi fyzikálně nezměńı, ale dipólový
moment změńı znaménko, což je v rozporu.
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aktivńı ve sťŕıdavém poli.
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moment změńı znaménko, což je v rozporu.

Látky se sťredem symetrie nemohou generovat druhou harmonickou
Polarizace druhého řádu je:

P(2ω) = χ(2)E(ω)E(ω)

Tenzor druhého řádu, který zde vystupuje jako jediný materiálový parametr, se po
inverzi nezměńı, kdežto všechna pole musej́ı změnit znaménko:

−P(2ω) = χ(2)
(
−E(ω)

) (
−E(ω)

)
= χ(2)E(ω)E(ω)

Toto je ale ve sporu s p̌redchoźı rovnost́ı pro P(2ω) 6= 0.



Symetrie atomů a molekul

Př́ıklad: Určete operace symetrie
molekuly CH4

• Identita Ê.

• Nejčetněǰśı osa S4 procháźı sťredem
dvojice protilehlých hran (3×):
3×Ŝ4 + 3×Ŝ3

4.

• Každá z os S4 je i osou C2: 3×Ĉ2.

• Každým vrcholem procháźı osa C3:

4×Ĉ3 + 4×Ĉ2
3.

• Každá hrana je v rovině zrcadleńı:
6×σ̂d.

Celkem: Ê + 3Ŝ4 + 3Ŝ3
4 + 3Ĉ2 + 4Ĉ3 + 4Ĉ2

3 + 6σ̂d



Symetrie atomů a molekul

Př́ıklad: Určete operace symetrie
molekuly SF6

• Molekula tvaru pravidelného
osmistěnu.

• Nejčetněǰśı osa neńı C4, ale S6!

• Neoznačené osy:

C ′2 = C4

C3 = S6

S4 = C4

• I když operace Ŝm je operaćı symetrie,
neńı obecně libovolná mocnina Ŝn

m.

Ê + ı̂+

4Ŝ6 + 4Ŝ5
6 + 4Ĉ3 + 4Ĉ2

3 +

+3Ĉ4 + 3Ĉ3
4 + 3Ĉ ′2(Ĉ2

4 ) + 3Ŝ4 + 3Ŝ3
4 +

3σ̂v + 3σ̂d + 3σ̂′d



Symetrie atomů a molekul

Př́ıklad: Určete operace symetrie
molekuly H2O

• Nelineárńı molekula d́ıky nevazebným
elektronům ve valenčńı slupce kysĺıku.

• Úhel mezi vazbami cca 120◦.

• Operace symetrie: Ê + Ĉ2 + 2σ̂v .



Symetrie atomů a molekul

Př́ıklad: Určete operace symetrie
molekuly CO2

• Molekula je lineárńı d́ıky dvojným
vazbám.

• Atom je hmotný bod, sám o sobě má
nekonečnou symetrii.

• Lineárńı molekuly mohou být otočeny
o libovolný úhel, osu rotace znač́ıme
C∞.

• Nekonečný počet vertikálńıch rovin
zrcadleńı.

• Nav́ıc sťred inverze ⇒ nevlastńı rotace
o libovolný úhel, vedleǰśı osy rotace
C ′2 a horizontálńı rovina zrcadleńı.

Otočeńı o úhel +φ i −φ, znač́ıme Ĉ∞(+φ) + Ĉ∞(−φ)→ 2Ĉ∞(φ).

Ê + ı̂+ σ̂h

2Ĉ∞(φ) + 2Ĉ∞(2φ) + 2Ŝ∞(φ) + 2Ŝ∞(2φ) + · · ·+
+∞Ĉ ′2 +∞σ̂v



Symetrie atomů a molekul

Př́ıklad: Určete operace symetrie atomu

• Vyšeťrujeme chováńı atomu vzhledem k elektromagnetickému poli.

• Drž́ıme-li se v ńızkoenergetické části spektra (rozměr jádra mnohem menš́ı než
vlnová délka), je jádro hmotný bod.

• Symetrie atomu je daná symetríı fyzikálńıch poĺı, jejichž je atom zdrojem.

• Coulombický potenciál st́ıněný elektrony: sférická symetrie (vliv jednotlivých
orbital̊u se statisticky pr̊uměruje).

• Vzhledem k bodovým operaćım symetrie je atom úplně symetrický.



Symetrie atomů a molekul

Př́ıklad: Určete operace symetrie atomových orbital̊u

• Zde se již zabýváme fyzikálńım problémem na
kvantové úrovni (!).

• Bereme do úvahy konkrétńı tvar vlnové funkce
elektronu.

• Žádné pr̊uměrováńı, orbital je ve fixńı soǔradné
soustavě.

• Hlavńı kvantvé č́ıslo ovlivňuje pouze radiálńı část,
nemá vliv na bodovou symetrii.

• Symetrii určuj́ı č́ısla `,m.

• s-orbital: úplná bodová symetrie.

• p-orbital: symetrie lineárńı molekuly, ale bez
inverze (laloky

”
+“ a

”
−“), 3 možnosti natočeńı v

soǔradné soustavě.

• Vyš̌śı momenty hybnosti: urč́ıme dle tabulek.



Symetrie atomů a molekul

Př́ıklad: Určete operace symetrie atomu ve vněǰśım fyzikálńım poli

• Bodová symetrie atomu: úplná.

• Bodová symetrie pole: částečná.

• Symetrie atomu v poli: celková symetrie systému atom + pole, v tomto p̌ŕıpadě
odpov́ıdá symetrii pole.

• Obecně molekula, krystal atd. ve vněǰśım poli má symetrii odpov́ıdaj́ıćı symetrii
celého systému, je to tedy pr̊unik d́ılč́ıch symetríı.



Symetrie poĺı

Symetrie fyzikálńıch poĺı

• Symetrii pole urč́ıme ze symetrie jeho zdroj̊u: jsou-li nějak rozḿıstěné v prostoru,
transformaćı se fyzicky p̌resunou a tomu muśı odpov́ıdat i změna pole.

• Mechanická a elektromagnetická pole: potenciály se transformuj́ı shodně se
systémem ⇒ transformace poĺı urč́ıme jejich p̌ŕımým výpočtem z
transformovaných potenciál̊u.

• Pro mechanická pole (napět́ı, śıla, gravitace) lze ukázat, že se transformuj́ı
shodně s vektory, kterými je popisujeme.

• Elektromagnetismus má jiná pravidla.

Př́ıklad: Určete, jak se transformuje elektrické pole

• Prostorovou transformaćı elektrického dipólu transformujeme žrejmě vektorové
pole shodně jako dipól.

• E = −∇ϕ = −∇2ρ/ε0, zdroje se transformuj́ı dle prostorové transformace a ∇2

má úplnou bodovou symetrii (je invariantńı v̊uči bodovým operaćım symetrie).

• Elektrické pole se tedy transformuje jako kdybychom provedli prostorovou
transformaci na jeho vektorové pole.



Symetrie poĺı

Př́ıklad: Určete jak se transformuje magnetické pole

• Zde plat́ı výjimka, nebot’ magnetická indukce neńı gradientem, ale rotaćı
potenciálu B = ∇× A.

• Transformačńı vlastnosti vektorového potenciálu:

∇× B = ∇×∇× A = ∇∇ · A−∇2A = j

• Nap̌r. v Coulombické kalibraci ∇ · A = 0 dostaneme ∇2A = j podobně jako
∇2ϕ = −ρ/ε0.

• Vektorový potenciál se transformuje
”
normálně“ jako vektorové pole.

• Magnetická indukce B = ∇× A: rotace záviśı na paritě soǔradného systému. Při
otočeńı se B chová jako vektorové pole, p̌ri změně parity (zrcadleńı, inverze,
nevlastńı rotace) nav́ıc měńı znaménko.



Symetrie poĺı

Uvažujme proudovou smyčku a ukažme, jak se transformuje magnetické pole uvniťr
smyčky.

• Rotace kolem z:

• Rotace kolem x :

• Zrcadleńı p̌res rovinu yz:

• Zrcadleńı p̌res rovinu xy :

• Inverze:
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• Zrcadleńı p̌res rovinu yz:
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• Zrcadleńı p̌res rovinu xy : –

• Inverze: –



Symetrie poĺı

Konkrétńı p̌ŕıklad homogenńıho magnetického pole pro ilustraci: rotace.

A(x , y , z) =
B

2
(−y , x , 0)

B(x , y , z) = B(0, 0, 1)

Provedeme rotaci soǔradného systému kolem osy z:

x ′ = x cosϕ− y sinϕ

y ′ = x sinϕ+ y cosϕ

z ′ = z

Dosad́ıme do výrazu pro vektorový potenciál:

A(x ′, y ′, z ′) = A(x cosϕ− y sinϕ, x sinϕ+ y cosϕ, z ′) =

=
B

2
(−x sinϕ− y cosϕ, x cosϕ− y sinϕ, 0) =

B

2
(−y ′, x ′, 0)

Zřejmě tedy:
B(x ′, y ′, z ′) = B(0, 0, 1)



Symetrie poĺı
Konkrétńı p̌ŕıklad homogenńıho magnetického pole pro ilustraci: zrcadleńı.

A(x , y , z) =
B

2
(−y , x , 0)

B(x , y , z) = B(0, 0, 1)

Provedeme zrcadleńı soǔradného systému p̌res rovinu yz:

x ′ = −x
y ′ = +y

z ′ = +z

Dosad́ıme do výrazu pro vektorový potenciál:

A(x ′, y ′, z ′) = A(−x , y , z) =
B

2
(−y ,−x , 0) =

B

2
(−y ′, x ′, 0)

Vektorový součin ale měńı v levotočivém systému zneménko, proto:

B(x ′, y ′, z ′) = B(0, 0,−1)

Normálńı vektor se tranformuje jako z → z ′, magnetické pole se tedy transformuje
jako vektor, až na znaménko.

Magnetické pole se transformuje shodně jako jeho vektorové pole, ale p̌ri operaćıch
měńıćıch paritu soǔradného systému je ťreba ještě výsledek p̌renásobit (−1).

POZOR! Symetrie magnetického pole je zde ukázána jenom z pohledu prostorového, v
konkrétńı aplikaci je ťreba zahrnout ještě časovou symetrii (bude ukázáno později).



Základy teorie grup



Definice

Definice: Grupa

Grupou G =
(
M, ?,=

)
označ́ıme množinu M s binárńı operaćı ? na této množině a s

relaćı ekvivalence =, pokud jsou splněny následuj́ıćı podḿınky:

• Uzav̌renost: ∀a, b ∈ M : a ? b ∈ M.

• Asociativita: ∀a, b, c ∈ M : a ? (b ? c) = (a ? b) ? c.

• Existence neutrálńıho prvku: ∃e0 ∈ M : ∀a ∈ M a = a ? e0 = e0 ? a.

• Existence inverzńıho prvku: ∀a ∈ M∃a−1 ∈ M : a ? a−1 = a−1 ? a = e0.

Pokud nav́ıc plat́ı komutativńı zákon ∀a, b ∈ M : a ? b = b ? a, hovǒŕıme o komutativńı
grupě.

Definice plat́ı pro množiny č́ısel, ale obecně funguje i na vektorových prostorech, nap̌r.
na Hilbertově prostoru funkćı a i v jiných prostorech mnohem abstraktněǰśıch objekt̊u.



Definice

Př́ıklad: Reálná č́ısla a sč́ıtáńı

Ově̌ŕıme postupně všechny podḿınky, jedná se o grupu, která je nav́ıc komutativńı.

Př́ıklad: Reálná č́ısla a násobeńı

Plat́ı všechny podḿınky kromě posledńı, pro jediné č́ıslo 0 neexistuje inverzńı prvek.
Nejedná se tedy o grupu. Objekt

(
R \ 0, ·,=

)
ale grupou je.

Př́ıklad: Reálná č́ısla a mocněńı

Uzav̌renost plat́ı, asociativita ale ne, nejedná se o grupu.



Definice

Př́ıklad: Komplexńı čtvercové matice s det M = 1 a maticové násobeńı

Uzav̌renost a asociativita v maticovém násobeńı plat́ı univerzálně, uzav̌renost je nav́ıc
podpǒrena identitou det A det B = det (AB). Neutrálńım prvkem je žrejmě jednotková
matice a inverzńım prvkem je vždy matice inverzńı, která existuje pro každou
nesingulárńı matici, tedy i pro každou matici námi uvažovanou. Maticové násobeńı
neńı komutativńı, takže zde máme p̌ŕıklad nekomutativńı grupy.

Př́ıklad: Operace symetrie

Uvažujme rotace o 120◦ kolem fixńı osy nap̌r. z a operaci ? jako skládáńı prostorových
tranformaćı.

• Uzav̌renost: V grupě muśı být všechny násobky rotace: Ĉ0
3 = Ê , Ĉ3 a Ĉ2

3 .

• Asociativita: Skládáńı prostorových transformaćı je asociativńı.

• Neutrálńı provek: Ê .

• Inverzńı prvek: Ê ↔ Ê , Ĉ2
3 ↔ Ĉ3.({

Ê , Ĉ3, Ĉ
2
3

}
, ?,=

)
je grupa.



Definice

Definice: Prvek grupy

Definujme grupu G =
(
M, ?,=

)
. Potom ∀a ∈ M je prvkem grupy G, znač́ıme a ∈ G.

Definice: Řád grupy

Řád grupy je počet jej́ıch neidentických prvk̊u. Řád grupy označujeme h.

• Grupy řádu h ≤ 4 jsou vždy komutativńı.

Př́ıklad: Grupy řádu 2 a 3

Tabulky pro grupy se 3 prvky, G je řádu 3 a grupa H je řádu 2. Pozn.: grupy řádu 3 a
méně maj́ı pouze jědnu možnost pro multiplikačńı tabulku, grupy řádu 4 maj́ı pouze 2
varianty.

G E A B

E E A B

A A B E

B B E A

H E A B

E E A B

A A E E

B B E E

Grupa H splňuje všechny požadavky na grupu a nevad́ı, že inverzńı prvek neńı
definovaný jednoznačně. Přitom ale prvky A a B se chovaj́ı naprosto shodně, v tabulce
jsou nerozlǐsitelné kromě prvńıho řádku a prvńıho sloupce. Jsou tedy ekvivalentńı a
grupa H je řádu 2.



Definice

Definice: Podgrupa

Necht’ jsou dány grupy G = ({Aj}, ?,=) a H. Řekneme, že H ⊂ G, tedy že grupa H je
podgrupou grupy G, pokud H = ({Bk}, ?,=) a Bk ∈ G ∀k.

• Grupa je podgrupou sebe samé.

• Řád grupy je stejný nebo vyš̌śı než řád jej́ıch podgrup.

• Tvrzeńı (bez důkazu, pro který bychom museli zavést daľśı pojmy a dokázat
podpůrná tvrzeńı, pro zájemce viz ťŕıdy rozkladu grupy): Řád podgrupy H je
dělitelem řádu matěrské grupy G.



Definice

Definice: Direktńı součin

Necht’ jsou dány dvě grupy G = ({Aj}, ?,=) a H = ({B`}, ◦,=). Vněǰśı (direktńı)
součin těchto grup, značený symbolem ⊗, je grupa K taková, že
G ⊗H = K = ({AjB`}, ?◦,=). Význam operace (?◦) je p̌ritom následuj́ıćı:
(AiBj ) ? ◦(AkB`) = (Ai ? Ak )(Bj ◦ B`).

• Jsou-li Aj , B` č́ısla, definice je žrejmá.

• Jsou-li Aj , B` operátory, zdánlivě je problém s řazeńım, zda jsou prvky AjB`,
nebo B`Aj .

• Každý z operátor̊u působ́ı pouze na
”
své“ funkce, viz vysvětlivka k symbolu (?◦),

takže na pǒrad́ı nesejde.

• Zápis operátoru ?◦ má sv̊uj význam: uvažujeme-li matice nap̌r. 3× 3 (G) a 4× 4
(H), ? a ◦ jsou dvě r̊uzné operace (záviśı na veliksoti matice). Můžeme ale
sestrojit prvky Ajb` jako direktńı součin matic a pak je operace (?◦) p̌ŕımo
maticové násobeńı matic 12× 12.

• G,H 6⊂ K
• Objekt G1 =

({
B1Aj

}
, ?,=

)
je grupa. Stejně tak libovolný objekt G`. Nav́ıc

žrejmě G` ⊂ K.

• Objekt G1,2 =
({

B1Aj ,B2Aj

}
, ?,=

)
neńı obecně grupa.



Definice

Př́ıklad: Ukažte, že direktńı součin dvou grup je grupa

Je ťreba dokázat čty̌ri vlastnosti z definice grupy. Budeme uvažovat vždy prvek z jedné
grupy jako Aj a prvek z druhé grupy jako B`.

1 Uzav̌renost
A1B1 ? ◦A2B2 = (A1 ? A2)(B1 ◦ B2) = A3B3 ,

prvek na pravé straně ale evidentně paťŕı do direktńıho součinu grup.

2 Asociativita

A1B1?◦(A2B2?◦A3B3) = A1B1?◦[(A2?A3)(B2◦B3)] = (A1?A2?A3)(B1◦B2◦B3) .

3 Neutrálńı prvek

A1B1 ? ◦A0B0 = (A1 ? A0)(B1 ◦ B0) = A1B1 .

4 Inverzńı prvek

A1B1 ? ◦A
−1
1 B−1

1 = (A1 ? A
−1
1 )(B1 ◦ B

−1
1 ) = A0B0 .



Definice

Definice: Řád prvku

Řád prvku a ∈ G je takové nejmenš́ı n ∈ N \ 0, že an = E , kde E ∈ G je neutrálńı
prvek grupy.

Př́ıklad: Řády operaćı symetrie

• Uvažujeme grupy obsahuj́ıćı operace symetrie, kde operaćı
”
?“ je oprace skládáńı

prostorových transformaćı.

• Ê : n = 1

• ı̂ : n = 2

• Ĉ2 : n = 2

• σ̂j : n = 2

• Ĉm : n = m

• Ŝ4 : n = 4

• Ŝ3 : n = 6



Definice

Definice: Isomorfismus

Pokud pro prvky Aj ∈ G =
(
{A`}, ?,=

)
a BJ ∈ H =

(
{Bm}, ◦,=

)
existuje vzájemně

jednoznačné zobrazeńı Aj ↔ BJ takové, že Aj ? Ak = An a BJ ◦ BK = BN , řekneme,
že grupy G a H jsou isomorfńı.

• Grupy musej́ı ḿıt stejný počet prvk̊u.

• Grupy musej́ı ḿıt stejné multiplikačńı tabulky.

• Grupy jsou tedy stejného řádu.

• Grupy shodného řádu 1− 3 isomorfńı, pokud obsahuj́ı neekvivalentńı prvky.



Definice

Definice: Homomorfismus

Necht’ jsou dány grupy G = ({A`}, ?,=) a H = ({Bm}, ◦,=). Pokud existuje
zobrazeńı φ grupy G na H: {Am} → {Bn}, Am ∈ G, Bn ∈ H takové, že
φ(Ak ? A`) = φ(Ak ) ◦ φ(A`), pak řekneme, že grupa H je homomorfńı s grupou G.

• U homomorfismu neńı vyžadováno, aby grupy byly stejného řádu nebo měly
shodné multiplikačńı tabulky.

• Jedinou podḿınkou je existence zobrazeńı, které
”
rozumně“ p̌revád́ı operaci ? na

operaci ◦.
• Zřejmě se zachovává neutrálńı prvek:

φ(Ak ) = φ(Ak ? A0) = φ(Ak ) ◦ φ(A0) = φ(Ak ) ∀k

• Zobrazeńı muśı zachovat i inverzńı prvek:

φ(A0) = φ(Ak ? A
−1
k ) = φ(Ak ) ◦ φ(A−1

k )

• Isomorfismus je speciálńı p̌ŕıpad homomorfismu, zobrazeńı muśı být prosté a na.



Definice

Př́ıklady isomorfńıch a homomorfńıch grup

• G =
(
{1,−1}, ·,=

)
a H =

({(
1 0
0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)}
, ·,=

)
jsou isomorfńı.

• Č́ıselná grupa G =
(
{1, exp[2πi/3], exp[4πi/3]}, ·,=

)
a grupa operaćı

C3 =
(
{Ê , Ĉ3, Ĉ

2
3 }, ◦,=) jsou isomorfńı; operace ◦ znač́ı operaci skládáńı rotaćı.

• Grupa CE =
(
{1}, ·,=

)
je homomorfńı s č́ıselnou grupou H =

(
{1, exp[2πi/3],

exp[4πi/3]}, ·,=
)
. CE je žrejmě grupa a zobrazeńı evidentně zachovává

multiplikačńı tabulku.

• Obecně jednoprvkové grupy jsou vždy homomorfńı s jakoukoliv jinou grupou a
isomorfńı se všemi jednoprvkovými grupami.



Definice

Definice: Sdružeńı

Řekneme, že prvky A,A′ ∈ G jsou sdružené, pokud ∃A′′ ∈ G : A = A′′−1A′A′′.

• Tato relace je evidentně symetrická: A′ = A′′AA′′−1.

• Důležité A′′ ∈ G, tj. neńı to libovolný objekt, pro který je definovaná operace v
grupě.

Definice: Tř́ıda prvk̊u

Tř́ıdou prvk̊u je množina všech vzájemně sdružených prvk̊u.

Definice: Invariantńı podgrupa

Necht’ grupa H je podgrupou grupy G. Řekneme, že H je invariantńı podgrupou grupy
G, pokud H obsahuje pouze úplné ťŕıdy prvk̊u grupy G.



Definice

Tvrzeńı: Abelovy grupy maj́ı stejný počet ťŕıd jako prvk̊u

Pokud vezmeme libovolné dva prvky X a A Abelovy (tj. komutativńı) grupy, pak plat́ı:

X−1AX = X−1XA = A .

Z toho plyne, že každý prvek sám o sobě tvǒŕı ťŕıdu a nemůže být sdružen s jiným
prvkem.



Př́ıklady

Př́ıklad: Tř́ıdy prvk̊u grupy C3v

• C3v je grupa s hlavńı trojčetnou osou (operace symetrie Ê , Ĉ3, Ĉ2
3 ) a se ťremi

vertikálńımi rovinami zrcadleńı, které znač́ıme σa,b,c .

• Pro identitu plat́ı:
X̂−1Ê X̂ = X̂−1X̂ = Ê

a tvǒŕı tak samostatnou ťŕıdu.

• Pro každou operaci X̂ ∈ C3v s libovolnou paritou ±1 plat́ı, že parita X̂−1X̂ je +1.

• Nelze sdružit rotace a zrcadleńı z důvodu parity.

• Všechna zrcadleńı tvǒŕı jednu ťŕıdu:

Ê−1σ̂aÊ = σ̂a ,

Ĉ−1
3 σ̂aĈ3 = σ̂c ,(

Ĉ2
3

)−1
σ̂aĈ

2
3 = σ̂b .

• Obě operace rotace spolu tvǒŕı jednu ťŕıdu, podobnostńı transformaci lze provést
s libovolným zrcadleńım.



Př́ıklady

Př́ıklad: Invariantńı podgrupy C3v

• Podgrupy C3v: {Ê}, {Ê , σ̂a}, {Ê , σ̂b}, {Ê , σ̂c}, {Ê , Ĉ3, Ĉ
2
3 }, C3v.

• Podgrupy se zrcadleńımi neobsahuj́ı celé ťŕıdy prvk̊u, nemohou být samy o sobě
invariantńımi podgrupami.

• Podgrupa {Ê} a podgrupa rotaćı a identity {Ê , Ĉ3, Ĉ
2
3 } invariantńı podgrupy jsou.

• Množina {Ê , σ̂a, σ̂b, σ̂c} netvǒŕı invariantńı podgrupu, neńı totiž grupou. Operace

skládáńı totiž na této množině neńı uzav̌rená kv̊uli paritě (nap̌r. σ̂aσ̂b = Ĉ2
3 ).

• Invariantńı podgrupy: {Ê}, {Ê , Ĉ3, Ĉ
2
3 }, C3v



Základy teorie reprezentaćı



Úvod

• Nebudeme budovat obecný matematický aparát, budeme uvažovat pouze grupy,
jejichž prvky jsou prostorové transformace.

• Operace symetrie provád́ı transformaci R̂(x , y , z)→ (x ′, y ′, z ′).

• Převod (kartézských) soǔradnic lze vyjáďrit vztahem q′ = Rq.

• R je matice, která (v konkrétńım soǔradném systému) reprezentuje oepraci

symetrie R̂.

• Operace symetrie je lineárńı operace, maticové násobeńı je také lineárńı operace.
Skládáńı operaćı je maticovým násobeńım:

R̂Ŝ(x , y , z) = (x ′, y ′, z ′) → RSq = q′

.

• K operaci R̂ p̌rǐrad́ıme kvantově-mechanický operátor ÔR :

ÔR f (r) = f
(
R̂−1r

)



Úvod

• Matice pro ďŕıve zḿıněné operace symetrie v rovině xy :

E =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 I =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1



Cm
n =

 cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1

 α = 2πm
n

Σh =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 Σv =

 cos 2β sin 2β 0
sin 2β − cos 2β 0

0 0 1



Sm
n = ΣhCm

n =

 cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 −1


• α . . . úhel rotace.

• β . . . úhel mezi rovinou zrcadleńı a osou x .



Úvod

• Uvažujme grupu C3 a zapǐsme jej́ı prvky pomoćı matic:

E =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1



C3 =

 − 1
2
−
√

3
2

0√
3

2
− 1

2
0

0 0 1



C2
3 =

 − 1
2

√
3

2
0

−
√

3
2
− 1

2
0

0 0 1


• Matice nejsou p̌ŕımo operacemi symetrie, ale v daném soǔradném systému je

matematicky popisuj́ı.

• Množina matic Γ =
{

E,C3,C2
3

}
s rovnost́ı a maticovým násobeńım tvǒŕı grupu G

isomorfńı s C3.

• Vlastnosti G a C3 jsou shodné, grupu C3 můžeme zkoumat s využit́ım pouze
algebraických vlastnost́ı G.

• Množina Γ je reprezentaćı grupy C3.



Definice

Definice: Reprezentace

Reprezentace grupy operaćı G je každá množina matic M, která tvǒŕı grupu M, která
je homomorfńı s grupou operaćı G.

• Homomorfismus v definici je záměrně, reprezentace nemuśı být nutně isomorfńı
(tedy algebraicky shodná) s grupou, kterou reprezentuje.

• Nejsme omezeni velikost́ı matice — v definici neńı zḿınka nap̌r. o
”
nejmenš́ı

možné dimenzi matic“ a nic podobného.

• V p̌ŕıkladu jsou matice 3× 3, ale jelikož jde o rotace v rovině, mohli jsme sestrojit
reprezentaci i o dimenzi nižš́ı nebo vyš̌śı.

• Neńı-li napsáno jinak, budeme uvažovat normované reprezentace, tedy
detAj = 1 ∀j . Později ukážeme, že můžeme dokonce cht́ıt, aby reprezentace byly
unitárńı.



Definice

Definice: Dimenze reprezentace

Dimenze reprezentace je dimenze matic reprezentace.

Definice: Ekvivalentńı reprezentace

Řekneme, že dvě reprezentace MA a MB jsou ekvivalentńı, pokud mezi jejich maticemi
existuje podobnostńı transformace, tj. ∃P : ∀j P+AjP = Bj , p̌ričemž Aj ∈ MA a
Bj ∈ MB.

• Transformačńı matice P je společná pro všechny matice reprezentaćı.

• Nepožadujeme, aby P byla z kterékoliv z reprezentaćı MA ani MB , je to libovolná
matice odpov́ıdaj́ıćı dimenze.



Definice

Př́ıklad: Reprezentace grupy C3

• V p̌ŕıkladu jsme p̌rǐradili matice a operace symetrie Ê ↔ E, Ĉ3 ↔ C3 a Ĉ2
3 ↔ C2

3,
s maticovým násobeńım můžeme definovat grupu G.

• Grupa G je isomorfńı s grupou C3, množina matic je jej́ı reprezentace.

• Definujme jinou grupu G′ =
({

Ê , Ĉ2
3 , Ĉ3

}
, ·,=

)
.

• Přǐrazeńı Ê ↔ E, Ĉ2
3 ↔ C3 a Ĉ2

3 ↔ C3.

• Opět se jedná o množinu matic, tvǒŕıćıch reprezentaci grupy C3.

• Podobnostńı transformace: libovolná matice Σv, reprezentace jsou ekvivalentńı.

• Ekvivalentńı reprezentace s G bude i:

ME =

(
1 0
0 1

)
MC3

=

(
− 1

2
−
√

3
2√

3
2
− 1

2

)
MC2

3
=

(
− 1

2

√
3

2

−
√

3
2
− 1

2

)

• Podobnostńı matice P =

 0 +1
−1 0
0 0





Definice

Př́ıklad: Jiné reprezentace grupy C3

• Každému prvku grupy C3 p̌rǐrad́ıme matici E.

• Zobrazeńı neńı vzájemně jednoznačné, pro homomorfismus to neńı nutné.

• Zobrazeńı zachovává neutrálńı i inverzńı prvek.

• Struktura operace skládáńı také zachována (násobeńı matic nemá sice tak

”
jemnou“ strukturu, ale p̌redevš́ım nikdy neńı v rozporu s operaćı skládáńı v C3).

• Grupa
(
{E}, ·,=

)
je homomorfńı s grupou C3.

• Množina Γ = {E} je také reprezentaćı grupy C3 s dimenźı 3.

• Můžeme provést jiné zobrazeńı: ∀a ∈ C3 : a→ 1. Grupa
(
{1}, ·,=

)
je

homomorfńı s grupou C3, množina Γ1 = {1} je reprezentaćı grupy C3 s dimenźı 1
stejně jako libovolnou grupu bude reprezentovat jednotková matice libovolné
dimenze.

• Reprezentace Γ1 = {1} neńı ekvivalentńı s p̌redchoźımi reprezentacemi, neexistuje
podobnostńı transformace (nejde matice vzájemně jednoznačně p̌rǐradit).
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Definice: Reducibilńı reprezentace

Mějme zadanou reprezentaci tvǒrenou maticemi Aj . Pokud existuje blokově diagonálńı
ekvivalentńı reprezentace tvǒrená maticemi Bj , tj. existuje taková matice X, že matice
X+AjX = Bj jsou (stejně) blokově diagonálńı, pak řekneme, že reprezentace je
reducibilńı.

Definice: Ireducibilńı reprezentace

Reprezentace, která neńı reducibilńı, je ireducibilńı.



Definice

Př́ıklad: Reducibilita matic v reprezentaci C3

• Matice E, C3 a C2
3 jsou samy o sobě blokově diagonálńı, bloky 2× 2 a 1× 1.

• Tato reprezentace je evidentně reducibilńı.

• Otázka reducibility bloku 2× 2, tj. reprezentace:

ME =

(
1 0
0 1

)
MC3

=

(
− 1

2
−
√

3
2√

3
2
− 1

2

)
MC2

3
=

(
− 1

2

√
3

2

−
√

3
2
− 1

2

)

• Podobnostńı transformace P = 1√
2

(
i
1

)
.

• Ireducibilńı reprezentace je pak
{

1, exp[2πi/3], exp[4πi/3]
}

, která s násobeńım
tvǒŕı grupu, jak jsme ukázali ďŕıve. Grupa je nav́ıc isomorfńı s C3.
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Definice: Direktńı součet

Direktńı součet reprezentaćı {Aj} a {Bj} grupy G je reprezentace definovaná jako:{
Aj

}
⊕
{

Bj

}
=
{

Cj

}
,

Cj =

(
Aj 0
0 Bj

)

• Způsob, jak z (i)reducibilńıch reprezentaćı vytvǒrit reprezentaci reducibilńı nebo
naopak reducibilńı rozložit do součtu (i)reducibilńıch.

Př́ıklad: Direktńı součet matic

Direktńı součet neńı komutativńı, zálež́ı na pǒrad́ı:

(
1 2
3 4

)
⊕ (5) =

 1 2 0
3 4 0
0 0 5

 ,

(5)⊕
(

1 2
3 4

)
=

 5 0 0
0 1 2
0 3 4

 .
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Definice: Charakter reprezentace

Charakter operace R̂ v reprezentaci Γ je definován jako χΓ(R̂) = TrMR , kde MR je

matice z reprezentace Γ sdružená s operaćı R̂.
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Př́ıklad: Charaktery reprezentaćı

Určeme charaktery operaćı v nám doposud známých reprezentaćıch grupy C3.

Reprezentace Ê Ĉ3 Ĉ2
3

{1} 1 1 1

{1, exp[2πi/3], exp[4πi/3]} 1 exp[2πi/3] exp[4πi/3]
 1 0 0

0 1 0

0 0 1


 3 3 3


 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,


− 1

2
−
√

3
2

0
√

3
2
− 1

2
0

0 0 1

 ,


− 1

2

√
3

2
0

−
√

3
2
− 1

2
0

0 0 1


 3 0 0

{(
1 0

0 1

)
,

(
− 1

2
−
√

3
2√

3
2
− 1

2

)
,

(
− 1

2

√
3

2

−
√

3
2
− 1

2

)}
2 −1 −1

• I když jsou reprezentace isomorfńı, charaktery stejných operaćı se mohou lǐsit.

• Reprezentace {1} má všechny charaktery 1.

• Reprezentace {1} je reprezentaćı všech grup, je ireducibilńı.

• Nazýváme ji úplně symetrická reprezentace, označujeme zpravidla Γ1, A, A1.
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Tvrzeńı: 1. Schurovo lemma

Necht’ Γ =
{

Aj

}
je ireducibilńı reprezentace grupy G. Pokud pro matici M 6= 0 plat́ı,

že ∀j :
[
M,Aj

]
= 0, pak M = c1, c ∈ C.

Reprezentaci Γ uvažujme unitárńı (viz lemma dále), tj. A+
j Ai = AjA

+
j = 1. Plat́ı ∀j :

MAj = AjM
/

( )+

A+
j M+ = M+A+

j

/
Aj ( )Aj

M+Aj = AM+

Tedy pokud s reprezentaćı komutuje M, pak komutuje i M+ a komutuje i libovolná
lineárńı kombinace M a M+.

Definujme hermitovské matice H1 = M + M+ a H2 = −i
(
M−M+

)
. Zřejmě

M = 1
2

(H1 − iH2) a každá komutuj́ıćı matice M je tedy lineárńı kombinaćı dvou

hermitovských matic, které komutuj́ı s M.(4)

Nehct’ existuje hermitovská matice H: HAj
(∗)
= AjH. Protože H je hermitovská, existuje

unitárńı matice U, která H diagonalizuje: D = U+HU.
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Potom:

(∗) U+HAjU = U+HUU+AjU = U+AjHU =

Ãj︷ ︸︸ ︷
U+AjU U+HU

⇒ DÃj = ÃjD

D diagonálńı, tj. Dj` = Djjδj` a(
DÃj

)
mn

=
∑
k

Dmk

(
Ãj

)
kn

=
∑
k

Dmmδmk

(
Ãj

)
kn

=
(
Ãj

)
mn

Dmm(
ÃjD

)
mn

=
(
Ãj

)
mn

Dnn ⇒

0 =
(
Ãj

)
mn

(
Dmm −Dnn

)
∀j ,m, n

1 Dmm 6= Dnn:
(
Ãj

)
mn

= 0 pro m 6= n a
(
Ãj

)
mn

je tedy diagonálńı a reducibilńı.
SPOR

2 Dmm = Dnn: D = d1 a tedy H = Ud1U+ = d1. Potom

M
(4)
= 1

2
(d1 − id2)1 = c1. X

3 Dmm = Dnn jen pro m, n < p: Pro m, n ≥ p muśı pro m 6= n být
(
Ãj

)
mn

= 0, a

tedy Ãj je blokově diagonálńı (shodně pro všechna j). SPOR

q.e.d.
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Tvrzeńı: O unitárńıch reprezentaćıch

Ke každé reprezentaci Γ existuje ekvivalentńı reprezentace ΓU, která je unitárńı
(A−1 = A+).

Necht’ Γ =
{

A1,A2, . . . ,Ah

}
je reprezentace grupy G. Definujme:

H =
h∑
α=1

AαA+
α

Matice je hermitovská: H+ =
∑
α

[
AαA+

α

]+
=
∑
α AαA+

α = H. Lze ji diagonalizovat
unitárńı transformaćı: D = U+HU, tedy:

D =
∑
α

U+AαA+
αU =

∑
α

Ãα︷ ︸︸ ︷(
U+AαU

) (
U+A+

αU
)

=
∑
α

ÃαÃ+
α

Diagonálńı prvky D kladné:

Dkk =
∑
α

∑
`

(
Ãα
)
k`

(
Ã+
α

)
`k

=
∑
α

∑
`

(
Ãα
)
k`

(
Ãα
)∗
k`

=
∑
α

∑
`

∣∣∣(Ãα)k`∣∣∣2
Nezápornost plyne ze sumy p̌res sloupcový index ` a nesingularity matic Aα resp. Ãα.
Zřejmě existuj́ı matice D1/2 a D−1/2, p̌ričemž nap̌r. (D1/2)mn = (Dmn)1/2.
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Můžeme definovat novou reprezentaci:

ΓU 3 Bα = D−1/2ÃαD1/2 = D−1/2U+AαUD1/2

která je ekvivalentńı s reprezentaćı Γ. Zbývá dokázat, že Bα jsou unitárńı: B+
αB+

α = 1.

BαB+
α =

(
D−1/2ÃαD1/2

)(
D1/2Ã+

αD−1/2
)

= D−1/2ÃαDÃ+
αD−1/2 =

=
∑
β

D−1/2ÃαÃβÃ+
β Ã+

αD−1/2 =
∑
β

D−1/2ÃαÃβ
(
ÃαÃβ

)+
D−1/2

Jelikož reprezentace tvǒŕı grupu, nutně muśı ÃαÃβ = Ãγ a
∑
β →

∑
γ . Potom:

BαB+
α = D−1/2

∑
γ

Ãγ Ã+
γ︸ ︷︷ ︸

D

D−1/2 = 1

q.e.d.
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Tvrzeńı: 2. Schurovo lemma

Bud’te Γ1 = {A1,A2, . . . ,Ah} a Γ2 = {B1,B2, . . . ,Bh} ireducibilńı reprezentace téže
grupy, dimenze reprezentaćı jsou `1 a `2. Pokud ∃M∀j : MAj = BjM, potom:

• V p̌ŕıpadě že `1 = `2, je bud’to M = 0 nebo Γ1 = Γ2 (ve smyslu ekvivalence
reprezentaćı).

• Pokud `1 6= `2, je M = 0.

MAj
(4)
= BjM ⇒ A+

j M+ (◦)
= M+B+

j

Uvažujme bez újmy na obecnosti Aj ,Bj unitárńı (vynásob́ıme p̌redchoźı rovnice

B+
j (4)A+

j a M(◦):

B+
j M

(4)
= MA+

j , MA+
j M+ (◦)

= MM+B+
j

Rovnici (4) vynásob́ıme zprava M+ a spolu s rovnićı (◦) dostaneme:

B+
j MM+ = MM+B+

j

Matice
(
MM+

)
je dimenze `2 × `2 a dle 1. Schurova lemmatu je diagonálńı(

MM+
)

= c1.
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Rozlǐsme několik p̌ŕıpadů:

• `1 = `2 a c 6= 0: Pokud MM−1 = 1 = 1
c

MM+, lze napsat M−1 = 1
c

M+, existuje

tedy M−1. Z (4) ale Aj = M−1BjM a matice Aj a Bj jsou (stejně) podobné ∀j ,
tj. reprezentace jsou ekvivalentńı.

• `1 = `2 a c = 0: Pokud (MM+)mn = 0, nutně muśı M = M+ = 0, nebot’:(
MM+

)
nn

=
∑
k

Mnk

(
M+
)
kn

=
∑
k

∣∣Mnk

∣∣2 = 0

Členy v sumě jsou nezáporné, suma bude nulová pokud všechny členy budou
nulové. Jelikož rovnost plat́ı ∀n, jsou všechna Mmn = 0.

• `1 6= `2: Uvažujme `1 < `2 BÚNO; matici M o dimenzi `2 × `1 doplńım na rozměr
`2 × `2: N = (M0). Potom

NN+ = (M0)

(
M+

0

)
= MM+ = c1

Zřejmě det(MM+) = c`2 a det(NN+ = 0. Pak tedy c = 0, (MM+) = 0 a nutně
nakonec M = 0.

q.e.d.
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Tvrzeńı: Velký teorém ortogonality

Bud’tež Γ1 = {A1,A2, . . . ,Ah} a Γ2 = {B1,B2, . . . ,Bh} neekvivalentńı ireducibilńı
reprezentace téže grupy G = {R1,R2, . . . ,Rh} o dimenźıch `1 a `2. Matice reprezentaćı
se na prvky grupy zobrazuj́ı jako Aj → Rj a Bj → Rj . Potom:

• ∑
j

(
Aj

)∗
mn

(
Bj

)
m′n′ = 0 ∀m,m′, n, n′

• ∑
j

(
Aj

)∗
mn

(
Aj

)
m′n′ = h

`1
δmm′δnn′

Uvažujme libovolnou matici X o dimenzi `2 × `1 a definujme matici M =
∑

j BjXA−1
j

dimenze `2 × `2. Pak:

BnM
(∗)
=
∑
j

BnBjXA−1
j =

∑
j

BnBjXA−1
j A−1

n An =
∑
j

BnBjX
(
AnAj

)−1
An

Opět využijeme faktu, že AjAn = Ak a podobně jsou matice Bk , nav́ıc d́ıky
vlastnostem homomorfismu je indexováńı (index k) stejné pro obě tyto reprezentace.
Množiny Ak a Bk tvǒŕı úplné reprezentace Γ1,2, pokud započ́ıtáme všechny indexy j .

Pak ale
∑

j BnBjX
(
AnAj

)−1
=
∑

k BkXA−1
k = M a tud́ıž BnM = MAn.
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Uvažujme dva p̌ŕıpady:

1 Bud’to `1 6= `2, nebo `1 = `2 a Γ1 6= Γ2: ze 2. Schurova lemmatu plyne M = 0:

Mmm′ =
∑
j

∑
nn′

(
Bj

)
mn

Xnn′
(
A−1
j

)
n′m′ = 0 =

∑
nn′

Xnn′
∑
j

(
Bj

)
mn

(
A−1
j

)
n′m′︸ ︷︷ ︸

=0 protože rovnost plat́i ∀X

Jsou-li Aj ,Bj unitárńı, pak A−1
j = A+

j a nutně
∑

j

(
Aj

)∗
m′n′

(
Bj

)
mn

= 0.

2 Necht’ `1 = `2 a Γ1 = Γ2: Dle 1. Schurova lemmatu M = c1
(4)
=
∑

j AjXA−1
j .

Spočtěme stopu:

c`1 = Tr
∑
j

AjXA−1
j = Tr

∑
j

XA−1
j Aj = Tr

∑
j

X = hTrX

a tedy:

c =
h

`1
TrX
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Potom:

Mmm′ =
∑
nn′

Xnn′
∑
j

(
Aj

)
mn

(
A−1
j

)
n′m′

(4)
=

h

`1
δmm′

∑
n

Xnn

Z toho plyne porovnáńım obou stran:∑
nn′

Xnn′

[∑
j

(
Aj

)
mn

(
A−1
j

)
n′m′ −

h

`1
δmm′δnn′

]
= 0

Rovnost plat́ı pro libovolné X, tedy závorka je nulová:∑
j

(
Aj

)
mn

(
A−1
j

)
n′m′ =

h

`1
δmm′δnn′

Pro unitárńı reprezentace tedy:∑
j

(
Aj

)∗
m′n′

(
Aj

)
mn

=
h

`1
δmm′δnn′

q.e.d.
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Tvrzeńı: Charakter operaćı stejné ťŕıdy

Pokud operace R̂1 a R̂2 nálež́ı do stejné ťŕıdy grupy G, pak χΓ(R̂1) = χΓ(R̂2).

Nálež́ı-li operace do shodné ťŕıdy, pak existuje R̂3 ∈ G takové, že:

R̂−1
3 R̂2R̂3 = R̂1

Nyńı uváž́ıme invarianci stopy vzhledem k cyklické záměně matic v jej́ım argumentu:

Tr R̂−1
3 R̂2R̂3 = Tr R̂1 = Tr R̂2R̂3R̂

−1
3 = Tr R̂2

q.e.d.

Tvrzeńı: Charaktery ekvivalentńıch reprezentaćı

Ekvivalentńı reprezentace maj́ı pro stejný prvek grupy stejné charaktery.

Ekvivalentńı reprezentace jsou spjaty podobnostńı transformaćı, důkaz provedeme
stejně jako u tvrzeńı výše.
q.e.d.
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Tvrzeńı: Ekvivalence reprezentaćı na základě charakter̊u

Necht’ jsou Γ1 a Γ2 ireducibilńı reprezentace. Reprezentace jsou ekvivalentńı právě
tehdy, když ∑

R̂

χ∗Γ1
(R̂)χΓ2

(R̂) 6= 0

Uvažujme reprezentace jako množiny matic: Γ1 = {A1,A2, . . . ,Ah} a
Γ2 = {B1,B2, . . . ,Bh}. Sumu spočtěme explicitně:

∑
R̂

χ∗Γ1
(R̂)χΓ2

(R̂) =
∑
j

∑
m

(
Aj

)∗
mm

∑
n

(
Bj

)
nn

=
∑
m,n

[∑
j

(
Aj

)∗
mm

(
Bj

)
nn

]
.

Pro neekvivalentńı reprezentace Γ1 a Γ2 je posledńı hranatá závorka žrejmě 0 na
základě Velkého teorému ortogonality, č́ımž je tvrzeńı jednostranně dokázané pro
neekvivalentńı reprezentace. Pokud budou reprezentace ekvivalentńı, muśı ḿıt nutně
stejnou dimenzi ` a pak žrejmě:∑

m,n

[∑
j

(
Aj

)∗
mm

(
Bj

)
nn

]
=

h

`

∑
m,n

δm,n = h .

Jiná možnost nastat nemůže, máme t́ım dokázáno vše (oba směry) i vyjáďrený součet
sumy explicitně.
q.e.d.
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Tvrzeńı: Počet reprezentaćı

Počet ťŕıd grupy je roven počtu neekvivalentńıch ťŕıd grupy.

K provedeńı důkazu je zapoťreb́ı zavést ťŕıdové funkce φΓ(R̂), které maj́ı stejnou
hodnotu pro všechny prvky dané ťŕıdy grupy. (Charakter operace je ťŕıdová funkce.)
Lze ukázat, že ťŕıdové funkce tvǒŕı prostor o dimenzi shodné s počtem ťŕıd grupy.
Spolu s p̌redchoźım tvrzeńım vid́ıme, že se nutně tato dimenze muśı shodovat s
počtem neekvivalentńıch ireducibilńıch reprezentaćı grupy.
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Tvrzeńı: (I)reducibilita grupy z charakter̊u

Reprezentace Γ grupy je ireducibilńı, právě tehdy když
∑

R̂

∣∣χΓ(R̂)
∣∣2 = h.

Uvažujme direktńı součet dvou ireducibilńıch reprezentaćı Γ1 a Γ2, pro obecný součet
libovolného počtu ireducibilńıch reprezentaćı stač́ı pak udělat jenom indukčńı krok.
Zřejmě: ∑

R̂

∣∣χΓ(R̂)
∣∣2 =

∑
R̂

(
χ∗Γ1

(R̂) + χ∗Γ2
(R̂)
)(
χΓ1

(R̂) + χΓ2
(R̂)
)

=

=
∑
R̂

[∣∣χΓ1
(R̂)
∣∣2 +

∣∣χΓ2
(R̂)
∣∣2 + 2Reχ∗Γ1

(R̂)χΓ2
(R̂)
]

=

= 2h + 2hδΓ1,Γ2

kde posledńı δ je Kroneckerovo delta ve smyslu ekvivalence reprezentaćı. Posledńı člen

vpravo je tedy nezáporný, suma vyjde nejméně 2h, a tedy součet
∑

R̂

∣∣χΓ(R̂)
∣∣2 = h je

možný pouze pro ireducibilńı reprezentaci.
q.e.d.
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Definice: Regulárńı reprezentace

Sestrojme multiplikačńı tabulku p̌ŕıslušné grupy. Regulárńı reprezentaćı Γreg pak
nazveme množinu matic, která vycháźı z této tabulky následuj́ıćım způsobem. V
tabulce sěrad́ıme řádky tak, aby na diagonále byly neutrálńı prvky. Každému prvku R̂
grupy pak p̌rǐrad́ıme matici, která má tvar shodný s multiplikačńı tabulkou (rozměr je

h × h) a kde jsou na pozićıch prvku R̂ jedničky, jinde nuly.

Př́ıklad: Regulárńı reprezentace

Tabulka:

Ê Â B̂ Ĉ D̂ F̂

Ê Ê Â B̂ Ĉ D̂ F̂

Â Â Ê D̂ F̂ B̂ Ĉ

B̂ B̂ F̂ Ê D̂ Ĉ Â

Ĉ D̂ D̂ F̂ Ê Â B̂

F̂ F̂ B̂ Ĉ Â Ê D̂

D̂ D̂ Ĉ Â B̂ F̂ Ê

ME =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 , MA =


0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
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• Je ťreba dokázat, že regulárńı reprezentace je reprezentaćı dané grupy.

Uzav̌renost

(
MR1R2

)
ij

=
∑
k

(
MR1

)
ik

(
MR2

)
kj

Levá strana je 1 pokud R̂1R̂2 = R̂i R̂
−1
j a jinak je 0. Stejně tak pravá strana je 1,

pokud existuje k, aby R̂1 = R̂i R̂
−1
k a zároveň R̂2 = R̂k R̂

−1
j a jinak je 0. Jelikož v

každém řádku, resp. sloupci je pouze jedna jednička (kv̊uli existenci inverzńıho prvku)
a sč́ıtáme p̌res index k, žrejmě vždy existuje takové k, které splńı posledńı rovnost.
Pro nenulov7 prvek potom dosad́ıme:

R̂1R̂2 = R̂i R̂
−1
k R̂k R̂

−1
j = R̂i R̂

−1
j .

Asociativita
Plyne z asociativity maticového násobeńı.

Neutrálńı prvek
Matice ME je z definice jednotková. Taková existuje vždy, jelikož operace symetrie
tvǒŕı grupu a ta má ke každému prvku právě jeden inverzńı.

Inverzńı prvek V uzav̌renosti je dokázán isomorfismus regulárńı reprezentace a dané

grupy. T́ım pádem inverzńı matice k MR je matice M−1
R = MR−1 .

q.e.d.



Vybraná tvrzeńı

Tvrzeńı: Charakter identity

Charakter identity v libovolné reprezentaci je vždy dimenze této reprezentace.

Homomorfismus muśı vždy zachovat neutrálńı prvek. V grupách matic je neutrálńım
prvkem jednotková matice, která nutně muśı být neutrálńım prvkem v libovolné
reprezentaci, aby homomorfismus fungoval. Charakter jednotkové matice je roven jej́ı
dimenzi.
q.e.d.



Dekompozice na ireducibilńı reprezentace

• Mějme reprezentaci Γ grupy G, kterou jsme zkonstruovali podle nějakého návodu
a neńı obecně ireducibilńı. Pak ji můžeme zapsat (ve smaslu ekvivalence) jako:

Γ = a1Γ1 ⊕ a2Γ2 ⊕ a3Γ3 ⊕ . . . ,

kde Γj jsou ireducibilńı reprezentace.

• Pro charaktery plat́ı:

χΓ(R̂) =
∑
j

ajχΓj
(R̂) .

• Vezměme jednu pevnou ireducibilńı reprezentaci Γm a proved’me součet:∑
R̂

χ∗Γm (R̂)χΓ(R̂) =
∑
R̂

χ∗Γm (R̂)
∑
j

ajχΓj
(R̂) =

=
∑
j

aj
∑
R̂

χ∗Γm (R̂)χΓj
(R̂)

︸ ︷︷ ︸
=hδj,m

= ham .

• T́ımto najdeme parametry dekompozice. Explicitńı vzorec:

aj =
1

h

∑
R̂

χ∗Γj (R̂)χΓ(R̂) .



Vybraná tvrzeńı

Tvrzeńı: Součet čtverc̊u dimenźı

Označme Γj kompletńı sadu neekvivalentńıch ireducibilńıch reprezentaćı o dimenźıch `j
grupy G. Potom

∑
j `

2
j = h.

Nejďŕıve ukážeme, že tvrzeńı plat́ı pro GE = {Ê}. Jedinou ireducibilńı reprezentaćı této
grupy je reprezentace Γ1 = {1} s dimenźı 1, řád grupy je 1. Zřejmě 12 = 1 a tvrzeńı
plat́ı.
Pak dokážeme, že regulárńı reprezentace je reducibilńı. Muśı platit na základě
konstrukce regulárńı reprezentace χΓreg

(R̂) = 0 pro R̂ 6= Ê , jinak χΓreg
(Ê) = h.

Spočteme pro h > 1:∑
R̂

χ∗Γreg
(R̂)χΓreg

(R̂) =
∣∣χΓreg

(Ê)
∣∣2 = h2 > h ,

a tedy reprezentace je reducibilńı.



Vybraná tvrzeńı

Daľśım krokem je dekompozice na ireducibilńı reprezentace. Zaved’me:

χΓreg
(R̂) =

∑
j

ajχΓj
(R̂)

a konkrétně pro identitu:

χΓreg
(Ê) = h =

∑
j

ajχΓj
(Ê) =

∑
j

aj `j .

Koeficienty zjist́ıme dekompozićı, zároveň si uvědoḿıme χ∗Γreg
(Ê) = h a 0 pro ostatńı

operace symetrie:

aj =
1

h

∑
R̂

χ∗Γj (R̂)χΓreg
(R̂) =

1

h
χ∗Γj (Ê)χΓreg

(Ê) =
1

h
h`j = `j .

Dosad́ıme do druhé rovnice: ∑
j

aj `j = h =
∑
j

`2
j .

q.e.d.



Tabulky charakter̊u

• Z p̌redchoźıch tvrzeńı plyne, že pro každou konečnou grupu existuje konečný
počet reprezentaćı, které jsou ireducibilńı a neekvivalentńı.

• Nav́ıc má množina takových reprezentaćı p̌resně daný počet prvk̊u.

• Tyto reprezentace tvǒŕı bázi všech možných reprezentaćı dané grupy, neboli z nich
lze sestrojit libovolnou jinou reprezentaci grupy.

• Pro nás bude stěžejńı rozklad do
”
bázových“ reprezentaćı, který provedeme

pomoćı charakter̊u.

• Podle jednoho z tvrzeńı maj́ı ekvivalentńı reprezentace shodné charaktery,
můžeme proto pro každou grupu sestrojit jednoznačnou tabulku:

C3v Ê Ĉ3 Ĉ2
3 σ̂a σ̂b σ̂c

A1 1 1 1 1 1 1

A2 1 1 1 −1 −1 −1

E 2 −1 −1 0 0 0



Tabulky charakter̊u

C3v Ê Ĉ3 Ĉ2
3 σ̂a σ̂b σ̂c

A1 1 1 1 1 1 1

A2 1 1 1 −1 −1 −1

E 2 −1 −1 0 0 0

• Daľśı tvrzeńı ř́ıká, že prvky stejné ťŕıdy maj́ı shodné charaktery, tabulku můžeme
zjednodušit uvážeńım pouze celých ťŕıd ve sloupćıch, uvád́ıme i počet prvk̊u ťŕıdy
v záhlav́ı.

C3v Ê 2Ĉ3 3σ̂v

A1 1 1 1

A2 1 1 −1

E 2 −1 0



Tabulky charakter̊u

• Tabulky charakter̊u je možné spoč́ıtat, jsou ale vydávány i knižně, počet
bodových grup je omezený (pro pevné látky jich je p̌resně 32).

• Někdy se vyskytuj́ı svorky, nap̌r. u grupy C3:

C3 Ê Ĉ3 Ĉ2
3 ε = exp[2πi/3]

A 1 1 1 z,Rz x2 + y2, z2

E

{
1 ε ε∗ x + iy ,Rx + iRy

}
(x2 − y2, xy)

1 ε∗ ε x − iy ,Rx − iRy (yz, xz)

• Řád grupy C3 je h = 3, počet ťŕıd (t́ım pádem počet ireducibilńıch
neekvivalentńıch reprezentaćı) je 3. Takže grupa má ḿıt 3 reprezentace dimenze
1, v tabulce jsou ale dva řádky spojené svorkou a označené reprezentaćı E.

• Ve skutečnosti dva řádky odpov́ıdaj́ı reprezentaćım B1 a B2, kv̊uli komplexńım
charakter̊um se ale obvykle spojuj́ı do jedné dvojrozměrné reprezentace
E = B1 ⊕ B2, která má charaktery reálné.

• Pravé dva sloupce jsou bázové funkce liché a sudé, o těch později.



Tabulky charakter̊u

• Standardně se označuj́ı reprezentace ṕısmeny s indexy (nebo jako Γ s indexy),
jsou na to pravidla.

• Úplně symetrická reprezentace je v tabulkách vždy A, A1 nebo Ag
1 (Γ1).

• Ostatńı reprezentace dle dimenze: pro ` = 1 je to A nebo B, rozhoduje charakter
operace Ĉn: pro kladný je to A, pro záporný B.

• E pro ` = 2, F nebo T pro ` = 3, G pro ` = 4, H pro ` = 5, . . .

• Pokud je inverze operaćı symetrie, p̌ridáme horńı index; rozlǐsujeme liché
χ(ı̂) = −` (

”
u“) a sudé χ(ı̂) = +` (

”
g“).

• Apostrofy se použ́ıvaj́ı pro rozlǐseńı kladného (jeden apostrof) nebo záporného
(dva apostrofy) charakteru σ̂h.

• Č́ısla v dolńım indexu použijeme, pokud má grupa v́ıce reprezentaćı stejné
symetrie a dimenze.



Využit́ı tvrzeńı

Př́ıklad: Symetrie benzenu a ireducibilńı
reprezentace

• Základńı symetrie šetičetná, obsahuje inverzi,
zrcadleńı, vlastńı i nevlastńı a vedleǰśı rotace
(osy lež́ı v rovině σh).

• Neekvivalentńı operace symetrie jsou: Ê , 2Ĉ6,
2Ĉ3, Ĉ2, 3Ĉ ′2, 3Ĉ ′′2 , σ̂h, 3σ̂v, 3σ̂d, 2Ŝ6, 2Ŝ3, ı̂.

• Řád grupy je tedy 24 (tj. počet
neekvivalentńıch operaćı symetrie), operace
tvǒŕı 12 ťŕıd.

• Je možné provést jediný možný rozklad —
grupa má osm jednorozměrných a čty̌ri
dvojrozměrné reprezentace (8 · 1 + 4 · 22 = 24
a 8 + 4 = 12).

• V tabulkách molekule benzenu odpov́ıdá grupa
D6h.



Využit́ı tvrzeńı

Př́ıklad: Rozklad reprezentace Γtrans grupy C3v na ireducibilńı reprezentace

• Zavedeme reprezentaci Γtrans, což jsou
tansformačńı matice pro bázové vektory
euklidovského prostoru.

• Matice reprezentace jsou E, C3 a C2
3

definované na začátku kapitoly.

• Tabulka charakter̊u spolu s ireducibilńımi
reprezentacemi vpravo.

• Aplikaćı vzorce:

aA1
=

1

6

[
1 · 3 + 2 · 0 + 3 · 1

]
= 1 ,

aA2
=

1

6

[
1 · 3 + 2 · 0 + 3 · (−1)

]
= 0 ,

aE =
1

6

[
1 · 6 + 2 · 0 + 3 · 0

]
= 1 .

• V závorce v součinech prvńı č́ıslo je počet
prvk̊u ťŕıdy, druhé č́ıslo součin charakter̊u.

• Výsledek celoč́ıselný (tak by měl vždy vyj́ıt):
Γtrans = A1 ⊕ E.

C3v Ê 2Ĉ3 3σ̂v

Γtrans 3 0 1

A1 1 1 1

A2 1 1 −1

E 2 −1 0



Součin reprezentaćı

Definice: Direktńı součin reprezentaćı

Direktńı součin reprezentaćı A⊗ B = C je reprezentace tvǒrená maticemi, které
vzniknou direktńım součinem p̌ŕıslušných matic CR = AR ⊗ BR .

Tvrzeńı: Direktńı součin reprezentaćı

Direktńı součin reprezentaćı A a B grupy G je reprezentace grupy G.

Uvažujme reprezentace A = {A1,A2, . . . ,A`A} a B = {B1,B2, . . . ,B`B }. Výsledná
množina matic bude ḿıt tvar:(

CR

)
ij,kl

=
(
AR ⊗ BR

)
ij,kl

=
(
AR

)
ik

(
BR

)
jl
.

Pokud se zachová zobrazeńı (mapováńı) matic na grupu G, splńı množina matic C
podḿınky pro grupu a zároveň bude homomorfńı s G, bude to tedy jej́ı reprezentace.(

CpCq
)
ij,kl

=
∑
m,n

(
Cp
)
ij,mn

(
Cq
)
mn,kl

=

=
∑
m,n

(
Ap
)
im

(
Bp
)
jn

(
Aq
)
mk

(
Bq
)
nl

=
(
ApAq

)
ik

(
BpBq

)
jl

=

=
(
(ApAq)⊗ (BpBq)

)
ij,kl

q.e.d.



Součin reprezentaćı

Tvrzeńı: Charakter v direktńım součinu reprezentaćı

χΓF⊗ΓG
(R̂) = χΓF

(R̂)χΓG
(R̂) = χΓG

(R̂)χΓF
(R̂).

Označme matice reprezentćı: ΓF = {A1,A2, . . .}, ΓG = {B1,B2, . . .} a
ΓF ⊗ ΓG = Γ = {C1,C2, . . .}, p̌ričemž Cj = Aj ⊗ Bj . Chceme dokázat, že
Tr Cj =

(
Tr Aj

)(
Tr Bj

)
. Rozeṕı̌seme levou stranu explicitně:

Tr Aj ⊗ Bj =
∑
m,n

(
Aj ⊗ Bj

)
mn,mn

=
∑
m,n

(
Aj

)
mm

(
Bj

)
nn
.

Pravá strana je žrejmě hledaný výraz
(
Tr Aj

)(
Tr Bj

)
.

q.e.d.



Součin reprezentaćı

Tvrzeńı: Úplně symetrická reprezentace v direktńım součinu reprezentaćı

Reprezantace A1 je součást́ı rozkladu direktńıho součinu ireducibilńıch reprezentaćı
ΓF ⊗ ΓG právě tehdy, když ΓF = Γ∗G .

Určeme koeficient

aA1
=

1

h

∑
R̂

χ∗A1
(R̂)︸ ︷︷ ︸

=1

χΓF⊗ΓG
(R̂)︸ ︷︷ ︸

χ
ΓF

(R̂)χ
ΓG

(R̂)

Pravá strana je na základě jednoho z ďŕıvěǰśıch tvrzeńı rovna 1 právě tehdy, když
Γ∗G = ΓF , jinak je nula.
q.e.d.

• Pro reducibilńı reprezentace můžeme tedy vyslovit tvrzeńı, že pplně symetrická
reprezentace je obsažena v rozkladu jejich direktńıho součinu do ireducibilńıch
reprezentaćı právě tehdy když obě reducibilńı reprezentace ve svém rozkladu
obsahuj́ı tutéž ireducibilńı reprezentaci.



Báze reprezentaćı

• Uvažujme reálný systém, popsaný hamiltoniánem Ĥ.

• Proved’me transformaci soǔradnic operaćı R̂, tedy aplikaćı unitárńıho operátoru
ÔR :

Ĥ′ = ÔR ĤÔ+
R .

• Pokud je operace R̂ operaćı symetrie, muśı nutně z̊ustat výsledný stav fyzikálně
nerozlǐsitelný od původńıho, tj. ani hamiltonián se nemůže změnit, tedy Ĥ′ = Ĥ a[

Ĥ, ÔR

]
= 0 .

• Stacionárńı schrödingerova rovnice:

Ĥψj,ν = Eνψj,ν

pro ν-tou energetickou hladinu (obecně degenerovanou).

• Celou rovnici vynásob́ıme operátorem operace symetrie:

ÔR Ĥψj,ν = ĤÔRψj,ν = ÔREνψj,ν = EνÔRψj,ν .

• Vlnová funkce ÔRψj,ν má stejnou energii jako ψj,ν a obecně se tyto vlnové
funkce lǐśı.



Báze reprezentaćı

• Najdeme úplnou sadu n lineárně nezávislých vlnových funkćı.

• Všechny operace symetrie budeme reprezentovat maticemi n × n, které
odpov́ıdaj́ıćım způsobem transformuj́ı libovolnou lineárńı kombinaci vlnových
funkćı naš́ı sady jednoduše násobeńım s vektorem, který má složky tvǒrené
koeficienty lineárńı kombinace.

• Jednou z operaćı symetrie je jistě identita, kterou žrejmě budeme reprezentovat
jednotkovou matićı o dimenzi n × n.

• Množina matic je žrejmě reprezentaćı dané grupy operaćı symetrie: způsobem
tvorby matic jsme dokonce našli zobrazeńı homomorfismu, nav́ıc se dá snadno
ukázat, že transformace:

R̂ŜĤR̂+Ŝ+R̂Ŝψj,ν = R̂ŜĤψj,ν = ĤR̂Ŝψj,ν = ĤT̂ψj,ν ,

kde operace T̂ je žrejmě operaćı symetrie, a tedy pro ńı existuje p̌ŕıslušná matice,
která je součinem matic pro operace R̂ a Ŝ .



Báze reprezentaćı

• Vzniklé matice n × n jsou principiálně ireducibilńı reprezentaćı grupy symetrie
hamiltoniánu d́ıky způsobu, jak byly vygenerovány z jedné vlnové funkce.

• Přesto se může stát, že dojde k tzv. náhodné degeneraci a bud’to se podǎŕı
ukázat, že reprezentace je reducibilńı, anebo nenajdeme všechny vlnové funkce a
je ťreba naj́ıt ještě daľśı lineárně nezávislou generuj́ıćı funkci.

• Náhodná degenerace se vyskytuje, pokud si nevšimneme nějaké symetrie.

• Počet lineárně nezávislých vlnových funkćı je n, což je dimenze ireducibilńı
reprezentace a je to degeneračńı faktor hladiny.

• Vlnové funkce se vzájemně na sebe transformuj́ı maticemi reprezentace, pokud je
ortonormalizujeme, žrejmě tvǒŕı bázi vektorového prostoru, ve kterém jsou
prostorové transformace vyjáďreny maticemi reprezentace.

• Množině takovýchto vlnových funkćı ř́ıkáme báze reprezentace.



Báze reprezentaćı

• Úvaha o báźıch reprezentaćı nám umožňuje nalézt symetrii a degeneraci
energetických hladin.

• Na základě symetríı daného systému nalezneme úplnou sadu operaćı symetrie
hamiltoniánu.

• Poté nalezneme bodovou grupu v tabulkách, která se operacemi symetrie s naš́ı
sadou shoduje.

• Jednotlivé ireducibilńı reprezentace dané grupy pak odpov́ıdaj́ı sadám vlnových
funkćı s p̌ŕıslušnou symetríı (jak se na sebe navzájem tranformuj́ı p̌ri r̊uzných
operaćıch symetrie).

• Dimenze ireducibilńıch reprezentaćı pak určuj́ı degeneraci p̌ŕıslušné hladiny.



Symetrický součin

• Uvažujme dva neinteraguj́ıćı bosony, nap̌r. dva fotony, které jsou v totožném
mikroskopickém stavu.

• Každý z fotonů má vlnovou funkci rozprosťrenou ve svém soǔradném systému.

• Hamiltoniány jsou totožné, operace symetrie také.

• Prostor (soǔradný systém) dvojice fotonů je žrejmě direktńı součin jednotlivých
soǔradných systémů.

• Operace symetrie dvojice fotonů jsou direktńım součinem jednotlivých operaćı.

• Operace symetrie tvǒŕı grupu, jej́ı reprezentace jsou direktńım součinem
reprezentaćı jednotlivých fotonů.

• Báze reprezentaćı dvoufotonového stavu je direktńım součinem jednofotonových
báźı.

• ALE: dvoubosonová vlnová funkce muśı být symetrická, dvufermionová pak
antisymetrická!



Symetrický součin

• Soǔradnice fotonu j je rj , bázové funkce reprezentace ΓG pak gm(rj ).

• Báze reprezentace ΓG ⊗ ΓG je potom gm(r1)gn(r2)

• Fyzikálně relevantńı stavy kv̊uli permutačńı symetrii (která neńı obsažena v
prstorové symetrii, proto ji muśıme nad jej́ı rámec uvážit) jsou pouze symetrické:

1
√

2

[
gm(r1)gn(r2) + gm(r2)gn(r1)

]
.

• Při uvážeńı permutačńı symetrie muśıme pro součin reprezentace se sebou samou
symetrizovat (jinde to nemá smysl, protože symetrizaci muśıme udělat p̌ŕımo v
součinu).

• Definujeme symetrický a antisymetrický direktńı součin:
[
ΓG ⊗ ΓG

]+ ≡ Γ2
G , resp.[

ΓG ⊗ ΓG

]−
.

• Pokud je dimenze reprezentace ΓG rovna 1, je vždy direktńı součin báze

symetrický, takže
[
ΓG ⊗ ΓG

]+
= ΓG ⊗ ΓG a χΓn

G
(R̂) = χn

ΓG
(R̂).



Symetrický součin

• Pro dimenzi 2: originálńı matice MR pro operaci R̂ reprezentace ΓG je:(
m11 m12

m21 m22

)
.

• Bázové funkce jsou g1 a g2.

• Potom χΓG
(R̂) = m11 + m22 a dále s mezivýpočtem

MRMR = MR2 =

(
m11 m12

m21 m22

)(
m11 m12

m21 m22

)
=

=

(
m11m11 + m12m21 m11m12 + m12m22

m21m11 + m22m21 m21m12 + m22m22

)
máme χΓG

(R̂2) = m11m11 + m12m21 + m21m12 + m22m22.

• Báze direktńıho součinu je {g1g1; g1g2; g2g1; g2g2}T, kde g1g2 explicitně znamená
g1(r1)g2(r2) 6= g1(r2)g2(r1).

• Symetrizovaná báze vznikne transformaćı:{
g1g1; (g1g2 + g2g1)/

√
2; g2g2; (g1g2 − g2g1)/

√
2
}T

.



Symetrický součin

• Provedeme-li transformaci báze, muśıme transformovat i matice:

MR ⊗MR =

=



m11m11 (m11m12 + m12m11)/
√

2 m12m12 (m11m12 −m12m11)/
√

2

(m11m21+

m21m11)/
√

2
(m11m22 + m12m21+
m21m12 + m22m11)/2

(m12m22+

m22m12)/
√

2
(m11m22 −m12m21+
m21m12 −m22m11)/2

m21m21 (m21m22 + m22m21)/
√

2 m22m22 (m21m22 −m22m21)/
√

2

(m11m21−
m21m11)/

√
2

(m11m22 + m12m21−
m21m12 −m22m11)/2

(m12m22−
m22m12)/

√
2

(m11m22 −m12m21−
m21m12 + m22m11)/2


.

• Posledńı řádek a posledńı sloupec odpov́ıdaj́ı antisymetrickému stavu,
symetrizovaná matice je jenom levá horńı část 3× 3.

• Stopa symetrizované matice:

χ
Γ2
G

(R̂) = m11m11 + m22m22 +
1

2

(
m11m22 + m12m21 + m21m12 + m22m11

)
=

=
1

2

[
χ2

ΓG
(R̂) + χΓG

(R̂2)
]
.



Symetrický součin

• Daľśı vzorce pro vyš̌śı dimenze a mocniny:

dim ΓG = 1 : χΓn
G

(R̂) =
[
χΓG

(R̂)
]n

dim ΓG = 2 : χΓn
G

(R̂) =
1

2

[
χΓG

(R̂)χ
Γn−1
G

(R̂) + χΓG
(R̂n)

]
dim ΓG = 3 : χΓn

G
(R̂) =

1

3

{
2χΓG

(R̂)χ
Γn−1
G

(R̂)−
1

2
χ

Γn−2
G

(R̂)
[
χΓG

(R̂)
]2

+

+
1

2
χΓG

(R̂2)χ
Γn−2
G

(R̂) + χΓG
(R̂n)

]
...

• Pro antisymetrický součin žrejmě plat́ı

χ
[ΓG⊗ΓG ]− (R̂) = χ[ΓG⊗ΓG ](R̂)− χ

Γ2
G

(R̂) .



Symetrický součin

• Symetrizace součinu podle výše uvedených vztahů plat́ı pro ireducibilńı, ale i
reducibilńı reprezentace.

• Součin je ťreba symetrizovat nejenom v p̌ŕıpadě, že se reprezentace násob́ı sama
se sebou.

• Pokud jsou Γα a Γβ ireducibilńı a neekvivalentńı, pak žrejmě nová báze bude
obsahovat funkce gαgβ , kde jsou částice rozlǐsitelné právě podle stavu α, resp. β,
a tud́ıž nevyžadujeme symetrizaci.

• Pokud ale ΓA = Γα ⊕ Γβ a ΓB = Γβ ⊕ Γγ , muśıme vźıt do úvahy nerozlǐsitelnost
částic ze stavu β.

• Obecně bychom psali součin

ΓA⊗ΓB =
(
Γα⊕Γβ

)
⊗
(
Γβ⊕Γγ

)
=
(
Γα⊗Γβ

)
⊕
(
Γα⊗Γγ

)
⊕
(
Γβ⊗Γβ

)
⊕
(
Γβ⊗Γγ

)
• Symetrizace součinu vyžaduje symetrizaci Γβ ⊗ Γβ → Γ2

β :[
ΓA ⊗ ΓB

]±
=
(
Γα ⊗ Γβ

)
⊕
(
Γα ⊗ Γγ

)
⊕
(
Γβ ⊗ Γγ

)
⊕
[
Γβ ⊗ Γβ

]±



Symetrie a vlastńı stavy v kvantové

mechanice



Úvod

• Z transformačńıch vlastnost́ı hamiltoniánu je možné určit symetrii a degeneraci
vlastńıch stav̊u systému.

• Systém elektronů a jader ovšem obsahuje p̌ŕılǐs stupňů volnosti, snaha je jejich
počet omezit.

• Nap̌r. pohyb lehkých elektronů v potenciálu těžkých jader nás opravňuje
považovat polohy jader za v́ıceméně pevné a t́ım separovat stupně volnosti
elektronové a jaderné.

• Tato separace se jmenuje Bornova–Oppenhaimerova aproximace.

• Základńı myšlenka spoč́ıvá v p̌redpokladu m� M, kde m je hmotnost elektronu
a M je typická hmotnost jádra.

• Elektrony a jádra se pohybuj́ı ve stejném elektrostatickém potenciálu se stejnými
prostorovými variacemi.

• D́ıky m� M jsou vlnové funkce jader v́ıce lokalizované než elektronové.



Bornova–Oppenhaimerova aproximace

• Obecnou vlnovou funkci aproximujeme Ψ(r ,R) ≈ χ(j)(R)ϕ(e)(r ,R), kde r jsou
soǔradnice elektronů a R jsou soǔradnice jader.

• Delokalizované vlnové funkce elektronů určuj́ı efektivńı p̌ritažlivý potenciál jader s
malými prostorovými variacemi, můžeme je považovat za nezávislé na konkrétńım
stavu elektronového obalu.

• Naopak ostré lokálńı variace odpudivého potenciálu jader definuj́ı jejich
rovnovážné polohy, nezávisle na elektronech.

• D́ıky delokalizaci elektronů a tud́ıž i malé citlivosti na výchylky jader od
rovnovážných poloh můžeme psát χ(j)(R)ϕ(e)(r ,R) ≈ χ(j)(R)ϕ(e)(r ,R0), kde R0

jsou rovnovážné polohy jader.

• K separaci lze doj́ıt i odhadem rychlosti elektronů a jader: podle ekvipartičńıho
teorému 〈P2/2M〉 = 〈p2/2m〉 a protože m� M, nutně v � V .

• Elektrony tedy mnohem rychleji reaguj́ı na změnu okolńıch podḿınek — pokud se
změńı poloha jader, elektrony okamžitě reaguj́ı, kdežto fluktuace elektronů
z̊ustávaj́ı bez odezvy jader.

• Pochopitelně existuj́ı výjimky, kdy Bornovu–Oppenhaimerovu aproximaci nelze
použ́ıt, nap̌r. pro molekuly daleko od základńıho stavu, vysoce ionizované
molekuly, atd.



Obsah kapitoly

• Atomy ve vněǰśıch poĺıch.

• Elektronový obal molekul — metoda MO–LCAO.

• Vibračńı stavy molekul.



Atomy ve vnějš́ıch poĺıch

• Elektrostatický potenciál generovaný atomovým jádrem má úplnou bodovou
symetrii, tj. je invariantńı v̊uči všem bodovým operaćım.

• Grupa symetrie, která obsahuje všechny bodové operace, se označuje Kh.

• Index
”
h“ označuje, že nad rámec rotaćı (což by odpov́ıdalo grupě SO(3)) grupa

obsahuje i zrcadleńı.

Kh Ê Ĉ2 Ĉ3 Ĉ2
3 Ĉ4 Ĉ3

4 Ĉ6 Ĉ5
6 Ŝ2 Ŝ3 Ŝ4 Ŝ6 σ̂h σ̂v ı̂

Σ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Π 3 −1 0 0 1 1 2 2 −3 −2 −1 0 1 1 −3
∆ 5 1 −1 −1 −1 −1 1 1 5 1 −1 −1 1 1 5
Φ 7 −1 1 1 −1 −1 −1 −1 −7 1 1 −1 1 1 −7

• Elektronové hladiny budou ḿıt symetrii a degeneraci odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým
reprezentaćım.

• Bázové funkce reprezentaćı jsou sférické funkce Y`,m(ϑ, ϕ), kde ` = 0 pro
reprezentaci Σ (orbital S), ` = 1 pro reprezentaci Π (orbital P), atd.



Atomy ve vnějš́ıch poĺıch

• V p̌ŕıtomnosti vněǰśıho pole docháźı k sejmut́ı degenerace.

• Štěpeńı hladin ve vněǰśım poli je dáno symetríı (degenerace a symetrie výsledných
stav̊u) a silou interakce s polem (velikost posuvu energie).

• Orbitaly S žrejmě jenom posouvaj́ı svoji energii.

• Degenerované orbitaly mohou o degenraci částečně nebo úplně p̌rij́ıt.



Atomy ve vnějš́ıch poĺıch

Př́ıklad: Určete efekt statického elektrického pole na orbitaly atomu duśıku.

• Elektrické pole zorientujeme ve směru osy z a urč́ıme grupu symetrie podle
transformačńıch vlastnost́ı potenciálu, který je rostoućı funkce soǔradnice z, jinak
je konstantńı.

• Potenciál (hamiltonián) lze libovolně rotovat kolem osy z, lze provádět zrcadleńı
p̌res všechny roviny obsahuj́ıćı osu z.

• Nelze ale provést inverzi ani rotaci kolem jiné osy.

• Odpov́ıdaj́ıćı grupa symetrie je C∞v.

• 2`+ 1 vlnových funkćı tvǒŕıćı bázi reprezentace v grupě KH tvǒŕı bázi stejné
reprezentace i v libovolné jiné grupě.

• To z toho důvodu, že grupa Kh obsahuje všechny bodové operace symetrie a
množina 2`+ 1 bázových funkćı je v̊uči těmto operaćım uzav̌rená.

• Libovolná jiná grupa neobsahuje žádné operace symetrie nav́ıc (má tedy nižš́ı
symetrii než Kh), a tedy i v této grupě je uvažovaná množina funkćı uzav̌rená
v̊uči libovolné operaci symetrie.

• Tj. pro každou operaci symetrie existuje matice nad množinou bázových funkćı,
která vektor funkćı transformuje, tyto matice tvǒŕı reprezentaci dané grupy.

• Ireducibilńı reprezentace nap̌r. Π z grupy Kh je jistě reprezentaćı i jiné grupy
(označ́ıme ji ΓP), ale neńı nutně ireducibilńı.

• Sejmut́ı degenerace orbitalu źıskáme rozkladem jeho reprezentace z grupy Kh do
ireducibilńıch reprezentaćı nové grupy C∞v.



Atomy ve vnějš́ıch poĺıch

• Atomové č́ıslo duśıku je 7, obsazené orbitaly jsou 1s22s22p3.

• Do tabulky pro grupu C∞v zaṕı̌seme reprezentace ΓS a ΓP (Σ a Π grupy Kh) a
doplńıme charaktery.

• Následně provedeme rozklad do ireducibilńıch reprezentaćı.

C∞v Ê 2Ĉ∞(φ) 2Ĉ∞(2φ) · · · ∞σ̂v

A1 (Σ+) 1 1 1 · · · 1
A2 (Σ−) 1 1 1 · · · −1
E1 (Π) 2 2 cosφ 2 cos 2φ · · · 0
E2 (∆) 2 2 cos 2φ 2 cos 4φ · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
En 2 2 cos nφ 2 cos 2nφ · · · 0
ΓS 1 1 1 · · · 1 Σ+

ΓP 3 1 + 2 cosφ 1 + 2 cos 2φ · · · 1 Σ+ ⊕ Π

• Hladiny P se štěṕı na jedenkrát a dvakrát degenerovanou hladinu se symetriemi
Σ+ a Π.

• Pohledem do bázových funkćı v tabulce zjist́ıme, že v elektrickém poli se odštěṕı
orbital Pz , orbitaly Px a Py z̊ustanou degenerované.



Atomy ve vnějš́ıch poĺıch

Př́ıklad: Určete efekt statického magnetického pole na orbitaly atomu duśıku.

• Symetrie magnetického pole by měla odpov́ıdat opět lineárńı grupě, protože jej
lze otáčet libovolně okolo osy z.

• Magnetické pole je sice invariantńı v̊uči inverzi, a mělo by tud́ıž paťrit do grupy
D∞h, ale nemá vedleǰśı osy rotace (v rovině xy), takže muśı paťrit do prostorové
grupy C∞v.

• Výsledek výpočtu se tedy nebude lǐsit od p̌redchoźıho p̌ŕıkladu, tedy orbital P se
štěṕı na dvě hladiny.

• Ve skutečnosti ale v́ıme, že Zeemanův jev rozštěṕı P orbital na triplet: prostorové
grupy evidentně někde zachovávaj́ı degeneraci, zat́ımco ta je ve skutečnosti
sejmuta narušeńım jiné než prostorové symetrie.

• V p̌ŕıpadě magnetického pole se občas stane, že se skryje narušeńı časoprostorové
symetrie: prostorové grupy jsou invariantńı v̊uči inverzi času, magnetické pole ne
(proud v proudové smyčce p̌ri otočeńı časové osy teče opačně a generuje tedy
opačné pole).

• Pro úplně správný výpočet je ťreba použ́ıt relevantńı magnetické grupy.

• Nedostatečnost prostorových grup byla vidět i na tom, že zat́ımco inverze je
operaćı symetrie, rotace o 180◦ kolem vedleǰśı osy ne — tomu p̌resně neodpov́ıdá
žádná prostorová grupa.



Atomy ve vnějš́ıch poĺıch

Př́ıklad: Určete, jak se změńı degenerace hladin atomu chromu, který substituuje
uhĺık v diamantu.

• Diamantová krystalická mř́ıžka má operace symetrie, tvǒŕıćı grupu Td.
• Chrom má atomové č́ıslo 24 a elektronovou konfiguraci [Ar]3d54s1. Zaj́ımáme se

tedy o štěpeńı orbital̊u S, P a D v krystalovém poli diamantové mř́ıže.
• Výsledky jsou v tabulce ńıže.

Td Ê 8Ĉ3 6σ̂d 6Ŝ4 3Ĉ2
A1 1 1 1 1 1
A2 1 1 −1 −1 1
E 2 −1 0 0 2

T1 3 0 −1 1 −1
T2 3 0 1 −1 −1
ΓS 1 1 1 1 1 A1

ΓP 3 0 1 −1 −1 T2

ΓD 5 −1 1 −1 1 E⊕ T2
• Orbitaly S a P z̊ustávaj́ı degenerované, orbital D se rozštěṕı na dva.
• Otázkou zde je, jak se změńı energetické spektrum hladin: zat́ımco zpola

zaplněná hladina 3d má kv̊uli spin-orbitálńı interakci energii nižš́ı než 4s a daľśı
elektron na 3d hladinu má energii výše než 4s stav, pǒrad́ı hladin se může změnit
po vložeńı do krystalového pole.
• Konkrétńı energie hladin bychom museli určit kvantově-mechanickým výpočtem,

kdy z kulových funkćı Y2,m sestroj́ıme báze reprezentaćı E a T2, vynásob́ıme
radiálńı část́ı pro stav n = 3 a spočteme sťredńı hodnotu hamiltoniánu.



Atomy ve vnějš́ıch poĺıch

Př́ıklad: Určete, jak se štěṕı hladiny atomu vanadu v CdSe.

• CdSe je polovodič typu II–VI s hexagonálńı krystalickou mř́ıžkou (struktura
wurtzitu). Grupa symetrie je C6v.
• Elektronová struktura vanadu je [Ar]3d34s2 a nahrazuje atomy kadmia s

oxidačńım č́ıslem +2.

C6v Ê 2Ĉ6 2Ĉ3 Ĉ2 3σ̂v 3σ̂d

A1 1 1 1 1 1 1
A2 1 1 1 1 −1 −1
B1 1 −1 1 −1 1 −1
B2 1 −1 1 −1 −1 1
E1 2 1 −1 −2 0 0
E2 2 −1 −1 2 0 0
ΓS 1 1 1 1 1 1 A1

ΓP 3 2 0 −1 1 1 A1 ⊕ E1

ΓD 5 1 −1 1 1 1 A1 ⊕ E1 ⊕ E2

• V důsledku silné anizotropie krystalu docháźı ke štěpeńı orbital̊u P na dvě hladiny
a orbital̊u D na ťri hladiny.
• V důsledku toho bude docházet k optickým p̌rechodům mezi hladinami S↔ P na

dvou bĺızkých energíıch a p̌reskoky mezi hladinami P↔ D hypoteticky až na 6
r̊uzných energíıch, zat́ımco p̌rechody v neporušeném atomu byly vždy
degenerované.
• Dodatečné výběrové pravidlo podle magnetického kvantového č́ısla zredukuje

počet povolených p̌rechodů na menš́ı č́ıslo (bude ukázáno v daľśı kapitole).



Metoda MO–LCAO

• Molekula: seskupeńı atomů s částečným p̌rekryvem elektronových vlnových funkćı.

• Vniťrńı slupky elektronových obal̊u lokalizované na matěrských atomech.

• Valenčńı elektrony mohou tunelovat mezi jednotlivými atomy skrz bariéru —
nejedná se o volný pohyb.

• Elektrony delokalizované mezi atomy, vlnová funkce je p̌ribližně lineárńı
kombinaćı atomových orbital̊u:

Ψα =
∑
jn`m

cα,jn`mψjn`m .

MO–LCAO: Molecular Orbital — Linear Combination of Atomic Orbitals

• ψjn`m: vlnová funkce elektronu u j-tého atomu ve stavu (n`m).

• Ψα: vlnová funkce elektronu v α-tém molekulárńım orbitalu.



Metoda MO–LCAO

• Hledáme vlastńı stavy hamiltoniánu, které jsou lineárńı kombinaćı atomových
vlnových funkćı.

• Zřejmě máme bázové funkce ψjn`m a hamiltonián molekuly, který má symetrii
danou tvarem molekuly.

• Pro vektor bázových funkćı sestroj́ıme tranformačńı matice.

• Množina bázových funkćı muśı být k operaćım symetrie nutně uzav̌rená, jelikož
definuje úplný systém funkćı.

• Transformačńı matice tvǒŕı reprezentaci ΓAO grupy symetrie hamiltoniánu.

• Jednotlivé ireducibilńı reprezentace z rozkladu ΓAO definuj́ı degeneraci, ale i
symetrii molekulových orbital̊u.

• Z praktickýc důvodů nebudeme uvažovat úplný systém jednoatomových vlnových
funkćı včetně kontinua, ale vezmeme do úvahy pouze vázané stavy v
požadovaném intervalu energíı.

• Částice těžko může tunelovat do stavu s vyš̌śı energíı: tam může z̊ustat jenom po
dobu danou relacemi neurčitosti ∆t ≈ ~/2∆E .

• Toto tunelováńı lze zanedbat, pokud doba života elektronu na vyš̌śı hladině je
mnohem kraťśı než tunelovaćı doba: ∆t � 1/w , kde w je rychlost tunelováńı
(tunneling rate).

∆E � ~w/2

• ∆E > 1 eV je obvykle dostačuj́ıćı.



Metoda MO–LCAO

• Zjistit z dimenźı reprezentaćı degeneraci hladin je jenom d́ılč́ı úloha.

• Pro kvantově-mechanický výpočet by se nám hodily i bázové funkce reprezentaćı:
konkrétńı tvar orbital̊u.

• Lze je naj́ıt postupně t́ım, že budeme
”
nasťrelovat“ funkci |f 〉 do vzorce

∣∣gΓ
n

〉
=
`Γ

h

∑
R̂

χ∗Γ(R̂)ÔR |f 〉 ,

kde gΓ
n je n-tá vlnová funkce molekulového orbitalu se symetríı Γ.

• V́ıme, že kdyby |f 〉 byla bázová funkce reprezentace Γ, operace ÔR |f 〉 funkci
p̌revede na lineárńı kombinaci jiných bázových funkćı téže reprezentace. Tato
lineárńı kombinace je daná p̌ŕıslušnou transformačńı matićı.

• Necht’ |f 〉 je bázovou funkćı reprezentace Γ′. Pak budeme uvažovat úplnou sadu
bázových funkćı této reprezentace |i〉 a můžeme napsat:

∣∣gΓ
n

〉
=
`Γ

h

∑
R̂

χ∗Γ(R̂)ÔR |f 〉 =
`Γ

h

∑
R̂

χ∗Γ(R̂)
∑
ij

|i〉

(
MΓ′

R

)
ij︷ ︸︸ ︷

〈i |ÔR |j〉〈j |f 〉



Metoda MO–LCAO

• Dále si uvědomme
χ∗Γ(R̂) =

∑
k

(
MΓ

R

)∗
kk

• Dosad́ıme: ∣∣gΓ
n

〉
=
`Γ

h

∑
k

∑
ij

|i〉〈j |f 〉
∑
R̂

(
MΓ

R

)∗
kk

(
MΓ′

R

)
ij

• Posledńı suma je ale známá z Velkého teorému ortogonality: je nulová pro Γ′ 6= Γ,
výsledek sč́ıtáńı bude tedy nula, pokud

”
násťrelová“ funkce je plě disjunktńı s

bázovými funkcemi reprezentace Γ.

• Je-li ale Γ′ = Γ, bude posledńı suma rovna h/`Γ, pokud k = i = j , jinak bude
nula. Zřejmě tedy: ∣∣gΓ

n

〉
=
∑
i

|i〉〈i |f 〉 .

• Vzorec tedy provád́ı projekci
”
násťrelové“ funkce na bázi dané reprezentace Γ.



Metoda MO–LCAO

• V tento moment ale ještě neńı vyhráno: máme sice symetrizované vlnové funkce,
ale lineárńı kombinace funkćı se stejnou symetríı také tvǒŕı bázi reprezentace.

• Skutečné vlnové funkce molekulových orbital̊u hledáme jako lineárńı kombinace:

|ΨΓ
α〉 =

∑
n

λα,n|ψΓ
n〉 ,

kde λα,n je variačńı koeficient pro kvantově-mechanickou variačńı metodu.

• Symetrizace sice neńı schopna p̌ŕımo určit tvar orbital̊u, ale z energetikých poměr̊u
můžeme leccos odhadnout a výsledek umožňuje vyloučit věťsinu z variačńıch
koeficient̊u oproti výpočtu s naprosto obecnou lineárńı kombinaćı všech orbital̊u.



Metoda MO–LCAO

Př́ıklad: Najděte molekulárńı orbitaly vod́ıku H2.

• Molekula má dva elektrony, které budou ve
(spinově degenerovaném) základńım stavu
molekuly. Stač́ı tedy naj́ıt jenom základńı stav.

• Základńı stav bude lineárńı kombinaćı atomových
orbital̊u s nejnižš́ı energíı.

• 1s orbital má energii -13,6 eV, excitovaný stav 2s
má energii -3,4 eV.

• Do úvahy bereme stavy 1s(1) a 1s(2) od atomů 1 a
2.
• Atomy jsou sice nerozlǐsitelné, ale když zafixujeme soǔradnou soustavu, můžeme

je formálně rozlǐsovat.
• Grupa symetrie je lineárńı, d́ıky p̌ŕıtomnosti inverze je to D∞h.
• Operace symetrie transformuj́ı orbitaly podle tabulky:

D∞h Ê 2Ĉα∞ · · · ∞σ̂v ı̂ 2Ŝα∞ · · · ∞Ĉ ′2
ÔR1S(1) 1S(1) 1S(1) 1S(1) 1S(1) 1S(2) 1S(2) 1S(2) 1S(2)

ÔR1S(2) 1S(2) 1S(2) 1S(2) 1S(2) 1S(1) 1S(1) 1S(1) 1S(1)
• Explicitně můžeme sestrojit transformačńı matice ve zvolené bázi pro skupinu

operaćı nalevo a napravo:

Mnalevo =

(
1 0
0 1

)
Mnapravo =

(
0 1
1 0

)



Metoda MO–LCAO

• Tabulka charakter̊u s relevantńımi ireducibilńımi reprezentacemi:

D∞h Ê 2Ĉα∞ · · · ∞σ̂v ı̂ 2Ŝα∞ · · · ∞Ĉ ′2
Σ+

g 1 1 1 1 1 1 1 1
Σ+

u 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
ΓAO 2 2 2 2 0 0 0 0

• Jasně tedy ΓAO = Σ+
g ⊕ Σ+

u .

• Dosazeńım do vzorce a vypǒrádáńım se s nekonečny dostáváme vlnové funkce:

Ψ
Σ+

g

1 =
1s(1) + 1s(2)

√
2

Ψ
Σ+

u
2 =

1s(1)− 1s(2)
√

2

• Základńı a excitovaný stav nedokážeme rozlǐsit na úrovni teorie symetrie.

• Muśıme znát explicitně hamiltonián:

H =
e2

4πε0

[
1

2|r0|

−8πε0Ve/e
2︷ ︸︸ ︷

−
1

|r − r0|
−

1

|r + r0|

]
=

e2

8πε0|r0|
− 2Ve

• Poloha elektronu je r a poloha jádra vod́ıku 1 je r0; těžǐstě lež́ı v počátku.



Metoda MO–LCAO

• Odhad energie orbitalu provedeme výpočtem

EΨ = 〈Ψ|H|Ψ〉

Ψ = [1s(1)± 1s(2)]/
√

2

EΨ =
e2

8πε0|r0|
−
[
〈1s(1)|Ve|1s(1)〉+ 〈1s(2)|Ve|1s(2)〉 ± 2Re 〈1s(1)|Ve|1s(2)〉

]
• Prvńı člen kladný (odpudivá śıla jader).

• Prvńı a druhý člen v závorce celkem záporné — p̌ritažlivá śıla elektronů k
matěrským jádr̊um.

• Třet́ı člen v závorce záporný nebo kladný dle znaménka ±: p̌rekryvový integrál
〈1s(1)|Ve|1s(2)〉 > 0.

• Symetrická kombinace Ψ1 vazebná, minimum energie.

• Variaćı |r0| lze naj́ıt minimum EΨ pro r0 = 2aB.

• Do báze vlnových funkćı je možné zahrnout i stavy 2s a 2p, ty jsou ale od 1s
stav̊u separované energíı ≈10 eV, od 3s stavu pak o 1,9 eV.

• Vznikne nová série stav̊u, které se neḿıśı s 1s stavy, ale tvǒŕı 2. až 9. excitovaný
stav.



Metoda MO–LCAO

D∞h Ê 2Ĉα∞ · · · ∞σ̂v ı̂ 2Ŝα∞ · · · ∞Ĉ ′2
Σ+

g 1 1 1 1 1 1 1 1
Σ+

u 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
Πg 2 2 cosφ · · · 0 2 −2 cosφ · · · 0
Πu 2 2 cosφ · · · 0 −2 2 cosφ · · · 0

ΓAO 10 6 + 4 cosφ · · · 6 0 0 0 0

• Rozklad ΓAO = 3Σ+
g ⊕ Σ+

u ⊕ Πg ⊕ Πu.

• Symetrizované vlnové funkce:

g
Σ+

g

1 =
[
1s(1) + 1s(2)

]
/
√

2 g
Σ+

u
4 =

[
1s(1)− 1s(2)

]
/
√

2

g
Σ+

g

2 =
[
2s(1) + 2s(2)

]
/
√

2 g
Σ+

u
5 =

[
2s(1)− 2s(2)

]
/
√

2

g
Σ+

g

3 =
[
2pz (1)− 2pz (2)

]
/
√

2 g
Σ+

u
6 =

[
2pz (1) + 2pz (2)

]
/
√

2

g
Πg

7 =
[
2px (1)− 2px (2)

]
/
√

2 g
Πu
9 =

[
2px (1) + 2px (2)

]
/
√

2

g
Πg

8 =
[
2py (1)− 2py (2)

]
/
√

2 g
Πu
10 =

[
2py (1) + 2py (2)

]
/
√

2

• Za pozornost stoj́ı fakt, že orbitaly 1s a 2s maj́ı v lineárńıch kombinaćıch v
symetrických vlnových funkćıch (g) znaménko +, kdežto orbitaly 2p maj́ı
znaménko opačné, protože jsou samy o sobě antisymetrické.



Metoda MO–LCAO

• Výsledné molekulové orbitaly jsou pak lineárńı kombinace bázových funkćı se
stejnou symetríı.

• Z důvodu velkého rozd́ılu v energíıch ale žrejmě elektron nebude tunelovat mezi
stavy 1s a 2s, resp. 2p.

• Nejnižš́ı hladiny tedy z̊ustávaj́ı jako v p̌redchoźım p̌ŕıkladu:

Ψ
Σ+

g

1 (s) = g
Σ+

g

1 (s) Ψ
Σ+

u
2 (s) = g

Σ+
u

4 (s)

• Daľśı stavy ale umožňuj́ı tunelováńı mezi stavy 2s a 2p a docháźı tak k hybridizaci
(která ale ve skutečnosti bude potlačená kv̊uli štěpeńı 2s a 2p stav̊u spin-orbitálńı
interakćı, kterou jsme zde neuvažovali):

Ψ
Σ+

g

3 (sp) = λ3,2g
Σ+

g

2 (s) + λ3,3g
Σ+

g

3 (p) Ψ
Σ+

u
5 (sp) = λ5,5g

Σ+
u

5 (s) + λ5,6g
Σ+

u
6 (p)

Ψ
Σ+

g

4 (sp) = λ4,2g
Σ+

g

2 (s) + λ4,3g
Σ+

g

3 (p) Ψ
Σ+

u
6 (sp) = λ6,5g

Σ+
u

5 (s) + λ6,6g
Σ+

u
6 (p)

• Nakonec Π stavy maj́ı čistě p-symetrii, mohou být lineárně, kruhově, elipticky
polarizované v závislosti na koeficientech λ:

Ψ
Πg

7 (p) = λ7,7g
Πg

7 (p) + λ7,8g
Πg

8 (p) Ψ
Πu
9 (p) = λ9,9g

Πu
9 (p) + λ9,10g

Πu
10 (p)

Ψ
Πg

8 (p) = λ8,7g
Πg

7 (p) + λ8,8g
Πg

8 (p) Ψ
Πu
10 (p) = λ10,9g

Πu
9 (p) + λ10,10g

Πu
10 (p)



Metoda MO–LCAO

Př́ıklad: Najděte molekulové orbitaly molekuly vody

• Grupa symetrie C2v, v molekule 8 elektronů.

• Energie hladin:
1s(O) −81, 6 eV

2s(O),2p(O) −20, 4 eV
1s(H) −13, 6 eV

3s(O),3p(O) −9, 1 eV
2s(H),2p(H) −3, 4 eV

• Obsazené hladiny v základńım stavu 1s, 2s, 2p
kysĺıku (p̌ri obsazováńı bereme do úvahy
spinovou degeneraci).

• Do výpočtu zahrneme i 1s stavy vod́ıku, které tvǒŕı nejbližš́ı excitované stavy.

• Sestroj́ıme opět reprezentaci ΓAO a urč́ıme charaktery:

C2v Ê Ĉ2 σ̂xz σyz
A1 1 1 1 1
A2 1 1 −1 −1
B1 1 −1 1 −1
B2 1 −1 −1 1

ΓAO 7 1 5 3

• Rozklad do ireducibilńıch reprezentaćı ΓAO = 4A1 ⊕ 2B1 ⊕ B2.



Metoda MO–LCAO
• Při sestrojováńı orbital̊u ze symetrizovaných (bázových) funkćı muśıme vźıt do

úvahy možnost/nemožnost ḿıseńı stav̊u s ohledem na energii orbital̊u.

• Může docházet k hybridizaci pouze 2s a 2p stav̊u kysĺıku, ostatńı stavy se neḿıśı.

• Dokonce ani nedocháźı k ḿıseńı 2px a 2py stav̊u kv̊uli chyběj́ıćı symetrii Ĉ4: px a
py orbitaly maj́ı r̊uzné energie.

ΨA1
1 = 1s(O)

ΨA1
2 = λ2,22s(O) + λ2,32pz (O)

ΨA1
3 = λ3,22s(O) + λ3,32pz (O)

ΨA1
4 = [1s(H1) + 1s(H2)]/

√
2

ΨB1
5 = 2px (O)

ΨB1
6 = [1s(H1)− 1s(H2)]/

√
2

ΨB2
7 = 2py (O)

• Orbital̊u je jenom 7, ale po započteńı spinové degenerace se do nich vejde 14
elektronů.

• Energie orbital̊u jsou primárně dané energiemi atomových orbital̊u, interakčńı
energie je pak korekce.

• Pǒrad́ı od nejnižš́ı energie bude zhruba Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ5,Ψ7,Ψ4,Ψ6, obsazených je
pět nejnižš́ıch.



Vibračńı stavy molekul

• Energetické spektrum atomových jader vyplývá z jejich pohybu v potenciálu
vazebných elektronů.

• Každé jádro má ťri stupně volnosti.

• Na molekulu s N jádry p̌ripadá 3N stupňů volnosti.

• 3 stupně volnosti p̌ripadaj́ı na translačńı pohyb těžǐstě.

• 3 stupně volnosti p̌ripadaj́ı na rotačńı pohyb molekuly. U lineárńı molekuly jsou to
jenom 2 stupně volnosti.

• Zbytek 3N − 6(5) stupňů volnosti p̌ripadá na vibrace.

• Každý ze stupňů volnosti je reprezentován vázaným jednotkovým vektorem v
jednom ze směr̊u kartézského systému soǔradnic.



Vibračńı stavy molekul

• Všechny stupně volnosti, resp. vázané vektory, které je reprezentuj́ı, tvǒŕı bázi
vektorového stavového prostoru, ve kterém se v prvńım řádu teorie poruch
molekula pohybuje.

• Báze je uzav̌rená v̊uči všem operaćım symetrie hamiltoniánu.

• Každou operaci symetrie nad touto báźı můžeme napsat jako matici.

• Množinu těchto transformačńıch matic označ́ıme Γ3N a nazveme ji reprezentaćı
všech stupňů volnosti, jelikož je to repezentace grupy symetrie hamiltoniánu.

• Lineárńı kombinace bázových vektor̊u, které p̌redstavuj́ı pohyb molekuly jako
celku v hlavńıch směrech, se jistě tranformuj́ı operacemi symetrie mezi sebou
navzájem: transformačńı matice pak tvǒŕı reprezentaci Γtrans.

• Lineárńı kombinace báze, tvǒŕıćı rotačńı pohyb, jistě tvǒŕı bázi reprezentace Γrot

rotačńıho pohybu molekuly.

• Zbytek stupňů volnosti tvǒŕı bázi reprezentace vibračńıho pohybu Γvib.

• Plat́ı Γtrans ⊕ Γrot ⊕ Γvib = Γ3N .



Vibračńı stavy molekul

Př́ıklad: Nalezněte vibračńı stavy molekuly vody

• Postup: sestrojeńı reprezentaćı Γtrans, Γrot a Γ3N , odečteńım źıskáme charaktery
reprezentace Γvib.

• Reprezentaci rozlož́ıme na direktńı součet ireducibilńıch reprezentaćı dané grupy
symetrie hamiltoniánu, každá z reprezentaćı p̌redstavuje jeden vibračńı mod s
degeneraćı podle dimenze reprezentace.

• Reprezentaci Γtrans źıskáme jako transformačńı matice trojvektoru (x , y , z)
(složky jsou jednotkové vektory v p̌ŕıslušných směrech).

• Reprezentaci Γrot sestroj́ıme z tranformačńıch matic pro trojvektor jednotkových
vektor̊u momentu hybnosti (Lx ,Ly ,Lz ).

• Alternativou je vektor jednotkových vektor̊u magnetické indukce (Bx ,By ,Bz ),
jej́ıž transformačńı vlastnosti známe (ta je generovaná proudovou smyčkou, neboli
rotaćı náboje a je tedy spjata s momentem hybnosti).

• Reprezentace Γ3N je množina transforamčńıch matic vázaných jednotkových
vektor̊u pro jednotlivé stupně volnosti.



Vibračńı stavy molekul

• Molekula je ve tvaru
bumerangu.

• Dvojčetná osa procháźı
atomem kysĺıku.

• Grupa symetrie C2v.

• Soǔradný systém orientujeme
tak, aby molekula ležela v
rovině xz.



Vibračńı stavy molekul

• Reprezentace Γtrans

• Ê : Jednotková matice dimenze 3 (translačńı pohyb má 3 stupně volnosti),
charakter 3.

• Ĉ2:
x →−x
y →−y
z → +z

MC2
=

−1 0 0
0 −1 0
0 0 +1


Charakter −1.

• σ̂xz :
x → +x
y →−y
z → +z

Mσxz =

+1 0 0
0 −1 0
0 0 +1


Charakter +1.

• σ̂yz :
x →−x
y → +y
z → +z

Mσyz =

−1 0 0
0 +1 0
0 0 +1


Charakter +1.



Vibračńı stavy molekul

• Reprezentace Γrot

• Ê : Jednotková matice dim. 3 (rotačńı pohyb má 3 stupně volnosti), charakter 3.

• Ĉ2:
Bx →−Bx

By →−By

Bz → +Bz

MC2
=

−1 0 0
0 −1 0
0 0 +1


Charakter −1.

• σ̂xz :
Bx →−Bx

By → +By

Bz →−Bz

Mσxz =

−1 0 0
0 +1 0
0 0 +−


Charakter −1.

• σ̂yz :
Bx → +Bx

By →−By

Bz →−Bz

Mσyz =

+1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


Charakter −1.



Vibračńı stavy molekul

• Reprezentace Γ3N

• Jako p̌ŕıklad vezmene operaci σ̂yz .

x(H1)↔−x(H2) x(O)→−x(O)
y(H1)↔ +y(H2) y(O)→ +y(O)
z(H1)↔ +z(H2) z(O)→ +z(O)

• Protože chceme určit pouze charakter
dané operace v reprezentaci Γ3N ,
poťrebujeme seč́ıst stopu
transformačńı matice, do které
nep̌risṕıvaj́ı mimodiagonálńı prvky.

• Sečteme tedy pouze ta zobrazeńı,
která provedou projekci stupňů
volnosti na sebe samé: ale včetně
počátku vázaného vektoru!

• Do charakteru tedy p̌risṕıvaj́ı pouze ty
stupně volnosti, jejichž matěrský atom
se p̌ri operaci symetrie nehýbá z ḿısta.

• Do charakteru operace σ̂yz tedy
p̌risṕıvá pouze kysĺık, charakter vyjde
jako 1.
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p̌risṕıvá pouze kysĺık, charakter vyjde
jako 1.
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• Jako p̌ŕıklad vezmene operaci σ̂yz .

x(H1)↔−x(H2) x(O)→−x(O)
y(H1)↔ +y(H2) y(O)→ +y(O)
z(H1)↔ +z(H2) z(O)→ +z(O)

• Protože chceme určit pouze charakter
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• Reprezentace Γ3N

• Jako p̌ŕıklad vezmene operaci σ̂yz .
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transformačńı matice, do které
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Vibračńı stavy molekul
• Tabulka charakter̊u s výsledky dle výpočt̊u výše. Reprezentaci Γvib najdeme

postupem χΓvib
(R̂) = χΓ3N

(R̂)− χΓtrans (R̂)− χΓrot (R̂).

C2v Ê Ĉ2 σ̂xz σyz
A1 1 1 1 1 z
A2 1 1 −1 −1 Rz

B1 1 −1 1 −1 x ,Ry

B2 1 −1 −1 1 y ,Rx

Γ3N 9 −1 3 1
Γtrans 3 −1 1 1 A1 ⊕ B1 ⊕ B2

Γrot 3 −1 −1 −1 A2 ⊕ B1 ⊕ B2

Γvib 3 1 3 1 2A1 ⊕ B1

• Bázové funkce najdeme opět pomoćı vzorce jako tomu bylo v p̌ŕıpadě MO–LCAO,
zde nap̌r. symetrie A1:

gA1
1 = z(O)

gA1
2 =

[
x(H1)− x(H2)

]
/
√

2

gA1
3 =

[
z(H1) + z(H2)

]
/
√

2

• Skutečná bázová funkce vibrace ale bude lineárńı kombinace:

QA1
α = λα,1g

A1
1 + λα,2g

A1
2 + λα,3g

A1
3 ,

koeficienty λ muśıme určit jinak než ze symetríı.



Vibračńı stavy molekul

• Lineárńı kombinace gA1
1 +

√
2gA1

3 žrejmě odpov́ıdá pohybu molekuly jako celku ve
směru z a je to bázová funkce úplně symetrické části reprezentace Γtrans.

• Zbylé dvě lineárńı kombinace odpov́ıdaj́ı vibraćım, sestroj́ıme je z podḿınky, že se
nesḿı pohnout těžǐstě molekuly.

Sem p̌rijdou animace vibraćı.

• T́ımto postupem lze odlǐsit rotačńı a translačńı pohyb od vibraćı (neměńı se p̌ri
nich tvar molekuly), rotaci od translace odlǐśıme geometricky nebo t́ım, že se p̌ri
ńı neměńı těžǐstě.

• Ze zbylých bázových funkćı se tvar vibračńıch modů najde variaćı, stejně jako v
MO–LCAO.



Vibračńı stavy molekul

Př́ıklad: Nalezněte vibračńı stavy molekuly CO2.

• Počet stupňů volnosti 3N = 9, z toho 3 pro translačńı pohyb a pouze 2 pro
rotačńı pohyb (je to lineárńı molekula).

• Grupa symetrie D∞h.

• Reprezentace translačńıho a rotačńıho pohybu můžeme naj́ıt snadno z tabulek
podle bázových funkćı: v pravých dvou sloupćıch výraz

”
x“ znamená, že

jednotkový vektor x je bázovou funkćı jednorozměrné ireducibilńı reprezentace a
výraz

”
(Rx ,Ry )“ znamená, že jednotkové vektory momentu hybnosti Lx a Ly

tvǒŕı bázi dvojrozměrné ireducibilńı reprezentace.

• Tabulky tedy ř́ıkaj́ı, že v grupě D∞h je Γtrans = Σ+
u ⊕ Πu a Γrot = Πg (pouze

rotace kolem os x a y).

• Reprezentaci Γ3N sestroj́ıme obvyklým způsobem a Γvib pak odečteńım charakter̊u.

D∞h Ê 2Ĉα∞ · · · ∞σ̂v ı̂ 2Ŝα∞ · · · ∞Ĉ ′2
Γtrans 3 1 + 2 cosφ · · · 1 −3 −1 + 2 cosφ · · · −1 Σ+

u ⊕ Πu

Γrot 2 2 cosφ · · · 0 2 −2 cosφ · · · 0 Πg

Γ3N 9 3 + 6 cosφ · · · 3 −3 −1 + 2 cosφ · · · −1
Γvib 4 2 + 2 cosφ · · · 2 −2 2 cosφ · · · 0 Σ+

g ⊕ Σ+
u ⊕ Πu



Vibračńı stavy molekul

• Symetrie molekuly v základńım stavu je žrejmě Σ+
g , protože vlnová funkce

základńıho stavu se nemůže změnit, pokud pouze provedeme operaci symetrie na
soǔradný systém.

• Převedeńı do vibračńıho stavu: p̌ridáńı jednoho
”
vibronu“ k vlnové funkci, tedy

vynásobeńı p̌ŕıslušnou reprezentaćı symetrie vibračńıho modu.

• Molekula ve vibračńım stavu (1, 0, 0) má symetrii Σ+
g ⊗ Σ+

g = Σ+
g , stavy (0, 1, 0)

a (0, 0, 1) maj́ı symetrie Σ+
u resp. Πu.

• Stav se dvěma vibracemi opět vytvǒŕıme p̌ridáńım vibrace, tedy násobeńı daľśı
p̌ŕıslušnou reprezentaćı: stav (1, 1, 0) má symetrii Σ+

u ⊗ Σ+
g ⊗ Σ+

g = Σ+
u .

• Symetrie stavu s obsazovaćımi č́ısly (0, 0, 2) ale neńı jednoduše

Πu ⊗ Πu ⊗ Σ+
g = Σ+

g ⊕ Σ−g ⊕∆g, ale
[
Πu ⊗ Πu

]+ ⊗ Σ+
g = Π2

u = Σ+
g ⊕∆g,

protože excitace lineárńıho harmonického oscilátoru (a tedy vibraćı) jsou bosony.

• Obecně s obsazovaćımi č́ısly (n1, n2, n3) je symetrie stavu:

Γ =
(
Σ+

g

)n1 ⊗
(
Σ+

u

)n2 ⊗
(
Πu

)n3 ⊗ Σ+
g .



Symetrie a integrály v kvantové mechanice



Úvod

• Budeme se zabývat výpočtem integrál̊u typu
∫
ψ∗αF̂βψγ , resp. zjǐst’ováńım, zda

jsou nulové nebo nenulové na základě symetrie integrandu.

• V matematice můžeme nap̌r. využ́ıt pravidla pro integraci p̌res symetrický
interval: integrujeme-li lichou funkci, vyjde vždy nula, integrál sudé funkce je
naproti tomu obecně nenulový.

• Sudost/lichost je druh symetrie, stejně tak lze na základě prostorové symetrie

rozhodnout o nulovosti braketu
〈
ψα
∣∣Ŝβ∣∣ψγ〉.

• Teorie symetríı dokáže ř́ıci pouze, že integrál je s určitost́ı nula nebo obecně
nenula, i když v tom p̌ŕıpadě konkrétńı vyč́ısleńı nulu dát může (stejně jako může
docházet k náhodné degeneraci, která nevyplývá ze symetrie).



Úvod

• Tvrzeńı: Součin maticových prvk̊u reprezentace

Necht’ Γ 6= Γ1 je ireducibilńı reprezentace. Potom∑
R̂

(
MΓ

R

)
ij

= 0 ∀i , j .

• Do sumy vlož́ıme jedničku, což je maticový prvek 1,1 reprezentace Γ1 a výsledná
nula pak plyne z Velkého teorému ortogonality.

• Tvrzeńı: Integrál bázové funkce

Necht’ gΓ
j je j-tá bázová funkce reprezentace Γ 6= Γ1. Pak ∀j = 1, . . . , `Γ plat́ı:∫

gΓ
j (r) d3r = 0 .

• Důkaz:∫
gΓ
j d3r = ÔR

∫
gΓ
j d3r =

∫
ÔRg

Γ
j d3r =

`Γ∑
i=1

∫
gΓ
i

(
MΓ

R

)
ij

d3r ,

∑
R̂

∫
gΓ
j d3r = h

∫
gΓ
j d3r =

∑
R̂

`Γ∑
i=1

∫
gΓ
j

(
MΓ

R

)
ij

d3r =

`Γ∑
i=1

∫
gΓ
j

[∑
R̂

(
MΓ

R

)
ij

]
d3r = 0



Úvod

• Pak tedy nenulový integrál může být pouze z bázové funkce úplně symetrické
reprezentace Γ1.

• Jsme-li konfrontováni s bázovými funkcemi reducibilńıch reprezentaćı, je
samožrejmě možné reprezentaci rozlǒrit do direktńıho součtu reprezentaćı
ireducibilńıch a t́ım se bázové funkce p̌revedou na lineárńı kombonace bázových
funkćı ireducibilńıch reprezentaćı.

• Integrál bázové funkce reducibilńı reprezentace je pak součet integrál̊u bázových

finkćı ireducibilńıch reprezentaćı, z nichž pouze funkce gΓ1
1 dá nenulový integrál.

• Je-li tedy funkce gΓ bázovou funkćı obecně reducibilńı reprezentace Γ, bude jej́ı
integrál nenulový pouze tehdy, když v rozkladu Γ na ireducibilńı reprezentace
bude obsažena reprezentace Γ1.



Symetrie vlnových funkćı

• Pracujeme-li se symetrizovanými vlnovými funkcemi (bázovými funkcemi
ireducibilńıch reprezentaćı grupy symetrie hamiltoniánu), jejich symetrie je
automaticky symetrie p̌ŕıslušné reprezentace.

• Pokud ale dostaneme neznámou vlnovou funkci, je ťreba určit jej́ı symetrii, tedy
určit reducibilńı reprezentaci, jej́ıž je tato funkce bázovou funkćı.

• Nejjednoduš̌śı postup je symetrii uhádnout, zejména pokud je tato funkce
bázovou funkćı ireducibilńı reprezentace.

• Složitěǰśı postup: opakovanou aplikaćı operaćı symetrie nalezneme celou bázi
funkćı, které jsou takto generované a p̌reváděj́ı se na sebe navzájem.

• V této bázi pak pro každou operaci symetrie jsme schopni d́ıky uzav̌renosti
sestrojit transformačńı matici, matice dohromady tvǒŕı obecně reducibilńı grupu
symetrie.



Symetrie vlnových funkćı

Př́ıklad: Určete symetrii vlnové funkce ψ1 = δ(x − x0) v grupě C3v

Êψ1 = δ(r − r0) = ψ1

Ĉ3ψ1 = δ(r − r1) = ψ2

Ĉ2
3ψ1 = δ(r − r2) = ψ3

σ̂1ψ1 = ψ1

σ̂2ψ1 = ψ2

σ̂3ψ1 = ψ3

r0 = (x0, 0, 0)

r1 = (−x0/2,+
√

3x0/2, 0)

r2 = (−x0/2,−
√

3x0/2, 0)

Tady bude náčrtek.

• Bázové funkce ψ1, ψ2, ψ3 ortonormálńı.

• Kromě identity a jednoho ze zrcadleńı se vlnová funkce p̌revád́ı mimodiagonálńım
členem v transformačńı matici (projekce výsledku na původńı bázovou funkci je
nula).

• χΓ(Ê) = 3, χΓ(Ĉ3) = 0, χΓ(σ̂)v) = 1.

• Rozklad Γ = A1 ⊕ E.



Symetrie vlnových funkćı

• Pozn. k symetrizovaným funkćım: stoj́ı za to ově̌rit, že výpočet je konzistentńı a
že existuje skutečně symetrizovaná báze, která generuje vlnové funkce ψ1, ψ2, ψ3.

• Nutně muśı j́ıt o jejich lineárńı kombinaci.

• Snadno zjist́ıme, že gA1
1 = [ψ1 + ψ2 + ψ3]/

√
3.

• Při libovolné rotaci nebo zrcadleńı se delta-funkce zobraźı na sebe navzájem bez
změny fáze.

• Zbývaj́ıćı dvě symetrizované funkce se také daj́ı uhodnout, anebo určit s pomoćı
vzorce, ovšem muśıme si vźıt na pomoc tabulku charakter̊u grupy C3, kde jsou
charaktery reprezentace E rozepsané:

gE
2,3 =

[
ψ1 + ψ2e±2πi/3 + ψ3e∓2πi/3

]
/
√

3 .

• Bázové funkce dávaj́ı správné charaktery, jsou ortonormálńı a lineárńı kombinace
dává požadovanou vlnovou funkci:

ψ1 =
[
gA1

1 + gE
2 + gE

3

]
/
√

3 .



Symetrie operátor̊u

• Operátory také podléhaj́ı prostorovým transformaćım, jsou obecně závislé na
soǔradnićıch.

• Postup nalezeńı symetrie operátoru Ŝ je úplně stejná jako v p̌ŕıpadě vlnových
funkćı: opakovaně aplikujeme operace symetrie, než najdeme uzav̌renou

”
bázi“,

tedy množinu generuj́ıćıch operátor̊u
{
F̂1, F̂2, . . .

}
.

• Prostorové transformace v rámci báze vyjáďŕıme maticemi, tvǒŕıćımi reprezentaci.

• Symetrie reprezentace je pak symetrie operátoru.



Symetrie braketu

• Chceme určit symetrii celého braketu

〈
ψα
∣∣Ŝβ∣∣ψγ〉 =

∫
ψ∗αŜβψγ d3r ,

neboli obecně reducibilńı reprezentaci, která ma integrand jako bázovou funkci.

• Uvědomme si, že

ÔR

(
ψ∗αŜβψγ

)
=
(
ÔRψ

∗
α

)(
ÔR Ŝβ

)(
ÔRψγ

)
.

• Jestliže má vlnová funkce ψγ symetrii Γγ , výraz ÔR Ŝβψγ je vlnová funkce,

vzniklá působeńım operátoru z báze
{
F̂1, F̂2, . . .

}
se symetríı Γβ na vlnovou

funkci se symetríı Γγ z báze
{
ψ

Γγ
1 , ψ

Γγ
2 , . . .

}
.

• Vzniklá vlnová funkce tedy obsahuje součin dvou objekt̊u ze dvou r̊uzných báźı,
symetrie je nutně Γβ ⊗ Γγ .

• Symetrie celého integrandu je

Γbraket = Γ∗α ⊗ Γβ ⊗ Γγ

• Pokud reprezentace Γbraket obsahuje Γ1, pak je braket obecně nenulový, jinak je
nula.



Symetrie braketu

Př́ıklad: Určete dipólové p̌rechody s nejnižš́ı energíı v molekule vod́ıku.

• Využijeme již vy̌rešeného p̌ŕıkladu, kdy byly nejnižš́ı hladiny molekuly vod́ıku (v
rámci grupy D∞h) určeny jako:

Ψ
Σ+

g

1 (s) = g
Σ+

g

1 (s) Ψ
Σ+

u
2 (s) = g

Σ+
u

4 (s)

Ψ
Σ+

g

3 (sp) = λ3,2g
Σ+

g

2 (s) + λ3,3g
Σ+

g

3 (p) Ψ
Σ+

g

4 (sp) = λ4,2g
Σ+

g

2 (s) + λ4,3g
Σ+

g

3 (p)

Ψ
Σ+

u
5 (sp) = λ5,5g

Σ+
u

5 (s) + λ5,6g
Σ+

u
6 (p) Ψ

Σ+
u

6 (sp) = λ6,5g
Σ+

u
5 (s) + λ6,6g

Σ+
u

6 (p)

Ψ
Πg

7 (p) = λ7,7g
Πg

7 (p) + λ7,8g
Πg

8 (p) Ψ
Πg

8 (p) = λ8,7g
Πg

7 (p) + λ8,8g
Πg

8 (p)

Ψ
Πu
9 (p) = λ9,9g

Πu
9 (p) + λ9,10g

Πu
10 (p) Ψ

Πu
10 (p) = λ10,9g

Πu
9 (p) + λ10,10g

Πu
10 (p)

• Operátor dipólového momentu d̂ = −er má symetrii Γtrans = Σ+
u ⊕ Πu.

• Základńı stav je obsazený dvěma elektrony, ostatńı jsou prázdné.
• Rychlost p̌rechodu z Fermiho zlatého pravidla wf←i ∝

∣∣〈f |d̂ |i〉∣∣2, braket jako
takový muśı být nenulový, aby byl dipólový p̌rechod povolený.
• Požadujeme:

Σ+
g ∈ Γ∗f ⊗

(
Σ+

u ⊕ Πu

)
⊗ Σ+

g = Γ∗f ⊗
(
Σ+

u ⊕ Πu

)
.

• To je možné, pouze pokud Γf ∈ Σ+
u ⊕ Πu .

• Evidentně je možný p̌rechod pouze do stav̊u se symetríı Σ+
u nebo Πu, tedy do

stav̊u Ψ2, Ψ5, Ψ6, Ψ9 a Ψ10.
• Zaj́ımavost́ı je, že vedle dvou p̌rechodů mezi orbitaly s→p je povolen i p̌rechod

s→sp, ale dokonce i s→s, zat́ımco některé s→p jsou zakázané.



Symetrie braketu

Př́ıklad: Určete, jakou symetrii má operátor Ramanova rozptylu.

• Ramanův rozptyl je dvoufotonový neelastický proces, který způsobuje p̌rechod
mezi vibračńımi nebo rotačńımi stavy molekuly.

• Jde o sérii dvou dipólových p̌rechodů.

• Operátor rozptylu bude ḿıt tvar D̂ = e2rr .

• Mohli bychom si tipnout, že symetrie bude Γtrans ⊗ Γtrans.

• Muśıme ale vźıt do úvahy permutačńı symetrii bosonů (fotonů): sice maj́ı r̊uzné
frekvence, ale pǒrad́ı jejich působeńı neńı žrejmé (jsou to monochromatické vny):
t́ım pádem muśıme symetrizovat.

• Symetrie operátoru Ramanova rozptylu je tedy ΓRaman = Γ2
trans.


