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Uvod



MOTIVACE

Elektromagnetickd interakce: nejvyznamn&jsi pro kaZdodennf Zivot (chemické
vazby, pFenos energii, telekomunikace, ...).

Popis interakce elektron—foton moZny s pomoci kvantové teorie pole.

Fyzika a matematika nardZi na sloZitost vice¢asticovych systémil, p¥ip. systémi s
mnoha stupni volnosti.

Snaha problémy zjednoduSovat a omezit po&et stupfiti volnosti, p¥ip. separovat
jejich nezdvislé skupiny (zaveden/ t&Zist& v mechanice, separace rotaci, translaci a
vnit¥nich stupiiti volnosti).

Odezva systému vzdy odpovida jeho symetrii a symetrii interagujiciho pole.
KaZdy soufadny systém je jenom matematickd fikce, Ize jej libovoln& ménit bez
vlivu na vysledek experimentu (ale je nutné zm&nu ud&lat spravné!).

Zatim nebyl objeven Zadny fyzikalné fixni soufadny systém, jsme v relativnim
vesmiru.



MOTIVACE

Prvni teorém Notherové: S kaZdou lokdIni symetrii systému je svdzana veli&ina,
kterd se lokaln& zachovava.” (1918, Emmy Né6therovd).

Teorém je zdkladnim stavebnim kamenem obecné teorie relativity.

Dusledkem teorému v nerelativistické mechanice jsou zdkony zachovani (energie,
hybnosti, atd.).

Interakce fotonu a vdzaného elektronu (molekuly, nanostruktury) ma také svou
mikroskopickou strukturu a symetrii a jeji kvantifikace &i analyza zmé¥enych dat
se dd vyznamné& zjednodusit na zadklad& dvah o symetrii.

| pFi pouZiti vypoletni techniky je mozné tlohy vyznamné& urychlit, pokud se
vylou&i body, ve kterych nejsou spln&ny zdkony zachovani (nap¥. spinu), a odezva
je tedy nulova.

Z Gvah o symetrii Ize nalézt strukturu vlastnich stavil neporugeného systému a
rychlost pfechodu mezi stavy pokud dojde k poruse diky vné&jsimu
(elektromagnetickému) poli.



Prostorova symetrie atomt a molekul



PROSTOROVA SYMETRIE ATOMU A MOLEKUL

Zatim popisujeme systém klasicky, atomy jsou hmotné body, molekuly bez
vnit¥nich stupiit volnosti.

Soufadnd soustava se pohybuje a rotuje s molekulou.

Teorie platnd pro 3D nerelativisticky prostor, tj. neexistuje polo&iselny spin, plati
Newtonovy zdkony.

Zajimame se pouze o bodové symetrie (bez translaci).

Teorii je moZné o translace a relativistické jevy v&etné spinu rozitit.



PROSTOROVA SYMETRIE — TERMINOLOGIE

Definice: Operace symetrie

Operace symetrie je prostorova transformace, p¥i které jako kone&ny stav dostaneme
stav fyzikaln& nerozlisitelny od stavu vychoziho. Operaci symetrie ozna&ujeme st¥iSkou.

G,

® Absence vnit¥nich stupiii volnosti — atomy
stejného izotopu prvku jsou nerozlisitelné.

® Atomy vodiku v molekule vody jsou
nerozlisitelné, operace otoceni o 180° kolem
osy C, je operaci symetrie.

® Pro potfeby matematického popisu miZeme
atomy oznat&it Hy a H», to ale na principu
nerozliSitelnosti nic neméni, je to stejné jako
zavedeni soufadného systému.
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PROSTOROVA SYMETRIE — TERMINOLOGIE

Definice: Prvek symetrie

Prvkem symetrie je geometricky objekt (bod, p¥imka, rovina), ktery se b&hem
prostorové transformace transformuje sdm na sebe. Oznadeni prvku podtrzenim.

® Prvek symetrie vymezuje, kde v prostoru &i v jakém sméru dojde k transformaci.

® QOperace symetrie na prostorové& omezeny objekt: vychozi a kone&ny stav museji
zlstdva na mist&.

® VSechny prvky symetrie obsahuji bod t&Zist&€, nazyvdme je proto bodové operace
symetrie.



PROSTOROVA SYMETRIE — TERMINOLOGIE

NiZe uvedené operace jsou vyétem zakladnich shodnych zobrazeni v euklidovském
prostoru. Mohou, ale nemuseji byt vZdy operacemi symetrie.

Jind (neshodnd) zobrazeni mohou byt operacemi symetrie ve fyzikdlnich systémech,
ale v nerelativistickych bezspinovych atomarnich systémech nehraji roli.
Identita
® Neprovadi zadnou transformaci, vzdy je operaci symetrie.
® Oznaleni operace E, prvek symetrie (cely prostor) se neoznaluje.
Inverze
® Promitnuti kazdého bodu r do bodu 2rs — r, kde rs je poloha stfedu symetrie.
® Aby inverze mohla byt operaci symetrie, musi stfed symetrie splynout s t&Zistém.

® Oznaleni operace 7, stfed symetrie i.



PROSTOROVA SYMETRIE — TERMINOLOGIE

Rotace
® Rotace kolem osy C, o thel 360°/m, p¥ipadn& C__(¢) pro rotaci o thel ¢.

® Osa rotace se nazyva m-&etnou, symetrie odpovida pravidelnému m-idhelniku, kde
osa rotace je normala roviny m-thelniku.

® Operace oznalena (.A‘,’; kde mocnéni na n-tou znamenda n ndsobné opakovani
operace. Uhel rotace je tedy 360°n/m.

® Zrejms E = €7 = (:"{’

® Hlavni osa rotace (nejéetn&jsi) se obvykle ztotoZKuje s osou z.

® Vedlej§i osy rotace (které leZi mimo hlavni osu rotace) jsou znateny Cj, C atd.



PROSTOROVA SYMETRIE — TERMINOLOGIE

Zrcadleni
® Rovina zrcadleni oznalena o, operace zrcadleni &.

® T¥i zdkladni druhy:

horizontalni &), rovina zrcadleni g, | z
vertikdlni &, rovina zrcadleni g, || z
dihedralni 64 rovina zrcadleni g, £ z

® VertikdIni roviny zrcadleni obsahuji dvé vedlejsi dvojéetné osy, dihedralni roviny
zpravidla plli dhel mezi vedlejsimi dvojéetnymi osami.

® Pokud systém neobsahuje vedlejsi dvojéetné osy, jsou roviny obsahujici osu z
vertikalni.



PROSTOROVA SYMETRIE — TERMINOLOGIE

Nevlastni rotace

® Osa rotace S, definice operace:

Sn=5Cn

® Potadi sklddani operaci zprava doleva jako kvantov&mechanické operatory
(ptsobi na objekt, ktery je dpln& vpravo jako vinova funkce).

® |dentity:
S =64
S =6,C=1%



PROSTOROVA SYMETRIE — TERMINOLOGIE
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P¥iklad: Symetrie molekuly CH,
Ur&ete nejEetn&jsi osu molekuly metanu
CHy
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ROLE SYMETRIE VE FYZIKALNICH SYSTEMECH

Symetrie hraje velkou roli v chovani fyzikalnich systémi a mohou z ni plynout
netrividlni dasledky, nap¥.:



ROLE SYMETRIE VE FYZIKALNICH SYSTEMECH

Symetrie hraje velkou roli v chovani fyzikalnich systémi a mohou z ni plynout
netrividlni dasledky, nap¥.:

Systémy se sttedem symetrie nemaji vnéjsi dipélovy moment

To se tyka pouze statického dipdlového momentu, latky mohou byt i tak dipdlové
aktivni ve stfidavém poli.

Pokud by dipdlovy moment mély, systém se p¥i inverzi fyzikdln& nezmé&ni, ale dipdlovy
moment zmé&ni znaménko, coZ je v rozporu.
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Latky se stfedem symetrie nemohou generovat druhou harmonickou
Polarizace druhého ¥adu je:

P(2w) = x®? E(w)E(w)

Tenzor druhého ¥adu, ktery zde vystupuje jako jediny materidlovy parametr, se po
inverzi nezméni, kdeZto viechna pole museji zmé&nit znaménko:

—P(2w) = X? (-E(w)) (-E(w)) = xPE(w)E(w)

Toto je ale ve sporu s p¥edchozi rovnosti pro P(2w) # 0.



SYMETRIE ATOMU A MOLEKUL

Ptiklad: Ur&ete operace symetrie
molekuly CH4
® Identita E.
® Nejéetn&jsi osa S, prochdzi sttedem
dvojice protilehlych hran (3x):
3xS, + 3><Si.
® Kazdd z os S, je i osou C,: 3xCy.
® Kazdym vrcholem prochazi osa Cj:
4xC3 +4xC2.
® Kazda hrana je v rovin& zrcadleni:
6><5‘d.

Celkem: £ +35, +353 +36 + 46 + 462 + 664



SYMETRIE ATOMU A MOLEKUL

4
04 56

P¥iklad: Uréete operace symetrie
molekuly SFg

® Molekula tvaru pravidelného
osmisténu.
® Nejéetn&jsi osa neni C,, ale 5!

® Neoznadené osy:

G&=c,
£3:§5
S, =6,

® | kdyZ operace Sp, je operaci symetrie,
neni obecné& libovolna mocnina S;),.

E+i+
45, +48% + 46, + 482+
+36, +3C3 +384(C2) + 35 + 353+
36, + 36, + 36,



SYMETRIE ATOMU A MOLEKUL

Ptiklad: Urcete operace symetrie
molekuly H,O0

® Nelinedrni molekula diky nevazebnym
elektroniim ve valen&ni slupce kysliku.
¢ Uhel mezi vazbami cca 120°.

® Operace symettrie: E+ (:'2 + 26y,.




SYMETRIE ATOMU A MOLEKUL

Coo

P¥iklad: Uréete operace symetrie
molekuly CO;

® Molekula je linearni diky dvojnym
vazbam.

® Atom je hmotny bod, sdm o sob& m3
nekone&nou symetrii.

® Linearni molekuly mohou byt oto&eny
o libovolny dhel, osu rotace zna&ime

C

® Nekone&ny pocet vertikdlnich rovin
zrcadleni.

oo

® Navic stfed inverze = nevlastni rotace
o libovolny dhel, vedlejsi osy rotace
C/, a horizontdlIni rovina zrcadleni.

Otogeni o thel +¢ i —, znatime Coo(+¢) + Coo(—) = 2Coo ().
E+i+6,
260 () + 2Coc(2¢) + 2500 (#) + 2500 (20) + - - - +
+0062’ + 006y



SYMETRIE ATOMU A MOLEKUL

P¥iklad: Urcete operace symetrie atomu

® Vy3etfujeme chovani atomu vzhledem k elektromagnetickému poli.

® Drzime-li se v nizkoenergetické &3sti spektra (rozmér jddra mnohem meni neZ
vlnovd délka), je jddro hmotny bod.

® Symetrie atomu je dand symetrii fyzikdlnich poli, jejichZ je atom zdrojem.

® Coulombicky potencidl stin&ny elektrony: sférickd symetrie (vliv jednotlivych
orbitald se statisticky primé&ruje).

® \/zhledem k bodovym operacim symetrie je atom Upln& symetricky.



SYMETRIE ATOMU A MOLEKUL

z

Pf¥iklad: Urcete operace symetrie atomovych orbitali
® Zde se jiz zabyvame fyzikadlnim problémem na
kvantové drovni (!).

® Bereme do tvahy konkrétni tvar vinové funkce
elektronu.

® 7adné primérovani, orbital je ve fixni soufadné
soustavé.

® Hlavni kvantvé &islo ovliviiuje pouze radidlni &3st,
nema vliv na bodovou symetrii.

® Symetrii urduji &isla £, m.
® s-orbital: Gplnd bodova symetrie.

® p-orbital: symetrie linedarni molekuly, ale bez
inverze (laloky ,+" a ,,—"), 3 moZnosti natoZeni v
soufadné soustavé.

® Vy$8i momenty hybnosti: uréime dle tabulek.




SYMETRIE ATOMU A MOLEKUL

Ptiklad: Urcete operace symetrie atomu ve vné&jsim fyzikalnim poli

® Bodovd symetrie atomu: uplna.

® Bodovd symetrie pole: ¢asteéna.

® Symetrie atomu v poli: celkovd symetrie systému atom + pole, v tomto p¥ipad&
odpovidd symetrii pole.

® Obecn& molekula, krystal atd. ve vn&j$im poli ma symetrii odpovidajici symetrii
celého systému, je to tedy pranik dil¢ich symetrii.



SYMETRIE POLI

Symetrie fyzikalnich poli
® Symetrii pole ur&ime ze symetrie jeho zdroji: jsou-li n&jak rozmisténé v prostoru,
transformaci se fyzicky pfesunou a tomu musi odpovidat i zména pole.

® Mechanicka a elektromagnetickad pole: potencidly se transformuji shodné& se
systémem = transformace poli uréime jejich p¥{imym vypoctem z
transformovanych potencidld.

® Pro mechanickd pole (napé&ti, sila, gravitace) lze ukdzat, Ze se transformuji
shodné& s vektory, kterymi je popisujeme.

® Elektromagnetismus ma jinad pravidla.

P¥iklad: Urcete, jak se transformuje elektrické pole
® Prostorovou transformaci elektrického dipdlu transformujeme z¥ejmé& vektorové
pole shodné& jako dipdl.

® F=-Vy=—V?p/eo, zdroje se transformuji dle prostorové transformace a V?
mé dplnou bodovou symetrii (je invariantni viiZi bodovym operacim symetrie).

® Elektrické pole se tedy transformuje jako kdybychom provedli prostorovou
transformaci na jeho vektorové pole.



SYMETRIE POLI

Pf¥iklad: Urcete jak se transformuje magnetické pole
® Zde plati vyjimka, nebot magneticka indukce neni gradientem, ale rotaci
potencidlu B =V x A.

® Transformaini vlastnosti vektorového potencialu:
VXB=VxVXxA=VV-A-V?A=j

® Nap¥. v Coulombické kalibraci V - A = 0 dostaneme V2A = j podobn& jako
V2p = —p/eo.

® Vektorovy potencidl se transformuje ,,normaln&" jako vektorové pole.

® Magnetickd indukce B = V X A: rotace zavisi na parité soufadného systému. P¥i

otoleni se B chova jako vektorové pole, p¥i zm&n& parity (zrcadleni, inverze,
nevlastni rotace) navic méni znaménko.



SYMETRIE POLI

UvaZujme proudovou smy&ku a ukaZme, jak se transformuje magnetické pole uvnit¥
smycky.

® Rotace kolem z:

® Rotace kolem x:

Zrcadleni p¥es rovinu yz:

Zrcadleni ptes rovinu xy:

® Inverze:
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SYMETRIE POLI
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SYMETRIE POLI
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SYMETRIE POLI

Konkrétni p¥iklad homogenniho magnetického pole pro ilustraci: rotace.

B
A(X7_y,Z) = 5(_}/7)(70)
B(x,y,z) = B(0,0,1)
Provedeme rotaci soufadného systému kolem osy z:

XCosp — ysing
X sin ¢ + y cos ¢
z

’
X
’
y
’
z

Dosadime do vyrazu pro vektorovy potencial:

A(X',y',Z") = A(xcosp — ysinp, xsinp + ycosp,z') =
B . . B o
= E(—xsnmp—ycoscp,xcosgo—ysm »,0) = E(—y ,x",0)
Z¥ejmé tedy:
B(x',y',2") = B(0,0,1)



SYMETRIE POLI
Konkrétni p¥iklad homogenniho magnetického pole pro ilustraci: zrcadleni.
B
A(X7.y72) = 5(7}/7)(70)
B(x,y,z) = B(0,0,1)

Provedeme zrcadleni soufadného systému ptes rovinu yz:
’

X = —X
y'=+y
z':+z

Dosadime do vyrazu pro vektorovy potencial:
AG Y, 2) = Al=x,,2) = 5 (=1, =%,0) = 2 (~',x,0)
Vektorovy souéin ale méni v levotolivém systému zneménko, proto:
B(x',y’,z") = B(0,0,-1)
NormilIni vektor se tranformuje jako z — z’, magnetické pole se tedy transformuje

jako vektor, aZ na znaménko.

Magnetické pole se transformuje shodné jako jeho vektorové pole, ale p¥i operacich
ménicich paritu soufadného systému je t¥eba jesté vysledek p¥endsobit (—1).

POZOR! Symetrie magnetického pole je zde ukdzana jenom z pohledu prostorového, v
konkrétni aplikaci je tfeba zahrnout je¥t& asovou symetrii (bude ukdzano pozdgji).



Z3aklady teorie grup



DEFINICE

Definice: Grupa
Grupou G = (M, , =) ozna&ime mnoZinu M s bindrni operaci x na této mnoZin& a s
relaci ekvivalence =, pokud jsou splnény nasledujici podminky:

® UzavFenost: Va,b € M :ax b e M.

® Asociativita: Va,b,c € M : a% (b*c) = (a*b)*c.

® FExistence neutralniho prvku: Jeg € M :Va € M a = a*xey = ey * a.

® Existence inverzniho prvku: YVa€ M3a~ ' € M:axa 1 =a lxa=e.
Pokud navic plati komutativni zdkon Va, b € M : ax b = bx a, hovofime o komutativni

grupé.

Definice plati pro mnoZiny &isel, ale obecn& funguje i na vektorovych prostorech, napf¥.
na Hilbertové prostoru funkei a i v jinych prostorech mnohem abstraktnégjsich objekti.



DEFINICE

P¥iklad: Realna &isla a scitani

Ové&Fime postupné viechny podminky, jednd se o grupu, kterd je navic komutativni.

P¥iklad: Realna &isla a nasobeni

Plati v8echny podminky kromé posledni, pro jediné &islo O neexistuje inverzni prvek.
Nejedna se tedy o grupu. Objekt (R \O,-,= ) ale grupou je.

P¥iklad: Realna &isla a mocnéni

Uzav¥enost plati, asociativita ale ne, nejednd se o grupu.



DEFINICE

P¥iklad: Komplexni &tvercové matice s det M = 1 a maticové nasobeni

Uzav¥enost a asociativita v maticovém ndsobeni plati univerzdln&, uzav¥enost je navic
podpofena identitou det A det B = det (AB). Neutrdlnim prvkem je z¥ejm& jednotkova
matice a inverznim prvkem je vzdy matice inverzni, kterd existuje pro kazdou
nesinguldrni matici, tedy i pro kaZzdou matici ndmi uvaZovanou. Maticové nasobenf{
neni komutativni, takZe zde mame p¥iklad nekomutativni grupy.

P¥iklad: Operace symetrie

UvaZujme rotace o 120° kolem fixni osy nap¥. z a operaci * jako sklddani prostorovych
tranformaci.

® Uzavienost: V grup& musi byt v8echny ndsobky rotace: CY = E, 63 a 632
® Asociativita: Skladani prostorovych transformaci je asociativni.
® Neutralni provek: E.

® Inverzni prvek: E o E CA32 > 63.
({é, (:"3, @32},*, = ) je grupa.



DEFINICE
Definice: Prvek grupy
Definujme grupu G = (M,*, = ) Potom Va € M je prvkem grupy G, znatime a € G.

Definice: Rad grupy
Rad grupy je polet jejich neidentickych prvki. Rad grupy oznalujeme h.

® Grupy Fadu h < 4 jsou vzdy komutativni.

P¥iklad: Grupy fadu 2 a 3

Tabulky pro grupy se 3 prvky, G je ¥adu 3 a grupa H je ¥adu 2. Pozn.: grupy ¥adu 3 a
méné maji pouze jédnu moZnost pro multiplikaéni tabulku, grupy ¥adu 4 maji pouze 2
varianty.

G|lE|A]B H|E|A|B
ElETA]B E|ETA]B
Al alBlE AllalETE
B B|lE] A Bl B|lE|E

Grupa H spliiuje viechny pozadavky na grupu a nevadi, Ze inverzni prvek neni
definovany jednozna&né. P¥itom ale prvky A a B se chovaji naprosto shodné, v tabulce
jsou nerozliSitelné kromé& prvniho ¥adku a prvniho sloupce. Jsou tedy ekvivalentni a
grupa H je Fadu 2.



DEFINICE

Definice: Podgrupa

Necht jsou dany grupy G = ({A;}, *, =) a H. Rekneme, ¥e H C G, tedy ¥e grupa H je
podgrupou grupy G, pokud H = ({Bx},*, =) a Bx € G Vk.

® Grupa je podgrupou sebe samé.

® R4d grupy je stejny nebo vy&i ne? ¥ad jejich podgrup.

® Tvrzeni (bez dikazu, pro ktery bychom museli zavést dal3i pojmy a dokazat
podpiirna tvrzeni, pro zdjemce viz t¥idy rozkladu grupy): Réd podgrupy H je
dé&litelem ¥adu matefské grupy G.



DEFINICE

Definice: Direktni soutin

Necht jsou dany dv& grupy G = ({Aj},*,=) a H = ({Be}, 0,=). Vn&si (direktni)
soudin t&chto grup, znaleny symbolem ®, je grupa K takova, Ze

G H =K = ({AjB¢},*0,=). Vyznam operace (x0) je pfitom nésledujici:
(A,Bj) * O(AkBZ) = (A, * Ak)(BJ o BZ)

® Jsou-li A;, By &isla, definice je zfejma.

® Jsou-li A;, B, operétory, zdanlivé je problém s Fazenim, zda jsou prvky A;By,
nebo B/A;.

® Kazdy z operdtoridl plsobi pouze na ,své" funkce, viz vysvétlivka k symbolu (x0),

takZe na poradi nesejde.

® Z3apis operatoru xo ma sviij vyznam: uvaZujeme-li matice nap¥. 3 x 3 (G) a 4 x 4

(H), = a o jsou dv& riizné operace (zavisi na veliksoti matice). MiZeme ale
sestrojit prvky A;jb; jako direktni soutin matic a pak je operace (x0) p¥imo
maticové nasobeni matic 12 x 12.

* GHZK

® Objekt G1 = ({BlAj},*,: ) je grupa. Stejné& tak libovolny objekt G,. Navic
zfejm& Gy C K.

® Objekt G1» = ({BlAj, BgAj},*,: ) neni obecn& grupa.



DEFINICE

P¥iklad: Ukazte, Ze direktni soutin dvou grup je grupa

Je tfeba dokazat &tyfi vlastnosti z definice grupy. Budeme uvaZovat vZdy prvek z jedné
grupy jako A; a prvek z druhé grupy jako B,.

® UzavFenost
A]_Bl * OAsz = (A1 *AQ)(B;[ o Bz) = A3B3 )

prvek na pravé strané& ale evidentn& patfi do direktniho sou&inu grup.
® Asociativita

AlBl*O(AQBQ*OAgB3) = AlBl*O[(AQ*A3)(BQOB3)] = (Al*Ag*Ag,)(Bl 032033) .

® Neutralni prvek

A131 * OAoBO = (A1 *Ao)(Bl o Bo) = AlBl .

© Inverzni prvek

AByxoAT B = (A % AT1)(By o BiY) = AoBo.



DEFINICE

Definice: Rad prvku
Rad prvku a € G je takové nejmendi n € N\ 0, Ze a" = E, kde E € G je neutrdIn{
prvek grupy.

P¥iklad: Rady operaci symetrie

® UvaZzujeme grupy obsahujici operace symetrie, kde operaci ,x" je oprace skladani
prostorovych transformaci.

e F:n=1
®7:n=2
’62:!1:2

’O‘j:n:2
®* Ch: n=m
® S :n=4

® S3: n=



DEFINICE

Definice: Isomorfismus

Pokud pro prvky A; € G = ({A[},*,:) aByeH= ({Bm}, o,= ) existuje vzajemné
jednozna&né zobrazeni A; <> B, takové, Ze A; x Ay = Ap a B o Bk = By, fekneme,
Ze grupy G a H jsou isomorfni.

® Grupy museji mit stejny po&et prvkd.
® Grupy museji mit stejné multiplika¢ni tabulky.

® Grupy jsou tedy stejného ¥adu.

Grupy shodného ¥adu 1 — 3 isomorfni, pokud obsahuji neekvivalentni prvky.



DEFINICE

Definice: Homomorfismus

Necht jsou dany grupy G = ({A¢}, %, =) a H = ({Bm}, 0,=). Pokud existuje
zobrazeni ¢ grupy G na H: {Am} — {Bn}, Am € G, Bn € H takové, Ze
P(Ak * Ag) = ¢(Ak) o d(Ag), pak Fekneme, Ze grupa H je homomorfni s grupou G.

® U homomorfismu neni vyZzadovano, aby grupy byly stejného ¥adu nebo mély
shodné multiplika¢ni tabulky.

® Jedinou podminkou je existence zobrazeni, které ,rozumné" prevadi operaci x na
operaci o.

® Z¥ejmé se zachovava neutrdlni prvek:
(Ak) = D(Ax * Ao) = ¢(Ax) 0 3(Ao) = ¢(Ak) Yk
® Zobrazeni musi zachovat i inverzni prvek:
$(A0) = (A x ALT) = 6(A) 0 B(A)

® [somorfismus je specidlni p¥ipad homomorfismu, zobrazeni musi byt prosté a na.



DEFINICE

P¥iklady isomorfnich a homomorfnich grup

e Gg=({1,-1},,=)aH= ({((1)(1)) , ((1) _01>},-,:) jsou isomorfni.

e Ciselnd grupa G = ({1, exp[27i/3], exp[4ni/3]},, = ) a grupa operaci
C3 = ({E, 63, 632}, o, =) jsou isomorfni; operace o zna&i operaci skladanf rotaci.

® Grupa Cg = ({1},-,=) je homomorfni s &iselnou grupou H = ({1, exp[2mi/3],
exp[4i/3]}, -, =). Ce je zFejm& grupa a zobrazeni evidentn& zachovavd
multiplika&ni tabulku.

® Obecné& jednoprvkové grupy jsou vzdy homomorfni s jakoukoliv jinou grupou a
isomorfni se v8emi jednoprvkovymi grupami.



DEFINICE

Definice: Sdruzeni
Rekneme, e prvky A, A’ € G jsou sdru¥ené, pokud 3A” € G: A= A" tA'A”.

® Tato relace je evidentn& symetrickd: A’ = A” AA” 1.
® Dilezité A” € G, tj. neni to libovolny objekt, pro ktery je definovand operace v
grupé.
Definice: T¥ida prvka

T¥idou prvki je mnoZina viech vzajemné sdruZenych prvka.

Definice: Invariantni podgrupa

Necht grupa H je podgrupou grupy G. Rekneme, ¥e H je invariantni podgrupou grupy
G, pokud H obsahuje pouze tplné tfidy prvki grupy G.



DEFINICE

Tvrzeni: Abelovy grupy maji stejny pocet t¥id jako prvki
Pokud vezmeme libovolné dva prvky X a A Abelovy (tj. komutativni) grupy, pak plati:

X7IAX = X"1XA=A.

Z toho plyne, Ze kazdy prvek sam o sobé& tvofi tfidu a nemiZe byt sdruZen s jinym
prvkem.



PRIKLADY

Ptiklad: T¥idy prvki grupy Cs,

® C3, je grupa s hlavni troj¢etnou osou (operace symetrie E, Cj, 32) a se tremi
vertikdInimi rovinami zrcadleni, které zna¢ime o, , .

® Pro identitu plati:

X TEX=X"X=E
a tvofi tak samostatnou t¥idu.
® Pro kazdou operaci X € Cay s libovolnou paritou 1 plati, Ze parita X-1X je +1.
® Nelze sdruZit rotace a zrcadleni z divodu parity.

® V3echna zrcadleni tvofi jednu t¥idu:

® Obeg operace rotace spolu tvoFi jednu t¥idu, podobnostni transformaci Ize provést
s libovolnym zrcadlenim.



PRIKLADY

P¥iklad: Invariantni podgrupy Cs,

Podgrupy Csy: {é}, {é, 6at, {é, 6p} {é, 6ch {é, 63, CA'-E}, Cay.
Podgrupy se zrcadlenimi neobsahuji celé t¥idy prvki, nemohou byt samy o sobé&
invariantnimi podgrupami.

Podgrupa {E} a podgrupa rotaci a identity {E, 637 632} invariantni podgrupy jsou.
MnoZina {E_, 64a,6p, 8¢} netvoF invariantni podgrupu, neni totiZ grupou. Operace
sklddani totiZ na této mnoZin& neni uzavfend kvili parité (nap¥. 6.6, = C32)

Invariantni podgrupy: {l:ﬁ}7 {E, 63, 632}76'3\/



Zaklady teorie reprezentaci



UvoDb

Nebudeme budovat obecny matematicky apardt, budeme uvaZovat pouze grupy,
jejichz prvky jsou prostorové transformace.

Operace symetrie provadi transformaci R(x,y,z) — (x',y’,2’).

P¥evod (kartézskych) soufadnic lze vyjadFit vztahem q’ = Rq.

R je mati(ie, kterd (v konkrétnim soufadném systému) reprezentuje oepraci
symetrie R.

Operace symetrie je linedrni operace, maticové ndsobeni je také linedrni operace.
Skladani operaci je maticovym nasobenim:

RS(x,y,z) = (x,y',Z) — RSq=4q

K operaci R pfifadime kvantov&-mechanicky operdtor OR:

Orf(r) = f(.‘i’flr)



UvoDb

® Matice pro dfive zminéné operace symetrie v roviné xy:

100 -1 0 O
E=(010 | = 0 -1 0
001 0 0 -1
cosa —sina 0
C"=| sina cosa O o= 2“7"’
0 0 1
100 cos2B sin238 0
¥»=1010 Y, = | sin28 —cos25 0
00-1 0 0 1
cosa —sina 0
SP=%,C"=| sinaa cosa O

0 0 -1

® « ...Uhel rotace.

® 3 ...uhel mezi rovinou zrcadleni a osou x.



UvoDb

® UvaZujme grupu C3 a zapiSme jeji prvky pomoci matic:

100
E=(010

001

1 V3
S I B
3=l =20

0 0 1

1 V3
Cc?= _\/%710
3= | % -3 0

0 1

® Matice nejsou p¥imo operacemi symetrie, ale v daném soufadném systému je
matematicky popisuji.

® MnoZina matic ' = {E,C37 C%} s rovnosti a maticovym nasobenim tvofi grupu G
isomorfni s C3.

® Vlastnosti G a C3 jsou shodné, grupu C3 mizeme zkoumat s vyuZitim pouze
algebraickych vlastnosti G.

® Mnozina I je reprezentaci grupy Cs.



DEFINICE

Definice: Reprezentace

Reprezentace grupy operaci G je kazdd mnoZina matic M, ktera tvo¥i grupu M, kterd
je homomorfni s grupou operaci G.

® Homomorfismus v definici je zdm&rné&, reprezentace nemusi byt nutné isomorfni
(tedy algebraicky shodnd) s grupou, kterou reprezentuje.

® Nejsme omezeni velikosti matice — v definici neni zminka nap¥. o ,,nejmensi
moZné dimenzi matic" a nic podobného.

® V ptikladu jsou matice 3 x 3, ale jelikoZ jde o rotace v rovin&, mohli jsme sestrojit
reprezentaci i o dimenzi niz&i nebo vyssi.

® Neni-li napsano jinak, budeme uvaZovat normované reprezentace, tedy
detA; = 1Vj. Pozdgji ukdZeme, Ze miizeme dokonce chtit, aby reprezentace byly
unitarni.



DEFINICE

Definice: Dimenze reprezentace

Dimenze reprezentace je dimenze matic reprezentace.

Definice: Ekvivalentni reprezentace

Rekneme, e dv& reprezentace M a Mg jsou ekvivalentni, pokud mezi jejich maticemi
existuje podobnostn{ transformace, tj. 3P : Vj P‘*'AJ-P = B;, pfitemz A; € Mjp a
Bj c MB-

® Transforma&ni matice P je spole¢na pro viechny matice reprezentaci.

® NepoZadujeme, aby P byla z kterékoliv z reprezentaci M4 ani Mg, je to libovolna
matice odpovidajici dimenze.



DEFINICE

P¥iklad: Reprezentace grupy C3
® V ptikladu jsme pfFifadili matice a operace symetrie E & E, 63 < Csa 632 +~ C2,
s maticovym ndsobenim muiZeme definovat grupu G.
® Grupa G je isomorfni s grupou C3, mnoZina matic je jeji reprezentace.
® Definujme jinou grupu G’ = ({é, 632, 63}, = )
® Piitazeni £ <+ E, € <+ C; a €2 & C,.
® Opét se jednd o mnoZinu matic, tvoFicich reprezentaci grupy Cs.
® Podobnostni transformace: libovolnd matice X, reprezentace jsou ekvivalentni.

® Ekvivalentni reprezentace s G bude i:

10 _l _ 3 _1 3
ve=(53) Ma=(4 1) ma=( 5
2



DEFINICE

P¥iklad: Jiné reprezentace grupy C3

® Kazdému prvku grupy Cs pfifadime matici E.
® Zobrazeni neni vzdjemn& jednozna&né, pro homomorfismus to neni nutné.
® Zobrazeni zachovava neutrdlni i inverzni prvek.

® Struktura operace skldddni také zachovana (ndsobeni matic nem3 sice tak
.jemnou* strukturu, ale pfedevdim nikdy neni v rozporu s operaci skladani v C3).

® Grupa ({E}7 -,:) je homomorfni s grupou Cs.

® Mnozina I' = {E} je také reprezentaci grupy C3 s dimenzi 3.

® MduZeme provést jiné zobrazeni: Va € C3: a — 1. Grupa ({1}, = ) je
homomorfni s grupou C3, mnoZina 'y = {1} je reprezentaci grupy Cs3 s dimenzi 1

stejn& jako libovolnou grupu bude reprezentovat jednotkovd matice libovolné
dimenze.

® Reprezentace 'y = {1} nenf ekvivalentni s pfedchozimi reprezentacemi, neexistuje
podobnostni transformace (nejde matice vzajemné& jednozna&n& ptiradit).



DEFINICE

Definice: Reducibilni reprezentace

Mé&jme zadanou reprezentaci tvofenou maticemi A;. Pokud existuje blokové diagonalni
ekvivalentni reprezentace tvofena maticemi Bj, tj. existuje takovd matice X, Ze matice
X*A;X = Bj jsou (stejn&) blokov& diagonalini, pak fekneme, Ze reprezentace je
reducibilni.

Definice: Ireducibilni reprezentace

Reprezentace, kterd neni reducibilni, je ireducibilni.



DEFINICE

P¥iklad: Reducibilita matic v reprezentaci C3

® Matice E, C; a C% jsou samy o sobé& blokové diagonalni, bloky 2 x 2 a1 x 1.
® Tato reprezentace je evidentné& reducibilni.

® Otdzka reducibility bloku 2 X 2, tj. reprezentace:

1o -3 - -3 4
Me = (0 1) Ma=| .4 _i Me={_s 5
2 2 2 2

. _1 [
Podobnostni transformace P = 7 ( )

1

® |reducibilni reprezentace je pak {1,exp[27ri/3],exp[47ri/3]}, kterd s ndsobenim
tvoFi grupu, jak jsme ukazali d¥ive. Grupa je navic isomorfni s C3.



DEFINICE

Definice: Direktni soutet

Direktni soutet reprezentaci {A;} a {B;} grupy G je reprezentace definovand jako:
{A}e {8} ={G},

_ (A O
C’_(O Bj)

® Zpisob, jak z (i)reducibilnich reprezentaci vytvofit reprezentaci reducibilni nebo
naopak reducibilni rozloZit do sou¢tu (i)reducibilnich.

P¥iklad: Direktni soutet matic

Direktni soutet neni komutativni, zalezi na poradi:

120
(;i)@(s): 340,
005
500
(5)@(22): 012
0314



DEFINICE

Definice: Charakter reprezentace

Charakter operace R v reprezentaci I je definovan jako xr(,‘i‘) = Tr Mg, kde Mg je
matice z reprezentace I sdruZen3 s operaci R.



P¥iklad: Charaktery reprezentaci

Ur&eme charaktery operaci v ndm doposud zndmych reprezentacich grupy Cs.

DEFINICE

Reprezentace E ‘ CA'3 ‘ 6'32
{1} 1 1 1
{1, exp[27i/3], exp[4i/3]} 1 exp[2mi/3] | exp[4ni/3]
100
010 3 3 3
001
100 -1 - -1 ¥
o1o0|,| ¥ Lol [-L¥-lo 3 0 0
001 0 0 1 0 0 1
1 _ V3 _1 ¥3
(CHEE S DEE 1) BN R B
2 2 2 T2

® Reprezentace {1} ma v3echny charaktery 1.

Reprezentace {1} je reprezentaci viech grup, je ireducibilni.

| kdyZ jsou reprezentace isomorfni, charaktery stejnych operaci se mohou lisit.

Nazyvdame ji Gplné& symetricka reprezentace, oznacujeme zpravidla 'y, A, A;.



VELKY TEOREM ORTOGONALITY

Tvrzeni: 1. Schurovo lemma

Necht I = {AJ-} je ireducibilni reprezentace grupy G. Pokud pro matici M # 0 plati,
Ze Vj: [M,Aj] =0,pak M=cl, ceC.

Reprezentaci ' uvaZzujme unitarni (viz lemma ddle), tj. AJ'.*'A,- = A_,-AJ'.*' = 1. Plati Vj:

MA =AM [ (OF
ATME=MAF [ AA;
M*+A; = AM*

Tedy pokud s reprezentaci komutuje M, pak komutuje i M+ a komutuje i libovolna
linedrni kombinace M a M.

Definujme hermitovské matice H; = M + M* a Hp = —i(M — M™*). Zfejmg
M= %(Hl — iH2) a kazdd komutujici matice M je tedy linedrni kombinaci dvou
hermitovskych matic, které komutuji s M.(&)

Nehct existuje hermitovskad matice H: HA; (;) A;H. Protoze H je hermitovska, existuje

unitdrni matice U, kterd H diagonalizuje: D = UTHU.



VELKY TEOREM ORTOGONALITY

e
Potom: !

——
(*) U'HA;U=U"HUU*A;U = UTAHU = UTA;UU*HU

D diagonalni, tj. ng = Dﬂdjg a

J)mn = Z Dmk (Kj)kn = Z Dmmémk(xj)kn = (Rj)mnD’"’”
k

mn (Dmm - Dnn) VJ.7 m,n
P

©® Dpm # Dpn: (A rom=%na (Rj) mn 1€ tedy diagondini a reducibilni.

SPOR
® Dym = Dpp: D = d1 a tedy H = Ud1U* = d1. Potom
G 1y — i)l = el v

\_/
:
Il

® Dmm = Dpp jen pro m,n < p: Pro m,n > p musi pro m # n byt (Rj) =0, a

mn

tedy Kj je blokové diagonalni (shodn& pro viechna j). SPOR
g.e.d.



VELKY TEOREM ORTOGONALITY

Tvrzeni: O unitarnich reprezentacich

Ke kaZdé reprezentaci I existuje ekvivalentni reprezentace Iy, kterd je unitarni
(A~ =A™).

Necht I = {A1,Az,...,Au} je reprezentace grupy G. Definujme:
h
H=> A,AL
a=1

Matice je hermitovska: H* = Y [A,AL]T = 3 A AL = H. Lze ji diagonalizovat
unitarni transformaci: D = UTHU, tedy:
Ra
—N—
D= Z UTA AU = Z (UTA U) (UtALU ZA A

Diagonalni prvky D kladné:
~ ~ ~ ~ . ~ 2
Disc = 33 (Ba) o (B) e = D00 (Ba) o (o), = D03 | (Ba) |
[ a L a L

Nezapornost plyne ze sumy ptes sloupcovy index £ a nesingularity matic A, resp. A..
Z¥ejmé& existuji matice D!/2 a D—1/2, p¥igem# napt. (D1/2)m,1 = (Dmn)1/2.



VELKY TEOREM ORTOGONALITY

MiiZeme definovat novou reprezentaci:
My > B, = D~Y2A,DY/2 = D~Y/2y*+A,UD/?
kterd je ekvivalentni s reprezentaci I'. Zbyva dokazat, Ze B, jsou unitdrni: BIBL = 1.
BB = (D~'/2A,D¥/?)(D'/2A D'/2) = D~'/2A DA}D /2 =
— S DR, A,ASALD Y2 = 3 D V2R A, (R,A,) D12
B B

JelikoZ reprezentace tvo¥i grupu, nutn& musi KQRB = Kn, a Zﬁ — Zw' Potom:
B,B,=D"2Y A AIDV/2=1
¥

——
D

g.e.d.



VELKY TEOREM ORTOGONALITY

Tvrzeni: 2. Schurovo lemma
Budte 1 = {A1,A,..., Ay} a T2 = {By1,B>,...,B} ireducibilni reprezentace téze
grupy, dimenze reprezentaci jsou {1 a {>. Pokud 3MVj : MA; = B;M, potom:

® V pripadé Ze {1 = {2, je budto M = 0 nebo 1 = Iy (ve smyslu ekvivalence
reprezentaci).

® Pokud ¢ # £, je M= 0.
ma, @M = armt @ wmrs;
UvaZujme bez tijmy na obecnosti A;, B; unitdrni (vyndsobime p¥edchozi rovnice

B;“(A)Ajr a M(o):

) ©)

BJ.+M MAJ.+ , MAJ.+M+:MM+BJ.+

Rovnici (A) vynasobime zprava M a spolu s rovnici (o) dostaneme:
BfMM* = MM*B;

Matice (MM*) je dimenze £ X 45 a dle 1. Schurova lemmatu je diagonalni
(MM*) =cl.



VELKY TEOREM ORTOGONALITY

Rozlisme né&kolik p¥ipadi:
® (1 =4y ac#0: Pokud MM~1 =1 = %MM*, Ize napsat M—1 = %M*, existuje
tedy M~1. Z (A) ale A; = M~1B;M a matice A; a B; jsou (stejn&) podobné Vj,
tj. reprezentace jsou ekvivalentni.
® {1 =4y a c=0: Pokud (MMT)_ =0, nutn& musi M = MT = 0, nebot:

(MM*) ZMnk(M+ n:Z|Mnk|2,
k

Cleny v sum& jsou neziporné, suma bude nulova pokud viechny &leny budou
nulové. JelikoZ rovnost plati Vn, jsou v8echna My, = 0.

® (1 # ly: Uvazujme ¢ < £» BUNO; matici M o dimenzi ¢, x £1 doplnim na rozmé&r
Uy x £2: N = (M0). Potom

+ M+ +
NN* = (MO) ("o ) =MM* =c1

Ztejmé det(MM™) = cf2 a det(NN* = 0. Pak tedy ¢ =0, (MM*) = 0 a nutn&
nakonec M = 0.

g.ed.



VELKY TEOREM ORTOGONALITY

Tvrzeni: Velky teorém ortogonality
Bud'tez 'y = {A1,Az,...,Ap} a T2 = {B1,By,...,B,} neekvivalentni ireducibilni
reprezentace téZe grupy G = {R1, R2,..., Ry} o dimenzich ¢1 a ¢>. Matice reprezentaci
se na prvky grupy zobrazuji jako A; — R; a B; — R;. Potom:
° z:j (Aj)mn(Bf)m/n’ =0 Vm,m’,n,n’
* h
® ZJ (Aj)mn(Aj)m’n’ = K(Smm’énn’

UvaZujme libovolnou matici X o dimenzi ¢ X £1 a definujme matici M = ZJ- BJ.XAI1
dimenze ¢> x {». Pak:

(%) -1 _ —1p-1 -1
M = ZBHBJ-XAJ. _ZB,,BJ-XAj A-lA, ZB B/X(A,A) A,
J
Opét vyuZijeme faktu, Ze AjA, = Ay a podobng& jsou matice By, navic diky
vlastnostem homomorfismu je indexovani (index k) stejné pro obg& tyto reprezentace.

Mnoziny Ay a By tvofi liplné reprezentace I'1 3, pokud zapocitdme v8echny indexy j.
Pak ale Zj B,,BJ.X(A,,AJ.)_1 => BkXAk_1 =M a tudiz B,M = MA,.



VELKY TEOREM ORTOGONALITY

UvaZujme dva pfipady:
©® Bud'to #1 # £, nebo £1 = £5 a ['1 # p: ze 2. Schurova lemmatu plyne M = 0:

Mmm = ZZ m” X AJ_1 n’m’ T =0= ZX""/ Z mn(A_l)n ' m’

=0 protoZe rovnost plati’ X
Jsou-li Aj, B; unitdrni, pak A;” ! AJr anutng 3-; (A7, n’(Bj)mn =0.

® Necht ¢y = ¢ a [ = I»: Dle 1. Schurova lemmatu M = CIL ZJ AjXAj_l.
Spoctéme stopu:

cly = TrZAXA ! TrZXA 'A;=Tr Y X=hTrX
j
a tedy:

h
c=—TrX
1



VELKY TEOREM ORTOGONALITY

Potom:

mm’ - an"’ Z mn( _l)n ' m’ é) ’1 mm’ ann

nn’
Z toho plyne porovnanim obou stran:
1 h
ZX"”/[Z )mn(Aj )n’m’ - Eémmlénn’] =0
nn’ J
Rovnost plati pro libovolné X, tedy zavorka je nulova:
h
-1
Z (Aj)mn(AJ )n’m/ = E‘Smm"snn’
J
Pro unitdrni reprezentace tedy:
* h
Z (Aj)m’n/ (Aj)mn = Zdrnm’ 5nn’
Jj

g.e.d.



VYBRANA TVRZENT

Tvrzeni: Charakter operaci stejné t¥idy
Pokud operace R; a R» nale¥i do stejné t¥idy grupy G, pak xr(,‘%) = xr(ﬁg).
NaleZi-li operace do shodné t¥idy, pak existuje I%3 € G takové, Ze:
R Ry = Ry
Nyni uvaZime invarianci stopy vzhledem k cyklické zdmé&n& matic v jejim argumentu:
Tr fgl&ﬁg =Tr ’?1 =Tr i%ﬂ%f?;l =Tr I§2

g.e.d.

Tvrzeni: Charaktery ekvivalentnich reprezentaci
Ekvivalentni reprezentace maji pro stejny prvek grupy stejné charaktery.

Ekvivalentni reprezentace jsou spjaty podobnostni transformaci, ditkaz provedeme
stejné jako u tvrzeni vyZe.
g.e.d.



VYBRANA TVRZENT

Tvrzeni: Ekvivalence reprezentaci na zakladé charakteri

Necht jsou 1 a I, ireducibilni reprezentace. Reprezentace jsou ekvivalentni pravé
tehdy, kdyz

ZXr1 )xr,(R) #0

UvaZujme reprezentace jako mnoiiny matic: 1 = {A1,A2,..., Ay} a
I = {B1,By,...,Bx}. Sumu spott&me explicitn&:
Zxrl Xr2 ZZ( )mmz J)nn:Z{Z(AJ)Tnm(BJ)nn} :
m,n j

Pro neekvivalentni reprezentace I'; a 'y je posledni hranatd zavorka z¥ejmé& 0 na
zaklad& Velkého teorému ortogonality, &imz je tvrzeni jednostranné dokazané pro
neekvivalentni reprezentace. Pokud budou reprezentace ekvivalentni, musi mit nutn&
stejnou dimenzi ¢ a pak zfejmé:

S [ ) ®)] = § S oma =t

Jind moZnost nastat nemuiZe, mame tim dokdzano vie (oba sméry) i vyjadFeny soulet
sumy explicitné.
g.ed.



VYBRANA TVRZENT

Tvrzeni: Potet reprezentaci
Podet t¥id grupy je roven poctu neekvivalentnich t¥id grupy.

K provedeni diikazu je zapotfebi zavést t¥idové funkce ¢r(ﬁ), které maji stejnou
hodnotu pro vdechny prvky dané t¥idy grupy. (Charakter operace je t¥idovd funkce.)
Lze ukdzat, Ze t¥idové funkce tvoFi prostor o dimenzi shodné s poltem t¥id grupy.
Spolu s pfedchozim tvrzenim vidime, Ze se nutn& tato dimenze musi shodovat s
po¢tem neekvivalentnich ireducibilnich reprezentaci grupy.



VYBRANA TVRZENT

Tvrzeni: (l)reducibilita grupy z charakteri
Reprezentace I' grupy je ireducibilni, pravé tehdy kdyz >4 !Xr(é)F =h.

UvaZujme direktni sou&et dvou ireducibilnich reprezentaci I'; a I'p, pro obecny sou&et

libovolného pottu ireducibilnich reprezentaci sta&i pak udélat jenom indukéni krok.
Z¥ejmé:

SR =3 (3¢, (R) + x5, (R) (xr, (R) + xr, (R)) =
R

R

=3 [ (R + xr, (R + 2Rexi, (R)xr, (R)] =
R

=2h+ 2/‘1(5r17|'2

kde posledni § je Kroneckerovo delta ve smyslu ekvivalence reprezentaci. Posledni &len
vpravo je tedy nezdporny, suma vyjde nejmén& 2h, a tedy soulet 5 Xl—(li’)}2 =hje
mozny pouze pro ireducibilni reprezentaci.

g.e.d.




VYBRANA TVRZENT

Definice: Regularni reprezentace

Sestrojme multiplika¢ni tabulku p¥islusné grupy. Regularni reprezentaci Ieg pak
nazveme mnoZinu matic, kterd vychazi z této tabulky ndsledujicim zpdsobem. V
tabulce sefadime ¥adky tak, aby na diagonéle byly neutrdini prvky. Ka¥dému prvku R
grupy pak pfitadime matici, kterd md tvar shodny s multiplika&ni tabulkou (rozmér je
h X h) a kde jsou na pozicich prvku R jedni&ky, jinde nuly.

Ptiklad: Regularni reprezentace

E A B ¢ D F
T E A B ¢ b F 100000 010000
Ald E b F B ¢ 001000 EPPEY
Tabulka: B B F E D C A Me=|,455100|"M=|000010
¢ b F E A B 000010 000100
F1F B C A E D 000001 001000

b|D ¢ A B F E




VYBRANA TVRZEN{
® Je tfeba dokazat, Ze reguldrni reprezentace je reprezentaci dané grupy.

Uzav¥enost

MRle Z(MRI ik MRz)

Leva strana je 1 pokud kléz = Ii’,-l%fl a jinak je 0. Stejné& tak prava strana je 1,
pokud existuje k, aby R = /i’,-l%;l a zéroveli R, = ﬁkﬁ’jﬁl a jinak je 0. Jelikoz v
kazdém ¥adku, resp. sloupci je pouze jedna jednitka (kvili existenci inverzniho prvku)
a stitdme pFes index k, zfejmé& vzdy existuje takové k, které splni posledni rovnost.
Pro nenulov7 prvek potom dosadime:

f\isQ = f%ifi’;le/‘%j71 = 'Q""%j71

Asociativita
Plyne z asociativity maticového nasobeni.

Neutralni prvek
Matice Mg je z definice jednotkovd. Takova existuje vzdy, jelikoZ operace symetrie
tvoFi grupu a ta ma ke kaZzdému prvku pravé jeden inverzni.

Inverzni prvek V uzav¥enosti je dokdzan isomorfismus reguldrni reprezentace a dané
grupy. Tim padem inverzni matice k Mg je matice MEI = Mg-1.
g.e.d.



VYBRANA TVRZENT

Tvrzeni: Charakter identity
Charakter identity v libovolné reprezentaci je vZdy dimenze této reprezentace.

Homomorfismus musi vZdy zachovat neutrdIni prvek. V grupdch matic je neutrdlnim
prvkem jednotkova matice, kterd nutn& musi byt neutrdlnim prvkem v libovolné
reprezentaci, aby homomorfismus fungoval. Charakter jednotkové matice je roven jeji
dimenzi.

g.e.d.



DEKOMPOZICE NA IREDUCIBILNI REPREZENTACE

® Mé&jme reprezentaci I grupy G, kterou jsme zkonstruovali podle n&jakého navodu
a neni obecng ireducibilni. Pak ji miZeme zapsat (ve smaslu ekvivalence) jako:

M=al1@al®alzo...,

kde I'; jsou ireducibilni reprezentace.

® Pro charaktery plati:

xr(R) = Zanrj(R)
J
® Vezméme jednu pevnou ireducibilni reprezentaci Iy, a proved me soutet:
Zer(R)Xr ZXF,,, )Zanrj(R):
J
= Z 5 > Xk, (R)xr, (R) = han.
J R

=hdj,m

® Timto najdeme parametry dekompozice. Explicitni vzorec:

5= 1 0 R (R).
R



VYBRANA TVRZENT

Tvrzeni: Soulet &tvercu dimenzi

Oznatme I'; kompletni sadu neekvivalentnich ireducibilnich reprezentaci o dimenzich ¢;
grupy G. Potom 3=, ZJZ. = h.

Nejd¥ive ukdzeme, Ze tvrzeni plati pro Gg = {E} Jedinou ireducibilni reprezentaci této
grupy je reprezentace 'y = {1} s dimenzi 1, ¥ad grupy je 1. Zfejm& 12 = 1 a tvrzeni
plati.

Pak dokazeme, Ze regularni reprezentace je reducibilni. Musi platit na zdklad&
konstrukce regularni reprezentace ereg(fi’) =0 pro R # E, jinak ereg(é) = h.
Spo&teme pro h > 1:

X (RIXr (R) = |xr (B)? = W2 > b,
R

a tedy reprezentace je reducibilni.



VYBRANA TVRZENT

Dal¥im krokem je dekompozice na ireducibilni reprezentace. Zaved me:
ereg(R) = Zajxrj(R)
j

a konkrétné pro identitu:

Xrreg (E)= Z ajXr; (E)= Zajﬁj
J

J

Koeficienty zjistime dekompozici, zarovefi si uvédomime XFyeg(E) = h a 0 pro ostatni
operace symetrie:

Z XF (R)Xr o (R) = xr (E)xr,, (E) = %hfj =¢.

Dosadime do druhé rovnice:
dati=h=>_4.
J J

g.ed.



TABULKY CHARAKTERU

Z predchozich tvrzeni plyne, Ze pro kaZdou kone¢nou grupu existuje kone¢ny
pocet reprezentaci, které jsou ireducibilni a neekvivalentni.

Navic ma mnoZina takovych reprezentaci p¥esn& dany po&et prvkd.

Tyto reprezentace tvofi bazi vdech moZnych reprezentaci dané grupy, neboli z nich
Ize sestrojit libovolnou jinou reprezentaci grupy.

Pro nds bude stéZejni rozklad do , biazovych* reprezentaci, ktery provedeme
pomoci charakterd.

Podle jednoho z tvrzeni maji ekvivalentni reprezentace shodné charaktery,
miZeme proto pro kazdou grupu sestrojit jednozna&nou tabulku:

cw || E| & G| 6. Gp 6

Ay 1 1 1 1 1 1
Ao 1 1 1 -1 -1 -1

E 2 -1 -1 0 0 0




TABULKY CHARAKTERU

(o
w
<
m>
S
£
q
v
q
o
q
(2}

A1 1 1 1 1 1 1
Az 1 1 1 -1 -1 -1

E 2 -1 -1 0 0 0

® Dalsf tvrzeni ¥ika, Ze prvky stejné t¥idy maji shodné charaktery, tabulku mizeme
zjednodusit uvazenim pouze celych t¥id ve sloupcich, uvadime i po&et prvka t¥idy
v zdhlavi.

G || E 26 36y

Aq 1 1 1




TABULKY CHARAKTERU

Tabulky charakter(i je mozné spoditat, jsou ale vydavany i kniZng&, po&et
bodovych grup je omezeny (pro pevné latky jich je pfesn& 32).

Nékdy se vyskytuji svorky, nap¥. u grupy Cs:

Cs || E & & | e = exp[2ni/3]
A 1 1 1 z, R, x2 4 y2 72

E 1 € e* | x+iy,Rc +iRy (X% — y2,xy)
1 & € x — iy, Rx —iRy (yz, xz)

Rad grupy C3 je h = 3, potet t¥id (tim padem potet ireducibilnich
neekvivalentnich reprezentaci) je 3. TakZe grupa m3 mit 3 reprezentace dimenze
1, v tabulce jsou ale dva ¥adky spojené svorkou a oznalené reprezentaci E.
Ve skute¢nosti dva ¥adky odpovidaji reprezentacim B; a By, kvili komplexnim
charakteriim se ale obvykle spojuji do jedné dvojrozmérné reprezentace
E = B; & B», kterd ma charaktery redlné.

Pravé dva sloupce jsou bazové funkce liché a sudé, o téch pozd¥ji.



TABULKY CHARAKTERU

Standardng& se oznaluji reprezentace pismeny s indexy (nebo jako I s indexy),
jsou na to pravidla.

Upln& symetricka reprezentace je v tabulkach vidy A, A; nebo Af (T1).

Ostatni reprezentace dle dimenze: pro £ =1 je to A nebo B, rozhoduje charakter
operace Cp: pro kladny je to A, pro zdporny B.

Eprol =2 FneboTprol=3 Gprol=4 Hprol=5, ...

Pokud je inverze operaci symetrie, pfidame horni index; rozliSujeme liché

x(2) = —€ (,u") a sudé x(?) = +£ (.g")-

Apostrofy se pouZivaji pro rozligeni kladného (jeden apostrof) nebo zdporného
(dva apostrofy) charakteru &y,.

Cisla v dolnim indexu pouZijeme, pokud m4a grupa vice reprezentaci stejné
symetrie a dimenze.



VYUZITI TVRZENT

QG 04

P¥iklad: Symetrie benzenu a ireducibilni
reprezentace

® Z3ikladni symetrie 3eti¢etnd, obsahuje inverzi,
zrcadleni, vlastni i nevlastni a vedlejsi rotace
(osy lezi v rovin& gy,).

® Neekvivalentni operace symetrie jsou: E 266,
2C3, G, 3C2/, 3C2”, &h, 36v, 364, 256, 253, 7.

® Rad grupy je tedy 24 (tj. potet
neekvivalentnich operaci symetrie), operace
tvoFi 12 t¥id.

® Je mozné provést jediny mozny rozklad —
grupa ma osm jednorozmérnych a &tyfi
dvojrozm&rné reprezentace (8 -1+ 422 = 24
a8+4=12).

® V tabulkdch molekule benzenu odpovida grupa
Dﬁh-




VyYUuzITi TVRZENT
Ptiklad: Rozklad reprezentace ltrans grupy Cs, na ireducibilni reprezentace

® Zavedeme reprezentaci [trans, COZ jsou
tansformaé&ni matice pro bazové vektory
euklidovského prostoru.

® Matice reprezentace jsou E, C3 a C%
definované na za&atku kapitoly.

® Tabulka charakteri spolu s ireducibilnimi

reprezentacemi vpravo. Cav E 26 36v
® Aplikaci vzorce: trans 3 0 1
1
aA1:6[1.3+2.o+3.1]:1, A1 1 1 1
1 _
any =2 [1-3+2:0+3-(-1)] =0, A L 1
E 2 -1 0

1
aE:6[1~6+2~0+3.0] =1.

® V/ zivorce v soulinech prvni &islo je po&et
prvkl t¥idy, druhé &islo soucin charakterd.

® Vysledek celo&iselny (tak by mé&l vzdy vyjit):
Mtrans = A1 @ E.



SOUCIN REPREZENTACI

Definice: Direktni soutin reprezentaci

Direktni sou&in reprezentaci A ® B = C je reprezentace tvofend maticemi, které
vzniknou direktnim sou&inem pF¥islusnych matic Cr = Ag ® Bg.

Tvrzeni: Direktni soutin reprezentaci
Direktni sou&in reprezentaci A a B grupy G je reprezentace grupy G.
UvaZujme reprezentace A = {A1,Az,...,As,} a B={B1,Bz,...,By,}. Vyslednd

mnoZina matic bude mit tvar:

(CR)U,k/ = (Ar® BR)ij.,kI = (AR)ik(BR)jl'

Pokud se zachovd zobrazeni (mapovani) matic na grupu G, splni mnoZina matic C
podminky pro grupu a zaroveii bude homomorfni s G, bude to tedy jeji reprezentace.

(Cqu)’.j_’k/ = Z (CP) ij,mn (Cq)mn,k/ =

m,n

= Z (Ap) im (BP)jn (Aq) mk (Bqg) nl = (ApAg) ik (BPBq)J‘/ =

= ((ApAq) ® (Bqu)),j,k/

g.ed.



SOUCIN REPREZENTACI

Tvrzeni: Charakter v direktnim soucinu reprezentaci
Xrrars(R) = xr (R)xr (R) = xr (R)xr(R).

Ozna&me matice reprezentci: [ = {A1,Az,...}, ¢ ={B1,B2,...} a
MNFFe =T ={C,Ca,...}, pfitem? C; = A; ® B;. Chceme dokazat, Ze
TrC; = (TrAj) (TrB;). RozepiSeme levou stranu explicitng:

TrAf ® Bf = Z (Af ® Bf)mn,mn = Z (Aj)mm(Bj)nn )

m,n m,n

Pravé strana je zfejm& hledany vyraz (TrA;) (TrB;).
g.e.d.



SOUCIN REPREZENTACI

Tvrzeni: Uplné symetricka reprezentace v direktnim souéinu reprezentaci
Reprezantace A; je souldsti rozkladu direktniho sou&inu ireducibilnich reprezentaci
I'F ® Mg pravé tehdy, kdyz ' =T¢.
Urc¢eme koeficient 1
an; = h ZXZl(R) XrF®rG(R)
R T N
=1 xrp (R)xr . (R)
Prava strana je na zdkladé jednoho z dFivéjSich tvrzeni rovna 1 pravé tehdy, kdyz

Iz =Tg, jinak je nula.
g.e.d.

® Pro reducibilni reprezentace mizZeme tedy vyslovit tvrzeni, Ze ppln& symetricka
reprezentace je obsaZena v rozkladu jejich direktniho sou&inu do ireducibilnich
reprezentaci pravé tehdy kdyZ ob& reducibilni reprezentace ve svém rozkladu
obsahuji tutéZ ireducibilni reprezentaci.



BAZE REPREZENTACI

UvaZujme redlny systém, popsany hamiltonidnem A.

Eroved'me transformaci sou¥adnic operaci R, tedy aplikaci unitarniho operatoru
Og:

nr A AL

H" = OrHOj .

Pokud je operace R operaci symetrie, musi nutné zlstat vysledny stav fyzikaln&
nerozligitelny od piivodniho, tj. ani hamiltonidn se nemiZe zménit, tedy H' = H a

[A,0r] =0.
Stacionarni schrédingerova rovnice:
’:ij,u - Euwj,u

pro v-tou energetickou hladinu (obecn& degenerovanou).

Celou rovnici vyndsobime operatorem operace symetrie:
OrH;j,, = HORY;j,, = OrRELj, = EL OrYj b .

VlInova funkce Om{zjyu m3 stejnou energii jako v; , a obecn& se tyto vinové
funkce lisi.



BAZE REPREZENTACI

Najdeme tplnou sadu n linedrn& nezavislych vinovych funkci.

V8echny operace symetrie budeme reprezentovat maticemi n X n, které
odpovidajicim zplsobem transformuji libovolnou linedrni kombinaci vinovych
funkci nasi sady jednodu%e ndsobenim s vektorem, ktery ma sloZky tvorené
koeficienty linedrni kombinace.

Jednou z operaci symetrie je jisté identita, kterou z¥ejm& budeme reprezentovat
jednotkovou matici o dimenzi n X n.

MnoZina matic je zfejmé& reprezentaci dané grupy operaci symetrie: zplsobem
tvorby matic jsme dokonce nasli zobrazeni homomorfismu, navic se da snadno
ukazat, Ze transformace:

RSARY SRSy, = REAY;, = ARSY;, = AT,

kde operace T je zFejmé& operaci symetrie, a tedy pro ni existuje p¥islu¥nd matice,
kterd je souinem matic pro operace R a S.



BAZE REPREZENTACI

Vzniklé matice n X n jsou principidlné ireducibilni reprezentaci grupy symetrie
hamiltonidnu diky zpasobu, jak byly vygenerovany z jedné vinové funkce.

P¥esto se miiZe stit, e dojde k tzv. ndhodné degeneraci a bud'to se poda¥i
ukdzat, Ze reprezentace je reducibilni, anebo nenajdeme v3echny vinové funkce a
je tfeba najit jest& dalsi linedrn& nezavislou generujici funkci.

Nahodna degenerace se vyskytuje, pokud si neviimneme n&jaké symetrie.

Pocet linedrn& nezavislych vinovych funkei je n, coz je dimenze ireducibilni
reprezentace a je to degenera&ni faktor hladiny.

VInové funkce se vzdjemné& na sebe transformuji maticemi reprezentace, pokud je

ortonormalizujeme, z¥ejmé& tvoFi bazi vektorového prostoru, ve kterém jsou
prostorové transformace vyjdd¥eny maticemi reprezentace.

MnoZin& takovychto vinovych funkci ¥ikdme baze reprezentace.



BAZE REPREZENTACI

Uvaha o bazich reprezentaci ndm umoZiiuje nalézt symetrii a degeneraci
energetickych hladin.

Na zdklad& symetrii daného systému nalezneme Uplnou sadu operaci symetrie
hamiltonidnu.

Poté nalezneme bodovou grupu v tabulkdch, kterd se operacemi symetrie s nasi
sadou shoduje.

Jednotlivé ireducibilni reprezentace dané grupy pak odpovidaji saddm vinovych
funkei s pFislusnou symetrii (jak se na sebe navzajem tranformuji p¥i riiznych
operacich symetrie).

Dimenze ireducibilnich reprezentaci pak ur&uji degeneraci p¥isluné hladiny.



SYMETRICKY SOUCIN

UvaZujme dva neinteragujici bosony, nap¥. dva fotony, které jsou v totozném
mikroskopickém stavu.

Kazdy z fotond ma vinovou funkci rozprostfenou ve svém soufadném systému.
Hamiltonidny jsou totoZné, operace symetrie také.

Prostor (sou¥adny systém) dvojice fotonil je z¥ejm& direktni soutin jednotlivych
soufadnych systémd.
Operace symetrie dvojice fotont jsou direktnim souinem jednotlivych operaci.

Operace symetrie tvofi grupu, jeji reprezentace jsou direktnim souginem
reprezentaci jednotlivych foton(.

Béze reprezentaci dvoufotonového stavu je direktnim sou¢inem jednofotonovych
bazi.

ALE: dvoubosonova vinova funkce musi byt symetricka, dvufermionova pak
antisymetrickd!



SYMETRICKY SOUCIN

Soutadnice fotonu j je r;, bdzové funkce reprezentace I'g pak gm(r;).
Béze reprezentace ¢ ® ¢ je potom gm(r1)gn(r2)

FyzikdIn& relevantni stavy kvili permuta&ni symetrii (kterd neni obsaZena v
prstorové symetrii, proto ji musime nad jeji rémec uvéZit) jsou pouze symetrické:

% [gm(r1)gn(r2) + gm(r2)gn(r1)] -

P¥i uvaZeni permuta&ni symetrie musime pro soudin reprezentace se sebou samou
symetrizovat (jinde to nem3 smysl, protoZe symetrizaci musime ud&lat p¥imo v
sou&inu).
Definujeme symetricky a antisymetricky direktni sougin: [ ® rG}+
[Ffc®le] .
Pokud je dimenze reprezentace I'g rovna 1, je vZdy direktni soudin baze
symetricky, takze [FG ® FG]Jr =Tc®lcaxm(R)= XFG(R)-

G

= F2G, resp.



SYMETRICKY SOUCIN

Pro dimenzi 2: origindlni matice Mg pro operaci R reprezentace ¢ je:
mi1 m2
ma1 m2

Potom XrG(ﬁ’) = my1 + myy a ddle s mezivypoétem

m m m m
MgMg = Mg = 11 12 11 12 ) _
my1  mao my1  mo
_ ( muim+ miamzr miimig + mimz
mo1mi1 + moamp1  M21Mmi2 + Mmoo

Bazové funkce jsou g1 a go.

m3me XrG('Qz) = m1mi1 + miamp1 + me1mi2 + mp2moo.
Béze direktniho soutinu je {g1g1; g182; g281; gggg}T, kde g1g» explicitn& znamend
g1(r)g2(r2) # g1(r2)g2(n).
Symetrizovana baze vznikne transformaci:
T
{a181: (g182 + £281)/V2; £282: (8182 — £281)/V2}



SYMETRICKY SOUCIN

® Provedeme-li transformaci bdze, musime transformovat i matice:

Mg ® Mg =

mumy (muam 4+ memn)/V2 o mpm (miame — memin)/V2

(m11ma1+ (m1m2 + miamoi+ (miama+  (m1ima — miamo+
mpimi1)/V2  mpimiz + mpomii)/2 mpampn)/V2  moimia — mpmig)/2

moimar  (Maimy + maomn)/V2  mpamp (Maima — mpampn)/V2

(m11m21— (m11m22 + miamo1— (m12m22— (m11m22 — mi2mp;—
my1mi1)/V2  maimiz — mpmi1)/2 moamip)/V/2  moimip + mpmig)/2

® Posledni ¥adek a posledni sloupec odpovidaji antisymetrickému stavu,
symetrizovand matice je jenom leva horni &3ist 3 x 3.

® Stopa symetrizované matice:

A 1
Xrz. (R) = muimu1 + momo + > (m11mz2 + miamo1 + moymin + mpmun) =

[y

[XrG(R) + XrG(R2)}

N |




SYMETRICKY SOUCIN

® Dal¥i vzorce pro vy%si dimenze a mocniny:

dmTlg=1: Xr,&(ﬁ’) = [XFG(I%)]"
dim e =2 Xy (R) = 5 [xrg (R)xps1(R) + xrg (R")]
dim e =3+ xpy (R) = 3 {2, R)xpa 1(R) = 3300 2(R)xr (R +

3 (R 2(R) + xr (R)]

® Pro antisymetricky soudin zfejmé plati

Xireore~ (R) = Xireorg (R) — szG(R)-



SYMETRICKY SOUCIN

Symetrizace sou&inu podle vy%e uvedenych vztahi plati pro ireducibilni, ale i
reducibilni reprezentace.

Soudin je tfeba symetrizovat nejenom v p¥ipadg, Ze se reprezentace nasobi sama
se sebou.

Pokud jsou 'y, a I'g ireducibilni a neekvivalentni, pak zfejmé& novd bdze bude
obsahovat funkce g, gs, kde jsou &astice rozlisitelné pravé podle stavu «, resp. 3,
a tudiZ nevyZadujeme symetrizaci.

Pokud ale Ty =T @ lg alg=Tg® Iy, musime vzit do livahy nerozliitelnost
&astic ze stavu (.

Obecn& bychom psali sou&in

Ta®le = (Ta®M)®@(Mgdly) = (Ma®lp) @ (Ta®l) @ (Mgelp) @ (Mp®I)
Symetrizace soudinu vyZaduje symetrizaci [g ® g — F%:

+ +
] ]

Fa@Te]” =(Ma@Ts) @ (Ta@ly) @ (Ts8T) &[0T



Symetrie a vlastni stavy v kvantové
mechanice



UvoDb

Z transforma&nich vlastnosti hamiltonidnu je mozné ur&it symetrii a degeneraci
vlastnich stavi{ systému.

Systém elektronl a jader oviem obsahuje p¥ili§ stupiiti volnosti, snaha je jejich
pocet omezit.

Nap¥. pohyb lehkych elektronl v potencidlu téZkych jader nds opraviiuje
povaZovat polohy jader za vicemén& pevné a tim separovat stupné volnosti
elektronové a jaderné.

Tato separace se jmenuje Bornova—Oppenhaimerova aproximace.

Zakladni myS$lenka spotiva v predpokladu m < M, kde m je hmotnost elektronu
a M je typickd hmotnost jadra.

Elektrony a jadra se pohybuji ve stejném elektrostatickém potencialu se stejnymi
prostorovymi variacemi.

Diky m < M jsou vinové funkce jader vice lokalizované nez elektronové.



BORNOVA-OPPENHAIMEROVA APROXIMACE

Obecnou vinovou funkei aproximujeme W(r, R) =~ xW(R)p()(r, R), kde r jsou
soufadnice elektronii a R jsou soufadnice jader.

Delokalizované vinové funkce elektronl urluji efektivni pFitaZlivy potencidl jader s
malymi prostorovymi variacemi, miZeme je povaZovat za nezdvislé na konkrétnim
stavu elektronového obalu.

Naopak ostré lokalni variace odpudivého potencidlu jader definuji jejich
rovnovazné polohy, nezdvisle na elektronech.

Diky delokalizaci elektroni a tudiZ i malé citlivosti na vychylky jader od
rovnovaznych poloh mizeme psat xU)(R)p(®) (r, R) =~ x(R)¢(®)(r, Ry), kde Ro
jsou rovnovazné polohy jader.

K separaci Ize dojit i odhadem rychlosti elektrond a jader: podle ekvipartiéniho
teorému (P?/2M) = (p?/2m) a protoe m < M, nutn& v > V.

Elektrony tedy mnohem rychleji reaguji na zménu okolnich podminek — pokud se
zmé&ni poloha jader, elektrony okamZité reaguji, kdezto fluktuace elektroni
zlstavaji bez odezvy jader.

Pochopitelng existuji vyjimky, kdy Bornovu—Oppenhaimerovu aproximaci nelze
pouZzit, nap¥. pro molekuly daleko od zdkladniho stavu, vysoce ionizované
molekuly, atd.



OBSAH KAPITOLY

® Atomy ve vngjsich polich.
® Elektronovy obal molekul — metoda MO-LCAO.

® Vibra&ni stavy molekul.



ATOMY VE VNEJSICH POLICH

® Elektrostaticky potencidl generovany atomovym jadrem ma tplnou bodovou
symetrii, tj. je invariantni vi&i viem bodovym operacim.

® Grupa symetrie, kterd obsahuje v8echny bodové operace, se oznacuje Ky,.

® Index ,h" oznaluje, Ze nad rémec rotaci (coZ by odpovidalo grupg& SO(3)) grupa
obsahuje i zrcadleni.

Kn[E & & &2 ¢ & & & 5, 5, 5, 5 6, 60 0
pN 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
M 3 -1 0 0 1 1 2 2 -3 -2 -1 0 1 1 -3
Alls 1 -1 -1 -1 -1 1 1 5 1 -1 -1 1 1 5
e |7 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 -7 1 1 -1 1 1 -7

® Elektronové hladiny budou mit symetrii a degeneraci odpovidajici jednotlivym
reprezentacim.

® Bdzové funkce reprezentaci jsou sférické funkce Yy m(9, ), kde £ =0 pro
reprezentaci X (orbital S), £ = 1 pro reprezentaci I1 (orbital P), atd.



ATOMY VE VNEJSICH POLICH

V pfitomnosti vné&jsiho pole dochazi k sejmuti degenerace.

St&peni hladin ve vn&j&im poli je déno symetrif (degenerace a symetrie vyslednych
stavil) a silou interakce s polem (velikost posuvu energie).

Orbitaly S zfejmé& jenom posouvaji svoji energii.

Degenerované orbitaly mohou o degenraci ¢aste&n& nebo plné pFijit.



ATOMY VE VNEJSICH POLICH
P¥iklad: Urcete efekt statického elektrického pole na orbitaly atomu dusiku.

® Elektrické pole zorientujeme ve smé&ru osy z a uréime grupu symetrie podle
transforma&nich vlastnosti potencidlu, ktery je rostouci funkce soufadnice z, jinak
je konstantni.

® Potencidl (hamiltonidn) Ize libovoln& rotovat kolem osy z, Ize provad&t zrcadleni
pFes viechny roviny obsahujici osu z.

® Nelze ale provést inverzi ani rotaci kolem jiné osy.

® Odpovidajici grupa symetrie je Coov.

® 2/ + 1 vinovych funkci tvoFici bazi reprezentace v grupé Ky tvofi bazi stejné
reprezentace i v libovolné jiné grupé&.

® To z toho diivodu, Ze grupa K}, obsahuje vSechny bodové operace symetrie a
mnoZina 2¢ + 1 bazovych funkci je vici t&€mto operacim uzav¥ena.

® Libovoln3 jind grupa neobsahuje Z24dné operace symetrie navic (md tedy nizsi
symetrii nez K},), a tedy i v této grup& je uvaZovand mnoZina funkci uzav¥end
vici libovolné operaci symetrie.

® Tj. pro kaZzdou operaci symetrie existuje matice nad mnoZinou bazovych funkci,
ktera vektor funkci transformuje, tyto matice tvoFi reprezentaci dané grupy.

® |reducibilni reprezentace nap¥. I z grupy Ky, je jist& reprezentaci i jiné grupy
(ozna&ime ji ['p), ale neni nutné& ireducibilni.

® Sejmuti degenerace orbitalu ziskdme rozkladem jeho reprezentace z grupy K, do
ireducibilnich reprezentaci nové grupy Coov.



ATOMY VE VNEJSICH POLICH

Atomové &islo dusiku je 7, obsazené orbitaly jsou 1s22s22p3.

Do tabulky pro grupu Coov zapieme reprezentace I's a I'p (X a N grupy K}) a
doplnime charaktery.

Nasledné& provedeme rozklad do ireducibilnich reprezentaci.

Coov E  2C._(9) 2C_(2¢) -~ oob,
AL(ZH) | 1 1 1 1
A () || 1 1 1 |
E; (M) 2 2cos ¢ 2cos2¢ 0
Ex (A) 2 2cos2¢ 2cos4¢ e 0
En 2 2 cos ng 2 cos2n¢ 0
s 1 1 1 1 >
Ip 3 1+2cos¢p 1+2cos2¢p --- 1 stan

Hladiny P se $t&pi na jedenkrdt a dvakrat degenerovanou hladinu se symetriemi
>t all.

Pohledem do bazovych funkci v tabulce zjistime, Ze v elektrickém poli se od$tépi
orbital P2, orbitaly Px a P, zlistanou degenerované.



ATOMY VE VNEJSICH POLICH

Ptiklad: Urcete efekt statického magnetického pole na orbitaly atomu dusiku.

Symetrie magnetického pole by méla odpovidat opé&t linedrni grup&, protoze jej
Ize otalet libovoln& okolo osy z.

Magnetické pole je sice invariantni vi&i inverzi, a mélo by tudiZ patfit do grupy
Dooh, ale nemd vedlejsi osy rotace (v roving xy), takZe musi pat¥it do prostorové
grupy Coov-

Vysledek vypol&tu se tedy nebude ligit od p¥edchoziho p¥ikladu, tedy orbital P se
$tépi na dvé& hladiny.

Ve skutednosti ale vime, Ze Zeemani(v jev rozst&pi P orbital na triplet: prostorové
grupy evidentn& n&kde zachovavaji degeneraci, zatimco ta je ve skuteZnosti
sejmuta narudenim jiné neZ prostorové symetrie.

V pf¥ipadé magnetického pole se ob&as stane, Ze se skryje narudeni asoprostorové
symetrie: prostorové grupy jsou invariantni vidi inverzi &asu, magnetické pole ne
(proud v proudové smy&ce p¥i otoleni Casové osy tete opalné a generuje tedy
opatné pole).

Pro lpln& spravny vypolet je t¥eba pouZit relevantni magnetické grupy.

Nedostategnost prostorovych grup byla vidét i na tom, Ze zatimco inverze je
operaci symetrie, rotace o 180° kolem vedlejsi osy ne — tomu p¥esn& neodpovidad
23dna prostorova grupa.



ATOMY VE VNEJSICH POLICH

P¥iklad: Urcete, jak se zméni degenerace hladin atomu chromu, ktery substituuje
uhlik v diamantu.

® Diamantova krystalickd m¥izka ma operace symetrie, tvofici grupu 7.

® Chrom ma atomové &islo 24 a elektronovou konfiguraci [Ar]3d%4s!. Zajimame se
tedy o St&peni orbitalid S, P a D v krystalovém poli diamantové m¥ize.

® Vysledky jsou v tabulce nize.

7. [ E 8C 664 65, 3C

ALl T 1 1 1 1

Al 1 -1 -1 1

E|2 -1 o 0 2

T3 o -1 1 -1

T, |3 0 1 -1 -1

s || 1 1 1 1 1 AL
|3 o 1 -1 -1 T,
m|5 -1 1 -1 1 |E®T,

® Orbitaly S a P zlstdvaji degenerované, orbital D se rozitépi na dva.

® QOtdzkou zde je, jak se zmé&ni energetické spektrum hladin: zatimco zpola
zaplnénd hladina 3d ma kvili spin-orbitdIni interakci energii niZsi nez 4s a dalsi
elektron na 3d hladinu m3 energii vySe nez 4s stav, pofadi hladin se miZe zménit
po vloZeni do krystalového pole.

® Konkrétni energie hladin bychom museli urcit kvantové-mechanickym vypo&tem,
kdy z kulovych funkci Y2 , sestrojime baze reprezentaci E a T, vyndsobime
radidlni &asti pro stav n = 3 a spolteme stfedni hodnotu hamiltonianu.



ATOMY VE VNEJSICH POLICH
Ptiklad: Urcete, jak se stépi hladiny atomu vanadu v CdSe.

® CdSe je polovodi€ typu I1-VI s hexagonalni krystalickou m¥izkou (struktura
waurtzitu). Grupa symetrie je Cey.

® Elektronova struktura vanadu je [Ar]3d34s? a nahrazuje atomy kadmia s
oxida&nim &islem +2.

Cev E 2C6 2C3 G, 36y 364

A1 1 1 1 1 1 1

Az 1 1 1 1 -1 -1

B; 1 —1 1 -1 1 -1

B> 1 -1 1 -1 -1 1

E1 2 1 -1 -2 0 0

E> 2 -1 -1 2 0 0

s 1 1 1 1 1 1 A

Ip 3 2 0 -1 1 1 A1 @ E;
) 5 1 -1 1 1 1 AL DE1DES

® V disledku silné anizotropie krystalu dochazi ke st&€peni orbitalti P na dvé& hladiny
a orbitalt D na t¥i hladiny.

® V disledku toho bude dochazet k optickym p¥echodiim mezi hladinami S <> P na
dvou blizkych energiich a p¥eskoky mezi hladinami P <» D hypoteticky aZz na 6
rGznych energiich, zatimco pfechody v neporuseném atomu byly vZidy
degenerované.

® Dodate&né vyb&rové pravidlo podle magnetického kvantového &isla zredukuje
potet povolenych p¥echodii na mensi &islo (bude ukdzano v dal3i kapitole).



MEeTODA MO-LCAO

Molekula: seskupeni atomi s &iste¢nym prekryvem elektronovych vinovych funkci.
Vnit¥ni slupky elektronovych oball lokalizované na mate¥skych atomech.

Valen&ni elektrony mohou tunelovat mezi jednotlivymi atomy skrz bariéru —
nejednd se o volny pohyb.

Elektrony delokalizované mezi atomy, vinova funkce je pfiblizn& linedrni
kombinaci atomovych orbitald:

Vo = Z Ca,jnlmwjnim .
jntm

MO-LCAO: Molecular Orbital — Linear Combination of Atomic Orbitals
Wjnem: vinova funkce elektronu u j-tého atomu ve stavu (nfm).

WV, : vlnova funkce elektronu v a-tém molekuldrnim orbitalu.



MEeTODA MO-LCAO

Hleddme vlastni stavy hamiltonidnu, které jsou linedrni kombinaci atomovych
vlnovych funkci.

Ztejm& mame bdzové funkce vjnr, a hamiltonidn molekuly, ktery ma symetrii
danou tvarem molekuly.

Pro vektor bazovych funkci sestrojime tranforma&ni matice.

MnoZina bazovych funkci musi byt k operacim symetrie nutné& uzav¥end, jelikoz
definuje dplny systém funkci.

Transforma&ni matice tvofi reprezentaci ['pp grupy symetrie hamiltonidnu.

Jednotlivé ireducibilni reprezentace z rozkladu Npnp definuji degeneraci, ale i
symetrii molekulovych orbitald.

Z praktickyc divod( nebudeme uvaZovat Gplny systém jednoatomovych vinovych
funkci v&etné& kontinua, ale vezmeme do tvahy pouze vdzané stavy v
pozadovaném intervalu energii.

Castice t&%ko miize tunelovat do stavu s vy&i energii: tam miZe zdstat jenom po
dobu danou relacemi neurditosti At = h/2AE.

Toto tunelovani Ize zanedbat, pokud doba Zivota elektronu na vy3%i hladin& je
mnohem krat3i neZ tunelovaci doba: At < 1/w, kde w je rychlost tunelovani
(tunneling rate).

AE > hw/2

AE > 1€V je obvykle dostalujici.



MEeTODA MO-LCAO

Zjistit z dimenzi reprezentaci degeneraci hladin je jenom dil&i tloha.

Pro kvantov&-mechanicky vypo&et by se ndm hodily i badzové funkce reprezentaci:
konkrétni tvar orbitald.

Lze je najit postupn& tim, Ze budeme ,,nast¥elovat” funkci |f) do vzorce
r z|— * [ BDYA
lgh) = " 3" i (ROl
R

kde g! je n-ta vinova funkce molekulového orbitalu se symetrii I

Vime, e kdyby |f) byla bazova funkce reprezentace I', operace Og|f) funkci
prevede na linedrni kombinaci jinych bazovych funkci téZe reprezentace. Tato
linedrni kombinace je dand pf¥isluinou transformaéni matici.

Necht |f) je bazovou funkci reprezentace I’. Pak budeme uvaZovat tplnou sadu
bazovych funkci této reprezentace |i) a miZeme napsat:

(M),

gy =T ZXrR)ORIf ZFZXF B ) (101



MEeTODA MO-LCAO

Daéle si uvédomme
B *
XF(R) =3 (MR)j,
k
Dosadime:

leh) = TS 10610 X (ME);, (ME),
PR R

Posledni suma je ale zndm3 z Velkého teorému ortogonality: je nulovd pro " £ T,
vysledek s&itani bude tedy nula, pokud ,nastfelova” funkce je plé disjunktni s
bazovymi funkcemi reprezentace I.

Je-li ale " =T, bude posledni suma rovna h/r, pokud k =i = j, jinak bude
nula. Ztejmé tedy:
lgh) =D li){ilf).
i

Vzorec tedy provadi projekci ,,nédstfelové” funkce na bazi dané reprezentace I'.



MEeTODA MO-LCAO

® V tento moment ale jest& neni vyhrano: mame sice symetrizované vinové funkce,
ale linedrni kombinace funkci se stejnou symetrii také tvo¥i bazi reprezentace.

® Skutecné vinové funkce molekulovych orbitali hleddme jako linedrni kombinace:
r r
WE) =D Aanlth),
n

kde Aq,n je variaéni koeficient pro kvantové-mechanickou variaéni metodu.

® Symetrizace sice neni schopna p¥imo urtit tvar orbitali, ale z energetikych poméri
mizZeme leccos odhadnout a vysledek umoZiiuje vylou&it vé&tinu z varia&nich
koeficientli oproti vypo&tu s naprosto obecnou linedrni kombinaci v8ech orbitald.



MEeTODA MO-LCAO

Ptiklad: Najdéte molekularni orbitaly vodiku H>. Qz

Molekula m3 dva elektrony, které budou ve
(spinové degenerovaném) zakladnim stavu
molekuly. Sta&i tedy najit jenom zdkladni stav.
Z3kladni stav bude linedrni kombinaci atomovych
orbitalli s nejniZsi energii.

1s orbital m3 energii -13,6 eV, excitovany stav 2s
ma energii -3,4eV.

Do dvahy bereme stavy 1s(1) a 1s(2) od atomi 1 a

2.
® Atomy jsou sice nerozlisitelné, ale kdyZ zafixujeme soufadnou soustavu, miZzeme

je formalné rozlidovat.
® Grupa symetrie je linedrni, diky pfitomnosti inverze je to Dyop.
® QOperace symetrie transformuji orbitaly podle tabulky:

Dooh E 282 . ooy | i 252 . o}
Or1S(1) || 1S(1) 1S(1) 1S(1) 1S(1) | 15(2) 1S(2) 15(2) 15(2)
Or1S(2) || 1S(2) 1S(2) 1S(2) 1S(2) | 1S(1) 1S(1) 1S(1)  1S(1)

® Explicitné miZeme sestrojit transformaéni matice ve zvolené bazi pro skupinu
operaci nalevo a napravo:

10 01
Mpalevo = (0 1) Mnapravo: (1 0)



MEeTODA MO-LCAO

Tabulka charakter( s relevantnimi ireducibilnimi reprezentacemi:
Dooh E 2CS o0by 7 258 oo ()
Zg 1 1 1 1 1 1 1 1
Zj 1 1 1 1 —1 —1 —1 -1
a0 2 2 2 2 0 0 0 0
Jasng tedy Tpo = T @ X
Dosazenim do vzorce a vypo¥addnim se s nekone¢ny dostavdme vinové funkce:
5 1s(1) 4 1s(2)
V= ——
V2
s+ 1s(1) — 1s(2)
vt = —
V2
Z3ikladni a excitovany stav nedokdZeme rozliSit na drovni teorie symetrie.
Musime znat explicitn& hamiltonian:
—8megVe/e?
2 1 1 1 2
_ e [ _ _ S S 1VA
4eg 2‘!’0‘ \rfro| |r+ro\ 87r50\r0|




MEeTODA MO-LCAO

Odhad energie orbitalu provedeme vypo&tem
Ey = (V|H|W)

v = [1s(1) & 1s(2)]/V2
2
e
v = — — [(15(1)\Ve|ls(1)) + (15(2)| Ve|1s(2)) & 2Re <15(1)|Ve|ls(2)>}
8meg|ro]

Prvni &len kladny (odpudiva sila jader).
Prvni a druhy &len v zdvorce celkem zdporné — pf¥itazliva sila elektroni k
matefskym jadrim.
Tteti &len v zavorce zaporny nebo kladny dle znaménka =: p¥ekryvovy integral
(1s(1)| Ve[1s(2)) > 0.
Symetrickd kombinace W; vazebnd, minimum energie.
Variaci |rg| Ize najit minimum Ey pro ry = 2ag.
Do baze vinovych funkci je moZné zahrnout i stavy 2s a 2p, ty jsou ale od 1s
stavll separované energii ~10eV, od 3s stavu pak o 1,9eV.
Vznikne nova série stavii, které se nemisi s 1s stavy, ale tvo¥i 2. aZ 9. excitovany
stav.



MEeTODA MO-LCAO

Do || E 262 o o0dy | 7 252 R =1
Zg 1 1 1 1 1 1 1 1
> 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
Mg 2 2cos ¢ 0 2 —2cos ¢ 0
My 2 2 cos ¢ 0 -2 2 cos ¢ . 0
a0 10 6+4cos¢ 6 0 0 0 0

® Rozklad T'po = 32; @ Z:r @ ng @ My.
® Symetrizované vinové funkce:
s+
g ° = [1s(1) +1s(2)]/v2 = [1s(1) — 15(2)]/V2
z+
8" [25(1) +25(2)]/V2 [25(1) —25(2)]/V2
¥+
g = [2pz(1) — 2pz(2)] /V2 = [2pz(1) +2p2(2)] /V2
g7 = [2px (1) —2p«(2)]/V2 = [2px (1) +2px(2)]/V2
= [2py (1) — 2p,(2)]/V2 g = [2py(1) +2p,(2)] /V2

® Za pozornost stoji fakt, Ze orbitaly 1s a 2s maji v linedrnich kombinacich v
symetrickych vinovych funkcich (g) znaménko +, kdeZto orbitaly 2p maji
znaménko opa&né, protoZe jsou samy o sob& antisymetrické.



MEeTODA MO-LCAO

Vysledné molekulové orbitaly jsou pak linedrni kombinace bazovych funkci se
stejnou symetrii.

Z divodu velkého rozdilu v energiich ale zfejmé& elektron nebude tunelovat mezi
stavy 1s a 2s, resp. 2p.

v+

V() =gt (s) W (s) =g (s)

Dalsi stavy ale umoZiiuji tunelovani mezi stavy 2s a 2p a dochazi tak k hybridizaci
(kterd ale ve skutenosti bude potlagend kvili 3t&peni 2s a 2p stavi spin-orbitdln{
interakci, kterou jsme zde neuvaZovali):

g g g y+ ¥+ z+
vy (SP) A3 28 (5) + A3 383 (p) Vg (sp) = As585 " (s) + As,686 " (P)
=F pang pang
v, i (sp) = 28, e () + Majes (p) Ve (sp) = 6,585 (s) + Ae,68 " (P)
Nakonec 1 stavy maji &ist&€ p-symetrii, mohou byt linedrn&, kruhové, elipticky
polarizované v zavislosti na koeficientech A:

n n n n n n

V_&(p) = >\7,7g7ng(p) + A7,885 5 (P) Vot (p) = Xo,08 “(P) + Ao,10814 (P)
n n n

Vo (p) = Ag,78;7 5(p) + Xs,885 ° (P) Vb (p) = A10,980 " (P) + A10,10814 (P)



MEeTODA MO-LCAO

Ptiklad: Najdéte molekulové orbitaly molekuly vody

® Grupa symetrie Ca,, v molekule 8 elektrond. Q2
® Energie hladin:
1s(0) —81,6eV 0
25(0),2p(0) —20,4eV
1s(H) —13,6eV

35(0),3p(0) —9,1eV

2s(H),2p(H)  —3,4eV

® Obsazené hladiny v zdkladnim stavu 1s, 2s, 2p H1 H2

kysliku (p¥i obsazovani bereme do dvahy
spinovou degeneraci).

® Do vypoltu zahrneme i 1s stavy vodiku, které tvofi nejbliz&i excitované stavy.

® Sestrojime opét reprezentaci [po a ur&ime charaktery:

Coy E G Oxz Oyz
A1 1 1 1 1
Az 1 1 -1 -1
B 1 -1 1 -1
B> 1 -1 -1 1
Tho | 7 1 5 3

Rozklad do ireducibilnich reprezentaci 'pno = 4A1 & 2B; ¢ Bo.



MEeTODA MO-LCAO

P¥i sestrojovani orbitali ze symetrizovanych (bazovych) funkci musime vzit do
tivahy moZnost/nemoZnost miseni stavii s ohledem na energii orbitald.

MiZe dochazet k hybridizaci pouze 2s a 2p stavi kysliku, ostatni stavy se nemisi.

Dokonce ani nedochazi k miseni 2px a 2p, stavi kvili chybé&jici symetrii o px a
py orbitaly maji riizné energie.

v = 15(0)

WAL = X5525(0) + A2,32p(0)

WAL = X3525(0) + A3,32p(0)

Wit = [1s(H) + 1s(H2)]/v2

WEl =2p,(0)

WB = [1s(H) — 1s(H2)]/V2

W72 = 2p,(0)

Orbitald je jenom 7, ale po zapocteni spinové degenerace se do nich vejde 14
elektrond.

Energie orbitald jsou primarn& dané energiemi atomovych orbitald, interakéni
energie je pak korekce.

Pofadi od nejniZ&i energie bude zhruba Wi, Wy, W3, W5, Wy Wy, Vg, obsazenych je
pé&t nejnizsich.



VIBRACNI STAVY MOLEKUL

Energetické spektrum atomovych jader vyplyva z jejich pohybu v potencidlu
vazebnych elektrond.

Kazdé jadro ma tfi stupné& volnosti.

Na molekulu s N jadry pfipada 3N stupiili volnosti.

3 stupné volnosti p¥ipadaji na rota&ni pohyb molekuly. U linedrni molekuly jsou to
jenom 2 stupné& volnosti.

Zbytek 3N — 6(5) stupiii volnosti p¥ipada na vibrace.

KaZdy ze stupiit volnosti je reprezentovan vdazanym jednotkovym vektorem v
jednom ze sméri kartézského systému soufadnic.



VIBRACNI STAVY MOLEKUL

V3echny stupné& volnosti, resp. vazané vektory, které je reprezentuji, tvo¥i bazi
vektorového stavového prostoru, ve kterém se v prvnim ¥adu teorie poruch
molekula pohybuje.

Bdze je uzavfend vidi viem operacim symetrie hamiltonidnu.
KaZdou operaci symetrie nad touto bazi miZeme napsat jako matici.

MnoZinu téchto transforma&nich matic ozna&ime '3y a nazveme ji reprezentaci
v8ech stupiili volnosti, jelikoZ je to repezentace grupy symetrie hamiltonianu.

Linedrni kombinace bazovych vektor(i, které pfedstavuji pohyb molekuly jako
celku v hlavnich smérech, se jisté tranformuji operacemi symetrie mezi sebou
navzajem: transforma&ni matice pak tvofi reprezentaci Ntrans.

Linearni kombinace baze, tvofici rotaéni pohyb, jisté tvo¥i bazi reprezentace ot
rota¢niho pohybu molekuly.

Zbytek stupiill volnosti tvofi bazi reprezentace vibra&niho pohybu Iyp.
Plati Ttrans @ Mot @ Myip = M3n.



VIBRACNI STAVY MOLEKUL

Ptiklad: Naleznéte vibraéni stavy molekuly vody

® Postup: sestrojeni reprezentaci lNtrans, ot @ 3y, odectenim ziskdme charaktery
reprezentace [;p.

® Reprezentaci rozloZzime na direktni soucet ireducibilnich reprezentaci dané grupy
symetrie hamiltonidnu, kazda z reprezentaci pfedstavuje jeden vibragni mod s
degeneraci podle dimenze reprezentace.

® Reprezentaci ltrans ziskdme jako transformaini matice trojvektoru (x,y, z)
(slozky jsou jednotkové vektory v pFisluinych smé&rech).

® Reprezentaci [rot sestrojime z tranformadnich matic pro trojvektor jednotkovych
vektorii momentu hybnosti (Lx, Ly, L;).

® Alternativou je vektor jednotkovych vektorii magnetické indukce (Bx, By, B;),
jejiz transformaini vlastnosti zndme (ta je generovand proudovou smy¢kou, neboli
rotaci ndboje a je tedy spjata s momentem hybnosti).

® Reprezentace '3y je mnoZina transforaménich matic vazanych jednotkovych
vektorl pro jednotlivé stupné& volnosti.



VIBRACNI STAVY MOLEKUL

C,=z

Molekula je ve tvaru
bumerangu.

Dvoj&etnd osa prochazi
atomem kysliku.

Grupa symetrie Cpy .
Soufadny systém orientujeme

tak, aby molekula leZela v
roviné xz.




VIBRACNI STAVY MOLEKUL

Reprezentace [trans

E: Jednotkové matice dimenze 3 (translaéni pohyb ma 3 stupng volnosti),
charakter 3.

Co:
X — —X -10 O
y— -y Mc, =1 0 -10
z—+z 0 0 +1
Charakter —1.
Oxz:
X — +x +1 0 O
y— -y M,,, = 0-10
z— +z 0 0 +1
Charakter +1.
Gyz:
X — —X —-10 0
y—+y M;,, = 0410
z— +z 0 0 +1

Charakter +1.



VIBRACNI STAVY MOLEKUL

® Reprezentace [0t
e £: Jednotkova matice dim. 3 (rotagni pohyb ma 3 stupn& volnosti), charakter 3.
o 62:

B, — —By -10 O
B, - —-B, Mg = 0-10
B, —» +B, 0 0 +1
Charakter —1.
® 5yr:
B, — —Bx -10 O
B, - +B, My,=1| 0 +1 0
B, - —-B; 0 0 +—
Charakter —1.
® Gy
B, — +Bx +10 O
By — —By My, =| 0 -1 0
B, -+ —B, 0 0 -1

Charakter —1.



Reprezentace I3y

Jako ptiklad vezmene operaci ..
x(H1) ¢ —x(H2)

y(H1) < +y(H2)
Z(Hl) <~ +Z(H2)

x(0) = —x(0)
y(0) = +y(O)
2(0) — +2(0)

ProtoZe chceme ur&it pouze charakter
dané operace v reprezentaci 3y,
potfebujeme selist stopu
transforma&ni matice, do které
nepfispivaji mimodiagonalini prvky.
Se&teme tedy pouze ta zobrazenf,
ktera provedou projekci stupiid
volnosti na sebe samé: ale v&etné
poc&atku vazaného vektoru!

Do charakteru tedy p¥ispivaji pouze ty
stupné& volnosti, jejichZz matefsky atom
se pFi operaci symetrie nehybd z mista.
Do charakteru operace &, tedy
pFispiva pouze kyslik, charakter vyjde
jako 1.

VIBRACNI STAVY MOLEKUL
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VIBRACNI STAVY MOLEKUL

® Tabulka charakterd s vysledky dle vypolti vySe. Reprezentaci I'yip najdeme
postupem erb(R) szl\/(R) Xrtrans(R) - erot(R)'

Coy E C2 Gxz Oyz

Ag 1 1 1 1 z

Az 1 1 -1 -1 R,

B, |1 -1 1 -1 x, Ry

B, |1 -1 -1 1 v, Ry

fav | 9 -1 3 1
rtrans 3 -1 1 1 Al 52} Bl b BQ
IMot 3 -1 -1 -1|A®&B1®B:
Tvib 3 1 3 1 2A;1 6 By

® Baizové funkce najdeme opé&t pomoci vzorce jako tomu bylo v pfipadé MO-LCAO,
zde nap¥. symetrie Aj:

g =z(0)
&' = [x(H1) — x(H2)]/V2
Al = [z(H1) + z(H2)] /V2
® Skute¢na bazova funkce vibrace ale bude linedrni kombinace:
QN = a1l + Aa2gd? + Aa3gl?,

koeficienty A musime ur&it jinak neZ ze symetrii.



VIBRACNI STAVY MOLEKUL

® Linearni kombinace glA1 + \/ig?l z¥ejmé& odpovidd pohybu molekuly jako celku ve
sméru z a je to bazova funkce Gpln& symetrické &asti reprezentace lMirans-

® Zbylé dv& linedrni kombinace odpovidaji vibracim, sestrojime je z podminky, Ze se

Sem pf¥ijdou animace vibraci.

® Timto postupem lze odlidit rotaéni a translaéni pohyb od vibraci (nemé&nfi se p¥i
nich tvar molekuly), rotaci od translace odlisime geometricky nebo tim, Ze se p¥i
ni neméni téziste.

® Ze zbylych bazovych funkci se tvar vibra&nich modi najde variaci, stejné jako v
MO-LCAO.



VIBRACNI STAVY MOLEKUL

Ptiklad: Naleznéte vibraéni stavy molekuly CO,.

Poket stupiit volnosti 3N = 9, z toho 3 pro transla¢ni pohyb a pouze 2 pro
rotagni pohyb (je to linedrni molekula).

Grupa symetrie Dop,.-

Reprezentace translagniho a rota&niho pohybu miiZeme najit snadno z tabulek
podle bazovych funkci: v pravych dvou sloupcich vyraz ,x" znamena, Ze
jednotkovy vektor x je bazovou funkci jednorozmé&rné ireducibilni reprezentace a
vyraz ,(Rx, Ry)" znamen3, Ze jednotkové vektory momentu hybnosti Ly a L,
tvoFi bazi dvojrozmérné ireducibilni reprezentace.

Tabulky tedy ¥ikaji, Ze v grup€ Deooh je MNtrans = ZLT DMy alp =g (pouze
rotace kolem os x a y).

® Reprezentaci '3y sestrojime obvyklym zpiisobem a I'y;, pak odeétenim charaktert.
Dooh E 2(:"00‘O 006y 2 2§go 0062/
Mtrans || 3 1+ 2cos¢ 1 —3 —142cos¢p --- -1 Yron,
Mot 2 2cos ¢ 0 2 —2cos ¢ 0 Mg
My || 9 3+6cose 3 |-3 —1+2cos¢p - -1
Mib || 4 2+2cos¢ 2 -2 2cos ¢ 0 Yrorien,




VIBRACNI STAVY MOLEKUL

Symetrie molekuly v zdkladnim stavu je z¥ejmé& Zg, protoZe vinova funkce
zakladniho stavu se nemiiZze zmé&nit, pokud pouze provedeme operaci symetrie na
soufadny systém.

PY¥evedeni do vibra&niho stavu: p¥idani jednoho ,vibronu* k vinové funkci, tedy
vyndsobeni pFislusnou reprezentaci symetrie vibraéniho modu.

Molekula ve vibraZnim stavu (1,0,0) ma symetrii && ® ¥7 = ¥F, stavy (0,1,0)
a (0,0, 1) maji symetrie ¥ resp. M.

Stav se dv&ma vibracemi opét vytvofime p¥idanim vibrace, tedy ndsobeni dal3i
pfislusnou reprezentaci: stav (1,1,0) ma symetrii T ® TF @ TF =¥
Symetrie stavu s obsazovacimi &isly (0,0, 2) ale nem’jednoduée

MeMeI =% &%, ®Agale [MaM] @T) =M =% @A,
protoZe excitace linedrniho harmonického oscildtoru (a tedy V|braC|) jsou bosony.

Obecné s obsazovacimi &isly (n1, np, n3) je symetrie stavu:

=) e E)e M) e ;.



Symetrie a integraly v kvantové mechanice



UvoDb

Budeme se zabyvat vypottem integrald typu [ 17, F‘ﬂtpv, resp. zjistovanim, zda
jsou nulové nebo nenulové na zdkladé& symetrie integrandu.

V matematice miZeme nap¥. vyuZit pravidla pro integraci pfes symetricky
interval: integrujeme-li lichou funkci, vyjde vZdy nula, integral sudé funkce je
naproti tomu obecné nenulovy.

Sudost/lichost je druh symetrie, stejn& tak lze na zdklad& prostorové symetrie
rozhodnout o nulovosti braketu (1o |5t ).

Teorie symetrii dokdZe ¥ici pouze, Ze integrdl je s ur&itosti nula nebo obecné
nenula, i kdyZ? v tom p¥ipadé konkrétni vy&isleni nulu dét maZe (stejng jako mize
dochdzet k ndhodné degeneraci, kterd nevyplyva ze symetrie).



Uvob
Tvrzeni: Soutin maticovych prvki reprezentace

Necht T # M1 je ireducibilni reprezentace. Potom

Z(M,@)U =0 Vij.

R
Do sumy vloZime jedni&ku, coZ je maticovy prvek 1,1 reprezentace 1 a vyslednd

nula pak plyne z Velkého teorému ortogonality.

Tvrzeni: Integral bazové funkce

Necht gjr je j-ta bazova funkce reprezentace I' # 1. Pak Vj = 1,..., ¢ plati:
/gjr(r) dr=o0.
Dikaz:

s
/gjd3 = OR/gjrd3r:/Ojord3 :Z/g,r(M;)UcPr,
i=1
o or
Z/gjrd3r:h/gjrd3 :ZZ/gJF(M,Q)Ud%:Z/gj{Z(M%)U} d*r =0
B B =1 i=1 B



UvoDb

Pak tedy nenulovy integral miZe byt pouze z bazové funkce lplné& symetrické
reprezentace [.

Jsme-li konfrontovéni s bazovymi funkcemi reducibilnich reprezentaci, je
samozfejmé& moZné reprezentaci rozlofit do direktniho soultu reprezentaci
ireducibilnich a tim se bazové funkce p¥evedou na linedrni kombonace bazovych
funkci ireducibilnich reprezentaci.

Integral bazové funkce reducibilni reprezentace je pak soucet integrali bazovych
finkei ireducibilnich reprezentaci, z nichZ pouze funkce glr1 da nenulovy integral.
Je-li tedy funkce g' bazovou funkci obecn& reducibilni reprezentace I', bude jeji

integral nenulovy pouze tehdy, kdyZ v rozkladu I na ireducibilni reprezentace
bude obsaZena reprezentace ;.



SYMETRIE VLNOVYCH FUNKCI

Pracujeme-li se symetrizovanymi vinovymi funkcemi (bdzovymi funkcemi
ireducibilnich reprezentaci grupy symetrie hamiltonidnu), jejich symetrie je
automaticky symetrie p¥isluiné reprezentace.

Pokud ale dostaneme neznamou vinovou funkci, je tfeba urdit jeji symetrii, tedy
ur&it reducibilni reprezentaci, jejiz je tato funkce bizovou funkci.

Nejjednodudsi postup je symetrii uhddnout, zejména pokud je tato funkce
bazovou funkci ireducibilni reprezentace.

SloZit&jsi postup: opakovanou aplikaci operaci symetrie nalezneme celou bazi
funkci, které jsou takto generované a prevadéji se na sebe navzajem.

V této bazi pak pro kaZdou operaci symetrie jsme schopni diky uzav¥enosti
sestrojit transforma&ni matici, matice dohromady tvo¥i obecné& reducibilni grupu
symetrie.



SYMETRIE VLNOVYCH FUNKCI

Pt¥iklad: Urtete symetrii vinové funkce ¢1 = d(x — xg) v grupé Csy
Eypr =6(r — ro) = ¢

Gpr=6(r—n)=1»
Cihr=6(r — ) =3

G111 =1
N Tady bude néacrtek.
Gap1 = o y
G31 =3
n= (X07 07 0)

n = (—x0/2,+v3x/2,0)
r=(—x/2,-V3x%/2,0)
® Bazové funkce 11, 17, 13 ortonormalni.

® Kromé identity a jednoho ze zrcadleni se vinova funkce pfevadi mimodiagondinim
¢lenem v transforma&ni matici (projekce vysledku na pavodni bazovou funkci je
nula).

* xr(E) =3, xr(&) =0, xr(8)v) = 1.
® Rozklad ' = A; © E.



SYMETRIE VLNOVYCH FUNKCI

Pozn. k symetrizovanym funkcim: stoji za to ovéfit, Ze vypolet je konzistentni a
Ze existuje skute¢n& symetrizovand baze, kterd generuje vinové funkce 1, 92, 13.

Nutn& musi jit o jejich linedarni kombinaci.
Snadno zjistime, Ze glA1 = 1 + 2 + 3] /V/3.

P¥i libovolné rotaci nebo zrcadleni se delta-funkce zobrazi na sebe navzajem bez
zmény faze.

Zbyvajici dv& symetrizované funkce se také daji uhodnout, anebo ur&it s pomoci
vzorce, ovéem musime si vzit na pomoc tabulku charaktert grupy Cs, kde jsou
charaktery reprezentace E rozepsané:

g53 _ ['ﬂz)l + w2ei27\'i/3 + 7?/J?’eIF27\'i/3:| /\/g

Bazové funkce dévaji spravné charaktery, jsou ortonormalni a linedrni kombinace
dava pozadovanou vinovou funkci:

1= (g +gf +gf]/V3.



SYMETRIE OPERATORU

Operatory také podléhaji prostorovym transformacim, jsou obecné& zavislé na
soufadnicich.

Postup nalezeni symetrie operdtoru s je upln& stejna jako v pfipad& vinovych
funkci: opakované aplikujeme operace symetrle neZ najdeme uzav¥enou , bazi",
tedy mnoZinu generujicich operatorii {F17 E, ... }

Prostorové transformace v ramci baze vyjadfime maticemi, tvoFicimi reprezentaci.

Symetrie reprezentace je pak symetrie operatoru.



SYMETRIE BRAKETU

Chceme urdit symetrii celého braketu
(WalSslv) = [ i 8o, &,

neboli obecné& reducibilni reprezentaci, kterd ma integrand jako bazovou funkci.

Uvédomme si, Ze
Or(v5551,) = (Orvy) (OrSs) (Or1,) -

Jestlize ma vinova funkce -, symetrii I, vyraz éRggwa, je vlnova funkce,
vznikld plsobenim operatoru z bize {I:'l, E, ... } se symetrii ['g na vinovou

funkci se symetrii 'y z baze {zﬁ[”,wgw,... }

Vznikla vinova funkce tedy obsahuje sou&in dvou objektl ze dvou riiznych bazi,
symetrie je nutné g @ I',.

Symetrie celého integrandu je
[Mbraket = rZ ® rﬁ & r'y

Pokud reprezentace IMyaket Obsahuje M1, pak je braket obecné& nenulovy, jinak je
nula.



SYMETRIE BRAKETU

VyuZijeme jiz vyfeSeného pt¥ikladu, kdy byly nejnizsi hladiny molekuly vodiku (v
rédmci grupy Doop) uréeny jako:

Z+
"’g(S) & °(s) () ()
b b
\U i “(sp) = /\3,2g2 £ (5) + X3,383 i(P) v i(sp) >\4 28 m (S) + X383 i(p)
oy
5 (sp) As 5g5 “(s)+ As,685 " (P) Ve H(sp) = >\6,5g5n (s) + esgs” (p)
( ) A7 78’71g (P) + A7 aggé(P) “U%g (P) = )\8,73’75([7) + )‘B,Sgg g(np)
( ) = 20,085 “(P) + Ao,108:4" (P) V5 (P) = A10,980 ' (P) + A10,1081 (P)
Operator dipélového momentu d=—erma symetrii Merans = £ @ M.

® Zikladni stav je obsazeny dv&ma elektrony, ostatni jsou prazdné.

® Rychlost pfechodu z Fermiho zlatého pravidla ws_j o |<f|3|i>|2, braket jako
takovy musi byt nenulovy, aby byl dipdlovy pfechod povoleny.
PoZadujeme:

Sfeme(Cien,)esf =re(ten,).

® To je moZné, pouze pokud I, € ren,.

Evidentn& je moZny p¥echod pouze do stavil se symetrii X nebo I, tedy do
stavll Wy, V5, Vg, Wg a Wyg.

Zajimavosti je, Ze vedle dvou p¥echodl mezi orbitaly s—p je povolen i pfechod
s—sp, ale dokonce i s—s, zatimco nékteré s—p jsou zakazané.



SYMETRIE BRAKETU

Priklad: Uréete, jakou symetrii ma operator Ramanova rozptylu.

Ramaniv rozptyl je dvoufotonovy neelasticky proces, ktery zpiisobuje pfechod
mezi vibraénimi nebo rota&nimi stavy molekuly.

Jde o sérii dvou dipdlovych pfechodd.

2

Operétor rozptylu bude mit tvar D = é2rr.

Mohli bychom si tipnout, Ze symetrie bude lNtrans ® lMtrans-

Musime ale vzit do tvahy permuta&ni symetrii boson (foton(i): sice maji riizné
frekvence, ale po¥adi jejich plsobeni neni zfejmé (jsou to monochromatické vny):
tim padem musime symetrizovat.

Symetrie operdtoru Ramanova rozptylu je tedy I' =T2, .

Raman



