Nahodna prochazka

Dalsim problémem, ktery néas bude zajimat, jsou zédkonitosti pohybu v systémech tvotfenych
velmi velkym mnozZstvim chaoticky se pohybujicich objektt. Tyto objekty se pohybuji
malymi kroky, které jsou zcela ndhodné. To znamena, ze krok, ktery objekt praveé déla, neni
nijak ovlivnén kroky pfedchazejicimi. VSe je zcela nahodné a chaotické, neexistuje zadna
pfic¢innd néslednost krokd.

Nahodna prochazka byva Casto vysvétlovana na pohybu opilého namoinika. Ten se vypotaci

Z hospody, a je rad, ze ud¢la krok (neni ale schopen ovladnout to, kterym smérem). Ud¢la
tedy krok ven z hospody, zapotaci se a udéla dalsi krok nahodnym smérem, potom dalsi
krok... Zajimavé je, kam se dostane, kdyz timto zpisobem (ndhodnou prochazkou) kraci
urc¢itou dobu. Kam se dostane po N krocich a jak se to bude lisit od ,,cilené prochazky*, kterou
by sméroval do pristavu ke své lodi? Tento piiklad ale neni pfipadem nahodné prochazky se
v8§im vSudy. Spousty opilych namoiniki vychazi kazdy vecer z hospod a do piistavu nakonec
néjak dojdou, a dokonce i svou lod’ najdou (tedy... asi ne v obdobi koronavirové pandemie, to
jsou hospody zaviené...).

Hezky model ndhodné prochazky uvadi v ¢lanku [1] J. Mlyna#. Clanek mate k dispozici
vV materidlech k této pfednésce. Inspirujme se tedy napady z tohoto ¢lanku.

Predstavte si, ze mate pytel plny blech, polozite ho na zem a udélate do né¢j malou dirku.
Touto dirkou vyskakuji blechy, jedna za druhou. Blechy neunavné skacou, ale jejich skoky
maji zcela ndhodné sméry. Kazda blecha vykonava nahodnou prochazku. Mohli bychom si
polozit otazku, kam doskace ndhodné vybrana blecha za urcitou dobu (po vykonani N skoki).
Odpovéd’ by ale nebyla pfilis uziteCna. Zajimavéjsi otdzkou je kam v praiméru doskace blecha
po N skocich (blech je velké mnozstvi — byl jich ptece plny pytel).

Nacrtnéme si pohyb jedné blechy (napf. ¢tyfti jeji skoky):
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Bo oznacuje polohu diry, kterou blechy vyskakuji z pytle, B1 az B4 polohy blechy po prvnim
az Ctvrtém skoku. Samotné skoky jsou znazornény Sipkami s; az s,. Po ¢tyfech skocich se
blecha dostane do vzdalenosti ¢, 0d po¢ate¢ni polohy. Na Sipku c,, kterou oznacujeme
vysledek ¢tyt skokll se mtizeme divat jako na polohovy vektor blechy vztazeny k dife v pytli
Bo.



Primét ,,cesty ¢, do 0S X, Y je nasledujici:

Cax = Bax — Box,

C4y = Byy — Boy-

V piipadé, Ze by blecha vykonala N skokii, bylo by to takto:
Cnx = Bnx — Box:

Cny = Bny — Boy-

Blech, které¢ vyskakaly z pytle, je velmi mnoho. Kazda z nich doskékala po N skocich do jiné
vzdalenosti cy. Soufadnice koncového bodu cesty By jsou:

Bnx = cnx + Box,
BNy = CNy + Boy_

Nyni nas bude zajimat, jaka je stfedni hodnoty téchto soufadnic za ptfedpokladu velmi velkého
poctu blech, které skdcou zcela ndhodné. Pro tyto stfedni hodnoty plati:

(Byx) = {Cnx) + Box,
<BNy) = <Cny> + BOy-

(Ptedpokladame, Ze poloha diry v pytli se v nasem soufadnym systému neméni, a proto
v uvedenych vztazich neni (By,), (By, ), ale jsou zde rovnou piislusné stfedni hodnoty
soufadnic diry Boy a By,

Zamysleme se nad stfednimi hodnotami (cy,) @ {cy, ). Blech je velmi velky pocet a skacou
vzdy zcela nahodnym smérem. (MuZeme navic pfedpokladat, ze ,,jedna blecha je jako druha®
a skoky jsou téméf stejné dlouhé.) Pokud je smér skoku cy ur¢en uhlem a, ktery tento smér
svird s 0sou X, plati cy, = cy * cOs @ a cyy, = cy * sina. Stfedni hodnoty (cy,) a {cy, ) jsou
potom dany vyrazy (cyx) = {cy){cos a), {cyy) = {cy)sin a). Stiedni hodnoty cos a a sina
jsou rovny nule (@ mize nabyvat vSech moznych hodnot mezi 0 a 360°).

Pokud jsou tedy stfedni hodnoty {(cyy) @ {cy,) rovny nule a plati:
(Bnx) = Box,
<BNy) = BOy-

To se samoziejmée dalo rovnou uhadnout. Blechy se rozeskakaly rovnomérné do vSech stran a

,,t€718t€* hejna blech je v misté B, odkud blechy vyskakaly z pytle.

Kdyz jsme si ud€lali pfedstavu o tom, jak se blechy rozeskacou kolem pytle, pojd'me se jesté
podivat na to, jak daleko od pytle se blechy rozeskacou.

Opét si nacrtneme vysledek skdkani jedné z blech po Ctyiech skocich. (Jednotlivé skoky ted’
nejsou zakresleny, v naértu je pouze zacatek a konec cesty.)



Plati ziejmé:
Cf = Cfx + ny : (1)
Vime, ze poloha blechy B,je vysledkem (ndhodné orientovanych, zhruba stejn¢ dlouhych)
skokt s1, S, S3, S4. Praméty délek téchto skoki do 0s X, Y JSOU S1y, Sox» S34, Sax @
S1y» S2y, S3y, Say. Orientace téchto priméti mize byt jak ve sméru osy, tak proti nému. Po
dosazeni do (1) dostaneme:
2
¢ = (S1x + Sox + S3x + Sax)? + (S1y + S2y + S35 + Say)

(hodnoty s;,, mohou byt jak kladné, tak zaporné v zavislosti na orientaci pfislusného skoku).
Vztah miizeme rozepsat (,,roznasobit™ zavorky):

C; = Sty + S5y + S5y + Sk + 2515Sox + o+ 57, + 55, + 55, + 55, + 251,55, + -
(Cleny, které maji byt napsany misto --- jisté dokazete sami doplnit).
Podobny vztah miiZzeme napsat pro kazdou blechu, a nakonec ur¢it stiedni hodnotu (c2):

(cd) = (stx) + (s3) + (sd) + (sde) + 2(s1xMs2x) + -+ (sy) + (s3)) + (s3y) + (s))
+ 2<51y><52y) +
Zamysleme se nad ,,smiSenymi‘ ¢leny v pfedchozi rovnici (2(s1,){S2,) apod.). Primét skoku

s; do osy x lze napsat jako s;, = s; - cos a, kde a je thel, ktery svira smér skoku s; S 0SOU X.
Primét tohoto skoku do osy y je potom s;,, = s; * sina.

Lze tedy napsat napf. 2(S1,){(S2x) = 2(s1 - cos a)(s, - cos @) = 2(s;){cos a)(s,){cos a).
Stiedni hodnota cos « je ale rovna nule, a proto je cely vyraz nulovy. TotéZ plati pro smiSené
¢leny, v nichz vystupuje stftedni hodnota sin a. I tato stfedni hodnota je nulova. VSechny
smiSené Cleny tedy vypadnou (jsou rovny nule) a zbydou pouze kvadratické Cleny:

(cd) = (stx) + (s3x) +(s3x) + (six) + (sy) + (s3)) + (s3y) + (sdy),
coz lze napsat i takto:

(c§) = (stx) + (sty) + (si) + (s3)) + (s52) + (s3y) + (six) + (shy),
nebo také:

(c£) = (s7) + (s7) + (s§) + (si). )



Budeme ptedpokladat, ze stiedni délka jednotlivych skokt blech je stejné (jsou to netinavné
unifikované blechy...). U blech o tom sice miZete pochybovat, my jsme si je ale zvolili jenom
pro zvyseni atraktivity problematiky ndhodné prochazky. Vysledky budeme pozdé¢ji aplikovat
na nezivé objekty (Castice vykonavajici Browntiv pohyb, molekuly...) a u téch bude tento
ptedpoklad opravnény.

Plati tedy:
(s) = (s3) = (s3) = (s§) = (s?)
a rovnici (2) mizeme napsat ve tvaru:
(c3) =4 (s?). @)
Zobecnime-li tento vysledek na N skoki blech (N kroki ndhodné prochazky) dostaneme

(k) = N -(s?). (4)
Pro pocet krokti nahodné prochazky (pocet skokti zprumérované blechy) odtud plati:
i)
(s?)’

Pocet skokil primérné blechy miizeme vyjadti také z doby, kterou blechy skacou a ze stiedni
délky jednoho skoku:

N=2,
T

kde ty je doba, kterou trva N skoku a 7 je stiedni délka skoku.

Porovnanim ptedchozich dvou vztahii dostaneme:

(ck) _tv

(s2y 1’
coz lze prepsat na tvar:

(cd) _(s?)

ty T

V tomto vztahu vystupuji na levé strané makroskopicky meéftitelné veliciny (stfedni
kvadraticka vzdalenost blechy od diry v pytli {(cZ) a doba, po kterou blechy skakaly ty) a na
pravé stran¢ jsou mikroskopické veliCiny charakterizujici ,,systém blech* (stfedni kvadraticka
délka skoku (s?2) a stfedni doba trvani jednoho skoku 7). Takovyto vztah je velmi dilezity a je
to typicky vysledek kinetické teorie — fika nam, jak souvisi makroskopicky méfitelné veli¢iny
v n¢jakém systému s mikroskopickymi parametry tohoto systému.

Z principu véci vyplyva, ze pomér (s2)/7 je konstantni. To znamen4, Ze také

5

= konst.



Tim je vyjadiena zakladni vlastnost ndhodné prochéazky:

(CI%I) ~ty,

Vyraz na levé strané nazveme stiedni kvadratickou vzdalenosti (od po¢atku pohybu —
oznaéime |i napf. c;), vpravo je odmocnina z doby trvani pohybu. Pfedchozi vysledek tedy
zapiSeme jako:

nebo-li:

c ~Vt. ®)

Pii nahodné prochazce je tedy stfedni kvadraticka vzdalenost, do které se objekt
dostane, umérna odmocniné z ¢asu, po ktery pohyb trva. Tim se nahodna prochazka
vyrazng lisi od ,,cilevédomého pohybu®, kdy se téleso pohybuje napt. rovnhomérnym
ptimocarym pohybem. V tom ptipad¢ plati, ze vzdalenost, do které se dostane je imérna ¢asu
(s=v-t).

Vztah (5) vyuzijeme pii rozboru Brownova pohybu.
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